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Introduction

En mathématique, la géometrie différentielle est 'application des outils de calcul différentielle a
I’étude de la géometie. Les objets d’étude de base sont les variétés différentielles qui sont des collections
d’homéomorphismes d’ensembles ouverts vers une sphere unitaire R"™ tel que les ensembles ouverts
couvrent 1’espace.

Les propriétés métriques de R™ (distances et angles) sont déterminées par les coordonnées cartésiennes
canoniques. Dans une variété généralement différentiable, cependant, il n’y a pas de telles coordonnées
pour définir les distances et les angles, il faut ajouter plus de structure en choisissant un 2-champ
de tenseur spécial, appelé métrique Riemannienne. Cette idée a été introduite par Riemann dans son
exposé d’habilitation de 1854 intitulé «On the hypotheses which underlie geometry», a la suite de la
découverte (vers 1830) de la géométrie non Euclidienne par Gauss, Bolyai et Lobachevsky.C’est une
généralistion directe de géométrie differentielle des surfaces de Gauss en n dimensions.

Les variété Riemmanniennes sont des variétés différentielles munies d’une métrique riemmannienne,
voire des fibrés vectoriels riemmanniens.

Ainsi la théorie des groupes et algebre de Lie apparait dans les années 1870, alors que parallelement
Felix Klein souligne 'importance de groupe en géométrie.

Un pas décisif est franchi lorsque Gregogio Ricci-Curbastro et Tullio Levi cevita devellope le calcul
tensoriel dans leur ouvrage «Méthodes de calcul différentiel absolu et leurs applications », paru en
1900.

Meéme si plusieurs résultats que nous appelons aujourd’hui * ”topologiques” étaient déja connus, c’est
avec Poincaré (1854-1912) que la topologie prend sa forme moderne. En particulier, concernant les
propriétés des surfaces ou des espaces de dimensions supérieures. Poincaré a introduit le concept
fondamental de simplement connexe.

Définition 0.1 Une surface est appelée simplement connexe si chaque courbe sur elle peut étre conti-
nuellement déformée en un seul point.

Théoréme 0.2 Toute surface fermée et simplement connexe est homéomorphe a la sphére (homéomorphe
= déformable).

Poincaré s’est demandé si ce théoreme était vrai en dimension supérieure a deux, en particulier en
dimension trois.

Conjecture 1 (Poincaré, 1904). Soit M une variété compacte de dimension 3, simplement connexe,
alors M est homéomorphe & la sphere S3 .

Proposé en 1904 dans ”Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo”

1. Cette question, a l’origine purement topologique, s’est révélée extraordinairement difficile et a
stimulé les recherches sur la classification des variétés de dimension 3.

2. Depuis les années 70, beaucoup de progres ont été faits dans la compréhension des liens entre la
topologie d’une variété et les géométries qu’elle peut porter.

3. La notion de courbure sectionnelle généralise la courbure de Gauss des surfaces plongées dans
R3.



4. Le point fondamental est qu'un espace ou la courbure sectionnelle est constante, c’est-a-dire
K = —1, 0 ou 1 est localement isometrique a ’espace hyperbolique, a ’espace euclidien ou a la
sphere ronde. Si de plus 'espace est supposé simplement connexe, on a une isométrie globale.

On peut donc reformuler la conjecture de Poincaré comme un probléme géométrique :

Conjecture 2 : Soit M une variété compacte, de dimension 3, simplement connexe, alors M peut étre

munie d’une métrique de courbure sectionnelle constante strictement positive. Pour munir une variété

de la métrique la plus jolie, une idée naturelle consiste a partir d’'une métrique quelconque et a la

déformer pour lui donner le plus possible de symétrie ou d’homogénéité. Suivant cette idée, en 1982,

Richard Hamilton a introduit I’équation du flot de Ricci

g‘z = —2Ricy(), (1)

ol ¢(t) est une famille de métriques riemanniennes sur une variété donnée et Ricy la courbure de Ricci

associée a la métrique g. Cette courbure contient moins d’information que la courbure sectionnelle en

général, mais autant en dimension 3.

— Fin 70- début 80, I’étude des tenseurs de Ricci et d’Einstein d’un point de vue analytique suscite
un vif intérét.

— Une proposition d’analyse d’une famille de flots, parmi laquelle le flot de Ricci, a été proposée
par Jean-Pierre Bourguignon («Courbure de Ricci et métriques d’Einsteiny», Notes de cours en
Math 838, 1981).

— En 1982, Richard Hamilton définit et étudie le flot de Ricci, c’est-a-dire le systeme de PDE

(Zg = —2Ricg(t), (2)
décrivant I’évolution d’une métrique d’une variété riemannienne. “Three—manifolds with positive
Ricci curvature”, Journal of Differential Geometry 17, 1982, pp. 255-306. On dit que g(¢) est un
flot de Ricci sur [0, T7] si elle satisfait a I’équation d’évolution 2.

— Le flot de Ricci déforme la métrique (d’out la géométrie locale) de maniere «sélectivey : se
contractant dans les directions a tenseur de Ricci positif et se dilatant dans celles a tenseur de
Ricci négatif.

— L’équation est non linéaire, appartenant a la méme famille de ’équation de la chaleur.

Théoréme 0.3 Si une variété Riemannienne en dimension 3 a un tenseur de Ricci positif, alors le
flot de Ricci la déforme en une 3-sphére.

Le large éventail d’applications de soliton de Ricci a incité les scientifiques & s’intéresser au développement
de cette étude dans plusieurs directions. L’un d’eux est de trouver les solutions les plus simples du flot
Ricci qui sont ses points fixes, en d’autres termes les métriques Ricci-flot. Une autre consiste & trouver
des solitons de Ricci, c’est-a-dire des métriques solitaires résolvant des équations données. La théorie
du soliton de Ricci a trouvé des applications dans diverses branches des sciences pures, appliquées, de
I'ingénierie et médicales. Nous avons en particulier a l'esprit la géométrie Riemannienne, la relativité
générale, les équations différentielles, la théorie de I'information, les statistiques mathématiques.

Les solitons de Ricci sont des généralisations naturelles des métriques d’Einstien si X est un champs
killing. On peut aussi les voir comme des points fixes du flots de Ricci, d’ou 'appellation ” Soliton”
Un soliton est appelé rétrécit, stable ou en expansif si la constante A est respectivement négatif, nul
ou positif.

Le cas important est le gradient Ricci soliton ou X est le gradient du fonction f alors la dérrivée de
Lie devient la hessienne de f

L’objectif de notre mémoire est de trouver les classes du gradient soliton de Ricci.

Notre mémoire est réparti en trois chapitres :



Dans le premiér chapitre nous citons les notions générales et les préliminaires des variétés différentielles,
espace tangent, fibré tangent, champ de vecteur et fibré cotangent parlons aussi d’algebre de Lie et la
dérrivée de Lie accompagnons de quelques exemples et figures.

Le deuxieme chapitre est resérvé pour l'etude de la géometrie Riemmannienne,on decrit les notions de
metrique Riemmannienne, la connexions Levi-cevita associée,les structures des courbures telle que les
tenseurs de courbures, courbures sectionnelles, courbures de Ricci et courbures scalaires. Parlons aussi
des opérateurs (gradient, divergence, laplacien et hessien) ullistrant avec la 2-sphére , le 2-tore et la
metrique tordue comme des exemples. Puis on fait un rappelle des champs killing. Ces notions seront
utiles pour la suite de ce travail.

La premiére section du dernier chapitre sera consacrer au solitons de Ricci (définitions, exemples et
propriétés) et dans la deuxiéme section nous parlons de I'objectif essentiel qui consiste a étudier les
classes de gradient soliton de Ricci & 2 dimensions et et spécialisér nos résultats pour présenter des
études de cas remarquables des solitons de Ricci a gradient stable. .



Chapitre 1

Variétés différentielles

1.1 Définitions

Définition 1.1 Un atlas de classe CP, p € NU{oo}, et de dimension n € N* sur un espace topologique
X est la donnée d’un ensemble de couple {(U;, vi)}ier tel que :
(i) Vi € I, U; est un ouvert de X et @; est un homéomorphe de U; sur un ouvert de R".
(i) X = U Us.
el
(iii) Vi, j € I, j0p; i (UiNU;) — @; (U; N U;) est un CP-difféomorphisme.

Remarque 1.2 (i) Vi,j € I, ¢; (U; NU;) est un ouvert de R™.

(7i) Le couple (Ui, i) est une carte de l'atlas.

(7i1) Six € U;, (Ui, ;) est une carte en x.

(iv) Le n-uplet @;i(x) = (i) (T), ... , @i, (x)) représente les coordonnées locales de x associées a la
carte (U;, ;).

(v) L’application ¢; o %—1 est nommée application de changement de cartes.

Définition 1.3 Deuz atlas de classe CP sur X sont compatibles si leur réunion est encore un atlas de
classe CP sur X, il s’agit d’une relation d’équivalence. L’atlas mazximal est obtenu en considérant la
réunion de tous les atlas compatibles (qui est encore compatible).

Remarque 1.4 (i) Pour vérifier que deux atlas sont compatibles il suffit donc de vérifier qu’étant
données une carte (U, p) du premier atlas et une carte (V, 1) du second atlas, lapplication de transition
pop L ip(UUV) — ¢ (UUV) est un CP-difféomorphisme.

(ii) Tout atlas est donc contenu dans un unique atlas mazximal pour l'inclusion.

Exemple 1.5 1. R” est une variété différentiable de dimension n .

2. La sphére S"C R"! est une variété differentiable de dimention n.

3. L’ensemble des matrices carré M (n,R) d’ordre n a valeur dans R est une variété de dimension n®.
4. Le produit de deux variétés est une variété de dimension somme des deux dimension par exemple le
tore T2 = S'xS' est une variété différentielle de dimension 2.

Définition 1.6 Une variété différentielle de classe CP, p € N et de dimension n € N* est la donnée
d’un espace topologique M séparé a base dénombrable et d’un atlas maximal sur M de classe CP et de
dimension n.

Exemple 1.7 la sphére S*C R
Soient N = (1,0, ...,,0) et S = (—1,0,...,0).Posons Uy = S"\{N} et Us = S"\{S}.
On construit la projection stéréographique de S™sur Uhyperplan équatorial H = {xg = 0} ~ R"™ par



rapport a N en associant a tout point x € Uy U'ntersection de (N, ) et de H. De méme pour la projection

stéréographique par rapport a S. Aprés calculs on obtient
iy: Uy — R” ig: Usg — R”
1 et 1
X [— m(ﬂfl,...,l’n) X [— m(l’l,...,l’n)

1l s’agit d’homéomorphismes d’inverses

iy R* — Un
y = (nyuﬁ) (” ) i =1, 2y, ---72yn)7
igt: R* — Us

y = (nyu%—f—l) (_ ny i +1, 2y1, -~-72yn)-

et L’application de changement de cartes est donnée par
isoiy' R"\{0} — R™({0}
_Y_
Y 1y
(voir Fig 1.1).

Fig. 1.1 -

Exemple 1.8 (espace projectif réel P"R ). Le (n+ 1)-uple x = (xo,...,x,) est un systéme de co-
ordonnées homogénes de p(x). Il sera commode de noter [x] = [(xg, ..., )] le point de coordonnées
homogénes x. Nous allons munir P"R d’un atlas {(U;, i) }ier et donc en faire une variété. Posons
Vi = {x = (w0, ..., 7n) € R™ | 2; #£ 0} (0 < i <n) et définissons les applications ®; par :

&V, — R"
(T0yeeey Tp) (%’, ey %, ey %)
ot le signe” singnifie que le terme correspondant est omis. Ce sont des applications continues et
Q;(x) = ®i(y) si et seulement si p(z) = p(y). D’aprés les propriétés de la topologie quotient, U; = &;(V;)
est un ouvert de P"R et ®; passe au quotient et donne une application bijective et continue p; de Uj;
dans R™. Explicitement,
Zo /377 xn)

%(p(:v))=<

L’application réciproque est donnée par : go;l(yo, s Un—1) = P(Y0y s Yi1, Ly Yis ooy Yn—1), €€ qui montre
que @; est un homéomorphisme de U; sur R™. Les fonctions de transition ¢; o gpi_l sont bien des
difféeomorphismes de @;(U; N U;) sur ¢;(U; NU;), car pour y; # 0 on a

-1 Yo yi1 1 Y; Yn—1
Pj o P; (y()?"'?y—l):(i?"': 777"'77a"'>7>
o " Yj Yi Y Yj Yj

Nous avons ainsi une structure de variété lisse sur P"R (Fig.1.2).
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Fig. 1.2 -

1.2 Applications différentiables

Nous ne savons faire du calcul différentiel que sur des ouverts d’espaces vectoriels normés. L’intérét
des variétés est de pouvoir faire du calcul différentiel localement en se ramenant a des ouverts de R”
via les cartes. D’ou la définition suivante.

Définition 1.9 Une application f : M — N entre deuz variétés différentielles de classe CP est dite
de classe CP en x € M s’il existe une carte locale (U, p) de M en x et une carte locale (V,v) de N en
f(z) telles que f(U) C V et que Uapplication o fop=t: U N f~1(V)) — 9 (V) soit de classe CP
en ¢ (x).

Définition 1.10 Une application f: M — N entre deux variétés différentielles est dite de classe CP
st elle lest en tout point de M.

Fig. 1.3 -

Remarque 1.11 1. En particulier une application de classe CP en x est continue en x (localement
f=vlo(ofop ) oyp).

2. Une application lisse est une application de classe C*° entre variétés lisses.

3. On peut remplacer Uhypothése f(U) C V par f continue de sorte a ce que f~1(V) soit un ouvert.
4. La définition est cohérente du fait de la régqularité des applications de changement de cartes, elle ne
dépend pas du choiz des cartes.

Lemme 1.12 Soit f : M — N une application continue entre deux variétés. Alors les sont équivalents :
1. f est de classe CP.
2. Il existe un atlas U de M et un atlas V' de N tels que pour toutes cartes (U, p) deU et (V,4) de V
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cpo fopTl est CP.
3. Pour toutes cartes (U, ) de M et (V,%) de N, o fop~! est CP.

Remarque 1.13 1l suffit donc de vérifier l’aspect CP sur un atlas définissant la structure différentielle.

Le théoreme de composition des applications de classe CP se généralise aux applications de classe
CP entre deux variétés :

Théoréme 1.14 Soient f : M — N et g : N — P deux applications de classe CP entre variétés
différentielles alors go f: M — P est encore de classe CP.

1.3 Espace tangent
Soient M une variété différentielle et ¢ : I — M une application de classe CP. Posons
CM —{c:T— M|0eT ete(0) =m}

oit I est un intervalle ouvert de R et m € M. Deux courbes de C¥ sont tangentes en m s’il existe
une carte (U, @) en m tel que (¢ oc1)(0) = (¢ o c2)(0). Cette condition ne dépend pas du choix de la
carte. En effet ; si (V,1) est une autre carte alors

(o) (0) = (Yop ™ opoc)(0) = do(m) (o™ ")((woci)(0)
On a donc défini une relation d’équivalence sur C, d’ott

Définition 1.15 Une classe d’équivalence est un vecteur tangent a M en p et on nomme espace
tangent a M en p l’espace quotient noté T, M.

Remarque 1.16 1. Si U est un ouvert de M et p € U alors T,U =T, M.
2. Soient p e M et p’ € M alors Ty, (M x M) = T,M & Ty M'.

Définition 1.17 Soit f : M — N une application différentiable entre variétés différentielles, alors
pour tout p € M ’application
M N
G — Ci
c r+— foc
passe au quotient en une application linéaire T, f + Ty,M — Ty,) N, nommée différentielle de f en p
(ou application linéaire tangente de f en p).

Proposition 1.18 1. Si f: M — N et g : N — P sont deux applications différentiables entre variétés
alors ¥p € M, Ty(go f) = Ttpygo Tpf-
2. 8i f: M — N est un difféomorphisme alors T,f est un isomorphisme et (T,f)~" = Tf(p)(ffl).

Exemple 1.19 espace tangent de S™ en un point (Fig.5)
On considérant S™ comme une sous variété de R"*1. Si x € S* alors T,S" ~ kerT,f = {y € R**! |

(x1y) =0} ou
f RTH-I _ R
(20, oy Tn) — X3+ ... +a2

(voir Fig.1.4).

11



Fig. 1.4 -

1.4 Fibré tangent

Nous allons voir que ’ensemble des espaces tangents d’une variété admet une structure de fibré
vectoriel. Soit M une variété différentielle de dimension n et de classe CP,p > 0, on note TM =

U T,M et si (U, ) est une carte de M on pose TU = |J T,U = |J T,M. L’application
peEM peEM peEM

¢ (p,§) = (p(p), Tp(§))

est une bijection de TU dans ¢(U) x R" (on rappelle que T, ne dépend pas de p mais que de U et
que T,p(U) donne les coordonnées de & dans la base usuelle). Si {(U;, i)} est I'atlas maximal de M,
on munit TU d’une topologie en imposant les conditions suivantes :

1. Les T'U; sont des ouverts.

2. Les ¢; sont des homéomorphismes.

Ainsi, Q € TM est un ouvert si et seulement si Vi : ¢;(Q2 N TU;) est un ouvert de ¢;(U;) X
R". L’application

giod; ' 0i(UinU;) xR" — 0i(U;NU;) x R™
(y,0) — ((pio ;)W) Ty(wio@; ') (v))

est un CP—difféomorphisme. Par conséquent TM est une variété de classe CP~! et de dimension 2n
pour latlas {(TU;, ¢;)} (voir Fig.1.5).

Fic. 1.5 -

1.5 Champ de vecteur

Une section de TM est une application X : M — TM telle que m o X soit l'identité sur M.
C’est a dire pour tout p € M, nous associons un X (p) € T, M. Une telle section X de classe C*,

12



sera appelé champ de vecteurs sur M. Un champ de vecteur est donc une application qui a tout
point de la variété M associe un vecteur au dessus de ce point (dans I'espace tangent a ce point sur
la variété), de facon C*. cette derniére hypothése équivant & ce point, si X (p) = X*(p) 821- (p), les
fonctions X' : M — R soient C* sur l'ouvert de la carte locale. Nous notons X(M) 'espace vectoriel

des champs de vecteurs sur M.

Exemple 1.20 La formule X, ,y = —ya% + 938%, définie un champ de vecteurs sur R? (Fig.1.6).

Fic. 1.6 —

Un champ de vecteurs X est une différentiable si et seulement si, a toute fonction différentiable
f eC>®(M), la fonction
Xf: M — R
p o (X.f)p=Xp(f)

est différentiable. La fonction X.f est appélée dérivation de f le long de X. Ainsi on peut voir X €
X(M) comme un opérateur linéaire X : C*°(M) — C>®(M).

Prenons maintenant deux champs de vecteurs X, Y € X(M). En général, les opérateurs X oY
et Y o X impliqueront des dérivées d’ordre 2 et ne correspondront pas a des champs de vecteurs.
Cependant, le commutateur X oY — Y o X définit un champ de vecteur.

Proposition 1.21 Soit deuzx champs de vecteurs différentiables X, Y € X(M) sur une variété lisse
M, il existe un unique champ de vecteurs différentiable Z € X(M) tel que

Zf=(XoY —-YoX).f

pour toute fonction différentiable f € C*°(M).

1.6 Fibré cotangent
Soient f une fonction de classe C* passant par p (p € M), en définie I'application linéaire

dfy : T,M — R
v dfp(v) = u(f)
On appelle T; M l'espace cotangent a M au point p.

Remarque 1.22 1. Soit (U,x) une carte locale contenant le point p et (Oip,...,Onp) la base locale,
alors les différentielles (dx}m ...,dacg) forment une base dual pour Ty M

4 (0y) = 57
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alors le fibré cotangent a M est défine par T*M = |J T, M.
peEM

. Une section sur T*M est une application, w : M — T*M (w est appelé un champ de covecteur ou
une forme différentielle),

8. T*M est un ensemble de champ de covecteur ou une forme différentielle,

4. La différentielles est un C*°(f) champ de covecteur définie par

daf - M — TM*
p +— df(p)=dfy

5. Localement, soit (U,x) une carte et w un champ de covecteur alors, il existe (wi)i: n fonctions

1,...,n

3eeey

reélles de classe C®° : w; : U — R telle que w = w;dz’.

1.7 Crochet et Algébre de Lie

Définition 1.23 Une algébre de Lie est un espace vectoriel V. muni d’une opération bilinéaire [, ]
qu’on appelle crochet de Lie, qui a les propriétés suivantes :

1. le crochet est antisymétriques : [a,b] = — [b,a], pour tout a,b €V,

2. le crochet satisfait l'identité de Jacobi : [[a,b] ,c] + [[c,a],b] + [[b,c] ,a] = 0 pour tout a,b,c € V.

Par conséquant, on a
Corollaire 1.24 Les champs de vecteurs X(M) forment une algébre de Lie, avec le crochet
(X, Y]f=X(Y(f) =Y (X(f), feC(M)
qui vaut en coordonnées locales

OV ;029 0
XVl =2 X G ~Y 5 5

ou bien [V, W] = (VW' — WVJ)

9
oxI

Preuve. pour tout V..W € X(M), on a :V = sz‘% = Viagi et W = ZWj% = Wj%,si
feC>®(M), alors [V,W] f e C®(M)

0 i O 9, Of

- Vi YIN _wi % (v
VWIS = Vg Wi

= i WIOL | i 0T VIO iy O°F
ox' 0xJ ox*oxI oxJ dx* ox*0x’

B OWI Of B jﬁVi of P 0% f B 0% f

=V Ot Oz w OxJ Oxt +Vw (&cifhj 8xi8xj)

B OWI Of B jE?Vi of

=V Ot Oz w OxJ Oxt

remplagant j par ¢ et ¢ par j dans le seconde terme, on aurra

) J . (
iOWTof 0V of

v.wlf or' dxi  O2d Ox
SOWY OV Of
= ozt W 8$i)8:ﬁj
]
R 1.25 SiV="2 eW=:"2ieVi=letWi=1,ad 0 91 4
emarque 1. V=55 ¢€ = g7 L€ =1le =1, alors 92 94 f=0.
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1.8 Derivée de Lie

Nous voulons maintenant généraliser le fait qu'un champ de vecteurs X soit une dérivation sur
D(C>(M)), en étendant cette dérivation aux tenseurs et aux formes. Cette dérivation portera le nom
de dérivée de Lie dans la direction X et sera notée Lx. Elle ne modifiera pas le type du tenseur auquel
elle s’applique (un vecteur est envoyé sur un vecteur, une r-forme sur une r-forme...).

Il y a plusieurs approches possibles (toutes équivalentes) a cette définition. La premiere approche
est algébrique : on se donne des regles de calcul qui permettent d’atteindre tous les tenseurs et toutes
les formes. La seconde est analytique : on se donne ’expression de cette dérivée dans des coordonnées
locales

1.8.1 Approche algébrique

Sur les fonctions, nous posons Lx f = X(f) = (df, X), qui n’est autre que l'action de X sur f en
tant que dérivation. Sur les champs de vecteurs, nous posons LxY = [X,Y] pour Y € X(M).

Pour définir Lx sur les tenseurs, nous nous donnons les regles suivantes :

LLx(S®T)=T® (LxS)+ (LxT)®S;

2. Lx commute avec la contraction des tenseurs;

3. Lx est R-linéaire (i.e.) pour tous a,b € R X, Y € X(M)on a Loxipy =a Lx +b Ly)

Sur les formes différentielles, £Lx est donc définie par la méthode précédente. Cependant, une autre
approche algébrique est possible. Pour cela, nous devons définir le produit intérieur ix sur les formes
différentielles. Pour w € Q" (M), nous définissons ixw € Q"1 (M) par

iXu)(Xl, uer—l) = w(X, Xl, veny Xr—l)

on a, alors, les propriétés suivantes :
Lix(wAn) =(ixw) An+ (—1)"w Aixn (i.e.) ix est une anti-dérivation sur Q*(M)),
2. (ix)? =0,
3. Lx =ixd+dix.pourw € Q" (M) etnewe Q(M) et f eCP(M).

1.8.2 Approche analytique

Au dessus d’une carte locale de M de coordonnées (x’) , prenons X = X* 821- et T'= T;lljzj 831 ®
e ® 851'5 ® dz’' @ ... @ dzI” Nous posons alors

S T

. . 3 l

il---is _ l 3 il---is Zl...Zp—llip+1,,,iS 3sz il---is 8X
(LxT)itte = X! rids N +y T .
I Q™I 1 Ozt I-dp—1tipia. jr Oxdp
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Chapitre 2

Variétés Riemmanniennes

2.1 Metrique Riemmannienne
Définition 2.1 La métrique Riemmannienne sur une Variété est une application
g:D(TM)xT(TM) — C*®(M)
verifie les conditions suivantes :
1. C°(M)— bilinéaire

2. symétrique :
(g(V,W) = g(W,V))

3. non dégénéré :

(g(V,V)=0=V =0

4. définie positive :
(9(V,V) =2 0)

Définition 2.2 La Variété Riemmannienne est un couple (M, g) telque M Variété differentielle et g
metrique Riemmannienne sur le fibré tengent (T M, 7, M)

Définition 2.3 Soient (N, h) une variété Riemmannienne de dimension n, M une variété differen-
tielle, de dimension m, et f : M — N une immersion.Alors :

f*h:T(TM) xT(TM) — C>*(M)

définie pour tout X, Y € T(TM) et x € M par :

f*h(Xv Y)a: = hf(ac) (dxf(Xw)7d:cf(Yx))

est une métrique sur M, appelée métrique inverse.

2.2 Connexion

Définition 2.4 Une connexion linéaire sur une Variété M est une application

V : D(TM) x T(TM) — T(TM)
(X,)Y)— VxV
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satifais
Vx(V,W)=VxV 4+ VxW (2.1)
Vx(fV)=X()V+ [fVxV
Vx+rvV =VxY + fVyV

VVW, XY e (TM) et f € C®°(M)

Définition 2.5 Soient V connexion sur une Variété M de dimensionn et (01, ...,0p) (resp (dz*, ..., dz"™))
une base locale de section de I'(M) (resp(I(T*M))). Les coefficients de Christoffel sont definie par :

I} = da*(V,05) (2.4)
Définition 2.6 On dit qu’une section V € I'(T'M) est paralléle par rapport a la connexion V si :
VxV =0 (2.5)
pour tout X € I'(T'M)

Définition 2.7 g une metrique Riemmanniienne sur M, on dit que g est compatible avec la connexion
V (ou paralléle), si :

V,=0 (2.6)
Vxg(V,X)=0 (2.7)
X(g(V,W)) =g(VxV, W) +g(V,VxW) (2.8)

pour tout X,V,W € I'(T'M)

2.2.1 Tenseur de torsion
Définition 2.8 Soient M Variété differentielle muni d’une connezxion V. Le tenseur de torsion associe
a V est une application C*°(M)— bilinéaire definie par :
T:T(TM)xT'(TM) - T'(TM)
(X,Y)—T(X,Y)
telque :
T(X,Y)=VxY —-VyX — [X,Y]
VX, Y e T(TM)
La connexion V est dite sans torsion st T =0
Remarque 2.9 1. T est un champ de tenseur de type (1,2)
2. T est antisymétrique : T(X,Y) = =T(Y, X) pour tout X,Y € I'(TM)
3. La connezion V est sans torsion ssi pour tout X,Y € I'(TM) on a :
[X,Y]=VxY - VyX
4. Pour tout x € M le tenseur de torsion T induit une application bilinéaire vectoriel
Ty :ToM x T,M — T, M
(v,w) = TpM(v,w) = (VxY)s) = (Vy X)) — [X, Y],
ou X, Y € I(TM) telque : X, = w (independamment du choiz de X etY)

Théoréme 2.10 Soit V une connewion linéaire sur M. Sip € M tel que T, = 0, alors il existe une
carte (U, z', ..., z") telle que pour tout i,j,k=1,...n , on a :

Ti(p) =0
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2.2.2 Connexion de Levi-cevita

Théoréme 2.11 Soit une Variété Riemmennienne (M, g),l’application :
V:I'(TM)xT'(TM) - T'(TM)
definie par la formule de kozul :

29(VxY,Z2) = X(9(Y, 2))+Y (9(Z, X)) - Z(9(X,Y)) +9(Z,[ X, Y]) +9(Y, [Z, X]) —g(X, [V, Z]) (2.9)
est une connexion lin€aire sur M, applée connexion de Levi-cevita

Théoréme 2.12 (Théoréme fondamentale) Si (M,g) est une variété Riemmannienne, alors la
connexion de Levi-cevita est l'unique connexion linéaire sans torsion et compatible avec g.

Proposition 2.13 Soient (M™, g) une variété Riemmannienne, de dimension m et V la connexion
de levi-cevita. Si (U,¢) est une carte sur M avec les champs de bases %, associés, alors les
coefficients de Christoffel Ffj definie par :

o e

m

1 Ogj1 . Oga  0gij
kE kl J J

ot, gij sont les coordonnées de g relativement a la carte (U, ).

2.3 Courbures

2.3.1 Tenseur de courbure
Définition 2.14 Soit M une variété, V connexion linéaire. Le tenseur de courbure associée a V est
definit par Uapplication :
R:T(TM)xT(TM) —T(TM)
R(X,Y)V =VxVyV - VyVxV —Vixy|V

VXY,V e T(TM)
Proposition 2.15 La tenseur de courbure a les propriétés suivantes :

1. R est C*°(M) — 3 linéaire

2. R est antisymetrique
R(X,Y)Z=—-R(Y,X)Z

VXY, Z e T'(TM)
Définition 2.16 soit une Variété Riemmannienne (M, g). Le tenseur de courbure Riemmannienne est

le tenseur de courbure de la connexion de levi-cevita. Ce tenseur est donnée en fonction des coefficients
de Christoffel :

R(0;,0;)0 = > Ri;30,
=1

telque :
n
m=1

ou (0;)i=1..n est une base locale de champs de vecteurs sur M.

18



Proposition 2.17 Soit (M, g) une variété Riemmannienne. Le tenseur de courbure Riemmannienne
R a les propriété suivantes :

1. R est un champ de tenseurs de type (3,1)
2. g(RIX,Y)Z,W)=—g(R(X, Y)W, Z)

3. g(R(X,Y)Z, W) =g(R(Z,W)X,Y)

4. R verifée l’iddentité de Bianchi algebrique

R(X,Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0 (2.11)

v

. R wverifie identité de Bianchi differentielle
(VxR(X,Z)+Vy(R,Z) X +VzR(X,Y)=0 (2.12)

VX,Y,Z,W € T(TM)

2.3.2 Courbure sectionnelle

Définition 2.18 (M, g) une Variété Riemmannienne de n > 2et P un 2-plan de T, M de base X,Y.On
définit la courbure sectionnelle en x de P par :

g(R(X, Y)Y, X)

KalP) = X X)g (v Y2

Définition 2.19 Soit (M,g) Variété Riemmannienne. M est une Variété d courbure conctante s’il
existe une constante k € R telle que pour tout x € M et tout plan 2-plan P de T, M

K.(P) =k

2.3.3 Courbure de Ricci

Définition 2.20 (M, g) une Variété Riemmennienne de dimension m. On définie la courbure de Ricci
par un tenseur de type (0,2) donnée par :

Ric(X,Y) = traceR(x, X)Y = ZQ(R(% X)Y,e;)
i=1

VXY e I'(TM)
(e;) une base orthonormée locale sur M et

R(x,X)Y :I'(T'M) - R
Z — Ric(X,Y)

Définition 2.21 Soit M une Variété Riemmannienne. Le tenseur de Ricci de cette Variété est donnée

par :
m

Ricci(X) = Z R(X,ei)e;
=1

VX e (TM), ou (€)i=1..m est une base orthonormée locale sur M

Remarque 2.22 Soit (M™,g) une variété Riemmannienne de dimension m. Pour tout X,Y € I'(TM)
on a:

Ric(X,Y) = g(Ricci(X),Y) (2.13)
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2.3.4 Courbure scalaire

Définition 2.23 La Variété Riemmennienne (M,g). La courbure scalaire est une fonction sur M

donnée par :
m

S = tracegRic = Z g(R(ei, ej)ej, e;) (2.14)
ij=1

0u (€;)i=1,..m une base orthonormée locale sur M

Proposition 2.24 (M, g) Une Variété Riemmannienne est de courbure sectionnelle constante k si et

seulement si :

VX,Y,Z e I(TM)

Corollaire 2.25 Si (M™,g) est une variété Riemmannienne de courbure sectionnelle constante k,
alors pour tout X, Y € T(TM) on a :

1. Ricci (X)=(m-1)kX
2. Ric(X,Y)=(m-1)kg(X,Y)
3. S=m(m-1)k

2.3.5 Courbures en dimension 2

(9) = (g;)™" (2.15)

Rijki = —Rijik = —Rjirt = Rjuk (2.16)

Riji = Riaij (2.17)

Rij = Rfy; = " Ryiij = g™ Rirji (2.18)
1

Ri212 = Ra121 = —Ri221 = —Ro112
11 résulte de (2.18) que, avec R = Rys12
Ry = Rg*, Ray = Rg"', Ria = Ry = —Rg"
Et donc par (2.15)
Rij=R|g|™" g

et
Rij:2|g|_1R

Cela peut aussi étre écrit par
1
Ro112 = Ro191 = —Ri221 = B lg| R (2.19)

ou équivalent,
1 1
Rijn = ER(gikgjl - gugjk) = 155 © 9w
Ou
Rij © gt = Rikgji + Rjgir — Rugjx — Rjkgn
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® : produit de Kulkarni Nomizu et
1
Rij = §Rgij

Exemple 2.26 Pour calculer le tenseur de Riemann, nous n’avons besoin que du tenseur métrique
pour la surface. La métrique les tenseurs pour les surfaces des 2-sphéres et 2-tores sont indiqués ci-
dessous.
2-sphere

X(0,¢) = (rcosfsin ¢, rsinfsin ¢, r cos )

o 2 2
95 =\ 0 r2sin20

Le tenseur de courbure Riemmannien :
Premiére type :

0=0,¢=2

2.2
Ra121 = Ri212 = —Ri221 = —Ra112 = r“sin” 0

Deuzieme type :
1 1 a2
R212 = _R221 = sin“ 6

2 2
R121 = —le =1

1 0
Rij = < 0 sin%6 >

X(0,¢) = ((R+rcosp)cosh, (R~ rcosd)sinb,rsin¢)

Tenseur de Ricci :

g = ( (R+rcosp)? 0 >

0 r2

Le tenseur de courbure Riemmannien :
Premiere type :
Ri212 = Ro112 = —Ri1291 = —Ra112 = rcos g(R + 1 cos @)
Deuzieme type :
7 COS @

Rém - _Régl - R+ rcos¢

1
R%Ql = —R%m = cos ¢(R + r cos ¢)
Tenseur de Ricci :

Ry — ( 1 cos (R + 7 cos ¢) 0 >

0 T COS ¢
R—+rcos ¢
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2.4 Champs de vecteurs killing

Définition 2.27 Soit (M, g) une variété Riemmannienne. Un champ de vecteurs de killing est un
champ de vecteurs qui verifie :
Lxg=0 (2.20)

Nous illustrons maintenant la condition du champ de vecteurs Killing en coordonnées locales, en
I’exprimant sous la forme d’un systéeme d’équations aux dérivées partielles linéaires de premier ordre.

0
Proposition 2.28 Soit (x1, ..., zy) étre un systéme de coordonnées sur un domaine U et {(81-)2, = 50 |p}
Zi
la base correspondante de Tp(R™). Soit g une mX = X;0; est un champs de vecteur de Killing si et
seulement si les composentes X; satisfont aux w équations auz derivées partielles
n
Ogi i an 8Xk
XkZ 4 g ; =0,4, j=1,....n, i <j. 2.21
Z{ T L T L j i< (2.21)

k=1

Exemple 2.29 Soit gy la métrique euclidienne standard sur R? avec les coordonnées (x,y). Soit
X = Xla% + XQ(% un champ de vecteur sur R%. Notre objectif est de décrire d’abord les champs de
vecteurs Killing dans le contexte euclidien sur R?, et ensuite de les intégrer pour obtenir des isométries
euclidiennes (locales). De la derniére proposition, aprés les calculs appropriés, on trouve

1
2 =0
Ox
X! N 0X? 0 @)
oy 28x -
0X
oy 0. (3)
Par (1) et (3), on voit X1 = X1(y) et Xo = Xo(x). Equation (2) implique que
0X1 0Xy
oy  Or

ot a une certaine constante, et donc les champs de vecteurs FEuclidean Killing doivent avoir la forme

X(z,y) = (ay + b);; + (—az + C);y’
pour certaines constantes a, b, c.
Le fait que les champs de vecteurs de Killing euclidienne aient une forme aussi simple leur permet
d’étre intégrés afin d’obtenir des isométries.Le flut ¢, donné par ¢i(z,y) = (x(t),y(t)) généré par un
champ de vecteur de Kiling euclidienne doit satisfaire le systéme d’équations différentielles ordinaires
du premier ordre
T=ay+b
{ y=ar+c
la solution générale est
x(t) = c1 cos(at) + ¢y sin(at) +
{ y(t) = ca cos(at) + ¢ sin(at) —

ISEISE ST

ot ¢1 et cy sont des constantes dépendantes (differentiablement) de la condition initiale (x(0),y(0)) =
(z0,Y0)-

Cela montre que les isométries locales issues des intégrales des champs de vecteurs de Killing eucli-
dienne sont en fait définies de maniére globale et peuvent étre exprimées sous la forme de compositions
de rotations et de translations.
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Remarque 2.30 Dans le plan euclidien, les champs de vecteurs de Killing correspondent a des trans-
lations et des rotations et les géodésiques sont des lignes. Nous trouvons qu’auzx points d’intersection
entre une ligne fixe et des cercles variables centrés a l’origine, le produit scalaire entre leurs vecteurs
tangents est constant (ne dépend pas du cercle) (voir Fig.2.1)

Fig. 2.1 -

Exemple 2.31 Dans l’espace euclidienne de dimension 3 R3(z,y,2), il y a siz champs de Killing
linéairement indépendants sur le champ des nombres réels :

gu X2:27 X3:25 X4: 8—}_22 XSZ_ZE—'_xa X6:_x2_’_y£
ox oy ox

X1 = 0z Yo oy’ Ox 9z oy

Les groupes de transformations générés par les champs de vecteurs X1, Xo, X3 sont des groupes de
translations dans la direction des axes Oz, Oy et Oz, respectivement, et les groupes de transformations
générés par les trois derniers champs de vecteurs sont des rotations autour des azxes du Ox, Oy et Oz
en conséquence. Les trois derniers champs sont aussi des champs de destruction sur la sphére S?.

Proposition 2.32 Un champ de vecteurs X est un champ de Killing si et seulement si VX est
antisymétrique, i.e. pour tout point P et tous vecteurs tangents v et w en P,

(Vo X, w) + (0, VX)) =0 (2.22)

Définition 2.33 Une variété d’Finstien est une variété Riemannienne pour laquelle il existe A € R

tel que :
Ric=\g (2.23)
2.5 Opérateurs

2.5.1 Opérteur gradient

Définition 2.34 Soit (M, g) une variété Riemmennienne. L’opérteur gradient est définie par :

grad: C*(M) — I'(TM)
[ grad(f) = tdf

Pour tout champ de vecteurs X € I'(T'M) et tout fonction f € C*°(M) on a :

df (X) = X(f) = g(grad(f), X)
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Proposition 2.35 (Expression du gradient en coordonnées locales)
Soit (M, g) une variété Riemmannienne de dimension m, (U,p) une carte sur M avec les champs de

base associée %, v %, alors pour tout f € C*°(M) on a :
m
Of 0
rad = U
rad il = 3 6" 3550

Propriétés 2.36 Soit (M, g) une variété Riemmannienne, pour tout f,h € C*(M) on a :

1. grad(f+h)=grad (f)+grad (h)
2. grad(fh)=h grad (f)+ f grad (h)
3. (grad f)(h)=(grad (h))(f)

2.5.2 Opérateur divergence

Définition 2.37 Soit (M, g) une variété Riemmannienne. La divergence d’un champ de vecteurs X €
[(TM), notée divX est une fonction sur M définie par :

divX =try(VX)

pour tout x € M, on a :
(divX)(x) =try(VX)s)

En coordonnée locale on a :

divX = dz"(V o )

oz,

Si (e;) est une base orthonormée locale sur M on a :

divX = g(Ve, X, e;) (2.24)
=1

Proposition 2.38 Soit (M, g) une variété Riemmannienne de dimension m, pour tout X € T'(T'M)

on a localement :
m

X' :
divX = o XTk)
i,j=1

ouX:Xiaai
€T

Propriétés 2.39 Soit (M, g) une variété Riemmannienne, pour tout f,h € C(M) on a :

1. div(X,Y)=div (X)+div (Y)
2. div(fX)=f div (X)+ X(f)
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2.5.3 Opérateur Laplacien

Définition 2.40 Soit (M, g) une variété Riemmannienne, on definit l'opérateur Laplacien noté A,
sur M par :

A C®(M) — C™(M)
f = A(f) = div(grad(f))

Propriétés 2.41 Soit (M, g) une variété Riemmannienne, pour tout f,h € C*°(M) on a :
1. A(f+h)=A(f) + A(h)
2. A(fh) = hA(f) + fA(R) + 29(grad(f), grad(h))

Proposition 2.42 Soit (M, g) une variété Riemmannienne, pour tout f € C*°(M) on a :

*f _pr 9F
020 Oz,

A(f) = g"( ) (2.25)

2.5.4 Opérateur Hessien

Définition 2.43 Soit (M, g) une variété Riemmannienne et f € C°°(M).La Hessienne de la fonction
f, définie par :

Hess(f) :T(TM) x T'(TM) — C>*(M)
(Xa Y) = g(ng""ad(f)vy)

Lemme 2.44 La Hessien HY de f est le champ tenseur symetrique (0,2) telque
H/(X,Y)=XYf— (DxY)f =< Dx(grad(f)),Y >
Preuve. Puisque Df = df

HI(X,Y) = D(f)(X,Y) = Dy(df)(X) = Y (df(X)) — df (Dy X
— YXf—(DyX)f

Parce que XY —Y X = [X,Y] = DxY — Dy X, nous pouvons inverser X et Y en la formule précédente
montrant également que H7 est symétrique. Finalement,

< Dx(grad(f),Y) >= X < grad(f),Y > — < grad(f), DxY >= H/(X,Y)
]

Exemple 2.45 Soit la variété (R, g)

ou Q(z%) > 0 pour tout x>
Symboles de Christoffel :



Tenseur de courbure :

Gradient :

Hessien :

(i.e)

R%m = Rém = 3%21 = R%u =0, (ie) Réjk =0

—~ ,;0f 0 nof 0 90 0f 0
grad(f) Z,jzzl Ox' OxJ Oxt Ozt +g 0x2 02
_ 1of 09 19f 9
K202 0z Q 022 Ox?
OF el o i1
0xi0i Y oxk K
*f _ _F *f Q@ of _,
(0212 7 oxlox? (0x2)2  2Q0x?
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Chapitre 3

Soliton de Ricci

Un certain nombre d’équations d’évolution géométrique, correspondant & différents problemes,
ont récemment étudié en géométrie riemannienne. La courbe raccourcissant le flot et la moyenne
I’écoulement de courbure ne sont que deux exemples importants qui ont attiré une attention considérable.
Notre travail est lié a une autre équation d’évolution importante : le flot de Ricci.

Une famille de parametres ¢g(t) & un parametre sur une variété M définie sur un certain intervalle de
temps I € R est une solution de I’équation de flot de Ricci si :

0

at?
Hamilton a montré que pour tout C°° métrique gy sur un collecteur fermé M, il existe une solution
unique de I’équation de flot de Ricci g(t) ,t € [0, €) pour certain € > 0, avec g(0) = go.

Les véritables points fixes du flot Ricci sont donnés par Ricci aux métriques.Cependant, si (M, gg) est
une métrique d’Einstein avec constante \ # 0, ensuite

(t) = —2Ric(g(t)) (3.1)

g(t) = (1 = 2At)go (3.2)

est une solution du flot de Ricci. Observez que g(t) differe de gy par une homothétie. Donc, si
I’on cherche des points fixes géométriques du flot i.e, considérant le flot de Ricci dans ’espace des
difféomorphismes et homothéties modulo métriques, les métriques d’Einstein apparaissent également
comme des points fixes du flot.De plus, observez que si A < 0,alors la solution g(t) est définie pour tout
t> % et il se développe avec t, alors que si A > 0, ensuite g(¢) est défine pour t < % et ca rétrécit.
Généraliser le comportement des métriques d’Einstein, et permettre a la métrique initiale de changer
non seulement par les homothéties mais aussi par les difféomorphismes,une solution ¢(¢) du flot de
Ricci est dite auto-similaire s’il existe une fonction positive o(t) et un groupe de difféomorphismes a
un paramétre ¢ (t) : M — M tel que

g(t) = a(t)y(t)"9(0) (3-3)

Remarque 3.1 Si (3.3) définit une solution du flot de Ricci (3.1) puis différencier (3.3) les rende-
ments

— 2Ric(g(t)) = o' (t)got ()" (L x go) (3.4)

ot go = g(0), X est le champ vectoriel dépendant du temps tel que X (¢ (t)(p)) = %(w(t)(p)) pour tout

/__ d
peEMeto =3

Puisque p(g(t)) = ¥ (t)*(t)p(go), on peut supprimer les retraits en (3.4) et obtenir :
— 2Ricg(0) = o’ (t)go + Lx )90 (3.5)
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Ou X (t) = o(t) X (t). Mettre A = 36(0) et Xo = 2X(0) alors ’équation (3.5) devenir
—2Ric(go) = —2Ago +2Lx,90, ou t=0

Cela montre que pour toute solution auto-similaire du flot de Ricci, il existe un champ vectoriel sur
M satisfaisant
Lxg+ Ric= )\g

Inversement, soit X un champ vectoriel complet sur une variété Riemannienne (M;g) et dénoté par
PY(t) : M — M avec ¥(0) = idys la famille des difféomorphismes générés par X selon

1
1 —2)\t

0

5 @) X(@(t)(p)

qui est défini pour tous t < % st A > 0 et pour tout t > % si A < 0.Considérant maintenant la famille
de paramétres a un paramétre

g(t) = (1 =2xt)y(t)"g

on a
0 t) = =2x()* 1=2\M)(t)" (L
Solt) = 219+ (1~ 2000 (L )
= ()" (=2A9 + Lx(p(t)(p)9)
Maintenant, si le champ vectoriel X est satisfaisant (3.7), alors
gt = (t)*(—2Ric) = —2¢(t)" Ric = —2Ric(y)(t)*g) = —2Ric(g(t)) (3.6)

ce qui montre que g(t) est une solution du flot de Ricci donnée par (3.1).
La remarque ci-dessus motive la définition suivante.

Définition 3.2 Un triple (M, g, X) ou (M, g) est une variété Riemannienne et X est un champ vec-

toriel sur M satisfaisant
Lxg+ Ric= Mg (3.7)

est appelé un soliton Ricci. On dit qu’un soliton de Ricci rétrécit, stable ot exepansif si A > 0,A =0
or A < 0 respectivement.

Un soliton de Ricci est un soliton de Ricci o gradient s’il existe une fonction lisse f sur M telle que
X = %Vf i.e st :

Hessy 4+ Ric = \g (3.8)

avec %Efg = Hessf
Dans ce cas, nous disons que le triple (M;g; f) est un soliton de Ricci a gradient et nous appelons f
la fonction potentielle du soliton.

Remarque 3.3 Le soliton de Ricci est la généralisation de la variété d’Einstien si X est un champs
killing (Lxg = 0)
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3.1 Solitons de Ricci

3.1.1 Quelques exemples du soliton de Ricci Riemmannien

Exemple 3.4 (Gaussien soliton)
Un exemple fondamentale est l’espace est l’espace euclidien R™, muni de la métrique standard g, et

1

1
=1 |z 2= —(2? + 22 + ... + 22)

flx1, 29, ...y xy) 1

est un soliton de Ricci de type gradient.En effet; montrons que Ric + Hess(f) = %g. La courbe de
Ricci de R™ est nulle, et on a :

Pf . 0f
O0x;0x; gnr
0% f

8581'8.%]'

1

1
= §gij

(Hess(f))ij =

Exemple 3.5 (Cigar soliton)
Dans cette section, nous passons en revue certains des exemples de solitons de Ricci a 2 dimensions,
tels que le cigare, qui ont été construits a ce jour;
nous donnerons quelques conditions dans lesquelles le flot de Ricci converge vers certains des solitons
discutés ici. Tout ancien solution du flot de Ricci sur une surface de courbure positive qui atteint sa
courbure maximale dans ’espace et le temps est le cigare. De méme, toute solution ancienne du flot de
Ricci sur une variété d’opérateurs de courbure positive qui atteint sa courbure maximale dans [’espace
et le temps est un soliton de Ricci a gradient constant.
En dimension n = 2, Hamilton a découvert le soliton stable ¥ = (R? g, f), avec :
2 2

g:d82:m, f=—log(1+ 2% +1?)
Cette variété est également connu sous le nom de Witten’s black hole dans la relativité générale.
En effet, nous pouvons réecrire la métrique du cigare en coordonnées polaires (r,6) comme :

B dr? + r2dp?
gE - 1 + 7"2

Si nous définissons la nouvelle variable de distance radiale comme
il
s = sinh™ " (r)

alors la métrique gy, peut s’écrire
gy, = ds* + (tanh?s)d6?

Maintenant, st nous mettons
f(s) = —2In(cosh s)

nous avons alors
Ric+ Hess(f) =0
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Ainsi, le soliton de cigare est stable.
En coordonnées locales
1
o | 1Het4y? 0
gij = 0 1
1+ 4y?

Les symboles de Christoffel sont :

X
F%z = _Fh = _F%Q = _Fgl = m
M2 =-Tly=-T%=-T)=— 2
11 12 22 2T T2 2

La courbure de Ricci est :

2

Ricip = Ricay =0, Rievy = Riev = G5 5
(Hess(f))y sont

-2

(Hess(f))1,2 = (Hess(f))2,1 =0, (Hess(f))1,1 = (Hess(f))2,2 = A2+ 22

Par conséquent

Rici1 + Hess(f)11

)

)
)2,2
Ricy 2+ Hess(f)
)

(

Ricy o + Hess(f
(fi,2
(

0
0
0
0

Rico1 + Hess(f)2.1

)

Exemple 3.6 Le cigar soliton de Hamilton est la surface riemannienne compléte (R?, gs, )0t

dr®dr+dy ®dy
R W

Comme nous le verrons ci-dessous, il s’agit d’un soliton stable, correspondant donc a une solution
auto-similaire éternelle. Rappelant que les symboles de Christoffel Ffj d’une métrique g sont donnés
par

1 0 0 0
E _ L Kl TP A
Fij - 29 <8l‘ig]l + axjg” axgw)
il est facile de calculer que les symboles Christoffel de gs. par rapport au systeme de coordonnées
(' = 2,22 =y) sur R? sont :

—T -y 1 x
=" r,=—2_ rl =
11 1+’I“2’ 12 1+T27 22 1+7"2
Y 2 —Z 2 -y
2 =7 _ 2, =—"_ r2,=—2>_
W= 42 2742 2742

our = /22 + y2. Parce que g3 est symétrique en rotation, il est naturel de I’écrire en coordonnées
polaires comme

dr? + r2d6*
= 3.9
gs 112 (3.9)
La courbure scalaire de gy, est
4
Ry = 3.10
x 1+ r2 ( )
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et sa forme de zone est

1
dpy, = 2 dx N dy (3.11)

Puisque r2/(1 +12) — 1 comme r — oo, les équations (3.9) et (3.10) montrent que la métrique est
asymptotique a linfini a un cylindre de rayon 1. En fait, nous verrons ci-dessous que cette convergence
se produit exponentiellement rapidement dans [’échelle des distances induit par la métrique. On peut
également voir ’approche asymptotique du cigare au cylindre d’une autre maniére : les géodésiques
dans la métrique du cigare sont exactement ces courbes y(t) = (r(t),0(t)) donnée en coordonnées po-
laires par des solutions au systéme EDO

0" ————0'r' =0 (3.12)

s 07+ 007 =0 (313)

De la, il n’est pas difficile de voir que 0(t) peut étre écrit sous la forme

o(t) :a+bt+b/t (3.14)

-
r2(T)
ot a,b € R sont des constantes arbitraires. En particulier, lorsque 7o = 1(0) est grand, un cercle
euclidien de rayon o dans R? est prés géodésique pendant une courte période.

3.1.2 Quelque propriétés de soliton de Ricci
Proposition 3.7 Soit (M, g,V f,\) un soliton de Ricci de type gradient, alors :

1. div(Ric)(X) = g(Ricci(Vf), X),VX e T(TM)
2. (VXRz'c)(Y) — (VyRic)(X) = —R(X,Y)Vf,¥X,Y € [(TM)

3. Z(VE R)(E;, X,Y) = R(Vf,X)Y,¥X,Y € I(TM) od
Vf = grad(f) et {E;} est une base orthonormée sur M

Preuve.

1. Sur la carte normale en x € M (i.e (Vg,Ej); = 0),avec X = Ej on a :

div(Ric)(X) = (VgRic)(X,E;)
E;(Ric(X, E;))
E;(\g(X, E;) — Hess(f)(X, E;))
—Eig(Vxgrad(f), E;)
—9(VE,Vxgrad(f), E;)
—g(R(E;, X)grad(f), E;) — g(VxVE,grad(f), E;)

(R (
—g(R(grad(f), Ei)E;, X) — X(9(VE,grad(f), E;))
= —g(Ricci(grad(f)),X) — X(Hess(f)(E;, E;))

Ici, Ric = A\g — Hess(f) .D’autre part :
tT(RZ'C(Ei, Ej> + Hess(f)(Ei, EJ) = )‘g’ij) = RiC(EZ', Ez) + Hess(f)(EZ-, Ez) = )\g(Ei, El)
C’est-a-dire S + Af = Am, avec m est la dimension de M, d’ou :

X(S) + X(Af) =0
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Par conséquent :

Finalement
div(Ric)(X) = —g(Ricci(grad(f)),
—div(Ric)(X) =
div(Ric)(X) = g(Ricci(grad(f)),

.SiX=FE,,Y=EFEyet Z=E, ou{E;} est une base orthonormée sur M tel que (Vg,, E;), =
m(x € M),on a :

0,Vi,j=1,..,

g(R7 (X7 Y)grad(f), Z) =

dS(X) + X (Af)
2div(Ric)(X

=0

Y+ X(Af)=0

X (Hess(f)(E:, E;)) = —2div(Ric)(X)

Xg(Vygrad(f),
X(Hess(f)(Y, Z))
X(M\g(Y,Z) —

9(VxVygrad(f) —
Z) = Yg(Vxgrad(f),

Ric(Y, Z)) —
—(VxRic)(Y,Z)) +

X) + 2div(Ric)(X)

—g(Ricci(grad(f)), X)+

X) + 2div(Ric)(X)

VyVxgrad(f),Z)
_ Y (Hess(f)(X, 2))

(VyRic)(X, Z)

Y(M(X,Z) -

. De méme on obtient :

D’apres I'iddentité de Bianchi

D’ou

~Y(Ag(Z. X) -
Y(Hess(fxz X)) -

(I
~
22
g3
o Y
< =
S 2
257

g VyVXgrad(f
VyVxgrad(f),
VyVxgrad(f

(f
9(VyVxgrad(f
—g(R(grad(f),
g(R(grad(f),

Vi R(E;, X,Y)

puisque g est non dégénérée.
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)

Z
Z
Z
Z
Z

g((inaR)(Ei’X’ Y)’Z) =

—9(VyR(Z, E;)E;, X)
~Yg(R(Z, E;)Ei, X) —
—YRic(Z,X) + ZRic(Y, X)

Hess(f)(Z,X)) —

) —
) —
) —
) —
) -

)Z7
X)Y, Z)

= R(grad(f), X

9(Ve R(E;, X)Y, Z)
ig(R(E;, X)Y, Z)
9(VE,R(Y,Z)E;, X)

Zg(R(E;,Y)E;, X)

Z(Hess(f)(Y, X))
Zg(Vygrad(f), X)
Z9(Vygrad(f), X)
9(VzVygrad(f),X)
g(R(Z Y)grad 1),
9(
(
(

EEEEA

)

- g(vZR(Ei7 Y)El7 X)

Z(Ag(Y, X)

2)

Ric(X, 2))

— Hess(f)(Y, X))

- 9(VyVzgrad(f),

—Yg(Vzgrad(f),
—Yg(Vxgrad(f),

X)
X)
Z)

—9(VyVxgrad(f),Z)



3.2 Les classes du gradient soliton de Ricci

Considérons la variété M = R?, munie de la métrique de type diagonale (métrique déformée)g ot

g(zt, 2%) = diag(g(x?),1) avec g fonction positive, de classe C* . La métrique g induit la connexion

riemannienne ayant les composants

1
Fh = F%z = F%l = F%z = F%z =0, F%l = —59,(502)7 F%z = F%l =

Pour les tenseurs de courbures non nuls on trouve

12\ N/ 1023\ 2
1 _ (49 (z%) (g (z%) _ s 2\ pl
Rzm = <2g(a:2)> <29($2) ) Ri910 = 9153212 = 9(93 )R212

et A = g11922 — (g12) = g(2?).Ensuite, la courbure sectionnelle est précisément la courbure de Gauss,

ot (S5 ()
g(x 9(z

I
Pour clarifier notre exposé, sur I'expression donnée ci-dessus nous notons

J@) _
et on trouve
— K = r%(z?) 4 ' (2?) (3.16)

Pour les variétés bidimensionnelles, les composants du tenseur de Ricci sont :
Ry = Rl + R?
11 = fyyy + Ay
Ris = Ry + R?
12 = Ity + g
Roy = R}y + RS
22 = Iy + [i390

Par calcul direct, on trouve
1 _ pl _ p2 _
Rij1 = Rijo = Ripp =0

_ (g'=%)* — 29(a?)g" (=?)

i 4g(2?)
gL _ (g@%)* = 29(a*)g"(2?)
2 4g%(?)

et les composants du tenseur Ricci sont :

(¢ (%)) — 2g(2?)g" («?)
4g(x?)

(¢ (2%))* = 2g(2?)g" (2?)
4g°(x?)

Ri2 = Ry1 =0, Ry =

Ry =
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Section de courbure sur g

Nous soulignons le role de la métrique g dans la détermination des variété a courbure sectionnelle
négative, nulle ou positive.
Les études de cas, présentées ci-dessous, montrent le role de la métrique g dans la détermination des
variétés ayant une courbure de section négative, nulle ou positive.
Etude des cas :r'(x) = 0, r(2?) = ¢ ou ¢ est un réel constant, et la formule (3.16),il s’ensuit
K = —r%(2?).La courbure sectionnelle K = —c? est constante et negative.

Du relation (3.15), on obtient g;((iz)) = c.Il segnifie que il y’a un constant réel a tel que In g(z?) = 2cx?+a
ou g(x?) = exp(2cz? + a).Si e* = a > 0, donc g(2?) = a exp(2cx?)

Maintenant, on a la preuve du résultat dans

Proposition 3.8 La variété Riemmennienne (R?, g)

g(z', 2?) = diag(a exp(2cz?),1)

Ou o > 0 et ¢ sont des réeles, a une courbure négative constante K = —c?

Etude des cas r’/(2?) # 0. nous déterminerons la métrique g qui donner lieu & une variété a courbure

nulle, K = 0. Dans ce cas, ’équation. (3.16) a la forme 7?(22) +7/(22) = 0. Par intégration on obtient
/(2

r(z?) = xgic oll ¢ est une constante réelle. De la relation (3.15), nous obtenons £ (xQ) = 2.

g(z?) z2—c

I'integration on obtient : g(z?) = a(z? — ¢)?, avec a > 0.

Par conséquent, nous pouvons déclarer le résultat dans

Aprés

Proposition 3.9 La variété Riemmennienne R?, g)
g(a',a?) = diag(a(z® — ¢)?,1)
ot a > 0 et ¢ réel a une courbure sectionnelle nulle, K =0

En utilisant des arguments similaires & ceux ci-dessus, nous avons trouvé la métrique g qui détermine
une variété avec une courbure positive en coupe. Ce résultat est donné par

Proposition 3.10 La variété Riemmannienne (R?, g)
G(z', 2%) = diag(a cos®(kz? + ¢),1)
Ou a > 0 et ¢ réel,a une courbure sectionnelle positive K = k>

Remarque 3.11 a la fin de cette section, nous faisons un commentaire sur l’équation. (3.16) mettant
laccent sur le cas ot la courbure en coupe est constante. Dans ce cas, en prenant la dérivée de (3.16),
on obtient

0 = 2r(z?)r'(z%) + " (2?) (3.17)

Si nous introduisons la primitive X (x?) = [ r(x?)dz?, on peut remarquer que
(' (2%) exp(2X (2?))) = exp(2X (2)) (" (2?) + 2r(2®)r' (27)) = 0
on trouve une forme équivalente de (3.17) dans

r’(a;z) exp(ZX(xQ)) =c, ceR
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3.2.1 Gradient soliton de Ricci en dimension 2

Etant donné que les composants de la Hessien sont

(P o @ W) of
T ()2 ogk — 9(x1)? 2 Oa?
f _f _ a2f B g’(a:2 ﬁ
2T LT 921022 2g(22) Dt
O f
a(z1)2

foo =

on obtient le résultat en

Théoréme 3.12 Considérons le collecteur M = R?, munie de la métrique de diagonale tapez G, ou

g(zt, %) = diag(g(z?),1), avec g fonction positive, de classe C*.Si les conditions suivantes sont
remplies
(¢'(z?)—29(x?)g" (x?) Pf 4 g'(?) af _ 2
g +aaiE T o ez = p9(aY)
*f 9'(x?) 8f _
(R) 0z10%x ~ 2g(x?) dzt 0

H(22V)2 —20(22)g" (22 2
(g'( ))4g22(gx(2))9 (z%) + a(?c?]);) =

alors,(R?,g) est un gradient de Ricci soliton ayant f : M — R comme fonction potentielle.

Nous souhaitons illustrer ce résultat par quelques études de cas. A propos de ca, nous devons obtenir
des informations plus détaillées a partir des Egs (R).Ces informations sont incluses dans le contenu
des trois étapes suivantes :

1. Aprés les deux premiéres étapes, nous trouverons une forme générale pour la fonction poten-
tielle.(voir la formule (3.23))

2. Apres la troisieme étape, nous obtiendrons une relation entre la composante g dans g et la
constante réelle p. (voir Eq (3.29))
Etape 1 :Nous transformons la deuxieme équation en (R) de telle sorte que nous obtenons une forme

2
pratique pour %. un sera utilisé plus tard pour transformer la troisieme équation en (R).

/(2
indiquer % = h et on trouve %% = gg((;)). Aprés une integration en respectant z2, on retourne
notre notation et on trouve of
_ 1 2
— =al(z T 3.18
5 = a(e)V/g(e7) (3.18)

Nous fixons A(z!) = [a(x!)dz! et intégrons (3.18) par rapport a z'.On obtient

f(zh 2% = /g(2?)A(zt) 4 b(x?) (3.19)

En prenant la dérivée par rapport a xo, nous obtenons

of N 1 9/(552) /(2
2 = Az )72 D) +b'(z7) (3.20)
et
0° _ 1 29(9529”(552) - (9/(x2>)2 )
e = A(x") 1902?) J(2?) + 0" (x%) (3.21)
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Etape 2 : Nous utilisons la forme de la dérivée seconde dans (3.21),et transformer la troisieme équation

en (R).
On obtient
N2 — 2a(22) " (22 220" (22 — (o (22))2
Clal el Ca e e L aFL AL
et la résolution par rapport & A (z'), nous obtenons
1y _ 4g(a*)y/g(2?) ) (¢'(z%)* = 29(2*)g" (%)
) = g G (¢ o)

1 2

Ici, le coté gauche est une fonction sur ' uniquement, tandis que le second est une fonction sur z
uniquement. Il existe donc une vraie constante c, telle que

{ Azh) =c (322)
49(z?)+/g(2?) a2y _ (@22 —29(2?)g"(z?) | _ :
55D g (@) (g (@) [f’ b(z%) I ?) } =c

En utilisant ’ancienne équation de (3.22), nous obtenons une forme générale pour la fonction poten-

tielle. C’est
F(at,2?) = ev/g(@?) + b(a?) (3.23)

Etape 3 : En utilisant (3.20) et la forme de la fonction potentielle dans (3.23), nous transformons la
premiere équation dans (R).

On obtient
(¢'(2%)* = 29(a%)g" (%) | ¢'(a® [ J'(a?)

/0 2 _ 2
19(22) + 5 02 D) +V(z )] = pg(z?)

et résolvant par rapport a b(x?), il s’ensuit

209(2*)  g'(@*) g%  g"(?
V(z?) = —c — + 3.24
( ) g/($2) 2 /g(.TQ) 29(332) g/(:LQ) ( )
En prenant la dérivée dans la relation trouvée ci-dessus, on obtient
b (2?) = 2p((f/(iUQ))Z —g(a?)g"(@*)  c(29(z*)g" (=) - (¢'(z*))?)
(¢'(22))? 4g(2?)\/g(2?)
9(a?)g"(2?) — (¢'(z?))* | ¢"(z*)g'(2?) — (¢"(=?))?
- 573 + TN (3.25)
29%(2?) (9'(?))
Par contre, a partir de la deuxiéme équation de (3.22), nous avons
piat) o W =266 20600 ) — (6 520
4g°(z?) 4g(x?)v/g(?)
Les bonnes pieces dans les équations. (3.25) et (3.26) sont égaux, alors on obtient
o (9'(z?))* — g(=)g" («?) n 3(g'(z?))? — 4g(2?)g" (2?) n g"(@*)g'(2*) — (¢"(=*))* _ (3.27)

(¢ («?))? 4g2(2?) (' («?))? -7

mais

(g’(wz))' _ 9"(@*)9(@%) — (¢'(=%)* _ —4g"(2*)g(a?) + 4(¢'(=?))”
9*(z?) —4g?(2?)

3(g'(2%))? — 49" (2%)g(=?) _ (¢'(2?))?

—4g%(2?) —4g%(2?)
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ce qui implique

3(g'(2%)* — 49" (@*)g(@*) _ (@) 1 (g @)\’
4g*(2?) -~ \g(e?) 4\ g(=?)
Maintenant, nous utilisons I’équation (3.27) et nous obtenons

() () -1 () + () -

et sa forme équivalente

(55) (55 -55) -3 (6) -

Nous transformons 1’équation ci-dessus comme

'(22) ! g*(x?) Z((;j)))z 1/ (z?) 2_
2”@@2)) | @@ 4@@2)) =’

et il s’ensuit

/($2) /
<g/($2)>/ (%(I2)> _1 <gl x2))2:p
o(e?) 7G) ey
Si nous introduisons la fonction
2 9/(332)
h(z*) = o(2%) (3.28)
nous trouvons , ot
1 h(z?) 19, o
() + (hom) 176 =0
ou, sous une forme équivalente
20+ W (22)\’ h2 (a2

L’objectif de I’étude de cas suivante est de discuter de quelques solutions de 1’équation précédente.
(3.29).

Etude de cas : Nous recherchons des solutions de la forme h(z?) = 3(x2)%, en (3.29), pour quelques
constantes réelles a et 3. Dans ce cas, par substitution, notre équation devient

20+ af(@®) )\ | B
( Ba2)°) >‘p+

4
Apres quelques arrangements, on trouve

<2p(x2)—oc—1 _ CY(I‘Q)_I), =p+ 62(1.2)204

I} 4
ou 2 32(22)2@
S a0 —a?) =
Maintenant, pour & = —1, nous obtenons
% @)=y D) (30)



Nous identifions les coefficients de (x?)~2 dans Eq. (3.28), et nous obtenons 32 = 4, donc 3 = 42 et
deux sous-cas sont valables.

Le sous-cas : 3 = 2. La relation ci-dessus est valable (voir figure 3.1) pour tout p, donc h(z?) =
2(22)~!. Remplacement dans Eq. (3.28), par intégration, nous trouvons In g(z?) = 2In 22 + In~, avec
v > 0, et g(z?) = v(2?)%2. Maintenant, en utilisant la forme de b’ dans I'’équation. (3.24), aprés un
calcul simple, on obtient

b (22) = pa® — /7 = b(a?) = g(x2)2 NG e
Enfin, profitant de la forme de la fonction f trouvée dans 1’équation. (3.23), nous obtenons

fat,2?) = g(:c2)2 45 (3.31)

et nous avons obtenu une preuve de ce résultat.

Proposition 3.13 La variété Riemannienne (R?,g)

§(z', 2%) = diag(v(z*)%,1),  ¥>0

est un gradient de Ricci soliton ayant pour fonction potentielle (3.31), pour tout réelle ~y

Le sous-cas : 3 = —2. De (3.30) il suit p = 0 et h(2z?) = —2(2?)~!. En remplacant dans (3.28), on
obtient g(x?) = §(x?)~2. Maintenant, en utilisant la forme de b’ dans (3.24), aprés un calcul simple,
nous obtenons

V(x?) = eVo(a?) 2 =227 = b(?) = —eVi(z?) ™ —2Ina? + 6
et
f(zt,2?) = —2Inz? + 6, 22 >0 (3.32)
Par conséquent, nous avons une preuve de ce résultat.

Proposition 3.14 Si M = RxR" alors la variété Riemannienne (M, g) est un soliton de Ricci stable
en gradient ayant (3.32) comme fonction potentielle.

-

" £(x3) = 1(x2)? 8(x*) = 4(x?)*

Y
2

=
{ (18) f(xl.xﬁ):’zi(xz)h,s (19) f(x' @) = —2Ihx®+8, x>0

Fig. 3.1 -

Nous continuons nos réflexions dans cette section en mettant ’accent sur deux classes de solitons
de Ricci triviaux.(voir figure 3.2)
Classe 1 : Comme solution de (3.29), nous avons trouvé la fonction h(x?) = —tg(z;), lorsque p = 1.
Dans ce cas, g(z?) = 6082%2 produit la fonction potentielle f(z!,22) = k, avec k une vraie constante.
Classe 2 : Comme solution de (3.29), nous avons également trouvé la fonction h(z?) = 1, lorsque
p = 1. Dans ce cas, g(z?) = exp(z?) produit la fonction potentielle f(z!,2?) = k, avec k une vraie

constante.
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— =

L)
g 2y S
[ h(x?) = —tg(%2), lorsque p = %} h(x) =1, lorsque p = 7

rg
o ipg
fE =k, f(xt.x2) = k,

Fig. 3.2 -

Pour obtenir le résultat général, notons H une primitive de la fonction h dans Eq. (3.28), solution
de Péquation. (3.29), et remarquez que g(z?) = exp(H (2?)). Puis, profitant de la forme de la fonction
b’ dans (3.24), a partir de (3.23) nous obtenons la forme générale de la fonction potentielle

1,2y _ 9(502) 2 n|9’(33
flah, )—2p/g,($2)d +1 @

il (3.33)

Ces arguments nous permettent de dire
Théoréme 3.15 La variété Riemannienne(R?, g)
g(z',a?) = diag(g(«?),1)

ot la fonction g est donnée par (3.29), est un gradient de Ricci soliton ayant (3.33) comme fonction
potentielle.

Dans ce qui suit, nous spécialiserons le résultat dans le théoreme (3.15) pour obtenir quelques exemples
illustratifs. (voir figure 3.3)

Exemple 3.16 Remarquons que la fonction h(x?) = W,:ﬁ > 0 vérifie l’équation (3.29) pour

p = 0. Une fonction primitive de la fonction h peut étre trouvée en changeant la variable comme
H(z?) = In(tanh? 22). Donc g(2?) = tanh® 22 et par (3.33), on obtient la fonction potentielle

f(a',2?) = —Incosha? +1n2, 2?2 >0 (3.34)
Proposition 3.17 Si M = R x R, puis la variété Riemannienne (M,g)
g(z',2%) = diag(tanh® 2%, 1)
est un soliton de Ricci a gradient constant ayant (3.34) comme fonction potentielle.

Le résultat de la proposition (3.17) est remarquable, car le soliton trouvé ici est précisément ” Hamilton
cigar” en coordonnées polaires.(voir éxemple (3.5))

Exemple 3.18 Comme ci-dessus, la fonction h(z?) = _Waﬂ)’ x? > 0, satisfait 1’équation (3.29)
pour p = 0 la primitive de la fonction h est H(z) = In(coth? 22). ca suit g(x?) = coth? 22 et par (3.33).
On obtient la fonction potonentiel

f(z',2%) =1In2 — 2Insinh(2?), 2 >0 (3.35)
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Proposition 3.19 Si M =R x R, la variété Riemannienne (M, g)
g(z', 2?) = diag(coth® 2%, 1)
est un soliton de Ricci a gradient constant ayant (3.35) comme fonction potentielle.

Pour les exemples (3.20) et (3.22), supposons x2 €]0, gl

Exemple 3.20 La fonction h(2?) = —~— wverifie Uequation (3.29) pour p = 0. La primitive de

sin? 2z
la fonction h est H(z?) = In(tan® x?)ca suit g(z?) = tan®x? et par (3.33). On obtient la fonction
potonentiel
f(z',2%) =In2 — 2Incos z? (3.36)
Proposition 3.21 Si M = Rx|0, 5[, la variété Riemannienne (M, g)
g(z', 2?) = diag(tan® 2%, 1)

est un soliton de Ricci a gradient stable ayant (3.36) comme fonction potentielle.

Exemple 3.22 La fonction h(z?) = — 53 verifie l'équation (5.29) pour p = 0. La primitive de
la fonction h est H(x?) = In(cot?2?). Ca suit g(x?) = cot?x? et par (3.33). On obtient la fonction
potonentiel

f(z',2%) =In2 — 2Insin 2? (3.37)

Proposition 3.23 Si M = Rx|0, 5, la variété riemannienne (M, g)
g(x!, 2?) = diag(cot® 22, 1)

est un soliton de Ricci a gradient stable ayant (3.37) comme fonction potentielle.

i}

h(x%) = EEsi)

4
" simh{ax)r X

{ h{}(z} = SIHh:Exﬁ]’xz S 0}

] &t
{ (21) f(x*. %) = —Incoshx® +In2, x?‘.-D} { (22) F(x*.2®) =In2 = 2 Insinh(?). x%n}

P
)=t

[iea

Jog
(24} f{x", %) = In2 — 2|nsin x?
(23) f{xl.xk} = In2 - 2Incosx? ] { (A i) ! o ]

Fig. 3.3 -
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classification des solitons de Ricci a gradient stable

Dans la section précedente nous avons trouvé une large classe de solitons de Ricci a gradient a
2 dimensions et nous avons spécialisée nos résultats pour déscuter quelques étude de cas.Dans cette
partie nous continions naturellement notre travail en fournissant des résultats de classification pour la
sous classe des solitons de Ricci a gradient stable.
Nous déterminerons la classe des solitons de Ricci a gradient stable sur notre variété riemannienne
(M,g). A cet égard, nous spécialiserons le résultat dans le théoreme (3.15) avec p = 0 dans (3.29).

Si considérons la fonction h(z?) = r(ch), alors pour p = 0, Eq (3.29) devient

! (7‘/)2 +1=0 (3.38)
Nous prenons la dérivée dans (3.38) et obtenons rr” — r'r” = 0, ce qui fait (%ﬂ)' = 0. Donc,
r" = or, pour quelque réel constant § (3.39)

Etude du premiére cas : § > 0. Si nous mettons vd = 6,60 > 0 alors la solution générale de (3.39)
est 7(2?) = c1exp(—02%) + caexp(hx?), olt ¢; et ¢y sont des constantes réelles (non nulles). Nous

retournons & (3.38), et trouvons 46%cico = —1. Maintenant, nous pouvons exprimer 7 par rapport a
c1, et en utilisant (3.28), nous trouvons
2
9 exp(0z?) + 20c;
x7) = 6>0 3.40
9(x") <exp(9m2) —20c1 ) (340)

otl la fonction g est définie sur un intervalle I, fixé par la condition exp(8z?) — 20c;. Enfin, par le
théoreme (3.15), nous trouvons le potentiel

exp(6z?)
(exp(0x?) — 26¢1)2’

En utilisant ce contexte, nous pouvons énoncer le théoreme suivant.

f(z',2*) =In2 +1n | 46%c; | +1n (', 2?) e R x T (3.41)

Théoreme 3.24 Si M =R x I, alors la variété Riemannienne

(M,g), (', a?) = diag(g(+*), 1),
avec g donné par (3.40), est un soliton de Ricci a gradient stationnaire ayant pour fonction potentielle
(3.41), pour certains réels ¢y et 0 positif.

Dans ce cas, la courbure sectionnelle est

_ Ocrexp(202?) — exp(027) + g5 3.42
— exp(022)(c1 exp(—022) + ¢y exp(02))? (342

Le premier sous-cas : ¢o > 0. Il suit K > 0. Mais a partir de la condition satisfaite par I, il
suite; < 0, donc l'intervalle I dans le théoréme (3.24) est R, c’est-a-dire que le collecteur est M = R?
(cigare Hamilton), ayant une courbure positive.

Le deuxiéme sous-cas :c; < 0. il suit K < 0. Mais de la condition satisfaite par I, il suit z? #
% In m donc l'intervalle I dans le théoreme (3.24) pourrait étre choisi comme I = (% In
et la variété a une courbure négative (voire figure 3.4)

Dans ce qui suit, nous spécialiserons le résultat énoncé dans le théoréme (3.24) pour obtenir quelques

Be)Tos)
20(—c2),+o0/?

exemples illustratifs.
Pour 6 =2 et ¢; = =} dans (3.40) et (3.41) respectivement, on trouve g(z?) = tanh® z? et la fonction
potentielle

f(z*, 2%) = —2Incosh 2% 4+ 1n 2, 22 >0 (3.43)

41



2 { explHx?) + 20y £
L2 e )= taxpiﬂxz:l = 2."}('.]]

=
(28)
expl #x?)

1 .3 et e
it %) = In2+In | 4 e | +1In Tonnlfx2) = 20e 8

exp{tix2)( oy exp{—0x2) + co exp(fx2))2

fey exp(20x7) — exp(x?) +

Fig. 3.4 -

Corollaire 3.25 Si M =R x R™, alors la variété Riemannienne
(M,g),  gla',a?) = diag(tanh®z?, 1),
est un soliton de Ricci a gradient constant ayant (3.43) comme fonction potentielle.

Le résultat du corollaire (3.25) est remarquable, puisque le soliton trouvé ici n’est que «cigare Hamil-
ton» en coordonnées polaires.
Pour § = 2 et ¢; = % dans (3.40) et (3.41) respectivement, on trouve g(2?) = coth®z? et la fonction

potentielle
f(z',2%) = In2 — 2Insinh 22, z2>0 (3.44)

Proposition 3.26 Si M =R x RT, alors la variété Riemannienne
(M,3),  g(a',2®) = diag(coth® 2% 1),
est un soliton de Ricci a gradient constant ayant (3.44) comme fonction potentielle.

Etude du deuxiéme cas : § < 0. Si nous mettons v/—6 = 6,0 > 0, alors le général la solution de
(3.39) est r(2?) = ¢1 cos(0z2) + cosin(fx?), ot ¢1 et ¢z sont des constantes réelles.
Nous retournons a (3.38),et trouvons ¢} + 3 = 4,60 > 0
Dans ce cas, la courbure sectionnelle est

0(—c1 sinfz? 4 ¢y cos fz?) — 1

K =
(c1sin a2 + o cos H2)?

(3.45)
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Par I'inégalité de Cauchy Schwarz, on obtient K < 0, avec égalité si et seulement si
oll ¢1,c9 # 0 clest x?

sin Oz2 — cos 02
donnée par

— o
%arctan % Par conséquent, K < 0 On voit que la composante g dans g est

c2 ’
2

1 %) |= da® A

nlg(@)| /01 cos(0x?) + co sin(fz2) v (346)

La primitive de (3.46) peut étre exprimée sous une forme plus pratique en utilisant une substitution
trigonométrique tan Oy

5 = 1. Nous trouvons

R

dt
0 —c1t?2 + 2cot + 1

(3.47)
Le premier sous-cas :¢c; = 0. Par conséquent,co = :l:% et g(2?) = tan™? % 1a o1 nous supposions
2 s
z° € (0,5).
Si considérons g(y) = tan? %2

=5, alors il suit la fonction potentielle

1 9 0>
f(z",2%) =1nh — 2Incos — (3.48)
roposition 3. i M =R x (0,Z), alors la variété Riemannienne
P ition 3.27 Si M =R x (0, 3), alors | été Ri ;
0 2
g g(x",x°) = diag | tan 7 1
(M.5),  gla',2?) = diag ( tan” =1,
est un soliton de Ricci a gradient constant ayant (3. comme fonction potentielle
t liton de Ricci a dient tant t (3.48 t1 tentiell
i 'on considere =co —2, alors il suit la fonction potentielle
Sil dere g(t t2 02
2
f(z',2%) =1n@ — 21n |sin = (3.49)
Proposition 3.28 Si M =R x (O, g), alors la variété Riemannienne
0 2
(L), gleta?) = diag (o 1))
est un soliton de Ricci a gradient constant ayant (3. comme fonction potentielle
t liton de Ricci a dient tant t(3.49 t1 tentiell
Le deuxiéme sous-cas : ¢; # 0. Apres un calcul technique, on trouve
1 2
tan %22 — 275 1
2 2 2, 2
g(z”) = ﬁ At a=gg (3.50)
tan 5 = o
et la fonction potentielle
022 co+ 1
f(z',2*) =In — —2In sin 2 2

9 6:1?2

| C1 ‘ 2 C1 o8 T

(3.51)
ou y appartient a un intervalle fixé de maniere & exister a la fois les fonctions g et f

. . c2ti
Remarquez que, dans ce cas, nous pouvons choisir M = R x (% arctan 1—19, —i—oo).
(voir figure 3.5)
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(1 5in 0x2 + cpcos x2)?

]
T A —cy sindx? + c;casﬂJxZ);l

1y 2
5 i3
Bl B
.;] . ate=
&1

N
SN —— — 08—~
2

oo
( (35) f(x* xz):lwlfJ—ZIncos%

lal a

Il
{ (38) #(x". ) = In —— — 2In

Fic. 3.5 -

Etude du troisieme cas : § = 0. La solution générale de (3.39) est r(2?) = ax® +bou a et b
sont des constantes réelles. Nous retournons & (3.38), et trouvons a = +1
Le premier sous-cas : a = —1. Il suit g(2?) = (22 — b)? et la fonction potentielle f(x!,2?) = In2.
Le soliton est trivial et d’ailleurs Ricci plat puisque tout R;; disparait.
Le deuxiéme sous-cas : il suit g(z?) = (22 — b) =2 et la fonction potentielle f(z!,2?) =In2 — 2In |
22 —b].
Puisque la métrique est définie par la condition 22 # b , nous pouvons choisir M = R x (b, +00).
Dans ce cas, la courbure de section est négative.(voir figure 3.6)

Ip g
- f(xl.xz):|n2‘ F(x),x%) =In2—2In | x> —b| ‘
FI1G. 3.6 -

Remarque 3.29 Les courbes géodésiques de cette variété sont des solutions des équations suivantes

{ (ml)’,(t) + 9'((;;((;)))) (xl),(t)€$2)’ t) =0, (3.52)



Le systéme (3.52) peut étre utilisé pour étudier l'intégralité de nos variétés. a cet égard, nous trans-
formons la premiére équation en (3.52), et obtenons
c

Ly = ——F C . .
(7)) = TG0 >0 (3.53)

Par (3.583) dans la premiére équation de (3.52), on obtient

@0 - 5 @0) (i) =0 (354)

g(a?

Profitant de (3.53) et (53.54), nous pouvons décider de l’exhaustivité de nos nouvelles variétés.

Exemple 3.30 Sid =0 eta = —1, on trouve g(z?) = W, 2?2 # b. Dans ce cas, a partir de (3.54),

on obtient
22(t) = b+ ¢y cosct + cosin e, (3.55)

ot c1 et cg sont des constantes d’intégration. De plus, aprés un calcul simple, a partir de (3.53), nous

obtenons ) )
A% Ginoct — % cos 2ct (3.56)

xl(t):k+§(0%+c§)t+

avec k une constante d’intégration.
La solution y(t) = (z'(2?),22(t)), avec ' dans (3.56) etx® dans (3.55) est définie sur ’ensemble R,
donc le collecteur est complet, avec une courbure sectionnelle négative.
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Conclusion

Dans plusieurs travaux antérieurs, le professeur Constantin Udriste a considéré ’étude de la variété
Riemannienne M = R? dotée de métriques de type diagonal de la forme g(z!,2%) = diag(g(x?),1), ou
g est positif fonction de la classe C°°, en fonction de la premiére variable uniquement. Par exemple,
dans la monographie, il a prouvé que cette classe de variétés a une courbure nulle.

Ce travail rend compte des efforts pour introduire une étude de la variété Riemannienne M = R? doté
d’une métrique de type diagonal de la forme g(z', 22) = diag(g(x?),1), ol g est une fonction positive,
de Classe C™, en fonction de la variable 2 uniquement. Nous avons souligné le role de la métrique g
dans la détermination des variétés ayant une courbure de section négative, nulle ou positive. Dans ce
cadre, nous avons trouvé une large classe de solitons de Ricci 4 gradient. Enfin, nous avons spécialisé
ces résultats pour discuter de quelques études de cas illustratives 2D.

Notre étude étend naturellement certains résultats des professeurs Constantin Udriste et Richard S.
Hamilton, inclus dans la monographie et dans ’article de recherche respectivement. Dans la continuité
de ce travail, il unifie et développe d’avantage certains résultats suggérant des liens entre la géométrie
différentielle et les sciences appliquées.
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