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Notations

� RN : L�espace Euclidien de dimension N:

� Si x; y 2 RN alors x:y est le produit scalaire dans RN , c-à-d:

x = (x1; :::; xN) et y = (y1; :::; yN) alors x:y =
NP
i=1

xi:yi:

� Si x 2 RN ; jxj =
�
NP
i=1

x2i

�1=2
:

� � = (�1; :::; �N) 2 NN est un multi-indice.

� D� = @j�j

@x
�1
1 :::@x

�N
N

:

� �a la masse de Dirac au point a.

� �1 la masse de Dirac à l�in�ni.

� X un espace métrique.

� un * u faiblement dans V (où V est un espace de Banach).

� un ! u fortement dans V:

� 
 un ouvert borné de RN :

� @
 le bord de 
:

� B(x; r) est la boule dans RN de centre x et de rayon r notée Brx.

� ru =
�
@u
@x1
; :::; @u

@xN

�t
est le gradient de la fonction u : RN ! R:
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� �u est le laplacien de la fonction u: RN ! R, c-à-d : �u =
NP
i=1

@2u
@x2i

= div (ru) :

� �pu = div (jrujpru) est le p-laplacien.

� C10 (
) est l�espace des fonctions C1 à support compact dans 
 .

� D1;2
�
RN
�
complétion de C10

�
RN
�
par rapport à la norme krukL2(RN ) :

� H1
0 (
) est la fermeture de l�espace C

1
0 (
) dans H

1 (
) :

� H�1 est le dual topologique de H1
0 (
).

� H� est la fermeture de l�espace C10 (
) par rapport à la norme

kuk :=
�Z




(jruj2 � � jxj�2 u2)dx
�1=2

:

� 2� (s) = 2(N�s)
N�2 est l�exposant critique de Hardy-Sobolev avec 0 � s < 2:

� 2� (0) = 2� est l�exposant critique de Sobolev.

� � =
�
N�2
2

�2
est la meilleure constante de Hardy.

� On note les normes de Ls (
), (1 � s <1) et H�1 par k:ks et k:k�

� on (1) est toute quantité qui tend vers zéro quand n tend vers l�in�ni.

� O ("t) est toute quantité telle que jO ("t)j ="t < C; C > 0 constante.

� C ([0; 1] ; V ) est l�espace des fonctions continues de [0; 1] dans V:

� Ck ([0; 1] ; V ) est l�espace des fonctions de classe Ck de [0; 1] dans V; k 2 N�:
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Introduction

Avant de présenter le travail qui a été réalisé à l�occasion du mémoire de master 2,

nous allons faire une introduction générale, a�n de mettre en lumière le caractère général

de notre sujet.

Les équations aux dérivées partielles �EDP en abrégé�correspondent à la traduction

mathématique des lois de la physique par exemple en mécanique des �uides: équations de

Navier-Stockes,en électromagnétisme: équations de Maxwell et en mécanique quantique:

équation de Schrödinger. . . etc. D�une manière générale, la modélisation des phénomènes

physiques repose sur la résolution des équations aux dérivées partielles.

En fait, une EDP n�est autre qu�une relation entre une fonction de plusieurs variables

et ses dérivées qui s�écrit sous la forme suivante:

F (x; u; :::;
@u

@xi1
; :::;

@2u

@xi1@xi2
; :::;

@mu

@xi1 :::@xim
) = 0

où m est le degré de l�équation.

Soit la fonction à deux variables u(x; y) où x et y sont des variables indépendantes,

une équation aux dérivées partielles linéaire d�ordre 2 à coe¢ cients constants s�écrit :

a
@2u

@x2
+ b

@2u

@x@y
+ c

@2u

@y2
+ d

@u

@x
+ e

@u

@y
+ fu = g(x; y);

où a, b, c, d, e et f sont des constantes et g est une fonction à deux variables.

On peut les classer en trois grandes familles :

Si b2 � ac > 0 alors l�équation est de type �hyperbolique�.
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Si b2 � ac = 0 alors l�équation est de type �parabolique�.

Si b2 � ac < 0 alors l�équation est de type �elleptique�.

On peut illustrer ces trois catégories par les exemples physiques suivants :

1) Equation hyperbolique: elle caractérise la propagation des ondes dans un milieu

continu (unidimensionnel) et obéit à l�équation suivante

8x 2 R @2u

@t2
� @

2u

@x2
= 0

où u(x; t) peut désigner une variable scalaire comme la densité locale �(x; t) ou une

variable vectorielle comme la vitesse locale v(x; t).

2) Equation parabolique: elle exprime la di¤usion de particules dans un milieu continu

et obéit à l�équation suivante
@u

@t
�D@

2u

@x2
= 0

où D est la constante de di¤usion et �(x; t) la densité locale instantanée des particules

di¤usantes.

3) Equation elliptique : en dimensions deux, l�exemple le plus connu est le potentiel

induit par une densité de charges électriques.

Les EDP sont donc des outils mathématiques dont l�importance prime par le fait de

modéliser des phénomènes naturels, pour cette raison, elles demeurent fortement sollic-

itées dans di¤érents contextes tels que : physique, mécanique, chimie, biologie, sociolo-

gie,...

Dans les dernières années, beaucoup d�attention a été accordée aux EDP, à plus forte

raison les problèmes elliptiques dont la résolutions de quelques classes fait l�objet princi-

pal de ce mémoire. Nous y abordons aussi l�étude de l�existence de solutions pour une

classe de problèmes elliptiques non locaux, dont l�intérêt découle du fait qu�ils intervien-

nent dans la modélisation mathématique de plusieurs phénomènes naturels physiques et

biologiques, et dans ce sillage, nous citons les problèmes de type Kirchho¤, qui se carac-

térisent par la présence d�une intégrale sur le domaine en entier qui fait que l�équation
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ne soit pas une identité ponctuelle d�où son caractère non local.

La méthode sollicitée dans ce mémoire, pour la résolution de ces problèmes, est

l�approche variationnelle. Plus précisèment, en faisant intervenir ces méthodes, nous

allons prouver l�existence des solutions pour quelques problèmes elliptiques mais pas

n�importe lesquelles, plutôt ceux possédant une structure variationnelle permettant leur

résolution dans cette oblique, précisons que ce n�est tous les problèmes elliptiques qui

détiennent cette caractéristique..

Ce mémoire comprend trois chapitres à savoir

Le premier est préliminaire et contient des notions et outils de base dont on fera

fréquemment usage par la suite.

Dans le deuxième chapitre, nous étudierons l�existence des solutions pour un problème

elliptique sous critique faisant usage du théorème de Passe-Montagne avec condition de

Palais-Smale.

Nous considérons le problème suivant

(p2)

8<: ��u = jujp�2 u; dans 


u = 0 sur @

(3.1)

où 
 est un ouvert borné de RN ; p < 2N
N�2 :

Le résultat principal de cette partie est donné par le théorème suivant :

Théorème 0.1 Le probléme (p2) admet une solution non triviale pour 2 < p < 2N
N�2 :

Pour prouver le résultat précédent, nous avons eu recours à la formulation variation-

nelle qui consiste à chercher une solution au sens faible u; c�est-à-dire :

Z
rur' =

Z
jujp�2 u' dx;8' 2 H1

0 (
)

et u un point critique de la fonctionnelle d�énergie qui correpond au problème (p2) et

qui est donnée par l�expression suivante
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I(u) =
1

2
kuk2 � 1

p

Z
jujp dx

pour tout u 2 H1
0 (
):Pour montrer l�existence de la solution, nous avons utilisé le

théorème de Passe-Montagne.

Dans le troisième chapitre, on s�intéresse à l�existence des solutions pour le problème

elliptique non local du type Kirchho¤ suivant

8<: �
�
a
R


jruj2 dx+ b

�
�u = jujp�2 u+ �f dans 
;

u = 0 sur @
:
(2.1)

Où 
 est un domaine borné et régulier de R3; 4 < p < 6; a et b sont des constantes

positives, � un paramètre positif et f appartient à H�1(
):

Avant de donner notre résultat principal, nous avons besoin de préciser les valeurs

suivantes.

Soient

�1 =

p
2
p
ab(p� 4)

2(p� 1) kfk

"
2S

p
2
p

p
3ab

(p� 1)

# 2
p�2

:

�2 =
b(p� 2)

2(p� 1) kfk�

"
bS

p
2
p

(p� 1)

#p�1
:

et �� = max(�1; �2):

Et notre résultat principal est illustré par le théorème suivant.

Théorème 0.2 Pour tout 0 < � < ��; le problème (2:1) admet au moins deux solutions

positives.

Rappelons que l�intérêt majeur de cette partie réside dans la multiplicité qui n�est

pas du tout évidente à cause de la présence du terme non local. Précisons que pour avoir

la multipilicité, nous avons utilisé la fameuse décomposition de la variété de Nehari,
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cette dernière nous a permis de contourner le problème majeur heurté lors de l�utilisation

du principe variationel d�Ekeland qui exige que la fonctionelle d�énergie soit bornée in-

férieurement dans l�espace servant de cadre fonctionel dans lequel s�e¤ectue la recherche

des solutions. En outre, cette décomposition nous permet de conclure la distinction des

solutions.

9



Chapitre 1

Préliminaires:

Nous rappelons dans cette partie quelques dé�nitions de base dont on fera usage

fréquemment dans les parties suivantes. A savoir la notion des points critiques ainsi que

la condition de Palais-Smale. On y trouvera aussi le principe variationnel d�Ekeland et

le Lemme du Col (Mountain Pass Theorem). Le chapitre s�achève par des injections de

Sobolev des espaces en question, qu�on estime essentielles pour la suite de notre travail.

1.1 Rappels sur les équations aux dérivées partielles

elliptiques

Les équations de type elliptique interviennent très souvent dans la modélisation des

phénomènes stationnaires c�est-à-dire n�évoluant pas au cours du temps. L�équation de

Poisson en est un prototype

��u = f:

Dans cette équation, l�inconnue est u(x); x 2 
 � RN et f étant une fonction donnée.

Ce type d�équation se retrouve dans des problèmes complexes issus par exemple, de la

modélisation des semi-conducteurs.

Nous savons pertinemment que les méthodes variationnelles dépendent de la théorie
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des points critiques que nous allons de suite, introduire.

1.2 Point critique

Soient V un espace de Banach, J 2 C1(V;R) et J 0(u) : V �! V 0; ici il s�agit des

dérivées au sens de Fréchet.

Dé�nition 1.1 On dit que u 2 V est un point critique de J si J 0(u) = 0. Sinon, u est

dit un point régulier.

On dit que c 2 R est une valeur critique de J s�il existe un point critique u de J tel

que J(u) = c: Sinon, c est dite une valeur régulière.

La notion du point critique peut être interprétée comme minimum local d�une fonc-

tionnelle, mais en général ceci ne se produit qu�en présence d�une certaine propriété de

compacité.

1.3 La condition de Palais-Smale

Pour exprimer la compacité des suites minimisantes, ou de façon générale des suites

qui convergent vers un point et qu�on espère montrer que c�est un point critique, on a

souvent recours à la condition de Palais-Smale (P-S en abrégé).

Dé�nition 1.2 Soit V un espace de Banach et J : V �! R de classe C1: On dit que J

véri�e la condition de Palais-Smale, si toute suite (un)n2N de V telle que

J(un) est bornée dans V et J 0(un) �! 0 dans V 0

possède une sous-suite convergente .

On dit que J véri�e la condition de Palais-Samale au niveau c ((P � S)c en abrégé)

pour tout c 2 R; si toute suite (un)n2N de V telle que
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J(un) �! c dans V et J 0(un) �! 0 dans V 0

possède une sous-suite convergente .

Remarque 1.1 [10] Si J véri�e la condition de Palais-Smale en c 2 R, alors une con-

séquence importante est que l�ensemble:

K(c) = fu 2 V : J(u) = c et J 0(u) = 0g

est compact.

Si J véri�e (P � S), alors J véri�e (P � S)c pour tout c 2 R:

Exemple 1 La fonction J(u) = exp(u) dé�nie sur R ne véri�e pas la condition de

Palais-Smale en 0.

Très souvent dans la pratique, on montre qu�une suite de Palais-Smale est bornée. Ceci

nous permet, dans un espace ré�exif, d�en extraire une sous suite faiblement convergente

que l�on espère converger fortement grâce à une certaine injection compacte.

Remarque 1.2 Lorsque (un)n2N � V est une suite qui véri�e la condition de Palais-

Smale et que un �! u; il est souvent facile de montrer que J 0(u) = 0. Si u 6= 0; on

obtient alors un point critique non triviale. C�est souvent plus simple que de montrer que

un �! u.

1.4 Rappels sur quelques espaces fonctionnels

Dé�nition 1.3 Soit (V; k�kV ) un espace normé, on dit que V est de "Banach" si pour

toute suite de Cauchy (un)n2N � V , il existe a 2 V telle que lim
n!1

un = a 2 V:

Exemple 2 Les espaces R et RN munis de leurs normes usuelles sont des espaces de

Banach.
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Dé�nition 1.4 [1] Soit V un espace vectoriel normé sur | = R ou C; on considère

l�injection canonique

J : V �! V 00

x ! J(x)(f) = f(x);

J : est linéaire continue , kJk = kxk :

Un espace normé est dit "ré�exif" si J est surjective.

Proposition 1.1 Un espace de Banach V est dit "ré�exif" si et seulement si tout fermé

borné de V est faiblement compact.

Dé�nition 1.5 [1] Soit V un espace normé, on dit que V est "séparable" s�il existe z

dénombrable tel que z = V:

1.5 Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionels. Ils doivent leur nom au mathé-

maticien Russ "Serguei Lvovitch Sobolev" (1908-1989). Un espace de Sobolev est un

espace de Banach ou un espace de Hilbert de fonctions pouvant être dérivées su¢ sament

de fois. Une bonne partie de l�analyse des équations aux dérivées partielles se déroule

dans les espaces de Sobolev, ainsi ils constituent un cadre fonctionnel adéquat et sont

particuliérement adaptés à la résolution de nombreux problèmes d�EDP[9].

Dé�nition 1.6 [3]Soient p un élément de [1;+1[ et 
 un ouvert de RN ; on appelle

espace de Lebesgue, l�espace vectoriel des (classes de ) fonctions numériques u de 
 dans

C; qui sont mesurables au sens de Lebegue et on note Lp(
); l�ensemble :

Lp(
) =

�
u : 
! R mesurable ,

Z



jujp dx < +1
�
;
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muni de la norme

kukLp(
) =
�Z




jujp dx
� 1

p

;

et pour p = +1; on note

L1(
) =

�
u : 
! R mesurable, sup



ess juj < +1

�
;

que l�on munit de la norme kuk1 = sup ess



u:

1.5.1 Espaces de Sobolev d�ordre "1"

Dé�nition 1.7 Soient p un élément de [1;+1[ et 
 un ouvert de RN ; on appelle espace

de Sobolev d�ordre "1" qu�on note W 1;p(
); l�ensemble:

W 1;p(
) =

�
u 2 Lp(
) j pour tout 1 6 i 6 N; @u

@xi
2 Lp(
)

�
:

Si p = 2; on pose W 1;2(
) = H1(
): Ce dernier est dit aussi espace de Hilbert d�ordre

"1" car sa norme provient d�un produit scalaire. @u
@xi

est la dérivée partielles d�ordre "1"

de u au sens des distributions.

Théorème 1.1 Soient p 2 [1;+1[et 
 � RN ; on a les propriétés suivantes :

(1) L�espace de Sobolev W 1;p(
) est un espace de Banach pour la norme

u �! kuk =

8>>><>>>:
1 6 p 6 +1;

 
kukpLp +

NX
i=1



 @u
@xi



p
Lp(
)

! 1
p

;

p = +1; max
�
kukL1(
) ;



 @u
@xi




L1(
) ; i = 1; N

�
:

(2) H1(
) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(u; v) �! (u; v) =

Z



uvdx+
NX
i=1

Z



@u

@xi

@v

@xi
dx:

(3)W 1;p(
) est "ré�exif" pour tout 1 < p < +1:

(4)W 1;p(
) est "séparable" pour tout 1 6 p < +1:
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1.5.2 Espaces de Sobolev d�ordre "m"

Dé�nition 1.8 [3]Soient p un élément de [1;+1[;
 � RN et m un entier tel que

m > 2; on appelle espace de Sobolev d�ordre "m" qu�on note Wm;p(
); l�ensemble:

Wm;p(
) = fu 2 Lp(
); D�u 2 Lp(
) j 0 6 j�j 6 mg ;

où � = (�1;�2; :::::; �n) est un multi-indice de longueur j�j =
NX
j=1

�j: Ou oncore

Wm;p(
) =

�
u 2 Wm�1;p(
) j pour tout i; 1 6 i 6 N ,

@u

@xi
2 Wm�1;p(
)

�
:

Si p = 2; on pose Hm(
) =Wm;2(
):

Propriétés

(1) L�espace Wm;p(
) est un espace de Banach muni de la norme

u �! kuk =

8>><>>:
1 6 p < +1;

X
06j�j6m

�
kD�ukpLp(
)

� 1
p
;

p = +1; max
06j�j6m

�
kD�ukL1(
)

�
:

(2) Wm;p(
) est "ré�exif" pour tout 1 6 p < +1:
(3) Wm;p(
) est "séparable" pour tout 1 < p < +1:

1.6 Injections de Sobolev

Dé�nition 1.9 W 1;p(RN) �! Lp
�
(RN)

si

8<: W 1;p(RN) � Lp�(RN);

et J : u 2 W 1;p(RN)! u 2 Lp�(RN) est continue.

Théorème 1.2 [3](Sobolev-Gaa�ard-Niremberg)
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Soit p 2 [1; N [; alors W 1;p(RN) �! Lp
�
(RN); où p� est le conjugué de p calculé par

la formule suivante

1

p�
=
1

p
� 1

N
:

De plus, il existe c > 0 tel que pour tout u 2 W 1;p(
)

kukLp(RN ) 6 c krukLP (RN ) :

Remarque 1.3 p� 2]p;+1[:

Corollaire 1.1 Soit 1 6 p < N; alors W 1;p(RN) �! Lq(RN) pour tout q 2 [p; p�]: De

plus l�injection est continue.

Théorème 1.3 H1(
) =W 1;2(
)! Lq(
); pour tout q 2 [2;+1[:

Lemme 1.1 Si 
 est un ouvert borné et 1 6 q 6 p < +1; alors Lp(
) ! Lq(
)

(injection continue).

Lemme 1.2 Supposons que 
 � RN est un domaine ouvert borné, 2� = 2N
N�2 et

1 � p � 2�: Alors il existe une constante positive ~C telle que

�Z



jujp dx
� 1

p

� ~C

�Z



jruj2 dx
� 1

2

; pour tout u 2 C10 (
):

L�injection H1
0 (
)! Lp(
); est compacte si p < 2�:

Proposition 1.2 (Inégalité de Cauchy-schwarz)

Soient f et g deux fonctions de Lp(
); on a

kf:gkL2(
) 6 kfkL2(
) kgkL2(
) :
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1.7 Principe variationnel d�Ekeland

Le principe variationnel d�Ekeland est un théorème d�analyse mathématique découvert

par Ival Ekeland, il garantit la possibilité de trouver des suites minimisantes sous certaines

conditions sur la fonctionnelle.

Théorème 1.4 [6]Soient (V; d) un espace métrique complet et J : V ! [0;+1[ une

fonctionnelle bornée inférieurement c-à-d

c = inf
V
J > �1:

" un réel strictemenet positif, et x un point de V tel que

J(x) 6 "+ inf(J(V )):

Alors, pour tout � > 0; il existe un point y de V tel que

1) J(y) 6 J(x):
2) d(x; y) 6 �:
3) pour tout z 2 V nfyg J(z) > J(y)� "

�
d(y; z):

Corollaire 1.2 [6]Si V est un espace de Banach et J 2 C1(V;R) est bornéE inférieure-

ment, alors il existe une suite minimisante (un)n2N de J dans V telle que

J(un)! inf
V
J et J 0(un)! 0 dans V 0 quand n!1:

1.8 Théorème du Col (Mountain Pass Theorem)

La théorie des points critiques a subi une impulsion nouvelle en 1973 avec la parution

d�un article d�Ambrosetti et Rabinowitz dans lequel �gurait le célèbre lemme du Col qui

est considéré comme un outil important et puissant pour montrer l�existence d�un point

critique d�une fonctionnelle.
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Lemme 1.3 [5] Soient V un espace de Banach réel et J 2 C1(V;R) une fonctionnelle

satisfaisant la condition de Palais-Smale. Supposons que

(1) Il existe des constantes p; � > 0 telles que J(u) > � pour tout u telles que

kukV = p:

(2) Il existe � 2 V; avec k�kV > p telles que J(�) 6 J(0):
Soit

� := f
 2 C([0; 1]; V ) : 
(0) = 0; 
(1) = �g:

On a

c := inf

2�

max
t2[0;1]

J(
(t)) > �

est une valeur critique de J:
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Chapitre 2

Exitence des solutions pour un

problème elliptique sous critique

Dans ce chapitre, nous étudierons l�existence des solutions pour un problème elliptique

sous critique moyennant le Théorème de Passe-Montagne avec condition de Palais-Smale.

Nous constaterons que cette partie va illustrer les di¢ cultés qui se présenteront à nous

lors de l�étude du cas non local qui va suivre immédiatement. En e¤et, nous nous rendrons

compte que la convergence forte s�obtient aisément lorsque le problème est sous critique.

Nous considérons le problème suivant :

(p2)

8<: ��u = jujp�2 u; dans 


u = 0 sur @

(3.1)

où 
 est un ouvert borné de RN ; p < 2N
N�2 :

Notre résultat est donné par le théorème suivant :

Théorème 2.1 Le probléme (p2) admet une solution non triviale pour 2 < p < 2N
N�2 :

2.1 Formulation variationnelle :

On cherche une solution au sens faible u; c�est-à-dire :
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Z
rur' =

Z
jujp�2 u' dx;8' 2 H1

0 (
)

u est un point critique de la fonctionnelle d�énergie associée au problème (p2) suivant

I(u) =
1

2
kuk2 � 1

p

Z
jujp dx

pour tout u 2 H1
0 (
)

2.2 Conditions géométriques:

On va montrer queles conditions géométriques de Théorème de Passe-Montagne sont

satisfaites.

Lemme 2.1 Il existe �; � > 0 et v 2 H1
0 (
) tels que

i) I(u) � � si kuk = �

ii)kvk > � et I(v) < �

Preuve: i) Faisant intervenir l�inégalité de Sobolev on a

I(u) =
1

2
kuk2 � 1

p

Z
jujp

� kuk2

2
� 1
p
c1 kukp

� 1

2
kuk2 � c1

p
kukp :

puisque p > 2 donc il existe � > 0 assez petit et � > 0 tels que

I(u) � � kuk = �

ii) Soit v 2 H1
0 (
) tel que kvk = 1; pour tout t 2 R;on a
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I(tv) =
1

2
t2 � t

p

p

Z
jvjp :

En faisant tendre t vers �1 ; alors

I(tv)! �1 ; car p > 2

Donc il existe t0 assez grand (t0 > �) tel que I(t0v) < 0 et pour eu = t0v la condition (ii)
est véri�ée.

Par le lemme 2.1 et comme I(0) = 0 alors par le Théorème de Passe-Montagne on a

l�existence d�une suite (un) telle que

I(un)! c

et

< I(un; un) >! 0

où c est dé�ni par

c = inf

2�
sup
u2�

I(u)

et

� =
�

 2 (c([0; 1]);H1

0 (
)); 
(0) = 0; 
(1) = eu	

Maintenant, on va montrer que un converge fortement dans H1
0 (
) vers une fonction

u0 non triviale. A cet e¤et, nous introduisons la condition de Palais-Smale.
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2.3 Condition de Palais-Smale globale

Lemme 2.2 Soit (un) une suite de Palais-Smale de niveau c alors on peut extraire une

sous suite qui converge fortement dans H1
0 (
) vers une fonction non nulle pour tout

c 2 R:

Preuve: On a

C + o(1) = I(un) =
1

2
kunk2 �

1

p

Z
junjp dx:::(1)

o(1) = kunk2 �
Z
junjp dx:::(2)

Alors

C + o(1) = I(un)�
1

p
< I 0(un); un >

� [
1

2
� 1
p
] kunk2

comme p > 2; on déduit que (un) est bornée dans H1
0 (
):

Quitte à extraire une sous suite, on obtient:

un * u0 dans H1
0 (
)

un ! u0 dans L10(
) (car p < 2
� =

2N

N � 2)

un ! u0 p:p dans 


On a,

Z
runr'�

Z
junjp�2 un:'!

Z
ru0r'�

Z
ju0jp�2 u0'
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< I 0(u0); ' >= 0

< I 0(u0); u0 > :::(�)

pour tout ' 2 C10 (
): On pose

vn = un � u0

On en déduit que

vn * 0 dans H1
0 (
)

vn ! 0 dans Lp(
)

vn ! 0 p:p dans 


En vertu du lemme de Brezis-Leib [5], on aura

Z
junjp dx =

Z
ju0jp dx+

Z
jvnjp dx+ on(1):::(3)

Et comme vn ! 0 dans H1
0 (
) alors

kunk2 =
Z
jr(vn + u0)j2 dx+ on(1):

=

Z
jrvnj2 dx+

Z
jru0j2 dx+ 2

Z
rvnru0dx

= kvnk2 + ku0k2 + on(1):::(4)
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En combinant ce qui précède, on obtient

on(1) = [kvnk2 + ku0k2]�
Z
ju0jp +

Z
jvnjp dx

= [kvnk2 �
Z
jvnjp] + [ku0k2 �

Z
ju0jp dx]

on(1) = kvnk2 �
Z
jvnjp

On a
R
jvnjp ! 0 alors lim

n!1
kvnk2 = 0 donc

vn ! 0 dans H1
0 (
):

D�autre part de (1) on a

c+ on(1) =
1

2
[kvnk2 + ku0k2]�

1

p

Z
jvn + u0jp dx:

= I(u0) + I(vn)

Passant à la limite on obtient :

c = I(u0) =
1

2
ku0k2 �

1

p

Z
ju0jp dx:::(5)

Posons ku0k2 �
R
ju0jp dx:::(�) Multipliant l�équation (5) par (2) et retranchant (*)

nous obtenons

2c =
p� 2
p

Z
ju0jp dx

d�où u0 6= 0; passant à la limite on conclut que

un ! u0 dans H1
0 (
) et u0 6= 0:
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Par les lemmes précedents, on a la condition de Palais-Smale globale et les conditions

géométriques du Théorème de Passe-Montagne qui sont véri�ées. Donc on obtient un

point critique u0 de I satisfaisant I(u) = I(juj); ie u � 0:
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Chapitre 3

Existence des solutions pour des

problèmes elliptiques sous critiques

non homogènes du type Kirchho¤

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s�intéresse à l�éxistence et surtout la multiplicité des solutions

pour le problème elliptique du type Kirchho¤ suivant

8<: �
�
a
R


jruj2 dx+ b

�
�u = jujp�2 u+ �f dans 
;

u = 0 sur @
:
(2.1)

Où 
 est un domaine borné et régulier de R3; 4 < p < 6; a et b sont des constantes

positives, � un paramètre positif et f appartient à H�1(
):

A l�origine, l�équation de Kirchho¤en dimension une fut introduite en 1883 par Kirch-

ho¤ lui même [4].

Le problème (2.1) représente l�homologue stationnaire de l�équation hyperbolique du

type Kirchho¤
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@2u

@t2
�M

�Z



jru(x; t)j2 dx
�
�u = f(x; u) (2.2)

qui donne la description mathématique des vibrations d�une corde élastique tendue.

Pour plus d�informations, on peut consulter [11], [7]. On utilise la méthode variation-

nelle pour montrer que le problème stationnaire (2.1) correspondant à (2.2) possède des

solutions positives dans le cas sous critique. Avant de donner notre résultat principal,

mettons en place ce qui suit.

Soient

�1 =

p
2
p
ab(p� 4)

2(p� 1) kfk

"
2S

p
2
p

p
3ab

(p� 1)

# 2
p�2

:

�2 =
b(p� 2)

2(p� 1) kfk�

"
bS

p
2
p

(p� 1)

#p�1
:

et �� = max(�1; �2):

Nous somme en mesure de donner notre résultat.

Théorème 3.1 [12]Pour tout 0 < � < ��; le problème (2:1) admet au moins deux

solutions positives.

On dé�nit la fonctionnelle d�énergie associée au problème (2:1) par

I�(u) =
1

2
cM(kuk2)� 1

p
jujpp � �

Z
fu+, pour tout u 2 H1

0 (
):

Où cM(t) = Z t

0

M(s)ds avec M(t) = at+ b (M(0) = 0):

Il est clair que I� soit bien dé�nie et de classe C1 sur H1
0 (
) et ses points critiques

sont des solutions faibles du problème (2:1); ceci veut dire qu�un point u 2 H1
0 (
) est dit
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solution faible du problème (2:1) s�il satisfait

(a kuk2 + b)
Z
5u5 v �

Z
jujp�2 uv � �

Z
fv = 0; pour tout v 2 H1

0 (
):

Faisant intervenir l�inégalité de Sobolev, on obtient

jujpp 6 S
� p
2

p kukp ; avec Sp = inf
kuk2

juj2p

on aura alors

I�(u) =
a

4
kuk4 + b

2
kuk2 � 1

p
jujpp � �

Z
fu+

> a

4
kuk4 + b

2
kuk2 � 1

p
S
� p
2

p kukp � � kfk� kuk :

Constatons que pour p > 4; lim
t!+1

I�(tu) = �1; I� n�est donc pas bornée inférieurement

sur H1
0 (
). A�n de contourner cela, on introduit la variété de Nehari dé�nie par

N� :=
�
u 2 H1

0 (
)n f0g : hI 0�(u); ui = 0
	
:

En fait, l�ensemble N� est lié au comportement de l�application hu(t) := I�(tu) pour t 2

R� et u 2 H1
0 (
)n f0g : Ces applications sont communément dites application "�bering"

et ce sont Dràbek et Pohozaev qui en furent les instigateurs. Pour plus de détails, nous

prions le lecteur de consulter [5,2,9].

On a

h00u(t) = 3at
2 kuk4 + b kuk2 � (p� 1)tp�2 jujpp :

Ceci nous incitera à décomposer N� en trois sous-ensembles disjoints

N+
� : = fu 2 N� : h00u(1) > 0g ;

N 0
� : = fu 2 N� : h00u(1) = 0g ;
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et

N�
� := fu 2 N� : h00u(1) < 0g ;

qui correspondent aux minima locaux, points d�in�exion et maxima locaux de I� respec-

tivement.

3.2 Résultats préliminaires

Commençons par donner le résultat suivant, dont la preuve est similaire à celle

donnée dans [4].

Lemme 3.1 Supposons que u0 soit un minimiseur local de I� dans N� et que u0 =2 N 0
� :

Alors I 0�(u0) = 0 dans H
�1
0 (
):

Les lemmes suivants interviendront dans la démonstration de notre résultat principal.

Lemme 3.2 Pour tout 0 < � < ��; on a N 0
� = ?:

Preuve: Raisonnons par l�absurde, en supposant qu�il existe u 2 N 0
� i.e

3a kuk4 + b kuk2 = (p� 1) jujpp :

On a u véri�e

(a kuk2 + b)
Z
5u5 v �

Z
jujp�2 uv � �

Z
fv = 0 pour tout v 2 H1

0 (
):
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Donc pour u = v; on obtient

(a kuk2 + b)
Z
(5u)2 �

Z
jujp�2 u2 � �

Z
fu+ = 0

a kuk4 + b kuk2 �
Z
jujp � �

Z
fu+ = 0

a kuk4 + b kuk2 � jujpp � �
Z
fu+ = 0:

On sait que �p
3a kuk2 �

p
b kuk

�2
> 0:

De ceci et l�inégalité de Sobolev, on obtient

2
p
3ab kuk3 6 3a kuk4 + b kuk2

6 (p� 1) jujpp

6 (p� 1)S�
p
2

p kukp

et

2
p
ab(p� 4)(p� 2) kuk3 6 a(p� 4) kuk4 + b(p� 2) kuk2

6 �(p� 1) kfk� kuk

il en resulte

 
2S

p
2
p

p
3ab

(p� 1)

! 1
(p�3)

6 kuk 6
 

�(p� 1) kfk�
2
p
ab(p� 4)(p� 2)

! 1
2

et

 
bS

p
2
p

(p� 1)

! 1
(p�2)

6 kuk 6
�
�(p� 1) kfk�
b(p� 2)

�
:

ce qui contredit le fait que 0 < � < ��:

Lemme 3.3 Pour tout 0 < � < �� et u 2 H1
0 (
)n f0g ; il existe un unique t+ = t+(u) >
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tumax tel que t
+u 2 N�

� ; et I�(t
+u) = max

t>tumax
I�(tu):

De plus, si
Z
fu+ > 0; il existe un unique t� = t�(u) 6 tumax tel que t

�u 2 N+
� et

I�(t
�u) = min

06t6tumax
I�(tu):

Preuve: Posons h0u(t) = Hu(t)��
R
fu+ où Hu(t) = a kuk4 t3+b kuk2 t�jujpp tp�1 . On

aHu(0) = 0 et lim
t!+1

Hu(t) = �1; alorsHu(t) atteint son maximum au point tumax; elle est

croissante sur ]0; tumax[ et décoissante sur ]t
u
max;1[ : Et le résultat suivra immédiatement.

Lemme 3.4 La fonctionnelle I� est coercive et bornée inférieurement dans N�:

Preuve: On sait que pour u 2 N�; on a

a kuk4 + b kuk2 = jujpp + �
Z
fu+:

On obtient alors

I�(u) =
a

4
kuk4 + b

2
kuk2 � 1

p
jujpp � �

Z
fu+

=
a

4
kuk4 + b

2
kuk2 � 1

p
(a kuk4 + b kuk2)� �(p� 1)

p

Z
fu+

> 1

2p
kuk2

�
a(p� 4)
2

kuk2 + b(p� 2)
�
� �(p� 1)

p
kfk� kuk

> b(p� 2)
2p

kuk2 � �(p� 1)
p

kfk� kuk :

Par conséquent, I� est coercive et bornée inférieurement sur N�:

Lemme 3.5 Pour tout 0 < � < �� et u 2 N�; il existe " > 0 et une fonction di¤érentiable

t : B"0 � H1
0 (
)! R+ tels que t(0) = 1; t(v)(u� v) 2 N� pour kvk < " et

ht0(0); vi = 2(2a kuk2 + b)
R
5u5 v � pb

R
jujp�2 uv �

R
fv

3a kuk4 + b kuk2 � (p� 1) jujpp
:
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Preuve: Dé�nissons l�application F : R�H1
0 (
)! R; par :

F (s; w) = as3 ku� wk4 + bs ku� wk2 � s(p�1) ju� wjpp �
Z
f(u� w)+:

Puisque F (1; 0) = 0 et

@F

@s
(1; 0) = 3a kuk4 + b kuk2 � (p� 1) jujpp 6= 0

en appliquant le théorème des fonctions implicites au point (1; 0); on obtient le résultat

de ce lemme.

Lemme 3.6 Pour tout 0 < � < ��; il existe deux suites minimisantes (un) � N+
� et

(vn) � N�
� telles que

(i) I�(un) < c0 +
1

n
et I�(w1) > I�(un)�

1

n
kw1 � unk pour tout w1 2 N+

� :

(ii) I�(vn) < c1 +
1

n
et I�(w2) > I�(vn)�

1

n
kw2 � vnk pour tout w2 2 N�

� :

Preuve: Il est clair que I� est bornée inférieurement dans N�; alors en appliquant

le principe variationnel d�Ekeland, on obtient des suites minimisantes (un) � N+
� et

(vn) � N�
� qui véri�ent (i) et (ii) respectivement.

Avant de passer à la démonstration de notre théorème, donnons à présent un résultat

de compacité inhérent à la condition de Palais-Smale. A cet e¤et, rappelons que (un) est

dite suite de Palais-Smale pour I� si

I�(un) est bornée dans H1
0 (
) et I

0
�(un)! 0 dans H�1(
):

Lemme 3.7 Toute suite de Palais-Smale de I� bornée dans H1
0 (
) possède une sous

suite fortement convergente.

Preuve: Soit (un) une suite de Palais-Smale de I� bornée dansH1
0 (
), et commeH

1
0 (
)

est un espace ré�exif alors quitte à en extraire une sous suite qu�on notera encore (un);
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il existe u0 2 H1
0 (
) tel que

un * u0 faiblement dans H1
0 (
)

et par l�injection compacte de H1
0 (
) dans L

s(
)

un ! u0 fortement dans Ls(
) pour tout 4 < s < 6;

un ! u p.p sur 
:

Ce qui implique que Z
(�f + junjp�2 un)(un � u0)! 0

et puisque

I 0�(un)(un � u0)! 0

on conclut alors que

(a kunk2 + b)
Z
5un5 (un � u0)! 0

d�où un ! u0 fortement dans H1
0 (
):

3.3 Preuve du théorème principal

Dé�nissons c+� = inf
u2N+

�

I�(u) et c�� = inf
v2N�

�

I�(v): On a les résultats suivants.

Proposition 3.1 Pour tout 0 < � < ��, on a

(i) c+� < 0;

(ii) c�� > c
+
� > 0:

En particulier c+� = inf
v2N�

I�(v):
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Preuve: (i) Soit u 2 N+
� on a

3a kuk4 + b kuk2 � (p� 1) jujpp > 0

on obtient alors

�(p� 1)
Z
fu+ > a(p� 4) kuk4 + b(p� 2) kuk2

> b(p� 2) kuk2 :

Donc

I�(u) =
a

4
kuk4 + b

2
kuk2 � 1

p
jujpp � �

Z
fu+

=
a

4
kuk4 + b

2
kuk2 � 1

p
(a kuk4 + b kuk2)� �(p� 1)

p

Z
fu+

6 b(p� 2)
2p

kuk2 � �(p� 1)
p

Z
fu+

6 �b(p� 2)
2p

kuk2 < 0:

on déduit que c+� < 0:

(ii) Soit u 2 N�
� : La preuve de ce point s�établira en deux parties.

Partie 1: Pour �� = �2; on a

b kuk2 6 3a kuk4 + b kuk2

< (p� 1) jujpp

< (p� 1)S�
p
2

p kukp
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ce qui implique que

b < (p� 1)S�
p
2

p kukp�2

kuk >

�
bS

p
2

(p� 1)

� 1
(p�2)

pour tout u 2 N�
� :

Par conséquent, on aura

I�(u) > kuk2

2p

�
a(p� 4)
2

kuk2 + b(p� 2)
�
� �(p� 1)

p
kfk� kuk

> kuk
�
a(p� 4)
4p

kuk3 + b(p� 2)
2p

kuk
�
� �(p� 1)

p
kfk� kuk

> kuk
�
b(p� 2)
2p

kuk � �(p� 1)
p

kfk�
�

>

 
bS

p
2
p

(p� 1)

! 1
(p�2)

264b(p� 2)
2p

 
bS

p
2
p

(p� 1)

! 1
(p�2)

� �(p� 1)
p

kfk�

375 :
Le résultat devient évident dès que � < ��:

Partie 2 : Pour �� = �1; on a

2
p
3ab kuk3 6 3a kuk4 + b kuk2

< (p� 1)S�
p
2

p kukp

ce qui implique que

kuk >
 
2
p
3abS

p
2
p

(p� 1)

! 1
(p�3)

pour tout u 2 N�
� :
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Par conséquent, on aura

I�(u) > kuk2

2p

�
a(p� 4)
2

kuk2 + b(p� 2)
�
� �(p� 1)

p
kfk� kuk

> kuk
�
b(p� 2)
2p

kuk � �(p� 1)
p

kfk�
�

>

 
2
p
3abS

p
2
p

(p� 1)

! 1
(p�3)

264b(p� 2)
2p

 
2
p
3abS

p
2
p

(p� 1)

! 1
(p�3)

� �(p� 1)
p

kfk�

375 :
A partir du Lemme 3.4, on a l�existence des deux suites minimisantes (un) � N+

� et

(vn) � N�
� qui d�après le Lemme 3.6 convergent fortement vers u1 et u2 respectivement

donc u1 2 N+
� et u2 2 N�

� avec I�(u1) = c+� et I�(u2) = c
�
� : Du fait que I�(juj) = I�(u)

pour tout u 2 H1
0 (
) et de la proposition précédente ainsi que du Lemme 3.2, on obtient

deux solutions positives du problème qui sont distinctes car N+
� et N�

� sont disjoints.
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