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Notations

c(1)
)
AC(I)
Cee(1)
L#(1)
L=(1)
we(1)
1,(1)

’u|p

espace des fonctions continues sur .

espace des fonctions continues et dérivables sur I.

espace des fonctions absolument continues sur I.

espace des fonctions indéfinement différentiables et a supports compacte sur 1.
= {u: I — R mesurable sur I et; [, |ufPdz < 400} avec 1< p < oo.

= {u : I — R mesurable,; IM > 0/|u(z)| < M p.p.x € I}.

espace de Sobolev des fonctions de LP(I)dont les dérivées sont également dans LP(1).
espace des fonctions localement LP—intégrable sur I.

— [ [ Ju(z)Pda] " = |u| Lo

dénote que la suite { f,, }converge vers f en norme .

dénote que la suite { f,, }converge faiblement vers f.

support de la fonction u.

crochet de dualité entre X et son dual

Dual topologique.

dérivée d’ordre i de u.

presque partout.

c’est-a-dire.
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— si X et Y sont deux espaces normés, on écrit X < Y pour signifier que X est inclus
dans Y et que l'injection canonique de X dans Y est continue.

—<— signifier que X C Yet que I'injection canonique de X dans Y est compacte.

R =RU{—00,+0}.



Introduction Générale

0.1 Introduction

Les équations différentielles constituent aujourd’hui I'un des thémes impor-
tants de la compréhension scientifique et sont d’une grande utilité dans la modé-
lisation de nombreux phénomeénes naturels.

La dynamique de nombreux processus évolutifs de divers domaines tels que la
dynamique des populations, la théorie du controle, la physique, la biologie et
la médecine, subissent des changements brusques a certains moments comme le
tremblement de terre, la récolte, les chocs, etc. Ces perturbations peuvent étre
bien approchées comme un changement instantané d’états ou impulsions.

Ces processus sont modélisés par des équations diférentielles dites impulsives.
Elles ont étés introduites pour la premiére fois, en 1960, par Milman et Myshkis
[ 12].

Sur la base de leurs travaux, plusieurs monographies ont été publiées par de nom-
breux auteurs comme Samoilenko et Perestyuk [ 17], Lakshmikantham et al [ 9], et
Benchohra et al | 2]. Différentes approches ont été appliquées pour étudier I’exis-
tence de solutions pour les équations différentielles impulsives : les théorémes des

points fixes| 6], la théorie du degré topologique | 4], La méthode des sous et sur-



0.2 Présentation 8

solutions [ 5].

Récemment, certains auteurs ont appliqué de maniére créative la méthode varia-
tionnelle pour traiter des probléemes impulsifs,(voir[ 4, 7, 18]).

Ainsi la méthode variationnelle, qui est un outil trés puissant dans I’étude des
équations différentielles ordinaires ainsi que les équations différentielles aux dé-
rivées partielles, ouvre une nouvelle approche pour faire face aux problémes de
discontinuité tels que les impulsions.

L’origine de cette méthode remonte a P. Fermat, a qui I'on doit les fondements
du calcul variationnel, et a ses successeurs Newton et Leibniz etc.., qui ont été
motivés par des problémes d’optimisation (pour plus de détails voir | 4] ).

Cette méthode consiste a la construction d’une fonctionnelle réelle définie sur un
espace de Banach convenable, les points critiques de cette fonctionnelle consti-

tuent les solutions de I'équation diftérentielle associée.

0.2 Présentation

Dans ce mémoire, nous discutons [l'existence de solutions pour une classe

d’équations différentielles du second ordre du type;

—u"(t) + g(t)u'(t) + Au(t) = f(t,u(t)),t #t;,0 <t <T, (1)

avec les conditions de Dirichlet
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et les conditions impulsives

Au'(ty) = Ij(u(ty)), 7 =1,2,....p. (3)

Ot X € R, T est une constante positive arbitraire, g : R — R, f : R? — R,
Au/(t;) = u/(t]) — /(t;) avec u/(t]) = lim, u'(t); tj,7 = 1,2,...,p sont les
instants ot les impulsions se produisent; 0 <ty <t} <ty < .. <t, <tpp1 =T,
les fonctions I;,(j = 1,2,...,p), g et f satisfont certaines hypothéses spécifiées
ci-dessous.

Ce travail est constituée de trois chapitres répartis comme suit :

" comprend un rappel de quelques

Chapitre 1 : intitulé " Préliminaires
défnitions et notions de base de ’analyse fonctionnelle, un apercu sur
sur les méthodes variationnelles et leur applications.

Chapitre 1 : intitulé "Formulation variationnelle pour problémes impul-
sifs" ou, nous étudions 'existence de solutions du probléme (1) — (3) ou la fonc-
tion g est nulle. Ce chapitre est inspiré largement de I’article de J.J. Nieto,D.
O’Rgan| 14], et est divisé en deux parties :

La premiére partie est consacrée a la "formulation variationnelle d’un pro-

bléme impulsif linéaire ". Nous considérons le probléme suivant :

—u'(t) + du(t) =o(t), t #t;, 0 <t < T,
w(0) = u(T) =0, (4)

Au’(tj) = dj, j = ]_,2, P,

ot les I;(u(t;)) = d;, j =1,2,...,p sont des constantes.

En utilisant le théoréme de Lax-Milgram, nous montrons sous des hypothéses
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suffisantes 'existence d’une solution unique pour le probléme (4).
Dans la seconde partie, nous exposons la "formulation variationnelle d’un

probléme impulsif nonlinéaire ". Nous considérons alors le probléme suivant :

—u"(t) + Au(t) = f(t,u(t), t #t;, 0<t <T,
uw(0) =u(T) =0 (5)

Au,(tj) = [J(u<t]))7 ] = 1727 <y Py

ou la nonlinéairité f et les fonctions I, j = (1,2,...,p) sont continues. Par une
minimisation directe, nous montrons l'existence d’au moins une solution pour le
probléme (5).

Chapitre 3 : intitulé "Formulation variationnelle pour problémes impulsifs
amortie" ou, nous étudions I'existence de solutions du probléme (1) — (3) ou la
fonction g est non nulle. Ce chapitre s’appuit sur larticle [ 13], , il est divisé aussi
en deux parties :

La premiére partie est consacrée a la "formulation variationnelle d’un pro-

bléme impulsif linéaire amorti". Nous considérons le probléme suivant :

—u"(t) + g()u'(t) + Mu(t) =o(t), t #t;, 0<t < T,
u(0) =u(T) =0, (6)

En utilisant toujours le théoréme de Lax-Milgram, nous montrons l'existence
d’une solution unique pour le probléme (6).
Dans la seconde partie, nous exposons la "formulation variationnelle d’un

probléme impulsif nonlinéaire amorti". Nous considérons alors le probléme
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suivant :

—u"(t) + g(t)uw'(t) + Au(t) = f(t,u(t), t #t;, 0 <t < T,

Par une minimisation directe, nous montrons sous des hypothéses suffisantes
Pexistence d’au moins une solution pour le probléme (7).
Nous terminons par une Conclusion ot nous présentons une synthése du travail

effectué.



Chapitre 1

Préliminaires et OQutils de Base

1.1 Les opérateur sur les espaces de Banach

1.1.1 Quelques notion de convergence

Soit E et ' deux espaces de Banach.

Définition 1.1. (convergence d’une suite) On dit qu’une suite (z,), de E
converge (en norme) vers o tel que o € E si lim ||z, — x¢||lg = 0,et on écrit
n—oo

T, — To dans E

Définition 1.2. (Espace dual) La classe des fonctionnelles linéaires et bornées
définies sur F, sera notée par E'.

On munit E' de la norme

lpllzr = sup [ (p,2) |, pour p € E'

Tl ||z p<1

E’ muni de cette norme est un espace de Banach et nous avons l'inégalité

| (. 2) [< el llzlle, Vo € B et x € E.
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Exemple 1.1. Soit 2 un ouvert de R, et soit p € R avec p <1 < 400

On pose
LP(Q) ={f: Q — R; f mesurable et ([, | f(z)dz |p)% < 4o0}

On note

=

[ le@=] f 1= (Jo | f@)dz )
pour 1 <p < +oo On a :
I 1 1 _
(LP(Q)) = L9(2) tel que  + =1
( Pour plus détails voir | 2] )

Définition 1.3. (Convergence faible) On dit qu’une suite (x,) C E converge

faiblement vert x si
Vip € B (o, xn) = {0, 7)
et on écrit x,, — x
Remarque 1.1. L’implication inverse n’est en général pas vraie.

Proposition 1.1. [ 3]Soit (z,,) une suite de E. On a
1. Si z,, — x, alors x,, — x.
2. Siz, — x, alors (x,) est bornée et ||z||p < lirf inf ||z, | £
n—-—+0oo

3. Six, = x et p, — ¢ dans E', alors (p,, x,) — (p,x).

Proposition 1.2. [ 3] Lorsque E est de dimension finie, une suite (x,) converge

faiblement si et seulement si elle converge fortement.

Définition 1.4. Soit A un ensemble de E,On a
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1. Si toute suite de A contient une sous suite faiblement convergente alors
I’ensemble A est dit faiblement pré-compact.

11. Si toutes les limites faibles sont dans A, alors A est dit faiblement compact.

Remarque 1.2. [ 3] Soit E un espace de Banach,E’ son dual et E” son bidual.

On considére I'injection canonique i : E — E" définie par :
(ix,p)pr = (p,x)pp YreFE, Vpek
1 est linéaire et c¢’est une isométrie .

Définition 1.5. On dit que E est réflexif si I'isométrie canonique ¢ est

surjective de E sur E” .On note i(E) = E".

Exemple 1.2. Soit €2 un ouvert de R
1. Tout espace vectoriel normé de dimension finie est réflexif.
2. Un espace de Hilbert est réflexif.
3. Les espaces LP pour 1 < p < oo sont réflixif.

(Pour plus détails voir [ 3] )

Théoréme 1.1. Un espace de Banach E est réflexif si et seulement si sa boule

fermée est faiblement compacte.

Corollaire 1.1. Si E est un espace de Banach réflexif alors toute suite bornée
(x,) C E avec ||z,||g < M, contient une sous suite qui converge faiblement vers

un élément x € E vérifiant ||z||p < M.

1.1.2 Semi-continuité inférieure

La semi-continuité inférieure est une propriété trés importante en optimisation,

notamment, pour les problémes de minimisation.
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Définition 1.6. Une fonctionnelle ¢ : E — R est semi-continue inférieurement

(respectivement faiblement semi-continue inférieurement) si ¥(x,) C E ona :
Tn — o = lim inf @(x,) > ©(x0)

n—0o0

(resp. x, — xo = lim inf p(x,) > p(z0))

n—oo

Exemple 1.3. La fonctionnelle ¢ qui définie sur un espace de Hilbert telle que

o(x) = ||z||g est (fs.c.i). En effet, soient xo € H et (z,,) telle que x,, — x¢, alors

(@, o) = (20, o) = |20l
De plus

0 < (20 = @0, n — T0) = [[2allfr — 2(2n, 7o) + |20l

On en déduit que

lznllF 2> 220, 20) — llzollZ
Ceci montre que

T inf s > o]

ie

lim inf p(z,) > ¢(z0)

n—o0

1.1.3 Fonctions convexes

Définition 1.7. [ 3] (Ensemble convexe)

On dit qu’une partie K de E est convexe si :

Ve,ye K, YA€ [0,1] A+ (1—-MNye€ K.
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Définition 1.8. [ 3] (Fonction convexe)
Lorsque K est convexe et ¢ : K — R une fonctionnelle ¢ est dite convexe si

Vr,y € K et VA € |0,1] elle vérifie :

oAz + (1= Ny) < Xp(z) + (1 = Ne(y)

Définition 1.9. [ 3] (Fonction strictement convexe)

On dit que ¢ est strictement convexe si :
Ve,y € K, avecx #y YA€)0,1], oAz + (1= Ay) < Ap(x) + (1 = A)e(y).

Corollaire 1.2. | 3] Soit ¢ : E — R une fonctionnelle convexe, alors ¢ est (f.s.c.i)

si seulement si elle est (s.c.i).

1.2 Espace de Sobolev W™(I)

Les espaces de Sobolev ont été introduits au début du siécle et ont permis
de résoudre un bon nombre de problémes concernant les équations aux dérivées
parctielles. Dans ce qui suit, nous introduisons quelques rappels concernant ces
espaces, d’analyse fonctionnelle ot la plupart des résultats sont énoncés sans dé-
monstration.

Soit I =|a,b] un intervalle dans R (pas forcément borné) et p € R, avec

1<p<o0.

Définition 1.10. [ 3](L’espace Sobolev W'?(I))

L’espace Sobolev WP (I) est défini par

WP(I) ={u € LP(I);3g € LP(I) , tel que fl ug' = —flgqb Vo € CHI)}
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On munit cet espace de la norme suivante :

Sil < p<oo,
lullwre = (Ju|r + |U']Lp)%.
Sip = oo,
|ullwree = max(|u|ge, [u/]z).
On pose

HYI) = Wh(I)
muni du produit scalaire :
(u,v)gr = (u,v) g2 + (v, 0") 2
et de sa norme associée :
lullan = (a3 + /]132)2

Proposition 1.3. [ 3] L’espace de Sobolev WP est :
1. Un espace de Banach pour 1 < p < 00
2. Réflexif pour 1 < p < oo
3. Séparable pour 1 < p < o0

4. Un espace de Hilbert séparable si p = 2

Définition 1.11. (L’espace W,"(I))
Soit 1 < p < oo on désigne par WP (I) la fermeture de C! dans WP (I).

Si p = 2, on note W, *(I) = HA(I). On a

Hi(a,b) = {u e H'(a,b); u(a) = u(b) =0}
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Remarque 1.3. L’espace VVO1 P est muni de la norme induite par WP ;

Iespace H} est muni du produit scalaire induit par H'.

Définition 1.12. Etant donné un entier m > 2 et un réel 1 < p < 00, on définit

par récurrence l’espace
Wmr(I) = {u e Wm=bte(I);u' € Wm=LP(I)}.
On pose
H™(I) = Wm™2(I).
Définition 1.13. (Norme de W™?)
L’espace W™P est muni de la norme

m
lullwms = lullze + D 1Dl 2o

a=1

et H™ du produit scalaire

(u,v)gm = (u,v)r2 + Z(Dau, D%v) 2

a=1
Ou D“u dénote la dérivée a l'ordre a de u.
Proposition 1.4. | 3] (Inégalité de Poincaré)
Soit I un intervalle borné et p tel que 1 < p < oo. Alors il existe une constante C'
qui dépend seulement de I et p, de sorte que pour chaque fonction u de I'espace

Wy,
lullw < Cllu'l|zs-

Définition 1.14. (Fonctions absolument continues )
Soit I un intervalle bornée. une fonction u est dite absolument continue sur [

(AC(I)), si étant donné e > 0, il existe des § > 0 tel que :



1.3 Applications différentiables 19

> fuly:) - ulw)| <

pour toute suite finie d’intervalle disjoints {[z;,y;];i =1,--- ,n} de I,

avec Y oy |yi — x| < 9.
Théoréme 1.2. [ 3] Si [ est borné, on a :
Whi(I) = AC(I)

Théoréme 1.3. | 3] ( Théoréme d’injection )

II existe une constante C' (dépendante seulement de mes(l) < co) telle que
|ullLoe(ry < Cllullwiegy Yue WHP(I) V1 <p<oo

ce qui équivaut a dire : WHP(I) C L*(I) avec l'injection continue pour tout
1 <p< oo

De plus,lorsque I est borné on a

(i) WHP(I) << C(I) pour1 < p < oo.

(ii) WH(I) —< LI(I) pour 1 < ¢ < 0.

1.3 Applications différentiables

Dans cette partie, E et F' sont deux espaces de Banach, 2 désigne un ouvert

de E et f une application définie sur ) a valeurs dans F.

Définition 1.15. (Dérivée directionnelle)
Soit a € 2 et h € E. On appelle, si elle existe, dérivée directionnelle de f en a, la

quantité :
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Définition 1.16. (Gateaux-différentiabilité)
Si la dérivée directionnelle de f en a existe pour tout h de E, et si la fonction
h — f'(a,h) est linéaire continue, alors f est dite Gateaux-différentiable en a.

On notera : la G-dérivée de f en a par Df(a).

Définition 1.17. ( Fréchet-différentiabilité )
L’application f est appelée Fréchet-différentiable en a € €) si elle est Gateaux-

différentiable et si la G-dérivée D f(a) vérifie :
fla+h) = f(a)+ Df(a)(h) + W(a,h) VheE.

avec

W (a, h)||r

= 0.
=

Proposition 1.5. Si f est Fréchet différantiable en a, alors elle est Gateaux-

diftérentiable en ce point. La réciproque est fausse.

Remarque 1.4. 1. Si f est Fréchet différantiable au point a alors f est conti-
nue au point a.

2. Le cas inverse n’est pas toujours vrai.

1.4 Reésultats des minimisation

1.4.1 Points extrémes

Définition 1.18. Soit ¢ : E' — R une fonctionnelle. On dit que u est un extrémum

de p siu € F et s’il existe un voisinage U de u dans E tel que :

YoeU, ¢(u) <) (p est minimale en u)
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YoeU, ¢(u)> @) (Jest maximale en u)

Définition 1.19. (Point critique) Soit §) € E un ouvert de .
u € () est dite point critique de ¢ si et seulement si les dérivées partielles de p en
u existent et sont nulles (¢'(u) = 0). Si u n’est pas un point critique alors on dit

qu’il est un point réguliér.

Définition 1.20. (Valeur critique ) Soit la valeur ¢ € R.
On dit que ¢ est une valeur critique de , s’il existe u € €) tel que p(u) = c et
¢'(u) = 0. Si ¢ n’est pas une valeur critique alors on dit qu’elle est une valeur

réguliére.

1.4.2 Théorémes de minimisation

Définition 1.21. Une suite minimisante d’une fonctionnelle ¢ : E' —] — 0o, +00[

est une suite (z,,) telle que

lim o(z,) = 1%fg0

n—-+400o

Théoréme 1.4. | 11] Soient E un espace de Banach réflexif, et ¢ une fonctionnelle
définie sur E telle que

1). limy,,, . ¢(x) = +oo. (coercivité)

2). ¢ est (fs.c.i).

alors ¢ est bornée inférieurement sur E et atteint sa borne inférieure en un

point . De plus si ¢ est Gateaux différentiable en xg, alors Dp(zq) = 0

Corollaire 1.3. La fonctionnelle ¢ atteint son infinimum si elle est coercive,

convexe et (s.c.i).
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Théoréme 1.5. Soit la fonctionnelle ¢ € C*(E,R) convexe. Alors xy € E est un

minimum de ¢ ssi xy est un point critique de .

Dans le cas ou la fonction ¢ est minorée (respectivement majorée), il est rai-
sonnable d’essayer de montrer que le minimum (respectivement le maximum) est
atteint. Pour les fonctionnelles convexes, un résultat classique est donné par le

théoréme (voir| 3], page 46).

1.4.3 Théoréme de Lax-Milgram

Le théoréme de Lax-Milgram joue un role important pour établir I'existence et
I'unicité de la solution faible pour des problmes linéaires. Nous rappelons d’abord

quelques résultats pour bien comprendre la définition de ce théoréme.

Formes linéaires et bilinéaires Soit H un espace de Hilbert et H' son dual.

Définition 1.22. On appelle forme linéaire sur H une application linéaire sur H
a valeur dans R. Une forme linaire [ vérifie donc les propriétés suivantes :
a). (I, \w) =Xl,v) Yve HetVAeR.

b) <l,1)1 + U2> = <l,U1> + <l,U2> VUl,UQ € H.

Définition 1.23. La forme linaire | sur I’espace de Hilbert H muni de la norme

.||z est dite continue s’il existe une constante C' telle que :
|(l,v)] < C||v||g Yv € H.

Définition 1.24. L’ensemble de toutes les formes linéaires continues sur un es-

pace de Hilbert H est appleé espace dual de H et noté H'.



1.4 Résultats des minimisation 23

Définition 1.25. Une forme bilinéaire sur un espace de Hilbert H est une

application
a(.,.): Hx H— R,

vérifiant
1. a(Auy + pug,w) = Aa(ur,w) + pa(ug,w);  Vug,ug,w € H, et YA, u € R

2. a(u, \wy + pws) = Aa(u,wq) + pa(u,ws) ;  Vwy,we,u € H, et VA, u € R

Définition 1.26. Une forme bilinéaire a : H x H — R est dite :
1). Continue s’il existe une constante C' telle que :
|a(u, w)| < Cllullullvlla Yu,ve H
2). Coercive s’il existe un réel o > 0 tel que :
a(u,u) > allull} YueH
3). Symétrique si :

a(u,v) =a(v,u) Yu,v € H
Exemple 1.4. L’application a définie par :

a(u,v) = [;u(t)v(t)dt

est une forme bilinéaire symétrique et continue sur L*(I). La bilinéarité est en

effet triviale a démontrer, la continuité découle de I'inégalité de Cauchy-Schawrz :

la(u, v)] < | [pu(®)o@)di] < [lullz2[lvllz: < Clluflc[vllz2 avee € =1

Théoréme de Lax-Milgram

Théoréme 1.6. Soit a : H x H — R une forme biliéaire, continue et coercive.

Alors pour tout ¢ € H', il existe u € H unique tel que :
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a(u,v) = {p,v) Yv e H.
De plus, si a(.,.) est symétrique alors u est caractérisé par :

ue H
sa(u, u) — (¢, u) = minycp{za(v,v) — ($,v)}

Autrement dit, la fonctionnelle ¢ : H — R définie par :

p(v) = 3a(v,v) = ($,v)

atteint son minimum en u.
Notons que :
o lullz < [I5¢llar

e [’application T,, : H — R définie par :

est une forme linéaire continue sur H et ||T,||z < C

e L'opérateur solution S : H — H, S¢ = u, est un opérateur linéaire et borné.

1.4.4 Théorie des points critiques

Si ¢ n’est pas convexe, elle n’a pas besoin d’atteindre son infimum. Toute
fois, le résultat d’Ekeland (voir| 7], page 51) montre I'existence de points qui sont
presque des minimum. Une condition de compacité qui est habituellement em-
ployée pour prouver l'existence de points stationnaires est la condition de Palais-

Smale (P-S), pour une fonction ¢ € C* :

Définition 1.27. Condition de (P-S) Toute suite x; € E telle que : |¢(z;)] <

M et ¢'(z;) — 0 en norme dans E' (I'espace dual de E) admet une sous-suite
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fortement convergence , ot ¢'(x) représente la dérivée de ¢ en x, et un élément du
dual E' I’'espace des fonctions linéaires continues sur E. Une telle fonction atteint

toujours son infimum.

Lemme 1.1. Soit ¢ une fonction réelle de classe C* définie sur un espace de
Banach E satisfaisant la condition (P-S) et bornée inférieurement. Alors p atteint

un minimum en un certain point xy de E.

Pour une fonction qui n’est pas bornée, chercher ses points critiques revient
a chercher des points selles de la fonctionnelle associée au probléme étudié. Ces
points sont déterminés par des arguments de type minimax. Ce qui nous raméne

a l'utilisation du théoréme du col et ses variantes.

1.5 Probléme linéaire sans impulsion

(Application du théoréme de Lax-Milgram )
Nous prenons comme modéle un probléme linéaire de Dirichlet, et nous pré-
sentons d’abord quelques résultats généraux.

Dans l'espace Sobolev H}(0,T), on considére le produit scalaire suivant :

induisant la norme

o = [ e)a] "

Le produit scalaire

(u,0) = [ u(tyo(t)dt + [ o' (t)'(t)dt.
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induit la norme équivalente

fullagor) = [ w2we] "+ [ eea]

Une conséquence de l'inégalié de Poincaré est :

1/2 1/2
[ Ik u2(t)dt] <L [ fOT(u/(t))2dt] .
Ici, Ay = ;—2 est la premiére valeur propre du probléme de Dirichlet
—u"(t) = Au(t), t € [0,T]; u(0)=u(T)=0

Soit T > 0,A € R et 0 € L*(0,T). Considérons I'équation du second ordre

—u"(t) + Mu(t) =o(t) ppte|0,T] (1.1)

avec les conditions aux limites de Dirichlet

w(0) = w(T) =0 (1.2)

Par une solution classique de (1.1) et (1.2), nous désignons une fonction u €

H?*(0,T) satistaisant (1.1) pour p.p t € [0,T] et les conditions de Dirichlet (1.2).
Ainsi, uw € H}(0,T).

Une solution faible de (1.1) et (1.2) est une fonction u € H}(0,T) telle que

/0 u'(t)v'(t)dt+)\/0 u(t)v(t)dt:/o o(t)v(t)dt, (1.3)

pour tout v € H}(0,T). Définissons :

a: H(0,T) x HY(0,T) = R, a(u,v) = [,/ o/ () (t)dt + X [ u(t)v(t)dt.
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et

L2 HY0,T) =R, I(v) =[] a(t)o(t)dt.

Nous voyons que (1.3) est équivalent au probléme qui consiste a trouver u €
HL(0,T) tel que
a(u,v) = I(v), Yo € Hy(0,T) (1.4)

Il est évident que [ est linéaire et bornée :
soit u € Hl(O T)
=1l o dt\
< [fo o(t } [fo th]

< T llollzzomllulm (0,T)
et que a est bilinéaire, symétrique et continue :

Soit u et v deux éléments de H(0,T) on a

[a — | [T/ () (t)dt + A [ u(t)o(t)dt]
[fOT u’? (t)dt] [fg 2(t) dt} 2 [ 2(t)dt] 1/2 UOT UQ(t)dt] 1/2 |
[foT u’Q(t)dt] 1/2 [foT 9 (1) dt} 1/2 [fo /2 ]1/2 [fOT U’Z(t)dt} 1/2

< X+ o)llullag o) vl g 0.1

IN

IN

Par ailleurs, si\ > —\; alors a est coercive, en effet : en utilisant 'inégalité de

Poincaré (Proposition 1.2) nous avons,

Ay uB(t)dt > min(0, 2) [ w2 (t)dt,

alors

fo u?(t dt—l—)\f t)dt >f u?(t)dt + min(0, ’\)fTu’Q(t)dt

A 0

zafo u?(t)dt

> aHu“Hl(OT
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ou, « = 1+ min(0, %), d’ou il existe une constante o > 0 telle que pour tout

u € H}(0,T) nous avons

au,v) > Oé”“”i[é(O,T) (1.5)

Selon le théoréme de Lax-Milgram, nous obtenons I’existence d’une solution faible
de (1.1) et (1.2). En vertu de la théorie de la régularité, la solution faible est aussi

une solution classique. En effet, nous avons
[T @ @)dt = [ (o(t) — () v(t)dt, Yo e HY0,T),

alors u' € H}(0,T) (car : 0 — Mu € L?(0,T)) c’est-a-dire u € H(0,T).
Par ailleurs, en utilisant le fait que a est symétrique, nous pouvons dire que la

solution faible minimise la fonctionnelle ¢ : H}(0,T) — R définie par
1 1T, 1rN\2 AT 2 T
o(v) = za(v,v) = 1l(v) = 5 o V(t)dt+ 5 fo v(t)*dt — fo o(t)v(t)dt.

Ainsi, une solution faible u € H}(0,T) est un point critique de ¢, c’est-a-dire
¢'(u) = 0. Réciproquement si v € H}(0,T) est une point critique de J, alors u

est effectivement une solution faible.



Chapitre 2

Formulation variationnelle pour

problémes impulsifs

(D’aprés : J. J. Nieto and D. O’Regan. [ 14])
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2.1 Introduction

Beaucoup de problémes peuvent étre compris et résolus en termes de minimi-
sation d’une fonctionnelle, généralement liée a I’énergie, dans un espace approprié

de fonctions. Par exemple, une solution du probléme aux limites de Dirichlet
—u"(t) =o(t),t €[0,T]; w(0) =u(T)=0
minimise 1’énergie

B(u) =L [Tu?(t)dt — [ o(t)u(t)dt.

Le but de ce travail est de montrer la structure variationnelle sous-jacente a
une équation différentielle impulsive. Nous prenons comme modéle un probléme
de Dirichlet avec des impulsions et nous montrons que les solutions du probléme
impulsif minimisent la fonctionnelle (énergie). Aussi, les points critiques de cette
fonctionnelle sont en effet des solutions du probléme impulsif.

Le chapitre est organisé comme suit :
dans la section 1, nous exposerons la formulation variationnelle d’un probléme li-
néaire de Dirichlet avec des impulsions dans la dérivée. Le résultat présenté dans
cette partie, incluant un exemple, peut étre vu comme élémentaire, mais crucial
pour révéler clairement qu’un probléme impulsif peut avoir une structure varia-
tionnelle.

Dans la section 2 nous considérons le probléme non linéaire de Dirichlet corres-
pondant. Nous prouverons I’existence de solutions en utilisant le résultat standard

de minimisation.
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2.2 Formulation variationnelle d’un probléme im-
pulsif linéaire

Considérons le probléme impulsif suivant :
—u"(t) + Au(t) = o(t) pptel0,T]
(LP) ¢ u(0) = u(T) = 0;
AU (t;) = d;
ou

A (ty) =/ (t]) —u'(t;) =dj, j=1,2,....,p (2.1)

J

sont des constantes.

Pour v € H?*(0,T), nous avons u et u' sont toutes les deux absolument continues
et u” € L*(0,T). Donc Au'(t;) = u/(t*) — u/(t7) = 0 pour tout t € [0,T].

Siu € H}(0,T) alors u est absolument continue et u' € L?(0,T). Dans ce cas les
dérivées unilatérales u'(t7) et u/(t*) peuvent ne pas exister.

En conséquence, nous aurons besoin d’introduire un concept différent de solutions.

Définition 2.1. Supposons que u € C(0,T) satisfait les conditions de Dirichlet

1.2). Par ailleurs, supposons que pour tout j = 1,2,....,p; u; = u est telle
J J I( )

tj,tj41
que u; € H?*(t;,t;41). On dit que u est une solution classique du probléeme (LP)
si elle satisfait (1.1) p.p. sur [0, T] , les limites u’(t;r), u'(t;),j =1,2,...,p existent

et satisfont (2.1).

Maintenant donnons une structure variationnelle pour notre probléme impulsif

linéaire. Prenons v € H}(0,T) et multiplions (1.1) par v et intégrons sur [0,T] :

— [T @ot)dt + X [ ut)yo(t)dt = [ o(t)o(t)dt
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Le calcul du premier terme donne :

— Jy ety = /t _M o ($)o()dt
et
7 (o)t =t )o(tr,) — o/ (E)e(t]) = [l (' ()t

Donc

— fOT u(Hu(t)dt = Z A (t;)v(t;) + ' (0)v(0) — o' (T)o(T) + /0 o' (8)v'(t)dt

= [T/ () (t)dt + ]i djv(t;)-

Par conséquent :
[ () (t)dt + z_:djv(tj) + A/O w(t)o(t)dt :/0 o(t)v(t)dt

Soit la forme bilinéaire : a : Hy(0,T) x H}(0,T) — R définie par :
T T
a(u,v) :/ u’(t)v’(t)dt+)\/ u(t)v(t)dt, (2.2)
0 0
et Popérateur linéaire | : Hy(0,T) — R par :
T Jj=p
() = / ottt — Y dolt;) (2.3)
0 o

Ainsi, une solution faible au probléme impulsif (LP) est une fonction u €

H(0,T) telle que a(u,v) = I(v) pour tout v € H}(0,T).

Lemme 2.1. Siu € H}(0,T) est une solution faible de (LP), alors u est une

solution classique de (LP).
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Preuve 2.1. Nous avons, u(0) = u(T) = 0 puisque u € H}(0,T).

Pour j € 1,2, ...,p, choisissons v € Hg(0,T) avec v(t) = 0 pour tout t € [0,¢;] U
[tj+1a T]

Alors

JOT @0 ()t + A [ ut)o(t)dt = [ o (tu(t)dt

tj

Ceci implique que —u" (t) = = u(t)+o(t) p.p sur (tj,t;+1). Doncu; € H?(t;, t;41)
et u vérifie (1.1) p.p sur [0,T]. Maintenant, en multipliant par v € H}(0,T) et en

intégrant entre 0 et T', nous obtenons
— [T (u(t)dt = =X [ u(t)o(t)dt + [ o(t)o(t)dt
et

-5 / et + ) / " uu(t)dr — / " oud =0 e HO,T)

j=1 "1 j
alors
j

> A(t)elty) + /0 o (00 (1) dE + A /0 w(t)o(t)dt — /t " ottt = 0

Comme u est une solution faible, alors :

idjv(tjw / 0 ()t 1A / " tu(t)dt — / T ()t = 0

J

et par conséquent
Jj=p Jj=p
D Ad(t)u(ty) =D dju(ty) Vo e Hy(0,T)
Jj=1 J=1

Donc A/'(t;) = d;, pour tout j = 1,2,...,p et les conditions impulsives de

(2.1) sont satisfaites. Ce qui achéve la démonstration.
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Théoréme 2.1. Si A > —)\; alors le probléme impulsif de Dirichlet (LP) a une so-
lution faible unique w € H}(0,T) pour tout ¢ € L*(0,T). De plus,,u € H*(0,T) et
u est une solution classique et u minimise la fonctionnelle (2.5), et par conséquent

c’est un point critique de (2.5).

Preuve 2.2. Les formes a et | définies respectivement en (2.2) et en (2.3) sont
continues, en effet :

soit w € HH(0,T)

J=p
T
w)| =1 [y o(ult)dt = dul(t))|
j=1
J=p
< Selollzonlwlmor + Y 1] sup Ju(t)]
o te(0,1]
Jj=p
< o llollzzom lull g o) + BZ \dilllull zaory  car |ullepr < Bllullaoo,n
j=1
J=p
< <\/%HUHL2(0,T) + 52 |dj|> | wll a2 0,7y
j=1

et a est coercive SI A > —Ay.

En effet : en utilisant I'inégalité de Poincaré (Proposition 1.2) nous avons,

A fy uB(t)dt > min(0, 2) [ w2 (t)dt,

alors

T 1 T 9 T 1 : AN T2

Jo wWAO)dt + X [7 wP(t)dt > [ u?(t)dt +min(0, 5-) [, w?(t)dt
> a [T u(t)dt

Z O‘H”Hi]&(o,j‘)

ou, « = 1+ min(0, %), d’ou il existe une constante o > 0 telle que pour tout

uw € H(0,T) nous avons
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alu,0) = allull o (2.4)

En utilisant la théoréme de Lax Miligram, le probléme (LP) admet une solution
faible unique. De plus a est symétrique donc cette unique solution minimise la

fonctionnelle : ¢ : Hy(0,T) — R définie par :

o(u) = %/0 (u'(t))*dt + %/o u?(t)dt — /0 o(t)u(t)dt — idju(tj) (2.5)

11 est clair que  est différantiable en tout u € H}(0,T) et
j=p
Pu)w) = J3 o @O @)dt+ X [ ulyo(t)dt — [ o(tot)dt + Y dyolt;)
j=1

= a(u,v) — (v)

Ainsi, un point critique de ¢ , définie par (2.5), nous donne une solution faible
du probléme impulsif (LP). En utilisant le lemme 2.1, le probléme (LP) admet

une solution classique.

Exemple 2.1. Prenonst € (0,7),d; € R et considérons le probléme de Dirichlet
suivant :

u'(t)=0,ppte(0,7); wu(0)=u(T)=0

avec I'implusion :
Au'(ty) = dy. La solution sur [0,t;) est donnée par u(t) = at , a« € R, parce que
u(0) = 0.
Pour t € (t1,T],u(t) = pt +, 5,y € R. En utilisant la condition u(T) = 0, nous
avons

BT +~v=0 (2.6)
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Par la continuité de u en t; nous obtenons
at; = Pty + (2.7)
et la condition impulsive en t;
B —a=d (2.8)

Le systéme (2.6), (2.7) et (2.8) avec les inconnues «, [ et vy a une solution unique.
Sidy =0 alorsa = =~=0etu=0 qui est la solution du problme de Dirichlet
dans le cas non impulsif.

SiT=1,t; = %, et dy = 1, alors

u(t) =Ft+3, tels,1]
2.3 Formulation variationnelle d’un probléme im-

pulsif nonlinéaire

Considérons le probléme de Dirichlet non linéaire
—u"(t) + Mu(t) = f(t,u(t)), ppt €0,T]
(NP) S u(t) = u(t) = 0;
Au'(t;) = d;
ou f:]0,T] x R — R est continue , et I; : R — R, j = 1,2, ..., p sont continues.
Nous désignerons ce probléme impulsif par (NP).
La présence des impulsions nous conduit a donner a une solution du probléme

(NP) la définition de la solution suivante :
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Définition 2.2. Supposons que u € C(0,T) satisfait les conditions de Dirichlet
(1.2). Par ailleurs, supposons que pour tout j = 1,2,...,p; uj = ), ,,,) est telle
que u; € H*(t;,t;+1). On dit que u est une solution classique du probléeme (NP)
si elle satisfait I'équation —u”(t) + Au(t) = f(t,u(t)) p.p. sur [0,7T], les limites

u’(t;r), u'(t;),j =1,2,...,p existent et satisfont les conditions impulsives de (NP).

Multiplions I'équation —u" (t)+ u(t) = f(t,u(t)) parv € H}(0,T) et intégrons

entre 0 et T, on obtient :

Jo W @)t + A f u(tyo(t)dt = =3 Lulty)v(ty) + / F(tu(t))o(t)dt

J

Il
o

Définition 2.3. Une solution faible de (NP) est une fonction u € H}(0,T) telle

que Vv e H0,T) :

Jo (' @)t + A [ u(tyo(t)dt = =3 I u(ty))v(ty) + / F(tu(t))o(t)dt

J

Il
o

Lemme 2.2. Si u € Hj(0,T) est une solution faible de (NP), alors u est une

solution classique de (NP).

Preuve 2.3. Evidemment u(0) = u(T) = 0 caru € H}(0,T), d’aprés la définition

de la solution faible, on a :

/T o' () (8)dt + /T u(t)v(t)dt + Z Li(u(ty))v(t;) — f(t,u(t))v(t)dt =0
0 0

(2.9)
Pour j € 0,1,2,...,p, choisissons v € H(0,T) telle que v(t) =0 Vt € [0,t;] U

[tj+1,T], alors :

/t O (t)dE+ A /t )t — /t R u@®)e)dt =0, (2.10)

J J J
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D’apreés la définition de la dérivée faible, (2.10) implique que :
—u"(t) + Au(t) = f(t,u(t)) (2.11)

D'ot u € H*(tj,t;+1) et u satisfait 'équation différentielle dans (NP). Par inté-

gration de (2.9), on a :
=0 A )ol1) (TR~ (0)0(0) + 3 Iyt ol +

/0 (—u(t) 4+ Au(t) — f(t,u(t))) v(t)dt =0

Combinons cela avec (2.11), on obtient :

J=p

(AU (t) — I;(u(ty)) v(t;) = 0

I
—

J
Alors Au/(t;) = I;(u(t;)) pour tout j € 1,2,...,p. Ceci achéve la preuve du
lemme.

Soit

F(t,u) = [ f(t,€)de

la primitive de f et considérons la fonctionnelle p : H}(0,T) — R, définie par

T T =P rulty) T
go(u):% /0 (u’(t))2dt+% /0 A+ /0 1 (t)dt — /0 F(t,u(t))dt

§=0
(2.12)
Proposition 2.1. La fonctionnelle ¢ : Hj(0,T) — R définie par (2.12) est
continument différentiable, et faiblement semi-continue inférieurement. De plus,

les points critiques de ¢ sont les solutions faibles du probléme (NP).
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Preuve 2.4. D’aprés les hypotheéses, f et 1;,5 = 1,2,..,p, sont continues donc ¢

est différentiable et ' : H}(0,T) — R est définie par :

¢ ) = O e [ uOuOder Y L)) [ oo

En effet, soit u, h deux éléments de H}(0,T). Pour ¢ € R, on a :

(uteh)—p(w) _ (T T TR el en) u(t;)
SRR = [ R )dt+A [ u(t)h(t)dt+zg /0 Ij(t)dt—/o L;(t)dt
7=0

B /OT (F(t, u(t) + Eh(t) — F(T, u(t))> dt + g (_/OT W (t)2dt + A /OT hz(t)dt)

3

Alors en utilisant la formule des accroissements finis, nous avons

Sy S e de = [ 1()dt = gh(t) I (ult;) + 0h(t))

avec |0] < |£| comme I; est continue nous avons :

L) Gyt — [7©) Ge)de) - () L(u(t)) quand € = 0,

Ainsi, en utilisant la formule des accroissements finis, nous avons

FULADDFLA)  f(t,u(t) + Oh(1) (1)

Donc

li P08 = o) / OB (A / "ttt + ji Bt (ult;))

€0 19

—/0 f(t,u(t))h(t)dt

Posons
@' (u)h = [ u' ()R (t)dt+) fOTu(t)h(t)dtJrZ h(t;) 1 (u(t;))— /0 Flt,u())h(t)dt.

Ceci montre que les points critiques de ¢ représentent les solutions faibles de

(NP).

Pour montrer que ¢ est faiblement semi-continue inférieurement, soit (uy) une
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suite faiblement convergente vers u dans Hg (0, T'). Alors [|ul| g1 o) < klim inf [Jug| g2 0,1)
’ ——+00 ’
[voir propositionl.1].

Nous avons que (uy) converge uniformément vers u sur [0, T|, [voir théoréme 1.3].

Jim_ (%/ﬂ W2t dt+z/ dt—/OTF(t et ))dt)

afOTuz(t)dHJf/u(tj)fj(j)dt—/TF(t,u(tj))dt

On en déduit que : p(u) < lim inf p(uy).

k—4o00

Alors

Théoréme 2.2. Supposons que f est bornée et que les fonctions impulsives I;
sont bornées. Si de plus A > —\;, Alors il existe un point critique de ¢, et le

probléme (NP) posséde au moins une solution .
Preuve 2.5. Prenons M >0 et M; > 0,7 =1,2,..,p tels que
|f(t,u)| < M pour tout t€[0,T] xR
et
|I;(u)] < M;, pour tout welR j=1,2,.p

En utilisant le fait que A > )\1, il existe a > 0 tel que pour tout u € HZ(0,T)

T
plu) = allulllr +Z/ dt—/o F(t,u(t;))dt
T
> allullZy 0.z - ZMjlu(tj)! - [ utnar
> allullF, 1(0,7) +5ZM lull 20,0y — BT M ||ull g2 0,1y

> allullfyer + CHUI|H3(0,T)
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j=p

ouc=/p Z M; — BT'M, est une constante positive.
§=0

Ceci implique que

lim (u) = +o0,
HuHHé (O’T)_>+OO

et p est coercive.
Or ¢ est faiblement semi continue inférieurement, donc d’aprés théoréme 1.4, ¢
a un minimum qui représente une solution faible du probléme (NP). En utilisant

le lemme 2.2, le probléme (NP) admet une solution classique.



Chapitre 3

Formulation variationnelle d’'un
probléme impulsif de Dirichlet

amorti

(D’aprés : Juan J. Nieto. [ 13])
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous introduisons une formulation variationnelle pour un
probléme de Dirichlet amorti avec des impulsions et le concept d’une solution
faible pour un tel probléme.

En utilisant dans la premiére partie, le théoréme de Lax-Miligram de maniére
appropriée, nous prouvons l’existence d’une solution faible unique qui est préci-
sément le point critique d’une fonctionnelle. Cette structure variationnelle sous-
jacente au probléme linéaire impulsif nous permettra d’étudier dans la seconde

partie le probléme non linéaire correspondant.

3.2 Formulation variationnelle d’un probléme im-
pulsif linéaire amorti

Considérons le probléme linéaire impulsif amorti suivant :
—u"(t) + g(t)uw'(t) + Au(t) = o(t) pptel0,T]
(LPA) S u(t) = u(t) = 0;
Au’(tj) = Gy j = 172, P

ouo e Cl0,T],geCl0,T] et dj j =1,2,..,p sont des constantes.

Remarque 3.1. On a:e 9l < 60 < ellgllr ouG(t) = _fo s)ds, t € [0,T].

En effet,

|_|f0 ds‘ <‘f0 ds’
< [y lg(s)lds

alors,
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GO < llgllr = =llgllr < G@) < lgllrr

& e gl < G < ellgl
Pour ce probléme linéaire de Dirichlet amorti (LPA), la structure variationnelle
due a la présence du terme amorti g(t)u’ n’est pas apparente. Cependant, nous
pouvons contourner ce probléme en multipliant —u" (t)+g(t)u' (t)+Au(t) = o(t)

par le facteur intégrant e“). En effet,
—eSOy" (1) + g()e“ D/ (t) + NeCDu(t) = Do (2), (3.1)

on voit que : eSOy (t) + g(t)eCOu'(t) = (eG(t)u’(t))/, alors I'équation (3.1) de-
vient :
— (D (¢ )) + Ae%Ou(t) = Do (2). (3.2)
Maintenant, multiplions (3.2) par v € H}(0,T) et intégrons sur [0,T] :

— i (COw @) v(t)dt + A f eCOultyo(t)dt = [ e Oa(t)o(t)dt

Le calcul du premier terme donne

fOT (eG(t)ul<t))/v(t)dt = i /tijrl (GG(t)ul<t))/U(t)dt

j=0

Jj=p . =P pti
_ Z YO (to(t) |7 - Z / eCOu/ (1) (t)dt
Jj=

_ Zea )t — ji / " o (£)dt

T
= — ZeG(tj)djv(tj) — / O ()0 (t)dt.
=1 0

Par conséquent

J=p T
Jo €COU N ()dt+ X [ eCOutyo(t)dt = = e (ty) + /0 e“Da(t)o(t).
j=1
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D’ou, on définit A : Hy(0,T)x Hy(0,T) — Ret L : Hy(0,T) — R comme suit :

A(u,v) = fOT eSO/ (1) (t)dt + N fOT eCOu(t)v(t)dt,

J=p

T
L(v) ==Y e Wdu(t;) + / “Oo(t)o(t)dt.
j=1 0
Evidemment, A est continue et symétrique, et en utilisant I'inégalité triangu-

laire et I'inégalité de Holder, on obtient la continuité de L. En effet :

Soit uw € HY(0,T), on a

J=p
T .
L) =1 fy e“Datyu(tydt =) e d;ult;)]
=1
Jj=p
< \/1ATeHg””UHLQ(O,T)H“HHDI(O,T) +€”g”Z!dj\ sup |u(t)|
=1 t€(0,1]
J=p

< —=ello| o lullmyor) + €98 ldjl Il my oy

=1
Jj=p

< (\/%e”gnanp(oj) +elolgy " |dj|> [ullzz3 0,7
j=1

En conséquence nous définissons une solution faible de (LPA) comme une

fonction u € H}(0,T) telle que :
A(u,v) = L(v) Yve H}0,T).

Lemme 3.1. Siu € H}(0,T) est une solution faible de (LPA), alors u est une

solution classique de (LPA).
Preuve 3.1. Elle se fait de maniére identique a celle du lemme 2.1.

Théoréme 3.1. Supposons que o € C[0,T] et g € C[0,T]. Si de plus A > —\q,
alors le probléme linéaire amorti (LPA) a une solution unique. Une telle solution

est donnée comme étant I'élément u € Hj(0,T) minimisant la fonctionnelle ¢ :

H;(0,T) — R définie par
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p(v) = 2f0T eSO (v(t))dt +3 fT eCWp?( )dt—i—ieG((”

- eSOa(tyu(t)dt.

Preuve 3.2. La forme bilinéaire A est coercive, en effet :

= f GOy (¢ dt—|—>\f )2dt

> e Ioljul2 o+ e 10N [T ()2t

> e—llgHHquq e ~lallmin(0, )\ fo t))%dt

> el (14 min(0, 32)) ull3y o 7y
Selon le théoréme de Lax-Miligram, le probléme (LPA) admet une unique solution
faible. En utilisant le fait que A est symétrique, nous avons que 1’'unique solution
faible minimise la fonctionnelle . En utilisant le lemme 3.1, le probléme (LPA)

admet une solution classique.

3.3 Formulation variationnelle d’un probléme im-
pulsif non linéaire amorti

Considérons le probléme de Dirichlet non linéaire

u’(t) + g(t)u'(t) + Au(t) = f(t,u(t)); tel0,T]
(NPA)§ Au'(t;) = Liu(t;), j=1,2,..p (3.3)
u(0) = u(T) = 0.

Ou f:]0,7] x R — R continue, et les fonctions I; : R — R, sont continues.
En multipliant la premiére équation de (NPA) par ¢“® pour obtenir la forme

équivalente suivante :
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— (e“Du'(1)) + XeCDu(t) = O f (¢, u(t)) 0,7
Aul(tj) = [J(u<t;))7 J= 1? 27 » Ps (3 4)
u(0)=u(T)=0

Evidemment, les solutions de (3.4) sont des solutions du probléme (NPA).

Soit Hj(0,T) I'espace de Hilbert muni du produit scalaire
(u,0) oy = Jy eCOW N ()dt + N [ eCOu(tyo(t)dt,
imduisant la norme

lulligiory = (Ji eSOW(2)Pat + A Jf SO u(s )|2dt>

Définition 3.1. On dit que la fonction u € H}(0,T) est une solution faible du

probléme (NPA) si :
Jo €O ()dt + X [ eCOultyo(t)dt + Y e Ii(u(ty))o(t;) —

/T YO f(t,u(t))v(t)dt =0 Yo e HLY0,T).

Maintenant, Considérons la fonctionnelle ¢ : H}(0,T) — R définie par :

o) = Lul?, OT)+Ze o[

ot la fonction

(t5)

I;(t)dt — /OT O F(t,u(t))dt,

= Jo f(t.€)dg,

est la primitive de f. En utilisant la continuité de f et I;,on a¢ € C*(H(0,T),R).

Pour tout v € H}(0,T) on a :
Jj=p
¢ (u)(v) = [ eCOU @) ()t + A [, eCOut)v(t)dt + eI (ulty))v(t;) —
j=1

/0 " S0 4 u(t))o()dt.
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D’aprés la définition 3.1 les solutions faibles du probléme (NPA) correspondent

aux points critiques de ¢.

Lemme 3.2. Si u € Hj(0,T) est une solution faible de (NPA), alors u est une

solution classique de (NPA).

Preuve 3.3. Evidemment u(0) = u(T) = 0 caru € H}(0,T), d’aprés la définition

de la solution faible, on a :

T T J=p T
/ eG(t)u’(t)v'(t)dt—i—)\/ eG(t)u(t)v(t)dt+Z eG((tj)Ij(u(tj))U(tj)_/ e“O f(t,ut))v(t)dt =0
0 0 o 0
(3.5)
Pour j = 0,1,2,...,p, choisissons v € Hy(0,T) telle que v(t) =0 Vt € [0,t;] U

[tj+1,T], alors :

tir1 tj+1 tjt1
/ SO () (1)t + A / S Ou(t)o(t)dt ~ / 7O f (1, u(t))o(t)dt = 0.
t t t

(3.6)
D’apres la définition de la dérivée faible, (3.6) implique que :
— (D (1)) + NeCOu(t) = %D £ (£, u(t)). 3.7
( :

D'ou w € H*(tj,t;+1) et u satisfait I'équation dans (NPA). Par intégration de

(3.5), on a :

- Xp: DA (t5)v(t;) +eCOu (T)o(T) —e“ O’ (0)v(0) +zp: U (u(t;))u(t;)+

/ ' (- (eSO (1)) + AeCWu(t) — SO f(t, u(t))) v(t)dt = 0.

Combinons cela avec (3.7), on obtient :
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<.
Il

14

e (Au/(t;) — L;(u(ty))) v(t;) = 0.

<.
Il
—

Alors Au/(t;) = I;(u(t;)) pour tout j € 1,2, ..., p.

Théoréme 3.2. Supposons que f et I; sont continues et bornées.

Si de plus A > —\y, alors le probléme (NPA) admet au moins une solution.

Preuve 3.4. Montrons que ¢(u) est faiblement semi continue inférieurement.
Soient (u,) C Hy(0,T),u € H(0,T), telles que u, — u, alors u,, converge uni-
formément vers u sur [0,T] et u, — u dans L?(0,T), et en combinant le fait que

lim inf |ju,|| > ||u||, nous avons
n—oo

M=

un(t5) T
1

(t5) T
I;(t)dt — / YO F (t, u(t))dt
0

. . : 3 1
lim inf ¢(u,) = hmnlilgo <§Hun‘|?{3(0,T) +

n—oo
p
G .
2 %”UH?{(%(O,T) + Ze (tj)/o
i=1

= ¢(u)

alors ¢ est faiblement semi continue inférieurement.

e .
Il

Ensuite, passons a démontrer que @ est coercive. Prenons

M >0et M;>0,j=1,2,..,p tels que
|f(t,u)| < M pour tout t€[0,7] xR
et
|I;(u)] < Mj, pour tout weR,j=1,2,.,p

Pour tout w € H}(0,T), on a :
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J=p u(t;) T
P(u) > %HuHﬁp(OTﬁZeG(tﬂ/ [j(t)dt—/ “OF (t,u(t))dt
0 )
=0 0 0

v

J=p T
HlulBg o =12 3 M fu(t)] = 0t [ty
j=0

Jj=p
> ulZ o + €8> Myllull o — VBT M ullyor)
7=0

> Ll 0 + cllwlagom
J=p
ot ¢ = eldllg Z M; — el9l 3T M, est une constante positive. D’out

J=0

liIn”u”Hé Sfoo ¢(u) = +00.

(0,7)

Ceci nous donne la coercivité de ¢.
On déduit d’aprés le théoréme 1.4 que la fonctionnelle ¢ a un minimum qui est
une solution faible du probléme (NPA). En utilisant le lemme 3.2, le probléme

(NPA) admet une solution classique.



Conclusion

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés aux questions d’existence de
solutions pour des problémes associés a des équations différentielles du second
ordre, sous l’effet d’impulsions.

Deux types de problémes aux limtes de Dirichlet ont été étudiés. Le premier
est associé a des équations différentielles sans terme amorti tandis que le second
traite le cas amorti. Dans chaque type de problémes nous avons considéré les
deux cas : linéaire et non linéaire et nous avons montré la structure variationnelle
sous-jacente a une équation différentielle impulsive dans chaque cas.

L’approche utilisée est variationnelle basée sur I'application du théoréme de Lax
Milgram (dans le cas linéaire) et sur une minimisation directe (dans le cas non

linéaire).
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Résumé

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés a la recherche de solutions
pour des problemes de Dirichlet associés a des équations différentielles
linéaires et non linéaires du second ordre, sous I'effet d’'impulsions.
L'approche utilisée, est variationnelle basée sur le théoréme de Lax-Miligam
dans le cas linéaire et sur une minimisation directe dans le cas non linéaire.

Mots clés : Equation différentielle du second ordre, probleme de Dirichlet
impulsif, méthode variationnelle.

Abstract

In this thesis, we study the existence of solutions for impulsive Dirichlet
problems associated to linear and nonlinear second-order differential
equations.

We use variational approach, based on Lax-Miligram theorem in the linear
case, and on a direct minimisation in the nonlinear case.

Key words: second order differential equation, impulsive Dirichlet problem,
variational method.
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