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LES OPERATIONS :
o : Compositions.
@ : Somme directe.
® : Produit tensoriel.
A : Produit extérieures.
(, ) : Crochet de dualité.

7 : Produit intérieur.

LES SYMBOLES :

z : Point.
M : Variété différentiable.
U : Ouvert

f,g,h : Fonction de classe C*.

a, b, c : Une sections de A.

p,q,7 : Un élément de Z .

a, B,7v,n,0,w, ) : Forme différentielle.

XP(M) : L’espace des champs de tenseurs contravariants de degré p,
antisymétriques, de classe C*™.

TM : Fibré tangent.

T, M : Fibré vectoriel associé au point x.

T*M : Fibré cotangent .

TxM : Dual de T, M la fibré vectoriel associé au point z.
X'(M) : L’espace des champs de vecteurs .

C>(M) : L’espace des fonctions différentiables.

X (M) : L’algébres extérieures des champs de tenseurs contravariants,
antisymétrie sur M.

{, } Crochet de Jacobi ou le crochet de Poisson .

AT : Champs de 2-tenseurs antisymétrique.

E. X, Z P Q,R,& ¢ : Champs de vecteurs .

IT : A-champs de deux vecteurs (A-tonsure de Poisson).
[, ] : Crochet de Schouten-Nyenhuis ou le crochet de Lie.
¢, p p*, 8, £, 0, ba, pr1, pugs e+ Applications .

(M, A, E) : Variété de Jacobi.

(M,w) : Variété symplectique .



(M,II) : Variété de Poisson.

(M {.,.}) :Variété de Poisson.

(T, M,w,) : L’espace vectoriel symplectique.

(C*(M,R,{.,.}) : Algébre de Poisson .

A : Fibré vectoriel.

I'(A) : L’espace des sections de classe C* de \A.

(A,[,],p) : Algébroide de Lie .

(TM,,[,],idy) : Algébroide (fibré) tangent .

(T*M,[,],p) le Algébroide (fibré) cotangent.

A, : Fibre de A (espace vectoriel) au-dessus .

(A, p, M) : Fibré vectoriel.

(A*, p*, M) : Dual de fibré¢ vectorielle (A, p, M).

A; ® A, : Produit tensoriel de fibré vectoriel.

(A" A, p, M), (N A*, p*, M) : p produit extérieur de fibré vectoriel.
['(AP) : L’espace de section de (A" A, p, M).

['(A*) : L’espace de section de (AP A*, p*, M).

L : La dérivé de Lie.

L,(a) : La dérivé de Lie de a telle que a est une sections de Aet p: A — M.
d, : A-dérivée extérieure.

(A,[,],p,1I) : Algébroide de Lie-Poisson .

[, ] : Crochet de Koszul associé a II, dans I'(A*).

(A* [, ], pu) - Algébroide de Lie .

Ji : Le Jabobianteur de le pré-algébroide (A*, [, ], pn)-

fo : Isomorphisme inverse de I'isomorphisme de fibre vectorielle b, .
(IT, &) : Structure de Jacobi sur le pré-algébroide (A, [,], p).
Q,n) : Structures cosymplectiques sur A .

2, n) : Structure de Contact.

: ]ﬁg : Crochet dont I'(A*) .

P, | ]ﬁé) : Structure de pré-algébroide sur le fibré dual de A.
1, ]1’\Ig ,prie) : Pré-algébroide associé au triplet (II,&, ).
[,1, p, Q) un pré-algébroide symplectique.

[, liie» prie) = Algébroide de Lie .

.[,],p,m) : Pré-algébroide-Contact .

[ e pe) : Pré-algébroide de Lie .



(A, [,],p,w,0) : Pré-algébroide localement conformément symplectique.
(A, [,], p, exp’ w) : Pré-algébroide symplectique.

(A", ]QH’g , pre) : Pré-algébroide de Lie.

(A*, [,]379 , Pwo) : Pré-algébroide de Lie .

LES APPLICATIONS :
¢ My — M,y
p: A— M.
p: A—TM.
pr A — T"M
Pz Ay — T, M
Q:TM —T*M
A= ()1 T*M — TM.
b : TM — T*M
{, }:C®(M) xC®(M)—C>(M)
[,]: X(M)xX(M)— X(M)
[, ]:T(A) xT(A) = T(A)
fn: A*—> A
pr A —=TM
g A — A*
fme: A¥— A
pre: A*—=TM
Pup A*— A
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0.1 Introduction 11

0.1 Introduction

En 1780, Joseph Louis Lagrange (1736-1813) donne les concepts de
base de la géométrie symplectique. Né de la volonté d’une formulation
mathématique naturelle de la mécanique classique, elle est a la rencontre de

la géométrie différentielle et des systémes dynamiques

Au fil du temps, ces concepts ont évolué pour devenir un peu plus
indépendants, grace notamment aux travaux de William Rowan Hamil-
ton (1805 — 1865), Siméon Denis Poisson (1781 — 1840), Carl Jacobin
(1804 — 1851), Gaston Darboux (1842 — 1917), Sophus Lie (1842 — 1899),
Henri Poincaré (1854 — 1912), André Lichnerowicz (1915 — 1999),...

Dans ce travail, nous intéressons a étudie de structure de Jacobi qui
représentée par Les variétés de Jacobi ont & introduite séparément par A.
Lichnerowicz et A. Kirillov. Les variété de Jacobi généralisent a la fois les
variétés de Poisson, les variétés de contact et les variétés loca-lement confor-
mément symplectiques. Et d’autre part, la 1’ algébroide de Lie ou d’algébre
de Lie-Rinehart généralise a la fois, le faisceau des champs de vecteurs sur
une variété et les algébres de Lie de dimension finie. Les variétés de Pois-
son et les variétés munies d’une action de groupe fournissent de nom-breux
exemples algébroide de Lie. Le but de ce travail est de d’étudier les structures
de Jacobi que connues sur un algébroide de Lie :

Ce travail est organisé comme suite
e Le chapiter 1 débute avec la définition de crochet du Schouten-
Nijenhuis des champs des multivecteurs. En suite, on définit les varié-
tés de Jacobi et on cite des exemples comme variétés symplectiques |,
variétés de Poisson, les variétés de Contact, et les variétés localement
conformément symplectiques.

e Le deuxiéme est consacré a 1’étude des algébroide de Lie avec des
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exemples et leurs propriétés élémentaires

e Ce qui nous permet du chapiter 3 de parler du calcule différentielle
sur un algébroide de lie introduit par C.M Marle

e Dans le quatriéme et dernier chapitre, ou parler des structures de Ja-
cobi sur un algébroide de Lie on commence par la notion d’algébroide
de Lie-Poisson, en suite introduit les structures de pré-algébroides
de Lie associées a un algébroide de Lie-Jacobi. Nous examinons plus
particulierement aux cas des algébroide de Lie de Contact et aux al-
gébroides de Lie localement conformément symplectique

A la fin du dernier chapitre, nous avons terminé le dernier épisode de ce

travail et nous avons rapproché le concept de base de ce sujet



Chapitre 1

Variété de Jacobi

1.1 Le crochet de Schouten-Nijenhuis

1.1.1 Champs des multivecteurs

Soient p € N* et M est une variété différentiable, on noté X?(M) I'espace
des champs de tenseurs contravariants de degré p, antisymétriques, de classe
C™>.

e On rappelle quun élément P de XP(M) est une section C* du fibré
vectoriel AP(T'M)

e Pour tout point x € M, P, est un élément de l'espace AP(T,M)
des formes p-multilinéaires alternées sur 1’espace vectorielle cotangent
NP(TEM)

e L’espace X'!(M) est 'ensemble des champs de vecteurs différentiables,
de classe C*, sur la variété M.

Pour p > 1, les éléments de XP(M) sont parfois appelés p-multivecteurs.

Par convention, on pose :

XO(M) =C>®(M)
On noté

13



14 1.1.2 Crochet de Schouten-Nijenhuis

X(M) =P xr (M)

peN

On sait d’ailleurs qu’en raison de I'antisymétrie, on a

XP(M) = {0} si p > n.
On peut donc écrire
X(M) =P ar(M)

On sait qu'il existe sur X'(M) une loi de composition interne appelée produit
extérieur, et notée (P,Q) — P A Q. qui en fait une algébre associative

graduée Z, -commutative'. Le produit extérieur d'un élément P de X? (M)
et un élément @ de X(M) est un élément P A @ de XPT9(M). on définit la

formule telle que oy, ..., a,1, sont des éléments de T, M
(P A Q)x(a/la <oy ap+q) = Z E(U)Px(aa(l); ooy aa(p))Qx(ao(erl)a ) ao(p+Q))
o€s(p,q)

S(p,q) désigne 'ensemble des permutations o de 1,...,p + ¢ qui respectent
I'ordre relatif des p premiers et des ¢ derniers éléments, c’est-a-dire qui

vérifient

o(1l)<o(2)<..<alp),olp+1l)<op+2)<..<olp+q)

ot a noté €(o) la signature de la permutation o

1.1.2 Crochet de Schouten-Nijenhuis

Le crochet de Schouten-Nijenhuis est un prolongement naturel de la

notion du crochet de Lie de deux champ de vecteurs, opérant sur X' (M)

1. Algébre associative graduée Zs si, pour tous p et ¢ € N et tout x € AP et y € X9,

onazxy=(—1)Plyz .
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Théoréme 1.1 : Soit M est une variété différentiable de classe C* et X' (M)
I’algébres extérieures des champs de tenseurs contravariants, antisymétrie

sur M , alors il existe un application appelée crochet de Schouten-Nijenhuis

[, ] X(M) x X(M) — X (M) (1.1)
vérifiant les propriétés suivantes :
VP,Q,R € X(M), telle que P € XP(M) et Q € XU(M) et R € X" (M)
le
[XP(M), X9(M)] € XPFTH (M)
2e l'antisymétrie :

[P, Q) = (=1)"[Q, P] (1.2)

3e Formule de Leibniz :
[P.QAR] = [P,Q] AR+ (=17 QA [P, R (1.3)
4e Identité de Jacobi graduée :

(=1 VP Q R+ (-1 V[, [R, Pl + (=1 Y[R, [P.Q]] = 0

(1.4)

Soit M est une variété différentiable de classe C™° et X*(M) est

une espace de i-vecteur (i,e :champs de tenseurs contravariants de degré

i, antisymeétriques, de type (4,0)), on définit 'opérateur dérivée de Lie £, qui :
d
(LxQ)(x0) = i =0 {exp(—tX).Q(exptX (zo)}

(g € M,Q € XU(M)) , et comme LxY = [X,Y] telle que X,Y € X' (M);

par conséquent : il est naturel de définit
VX1, ..., X, € X' (M) lopération
p . A
(X1 AL AX, Q=) (- Xi A LAXKIA L AX,AXL Q] (15)
i=1
ot [X;, Q)] £ LxQ et le chapeau " dénoté 'absence du facteur correspon-

dant , donc en utilisant (1.5) pour la démonstration
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Démonstration

le (type locale ) de (1.1) signifie que pour zq € M, [P, Q] (x¢) ne dépend
que la restriction des champs P, () dans une voisinage de g
suppose que @ de (1.5) est Q =Y1 A ... AY, (YV; € X' M), alors

q
Lx(YiA . AY,) =) YViALAX YA LAY,

j=1
le produit par la formule (1.5)

p q
(XA AX YA LAY = (1P S (1) X, VAKX ALAXGALLAXA

i=1 j=1

(1.6)
AYIA LAY A LAY

de plus, si on noté X3 A...AX, = P, Il en résulte de mémé que (1.6) peut

étre interprété comme

s}

X0 A AX, YA LAY = (1P (1) Y AL AY A LAY ALY, P

Jj=1

(1.7)

oit [Y, P = Ly P.
Donc, prenons quelques éléments arbitraires xy € M, P € XP(M),Q €
X9(M), par la technique connue de la partition de I'unité, si p,q > 1, ile un

ouvert U voisinage de xg ou :

PIU = (X1 Ao AX,)JU,QIU = (Yi A ... AY,) /U (1.8)

Pour certains champs des vecteurs, X; A ... A X,,, Y1 A ... AY,, dons M,
cela permet ’évidement de prendre (1.6) comme définition de I'opération
de crochet générale [P, Q] (x¢), et & couse de (1.5) et (1.7), cette opération
ne dépende que P et @, et pas du choix des décomposition (1.8), il est

également clair que c’est la fagon unique de définir un crochet (type locale )
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ou (1.5) .

Par ailleurs, si p = ¢ = 0 nous définirons que [P,Q] = 0, et si Q > 1,
g =0 = [P,Q] = [Q,P] de (1.5) qui est facilement considéré comme
équivalent a [P, Q] (o, ..., ap—1) = P(dQ, as, ..., ap—1), pour toute les 1-forme
I'invariance de o, ..., a,-1, cette montre U'invariance de [P, @], dans le ¢a
particulier considéré.
Encore les mémeés formules (1.5),(1.6) et (1.7) impliquent évidement (1.2)

alors (1.3) est une conséquence directe de (1.7) et en fait celle
Lx(QAR)=(LxQ)NR+ QAN (LxR)

si on met juste P = X; A ... AKX,

finalement (1.4) sera obtenue prenant la

P=XIAN.ANX),Q=Y1N..ANY,,R=Z\N...\NZ,

et en calculant crochet de (1.6) une annulation on prudent de terme, en

utilisant particulier
[Xiv [Y], Zk]] + [Y}, [Zk’XiH + [Zk> [Xi> Y}” =0

pour voir le résulte, si certain p, ¢, k disparaitre les résultats sont mémé plus
facile, nous laissons les détails au depuis les écrire est longue mais technique

seulement, le calcul se déroule comme suit :

q r
Q. R] = (=) ) > (=1 [V}, ZUAVIA LAY A LAYAZL A AT N D

j=1 k=1

p q T

[P Q. R) = (=177 N N (17X [, Zi) A

i=1 j=1 k=1
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AXIA AKX AN AKX AYIAN CAYG A AY g NZY N N T A N T+

qg

HEDTI TS DX Vi A Y 2 — (X Y A Y DA

i=1 j=1 k=1

AXIA AKX A AKX AYIA CAY A A A AYGANZY N o AL N N Ty —

3 3D WGP AR P APAPY AP

AXIA AKX AXGAYIA AN A A AYGAN LN NZ N N LR Ny

puis permutation cyclique.

Remarque 1.2

1) Une autre définition de crochet de Schouten-Nijenhuis peuvent étre

obtenus comme suit :
(((XT A AXpw) (o) = w( Xy ey Xy on)s (1.9)

ol w est une fourme différentiel, et qui définit i(P)w, VP € A*(M).

Puis un calcul algébrique basé sur (1.6) donne

([P, Q) = (=11 Vi PYA((Q)w)++(—1)Pi(Q)d(i( P)w)—i( PAQ)de,
(1.10)
VP € XP(M),VQ € XI(M),Yw € Qrre=1(M). Clairement, (1.10)
peut également étre utilisée comme définition de le crochet. Nous pré-
férons prouver(1.10) plus tard (proposition (1.1)) par un calcul diffé-

rent.
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1.2 Variété de Jacobi

Définition 1.3 : Une structure de Jacobi sur une variété M est définie
par une application bilinéaire sur C*(M) x C>®(M), appelée le crochet de

Jacobi et noté

(f.9) = {f 9}
telle que :
pour f,g,h € C(M)
i) Dantisymétrie :
{f,9} =g, /3

ii) l'identité de Jacobi

{f g n}}y +{g9.{h, f}} +{n.{f. 93} =0

iii) Le crochet est local, i.e, le support de {f, g} est contenu dans I'inter-
section le support de f et g
Remarque 1.4 : toute variété admet cette structure est appelée variété
de Jacobi
Proposition 1.5 :

Soit M est une variété différentiable, on considéré sur M une champs

de 2-tenseurs antisymétrique A et un champs de vecteurs F

a)

{f. 9} = AMdf.dg) + (fdg — gdf . E) . f,g € C*(M) (1.11)

b)
[AA|=2EAAN | [EA]=LgA=0 (1.12)
ot [, ] est le crochet de Schouten-Nyenhuis, lorsqu’elles condition (1.12)

sont satisfaites, on dit que le couple (A, F) définit sur M une structure
de Jacobi et que (M, A, E) et une variété de Jacobi, Le crochet de (1.11)
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s’appeler crochet de Jacobi
Remarque 1.6 : Dans les cas particulier ou F est identiquement nul sur

M les conditions (1.12) se réduisent a

A, A] =0

Morphisme de Jacobi :

Soient (My, Ay, Ey) et (Ms, Ay, Ey) deux variétés de Jacobi et
¢ : My — M, une application différentiable, On dit que ¢ : My — M, est
une morphisme de Jacobi si A; et E; sont projetables par ¢ sur M, et pour

projections, respectivement, Ao, Fs i.e

¢*A1 - A2 ; ¢*E1 - E2-

lorsque ¢ : M; — M, est une morphisme de Jacobi, on dit que les

structures (A1, Ey) et (Ay, Es) sont équivalantes.

1.3 Exemple de variété de Jacobi

1.3.1 Variétés symplectiques

Définition 1.7 : Une forme symplectique sur une variété différentiable
M est une 2-forme différentielle Q fermée (c’est-a-dire vérifiant dQ = 0 ) et
partout non dégénérée (c’est-a-dire partout de rang égal a la dimension de
M). Une variété M munie d’une forme symplectique €2 est appelée variété
symplectique et notée (M, ).
Propriétés élémentaires

i) Soit (M,€2) une variété symplectique, Vx € M, on dit que T, M

I'espace vectoriel tangent en x , muni de la forme bilinéaire €2, ,
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(T, M, ;) est un espace vectoriel symplectique 2.
la dimension de M est paire (dimM = 2n).

ii) L’espace R?*"(coordonnées 1, ..., Ta,), muni de la 2-forme
n
w= E dz*™ Azt
i=1

est une variété symplectique
iii) Sur une variété différentiable de dimension 2, toute 2-forme diffé-
rentielle est automatiquement fermée. Par suite, toute variété diffé-
rentiable de dimension 2 orientable peut étre munie d’une structure
symplectique.
Remarque 1.8 : Soit (M,€)) une variété symplectique, 'application
d’un fibré

QP TM —TM , Q(X)=—i(X)Q.

comme §) est non dégénérée, on noté A* : T*M — TM.
On appelée le crochet de poisson de deux fonctions f,g € C*(M) est définit

par :
{f.9} = QA¥(df), N¥(dg)) = (dg, A*(df)) = — (df  A'dg).

comme il satisfait I'identité de Jacobi, on dit que les variétés symplectiques

est une cas particuliére de variété de Jacobi

1.3.2 Variété de Poisson

Le crochet de Poisson :
Définition 1.9 : Soit (M,€2) une variété symplectique, a tout couple de

fonctions différentiables (f, g) sur M, on associé la fonction

{f,9} = i(Xy)dyg ,

2. Un espace vectoriel V' muni d’une forme symplectique €2, est appelé espace vectoriel

symplectique et noté (V, Q)
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ot X le champ de vecteur hamiltonien associé a f, défini par i(X)Q = —df
. On dit {f, g} est le crochet de Poisson des fonctions f et g :

Proposition 1.10 : Le crochet de Poisson a les propriétés suivantes :

On a, pour tout couple de fonctions différentiables (f, g), en notant X
X, le champ de vecteurs a f et g hamiltonien
1) Le crochet de Poisson est une application bilinéaire
2)
{f.g} = Q(Xy, Xy)
3) Vérifie la formule de Leibniz :

{f.0192} ={f.n} g2+ {[. 92}

4) le champ hamiltonien Xy g

Xirgy = (X, X
5) Vérifie l'identité de Jacobi :

{f7 {ga h}} + {ga {h" f}} + {h, {f,g}} =0

Démonstration
1) Par définition
2)
{f, 9} = i(Xy)dg = —i(X,)df = —i(X,y)Xp)Q = Xy, Xy)

3)

{fs 9192} = i(Xy)d(g192) = i(Xf)d(91)92+919(Xy)d(g2) = {f. 91} 92+91 {f, 92}
4)

[Xf7 Xg] h = Xf(Xgh)_Xg<th) = {fa {97 h}}_{ga {f> h}} = {{f? g} ) h} = X{f,g}h
5)

{{f7g}>h}: [vaXg]h
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{{o.h}, 1 = —{f{g h}} = =Xy - (Xgh)

{{hvf}mg}:{g?{haf}} :Xg(th)

En ajoutant, on obtient

{fi{g,h}}y +{g,{h f}} +{h,{f,9}} =0

Définition 1.11 : Une structure de Poisson sur une variété diffé-
rentiable M est définie par la donnée d’une application de C*(M) dans
C>®(M) x C=®(M) , notée (f,g) — {f,g} , vérifiant les propriétés suivantes :

1) L’espace vectoriel C*°(M) muni de cette application comme loi de

composition est une algébre de Lie. Autrement dit, cette application

est bilinéaire, antisymétrique

et vérifie I'identité de Jacobi
{f:{g: 3} +{g,{h. f}} +{h.{[f,9}} = 0 f, 9 € C(M)
2) Elle vérifie la formule de Leibniz :

{f.192} ={f,n} g2+ {[. 92}

{flf??g} - {fl)g} f2 +f1 {f??g}
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On dit que (M, {.,.}) est appelée variété de Poisson, et I’algébre de Lie
(C*(M,R,{.,.}) est appelée algébre de Poisson de (M, {.,.}) .

Remarque 1.12 : Soit (M, A, E) est une variété de Jacobi et E est
une champs des vecteurs, identique nul en appelle la variété de Poisson
noté (M, A), une variété de Jacobi est une variété de Poisson si seulement
si le crochet de Poisson est un dérivation, en particulier que la variété
symplectique de exemple (1) est une variété de Poisson, le 2-tenseurs A

associé morphisme de fibrés vectoriel

A TM — TM

telle que (n, A*¢) = A(&,n).

1.3.3 Variété de Contact

Définition 1.13 : Soit M est une variété différentiable dimension impair
(2n + 1), on appelle structure de Contact sur M, la donnée d’une 1-forme

par tout no nul n sur M
n A (dn)™ # 0

une appelle variété différentiable dimension impair munie d’une forme de
Contact 1 est une variété de Contact

Remarque 1.14 : En particulier, n A (dn)"" # 0 est un forme de volume
sur M, associée une variété de Contact est orientable. Aussi le rang de dn
est 2n sur l'algébre de Grassmann 7 M a chaque point © € M, et donc
nous avons un sous-espace de dimension 1 , {X € T, M/dn(X,T,M) = 0},
dont n # 0 et qui est complémentaire au sous-espace définie par n = 0. Par
conséquent le choix de &, dans ce sous-espace normalisée par n&, = 1, nous

avons un champ de vecteurs global £ satisfaisant

igdn=0 , n(§) =1
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¢ est appelé le champ de vecteur caractéristique ou le champ de Reeb de
la structure de Contact 7.

En utilisant la formula de Cartan?® on obtient immédiatement,

,6577:0 s £§dn:0

On noté D la distribution de Contact ou sous-fibré définie par le
sous-espace D, = {&, € T, M : (&) = 0}.
Remarque 1.15 : Le sens de la condition n A (dn)"™ # 0, est que le sous-fibré
de Contact est aussi loin d’étre intégrable que possible, en particulier, D
tourne comme un seul mouvement sur la variété. Pour un sous-fibré défini
par une 1-forme 1 d’étre intégrable, il faut et il suffit que n A (dn)" # 0.
Théoréme 1.16 : Soit 7 une 1-forme sur une variété différentiable M"™ en
supposons que n A (dn)"™ # 0 et (dn)"P*D = 0 sur M™. par suite, il existe
un systéme de coordonnées pour chaque point (z!,..., 27, yt, y" P)de telle
sorte que n = dyP*t — 3P y'da’, Ainsi, sur chaque point d’une variété de
Contact (M?"! n)il existe des coordonnées (z%, 4", 2) ;i = 1,...,n telle que
n=dz—3Y"  y'dz

Exemples

1) R est une variété de Contact, munie d’'une forme de Contact :

1
n=dz+ §(xdy — ydr)

avec (x,y, z) systéme de coordonnées sur R

2) R*"*lest une variété de Contact, munie d'une forme de Contact :

3. ,Cg:igod—FdOig
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n=dz— i y'da’
i=1

avec (2,9, 2%),i = 1,...,n systéme de coordonnées sur R?"!
3) La variété M? munie d’une 1-forme n = (z+y)dx, n’est pas une variété
de Contact, avec (x,y, z) systéme de coordonnées surM? .
Remarque 1.17 : Soit M est une variété différentiable dimension impair
(2n + 1) munie d'une 1-forme Cantact 7 telle que maintenant elle disparait,

si F le champ de Reeb i,e : 'unique champ de vecteur sur M telle que

i(E)p =1, i(E)dp =0

si A : T*M — TM est une morphisme de fibrés vectoriels, telle que pour
chaque € € T*M

WA =0, i(A*g)dn = —(E (&, E)n).
On défini le 2-tenseur A par
A(&,n) = (n, A°€) = — (&, A*p)
avec &, deux élément de T*M qui & la méme fibré, alors A et F définie

un structure de Jacobi sur M, détermine par 1-forme Cantact n

1.3.4  Variété localement conformément symplectique

Soit M une variété différentielle de dimension paire 2n > 4.
Définition 1.18 :  Une structure localement conformément symplec-

tique sur M est un couple (w, §) composé d’une 1-forme différentielle fermée
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0 d’une 2-forme différentielle non dégénérée w sur M telles que
dw+0ANw=0

Remarque 1.19 : Dans le cas particulier ou la forme 6 est exacte, i. e. 8 = df,
on dit que (w, df) est conformément symplectique, ce qui est équivalent & e/w
est symplectique

Variété de Jacobi associée a une variété localement conformé-
ment symplectique :
La proposition ci-dessous montre que la donnée d'une variété localement
conformément symplectique est équivalent a la donnée d’une variété de Ja-
cobi dont le champ de bivecteurs sous-jasent est non dégénéré.
Supposons que w € Q%(M) est une 2-forme non dégénérée et soit 6 € Q' (M).
Supposons que le couple (A, E') est associé au couple (w, 6) c’est-a-dire qu’on

a iy, (myw = —a pour tout & € Q' (M), et ipw = —0. Autrement dit,

AMa, B) = w(tu(a), tu(5))

ou f, est 'isomorphisme inverse de 'isomorphisme de fibrés vectoriels
by TM — T*M, b,(X) =ixw,et E =H,(0). Nous avons le résultat suivant

Lemme 1.20 : Quels que soient les champs de vecteurs X, Y, Z € X (M),
sia, B,y € QY(M) sont les 1-formes différentielles telles que X = fya, ¥ =

A8, Z = ta7, alors on a
L. Ao, B) = w(tu(a), t.(8))
(dw +0 Aw)(X,Y, Z) = (5[A, A] = EAA)(ar, B,7).
2. L,(X,Y)=—LgA(a,p)
Démonstration : En utilisant I'identité A(a, 8) = w(X,Y) et I'identité
(2), il vient

WX, Y], 2) = (X, Y]) = =5[A, Al 6,7) = Ao Bla,7)

d’ou, avec un calcul direct, I’on déduit

dw(X,Y, Z) = S[A, ]( ,B.7)
xw(X) = ixw(F) = —a(F), de

u9/\w(X Y, Z) = —EAA(a, 5, 7.

Par ailleurs, remarquons que 6(X

1
2
) =
mémé §(Y) = —B(E) et 0(Z) = —v(E), d
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D’ow, avec (3), la premiére assertion du lemme. Pour la deuxiéme assertion,
il suffit de remarquer que

ALpa,B) = —Lpa(Y) = —E(a(Y)) +a(LpY) = B(W(X,Y)) — w(X, LpY)

Proposition 1.21 : Le couple (w, ) est une structure localement confor-
mément symplectique si et seulement si le couple (A, E) est une structure de
Jacobi.

Démonstration : De ’assertion 1. du lemme 1.1 on déduit que l'identité
dw + 0 AN w = 0 est satisfaite si et seulement I'identité [A,A] = 2E A A Test,
et si I'une des deux est satisfaite alors, en utilisant la formule de Cartan, on

obtient que
EE(U = d(zEw) + zEdw = —df — zE(G /\w) = —d@,

donc, avec 'assertion 2. du lemme 1.1, que LgA = 0 si et seulement si df = 0.



Chapitre 2

Algébroide de Lie

Les champs de vecteurs sur une variété différentiable M forment une
algébre de Lie X = X(M) sur le corps R des nombres réels, mais de plus
c’est un module sur la R-algébre A = C*°(M) (associative et commutative)
formée des fonctions de classe C* sur M. Les deux structures sont liées par

une relation du type « Leibniz »

[a, fO] = fla, 0] + La(f) - b

(a et b sont des champs de vecteurs, f une fonction et £ la dérivée de Lie).
Cela conduit a la définition d’une algébre de Lie-Rinehart X sur le couple
(R, A), ott £ désigne un homomorphisme de 1’algébre de Lie X' (sur R) dans
l’algébre de Lie des R-dérivations de A satisfaisant a (1) et

Lia(g) = f - Lalg)

(f et g sont des éléments de A).

29
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2.1 Définition et Exemples

Définition 2.1 : Un algébroide de Lie sur une variété M est un fibré

vectoriel A de base M, muni des données suivantes :

a) Une structure d’algébre de Lie réelle sur 'espace I'(\A) des sections de
classe C* de A.
b) Un homomorphisme de fibrés vectoriels p : A — TM.

L’identité a respecter est la suivante :

[a, fO] = fla,b] + L5(f) - b
telle que L2(f) = p(a)f = Ly f

si a, b sont des sections de A, et f une fonction (de classe C*) sur M.

Dans ces conditions, p définit un homomorphisme d’algébres de Lie
réelles de I'(A) dans X' (M).

Naturellement, I'(A) est une (R, C*°(M))-algébre de Lie-Rinehart
Remarque 2.2 : Pour simplification dénote 1’algébroide de Lie par
(A, [,],p). telle que p: A — M

Définition 2.3
a) Un algébroide alterné (A, [,], p) est un pré-algébroide de Lie si

p(la, b]) = [p(a), p(b)] Va,b € T'(A)

et un algébroide de Lie si (I'(A), [, ]) est une algébre de Lie, ¢’est-a-dire
si
la, [b,c]] + [a, [b, ] + [a,[b,c]] Va,b,ce€T(A)

b) Un algébroide de Lie est un pré-algébroide de Lie. D’un autre coté, un
pré-algébroide de Lie (A, [,], p) dont ancre p est un isomorphisme est
un algébroide de Lie isomorphe a ’algébroide tangent (T'M,, [,],id)
de M.
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Lemme 2.4 : Soit (A, [,], p) est un algébroide de Lie, alors I'application

ancre p et une 'lhomomorphisme de 1’algébroide de Lie :
pla,b] = [pa, pb] Ya, b € T(A) (2.1)

Démonstration : d’apres identité de Jacobi et la régle de Leibniz, on trouve

0 = [la,0], fe] +[[b, fe],al + [[fc,a] , O]

= [flla, 0], ]+ (pla, b] (f))c

+/ 1, cl, al = (pa(f)) b, ] + (pb(f)) [¢, a] = (palpb(f)))e
+/[le.al, 8] = (p(f)) [¢,a] = (pa(f)) [, b] + (pb(pa(f)))
= ((pla, 0] = [pa, pb])(f))c

a,b,c € I'(A) et f est une fonction, on conclut que p[a,b] = [pa, pb] .

Remarque 2.5 : La condition (2.1) est une propriété fondamentale des
algébroides de Lie, et est souvent considérée comme faisant partie de la
définition d’un algebroide de Lie, bien qu’il soit une conséquence des autres
conditions.
Exemple 1 : Un algébre de Lie peut étre considéré comme un algébroide
de Lie sur un point
Exemple 2 : Soit (M,II) est une variété de Poisson, il y a une nature la
structure de I'algebroide de Lie (T*M,[,], p) le fibré cotangent de M, dont
I’application d’ancre p : T*M — TM est une usuel application d’ancre de
I, {pa, B) = (e, B) , Yo, B € T(T'M*), et dont le crochet de Lie est :

o, Blg = LB — Loypa—dll(a, B)
= d(I(a, B)) + ipadf — i,pda
Ce qui précéde le crochet de Lie sur 1-forme différentiel de (M, II). Il est

immédiat que le crochet a faire la régler de Leibniz en effet :

[, fBln = d(f (e, B))) +ipad(f ) = fippda
= [l Bl + (e, B)df +ipa(df A S)
fle, B+ ((pa) () 5.
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Le crochet satisfait vérifie 'identité de Jacobi. Si a = df, g =dg, v =
dh sont 1-forme exact, par la définition [df, dg] = d{f, g} et donc, et I'iden-
tité de Jacobi de (df,dg,dh) appliquer l'identité de Jacobi de (f,g,h) a
propos le crochet de Poisson. Plus général pour 1-forme, on peut utiliser la
régler de Leibniz réduire au cas ot le 1-forme exact. (T*M, [,], p) est appelée
I’algébroide cotangent de (M, IT).

2.2 Algébre d’isotropie
Soit (A,[,],p) est un algébroide de Lie sur la variété M. Pour tout

point x € M, on noté que A, le fibré de A au-dessus z, et Ker p, le noyau

de I'application ancre

Pz Ay — T, M

le noyau Ker p, a un naturelle de la structure d’algébre de Lie, définie

comme suit.

Ya,,b, € Ker p,, noté que a, b des sections arbitraires de A dont la valeur

a x est a, et b, respectivement,on pose :

(a2, b:] = [a, 0] ()

Ci-dessus le crochet sur Ker p, est bien définie. En effet, si a est

une section de A avec a(r) = a,, en suite, localement, il y a des
fonctions fi,..., f, sur M qui disparait a x et a base aq,...,a, sur
A telle que @ — a = ) fia;. d’aprés la régle de Leibniz on trouve

[a,b] () — [a, 0] () = X_ fi(2) [as, bi] (2) — 22(pb)(fi)(2)ai(z) = 0, parce que
fi(2) =0 et pb(x) = 0.
Le noyau Ker p, avec sa naturelle le crochet de Lie est appelé algébre
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d’isotropie de A a .

2.3 Morphismes d’algébroides de Lie

Définition 2.6 : Soient (A [,],p) , (A, [,],p") deux algébroide de Lie
un morphisms d’ algébroide de Lie est une morphisme de fibré vectoriel
¢ A — A (ie., est un application linéaire en fibré lisse), qui est un

compatible avec I'application ancre et le crochet de Lie.

Proposition 2.7 :
a) On noté la projection de ¢ a M par méme lettre ¢ : M — M'. le

compatibilité de ¢ avec 'application ancre signifie que

p(d(a)) = (¢)«(pa) ,Ya € A.

b) Le compatibilité de ¢ avec le crochet de Lie signifie que pour tout

section a,b de A avec décomposition

¢oa:Zfi(a20¢), gbob:Zgi(b;oqb),

ou g;, f; des fonction sur M et a}, b, des section de A’, on trouve

1) 71

J

solab] = 3 figilal Ylod)+ 3 (palg;)(to6) = D (pb(£;)) a5 00)

En particulier, si les section o', b de A’ telle que

poa=0bog¢ ¢gob="bog,

alors nous avons aussi

pola,bl=[d,V]og
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Exemple 1 : Soit (A,[,],p) un algébroide de Lie alterné sur M,
I’application ancre p : A — T'M est un morphisme d’ algébroide de Lie A,

alors A a isomorphe a 1" algébroide tangent de M.

Exemple 2 :Soit (A — M, [,], p) un algébroide de Lie alterné sur M et
x € M. L’inclusion de ’application & partir de ’algébre isotrope ker p, de x

est un morphisme d’algébroide de Lie

Exemple 3 : Soient deux algébroides de Lie A; sur M; et Ay sur Mo,
nous pouvons définir leur produit direct ’algébroide de Lie par A; x A, et
produit direct de dual par A} x Aj. La projection natural de A; x Ay sur A,

et Ay est un morphisme d’algébroide de Lie



Chapitre 3

Calcul différentielle sur un

algébroide de Lie

3.1 Produit extérieur de fibré vectoriel et le
dual

3.1.1 Fibrés vectoriels

Soit M une variété différentiel, un fibré vectoriel (A, p, M) sur le corps

K =R ou C de rang n sur M est la donnée d’un espace vectoriel réel A, de

dimension n dépendant continument de z € M, telle que p : A — M une

application continue et une structure d’espace vectoriel réel sur chaque fibré
A, = p~Hz).

Dual de fibrés vectoriels : Soit (A, p, M) est un fibré vectorielle sur

le corps K = R ou C, noté le dual de fibré vectorielle par (A*, p*, M), qui

A* = p* ' (2) le fibré associé & un point z € M est un dual de fibré vectoriel

A, = p~H(z) de (A, p, M), i.e; Pespace des formes linéaires sur A,.
Pour chaque point x € M, le couplage de dualité A% x A, — K dénoté que

(n,v) = (n,v).

Exemple 1 : Le fibré trivial de rang n sur M est M x R" avec la

structure d’espace vectoriel constante sur R™. Les sections du fibré trivial

35
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s’'identifient aux applications M — R™.

Exemple 2 : Le fibré tangent d’une variété de classe C* est un fibré

vectoriel de classe C*~1. Ses sections sont les champs de vecteurs sur la variété.

Produit tensoriel de fibré vectoriel : Soient (A;, p1, M) et (Asg, p2, M)

deux fibré vectoriel au-dessus de M.

A1 @Ay ={(z,Q)\z e M et (€ (A1), ® (A2)s}

. A1 ® Ay est une fibré vectoriel au-dessus de M, le rang est le produit des
rang de A; et de As.

Remarque 3.1 : Soit (A, p, M) est une fibré vectoriel de rang= k, et
(A*, p*, M) le dual. pour chaque p € Z (A" A, p, M) et (A" A*, p*, M) leurs

p produit extérieur.

Pour chaque = € M, considérons les espaces vectoriels Z-gradées

N\ A :EB/p\Ax,

PEL
et

A& - @DAA

PEZL

Nous allons dire que les éléments de A" A% appelée forme multilinéaire

en z, et les éléments de A A, appelée multivecteurs en x.

3.1.2 Puissances extérieur des fibrés vectoriels

Soit (A, p, M) est une fibré vectoriel de rang k. Pour chaque entier
p > 0, on noté (A" A, p, M) le p produit extérieur de (A, p, M) est une
fibré vectoriel sur M que la fibré AP A,. sur chaque point x € M, est une
p produit extérieur de la fibré correspondent A, = p~1(x) de (A, p, M).
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Nous rappelons que A” A, peut étre identifié de fagon canonique 'espace

vectorielle de p-multilinéaire antisymétrie sur A% dual de A,.

De méme, pour tout entier p > 0, on note (A" A*, p*, M) le p — ieme
puissance extérieur du fibré (A*, p*, M) dual de (A, p, M).

Pour p = 1, (A' A, p, M) est tout simplement la fibré (A, p, M), et
de méme qui (A\"A* p*, M) est la fibré (A*, p*, M). Pour p strictement
supérieur a le rang k de (A, p, M), (A" A, p, M) et (N’ A*, p*, M) est une
fibré triviale sur M

Pour p = 0, en trouve que

0 0
(/\AupuM) = (/\A*up*7M) = (M X K7p17M)'
telle que P, : M x K — M

Enfin, nous considérons que pour p < 0, (A’ A, p, M) et (A" A*, p*, M)
est un fibré trivial sur M

Quelques opérations dans ’espaces vectorielles graduées

i) Produit extérieur : Soitz € M, p,qe Z, P € N\’ A, et Q € \" A,
il existe P A Q € A7 A, un produit extérieur de P et Q définie par
les formules suivantes :

- Sip <0, puis P =0, donc, pour tout Q € A" A,, PAQ = 0. de
méme, si ¢ < 0, puis @ = 0, donc, pour tout P € A" A,, PAQ = 0.

- Si p = 0, puis P est une scalaire (P € K), alors pour tout @ €
A?A., PAQ = PQ, le produit usuel de @ par le scalaire P. de
méme, pour ¢ = 0, puis () est une scalaire (@) € K), alors pour
tout P € A\’ A,, PAQ = PQ, le produit usuel de P par le scalaire
Q .

-Sip=letqg<1, PAQ, considéré comme un (p+ ¢) forme multi-

linéaire sur A%, est donné par la formule, telle que 1, ...,y € A%
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P/\Q(nla ceey 77p+q) = 6(0)P<n0(1)7 ceey na(p))Q(nU(erl)) ceey 770(p+q))

o€s(p,q)

ott S(p, q) désigne I’ensemble des permutations o de 1,...,p + g qui
respectent l'ordre relatif des p premiers et des ¢ derniers éléments,

c’est-a-dire qui vérifient

oc(l)<o(2)<..<a(p),olp+1)<olp+2)<..<o(p+q)

et €(o) la signature de la permutation o

De méme, pour chaque x € M, pet g € Z, £ € NV A% et
ne N A% alors € Anp € NP7 A% un produit extérieur de P et Q.
Elle est définie par les formules indiquées ci-dessus, le seul

changement étant ’échange des roles de A, et A.

Le produit extérieur est associative et Zs-commutative pour
chaquez € M, p,qetr € Z,P € N’ A,,Re \" A, et Q € N\ A,.

PAQAR)=(PANQ)ANR, QAP =(-1)P"PAQ,

et de méme, pour £ € AP A%, ne AT AL et (e \ AL

EANMAQ) =(EAN NG nAE= (1) A,

ii) Produit intérieur de forme et vecteur : Soit x € M , v € A,
,p € Z,ne N\ A% alors il existe i(v)n € A" A%, appelée Produit
intérieur de 7 par v, défini par les formules suivantes.

- Pour p <0, i(v)n =0, de puis A" A% = {0}.
- Pour p=1

i(v)n = (n,v) €K
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- Pour p > 1, i(v)n est une (p — 1)-forme multilinéaire sur A,, telle

que, pour tous vy, ..., vp—1 € A,

i(v)n(vy, ..., vp—1) = (v, V1, ..o, Up—1).

iii) Produit intérieur de forme et multivecteurs : Pour chaque = €
M et v € A,, nous avons défini dans (i7) le produit intérieur i(v) est
une dérivation de degré —1 de l'algébre extérieur A A% de forme a x.
Par définition, pour chaque multivecteurs P € A A,, i(P) le produit
intérieur. Supposons tout d’abord que P est homogene de degré p i.e.,
Pe N’ A,

- Pour chaque p < 0, A" A, = {0}, alors i(P) =0
- Pour chaque p =0, /\O A, = K, alors p est une scalaire, pour tout

neNA;

i(P)n = Pn

- Pour chaque p > 1 et P € A\ A, décomposé, i.e.,

P=P A.AP,, PeE, 1<i<p.

en trouve

(PN .. ANPy) =i(Py)o .. .i(Pp).

iv) Produit intérieur par un produit extérieur : Il est facile de

voir que pour chaque P et Q € A\ A,

i(PAQ)=i(P)oi(Q)

3.2 L’algébre extérieur de sections

Soit (A, p, M) est un fibré vectoriels sur le corps K = R ou C, on notée le
dual du fibré vectoriels par (A*, p*, M), pour chaque p > 1, soit (A" A, p, M)
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et (A" A*, p*, M) sont des p-produit extérieur.
Pour chaque p € Z nous allons dénoté que
['(AP) Tespace de section de (A’ A, p, M)
['(A*) Tespace de section de (AP A*, p*, M)
Nous allons noté I'(AP) et I'(A*") par somme directe

T(A) =T T(A)=ETrA”)

pEZL pEZ

Remarque 3.2 :
1. Pour p < 0 et p > k on trouve que I'(A?) = T'(A*") = {0}
2. Pour p = 0, T'(A°) et I'(A*°) sont I'espace C°(M)

3.3 La dérivé de lie

Soit (A, [,], p) un algébroide de Lie, pour chaque section a, il existe une
dérivation de degré 0 de l'algébre extérieur I'(A*), appelée la dérivé de Lie
de a noté qui LP(a).

Proposition 3.3 : Soit (A,[,],p) un algébroide de Lie, pour chaque
section a € T(A') de fibré vectoriel (A,p, M), il existe unique endo-
morphisme de degré 0 de l'algébre gradée des formes extérieurs I'(A*),

appelée la dérivé de Lie de a noté L£°(a) qui satisfait aux propriétés suivantes :

i) Pour chaque fonction f € D'(A*) = C=(M)

LOf = Lyayf = pla)f

ou L£? noté qui 'usuel dérivé de lie de champs de vecteur p(a).
ii) Pour chaque forme n € T'(A*) de degré p > 0, Lfn est une forme

défini qui la formule, o a4, ..., a, des section de (A, p, M),
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Lon(ar,....ap) = LP(n(ay, ..., ap))
>0 nlar, ..., a1, [a, ai] , @i, ..o ap).
Démonstration :
Clairement que (i) définie & une fonction L-f € T'(A*") = C®(M), pour f et
g €C>(M)

Lin(fg) = (LLf)g+ f(LL g). (*)

Maintenant (i) définit & une application (ay,...,a,) — (£n)(a1, ..., ap
sur I'(A?P), avec des valeurs dans C*°(M). Pour chaque fonction f € C*(M)

£577(fa17 az; ... ap) = f(EZn)(alﬁ Az, .. ap) (**)

Nous avons

‘an(fal7a27""a’p) = Ep(n(faba?)'“’ap))
_n([aaf‘/l]7a27"'7ap)

- Z?:l 77(@17 ey A1, [a7ai] y Ait1, "'7a‘p)'

En utilisant (%) nous pouvons écrire

Lin(fay,as,...,a,) = LP(n(fai,as,...,ap))
- (‘Cgf)n(alaa%“'?ap)
+fL(n(ar, ag, ..., ap)).

Utilisation de la propriété de I’ancre, nous avons aussi

[a, fai] = (p(a)f)ar + [ la, ] = (L5 f)ar + [ la,ai].
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Egalité (x*) suit immédiatement.

Définition 3.4 : On dit que la d, la A-dérivée extérieure, analogue a
la différentielle extérieure des formes différentielles, associées a 1’algébroide
de Lie (A,[,],p) comme suit : pour tout f € C>*(M),

dpf(a) = LLf = pla)f
et, pour k > 1 et n € T(A".A*), nous avons établi que

=0 i ~
Ao, rar) = =1 p(as) - a0y sy s a5)
‘I‘20§i<j§k<—1)z+j’r]([ai,(Ij],CLo,...,ai,...,aj,...,ak).

(3.1)
La A-dérivée de Lie, le A-différentiel extérieur et le produit intérieur

satisfont formule Cartan, i.e, pour a € I'(A), nous avons

L0 =iyod,+d,oi, (3.2)

Proposition 3.6 : La dérivée de Lie posséde les propriétés suivantes :

1. Pour chaque a et b € T'(A")

L5(b) = [a,b].
2. Pour a e T(A") et a3 A ... Aa, € T(AP)

p
LL(ay N ... Nay) = Zal Ao Nai—y Aa,a) A aipr A A ayg.
i=1
3. Pour chaque a € I'(A'), £,(a) est une dérivée se degré 0 de L’algebre
extérieur I'(A). Cela signifie que pour tous P et @ € T'(A)

LE(PANQ)=(LEP)NQ+ PANLQ
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Démonstration :
1. Soit a et b € T'(A"), n € I'(A*). Nous pouvons écrire
n(L£eb) = pla)-n(b) — Lon(b)
= n([a,b])

Nous avons prouvé la propriété 1.

2. La preuve est similaire a celle de la propriété 1

3. Quand P = a; A ... Aay, et Q = by A ... A b, sont des éléments
homogenes de décomposition dans T'(A), la proposition 3 est une

conséquence facile de 2.

La validité de la propriété 3 pour tous P et @) € I'(A) s’obtient par
linéarité .

Définition 3.5 : Soit (A, [,],p) un algébroide de Lie et A est un fibré
vectoriel de base la variété M. On noté (A* [,], p*) le duel d'un algébroide
de Lie (A, [,], p), associer a une application linéaire p* : A* — T*M appelée
application d’ancre, et [, | le crochet de Lie sur I'(LA*) I'espace des section de

A*

3.4 Crochet de Schouten-Nijenhuis

Théoréme 3.7 : Soit (A,[,],p) un algébroide de Lie et A est un fibré
vectoriel de base la variété M et soit I'(A) l'algébre extérieur des sections de

(A, p, M) alors il existe un crochet [ , | appelée crochet de Schouten-Nijenhuis

[, ]:T(A) xT'(A) —-T'(A) (3.3)

vérifiant les propriétés suivantes :
VP,Q,R eT(A), telle que P e T'(AP) et Q € T'(A?) et R e T'(A")
le

[P, Q] = —=(=1)"[Q, P (3.4)
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Qe
[P,QAR]=[P,Q] AR+ (—1)P""Q A [P, R] (3.5)
e
(=PI IP[Q,R]] + (=1)1V[Q,[R, P
+ (=)@ VIR, [P,Q] (3.6)
=0
Démonstration

Soit LL(b) = [a, ] telle que a,b € T(A').

en définir 'opération telle que Vay, ..., b, € T(A")

P
a1 A Ay, B =) (1) lay A Nag A Ay Aas b (3.7)

i=1
ou Lf (b) = [a;,b] et le chapeau ~ dénote I’a absence du correspondant

facteur,
suppose que @ de (3.7) est @ = by A ... Ab, (b; € T(AY)), de puis

q
Ly(P)(by A Aby) =D bi A A[Pb]A .. Ab,

j=1
formule (3.7) le produit
p q o
a1 A Aay by A Ab] = (=DPPY S (=1 [ag, b ar A AN AapA
i=1 j=1

(3.8)
Aby A . Abj A oAby

de plus, si dénoté a; A ... A a, = P, Il en résulte de méme que (3.8) peut

étre interprété comme

q
(a1 A o Ay, by A Abg] = —(=1)PED N (1B AL AD AL AbA[b, P
7j=1

(3.9)
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En cor les mémes formules (3.7),(3.8)et (3.9) impliquent évidement

(3.4) alors (3.5) est une conséquence directe de (3.9) et en fait celle
LP(a)(@ A R) = (L2(a)Q) NE + QN (LP(a)R)

si on met juste P =a; A ... Aa,

finalement (3.6) sera obtenue prenant la

P=aiN..Nap, Q=0 N...Nbg,R=c1 \...\Nc,

et en calculant crochet ce maire vie (3.8) une annulation on prudent de

terme, en utilisant particulier

[ai, [bj, ck]] + [b), lex, ai]] + [ex, [ai, bs]] = 0.

Pour voir le résulte, si certain p, ¢, k disparaitre les résultats sont mémé plus
facile, nous laissons les détails au depuis les écrire est longue mais technique

seulement, le calcul se déroule comme suit :

q
Q. R = (-1)*" ) D)7 (b, k] AbL A A A A AC A NG NGy
J=1 k=1
[P[Q,RI] = (=1)PP Y 3 ) (=17 [ay, by, exl] A
i=1 j=1 k=1

Ay Ao N Ao Nag Aby AN A NG Ay A NG A A ey +

+(—=1)1 (—=1)7 5 ([ag, bs) A [bj, ex] — [ai, bs] A [bs, ci])A
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ANy Ao NG A e N Aby A o Abg A d Al A o Abg Aet A NG Ao A ey —

p q T

B Z Z (_1)j+k+i+1([ai’ ct] N [ij Ck] - [aia Ck] A [bsv Ct])/\

=1 j=1 t<k=1

Aay A NG Ao Nap Ay A Abj A ADg A et A e NG A Ay

puis permutation cyclique.



Chapitre 4

Structures de Jacobi sur un

algébroide de Lie

4.1 Algébroide de Lie-Poisson

Un pré-algébroide de Lie-Poisson (A, [,],p,II) est un pré-algébroide
de Lie (A,[,],p) équipé d'un A-champs de deux vecteurs I qui satisfait

[IT, IT] = 0, Nous disons aussi que II est un A-tonsure de Poisson.

Soit (A, [,],p) est une préalgébroide sur M. A tout A-champs de deux
vecteur II nous sommes associés deux morphisme de fibré vectoriel ff; : A* —
A et pr : A* — TM définis que

Alin(a)) = (e, B) et pu=poin (4.1)
et le crochet [, | dans T'(A*) définie que

[, Bl = »an(a)ﬁ - »an(/j)a — dp(Il(e, B)), (4.2)
appelé le crochet de Koszul associé a II. Par conséquent, avec le champs
de deux vecteurs Il dans A nous associé une structure pré-algébroide

(A*, [, ], pn) sur A* la dual de A.
Proposition 4.1 : Soit IT € T'(A*A). Pour tout Q € I'(A?.A), nous avons

dan = _[H’ Q]

47
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Preuve :
En particulier avec ) = II, utilisation de la formule (3.1) pour la diffé-

rentiel d, nous trouvons identité

[mm@@wz—fmmwm@w+fmmmmm (4.3)

ot le symbole § signifie la somme cyclique en «, 3,v. En utilisant cette
identité, nous obtenons le théoréme suivent qui donne la torsion de pré-
algébroide (A*, pr, [, |;), i-e. par défaut pour le pré-algébroide (A*, [, ]y, on)

pour étre presque un algébroide de Lie.

Théoréme 4.2 : Nous avons l'identité

1(en([o. Bln) ~ (). 5a(8)) = L 1L 11)(a, 5.) (1.4

Par conséquent, si (A, [,], p,I1) est un presque algébroide de Lie de pois-
son, le pré-algébroide (A*, [, ], pn) associé a est un presque algébroide de
Lie .
preuve : pour «, 3,7 € I'(A*), on pose

(o, B,7) = v(tn([a, Bln) — [tn(a), tn(B)])-

Il est clair que nous avons ®(«, 3,7) = —P(5, ,7), i.e. D est antisymé-

trique sur les deux premiéres variables.
Maintenant, depuis ¥(fu([a, 8n)) = —[ev, Bln(tn(7)), par (4.2) on a

Y(n([es Bln) = =Ly (oBUEn() + L, 5 (tn(7) + dp((a, 8)) (En (7)),

et donce

(o, 8,7) = pula) -T(B,7) + pu(B) - (v, a) + pu(y) - (e, )
—a([tn(B), tn(v)]) — B([n(v), tn(a)]) — y([in(), i (B)]).

d’ott nous déduisons, d'une part, que ®(«, 5,7) = —®(5, o, ), et d’autre
part, en utilisant 'identité (4.3) et la définition du I'application ®, que
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(I)<Oéaﬁ77) = _[H?HKOQB)’}/) + (I)(Oéaﬁaﬁ)/) + q)(ﬁ7770‘> + @(77C¥7ﬁ)'

D’ou, depuis ® est une application alternée alors,

1L, O] (e, B,7) = 2®(av, B,7).

Remarque 4.3 : Une forme symplectique sur un pré-algébroide de Lie
(A,[,],p) ott une A-forme symplectique, est une A — 2-forme Q € D(A* .A*)
non dégénérée telle que d,2 = 0. Nous appelons que (A,[,],p, ) un pré-
algébroide symplectique. Soit (A, [,], p) un pré-algébroide, et soit une A — 2-
forme non dégénérée Q € T'(A* A*) dans A, #q est une isomorphisme inverse
de l'isomorphisme de fibre vectorielle b : A — A*, bo(a) = —i, 2, et IT est

une A-champs de deux vecteur définit par

Nous avons fii = fi, et en utilisant les formules (4.3) et (4.4), nous obte-

nons ’'identité

[Hv H](a7 57 7) = QdPQ(ﬂQ(a)a ﬂﬂ(ﬁ)v ﬂﬁ(v))

Par conséquent, II est un A-tenseur de poisson si et et seulement si 2

est une A-forme symplectique.

on noté Jy le Jabobianteur de le pré-algébroide (A*, [, ]y, pn), i-e.,

Jnla, B,) = f v, Bl Yl

pour «, 3,7 € I'(A*). Le résultat suivant donne un algébroide de Lie
(A,[,],p) avec un A-champs de deux vecteur II le Jacobia de pré-algébroide
(A*,[,];, p), i.e. par défaut pour est un algébroide de Lie (A*, [, ], pr)-

Théoréme 4.4 : Supposons que (A, p, IT) est un algébroide de Lie. alors

Jnla, B,7) = ]{ Ly (o)t (@), (8]~ j’{ dp (LG, (o) B, 7) + LB, £7(0)7))
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preuve D’abord, par (4.2), pour a, 3,7y € I'(A*), nous avons

4, (TH(a, B)) V1 = L2, ity VLo (AT, B)) =y (TH(dy(Pilat, B)), 7).

Depuis (A, [,], p) est un algébroide de Lie, donc un pré-algébroide de Lie,

nous avons

£0 o) dp(T(e, B))) = (L2, (T, B))) = dy(pu(y) - (e, B))

et depuis

(d, (T, 5)),7) = —d,(I(a, B)) (4 (7)) = —pn(v) - (e, B),

nous déduisons cela

[d,(I(x, B)), 7| = Efn(d,,(n(a,ﬂ))'y

Par conséquent, d’ici (4.2), nous obtenons

e, Bl = Lf (a mrﬂ_ﬁp ) Lhn@B) + L (L)
_dp[ (L tr1() ﬂ '7)+H(%£p )]

Depuis (A, [,], p) est un algébroide de Lie, on a

‘an ’Y)(‘an(a)ﬁ) o ‘CQJ (‘an(ﬁ’ B) E[ptin (M)t (e )]/8

Par conséquent, en prenant la somme cyclique en «, 3,y des deux cotés de
I'égalité (4.5) nous obtenons le résultat.

Corollaire 4.5 : Si (A,[,],p,II) est un algébroide de Lie-Poisson, dans
(A*, ] » prr) un algébroide de Lie.

Preuve : Nous devons prouver que Ji = 0. Depuis [IT, IT] = 0 par théoréme

4.2 et le théoréme au-dessus de nous

Jula, B = — f A (T1(EL o) B.7) + T, ££, ) 7)):

Pour tout «, 8, nous avons

H(LD 0)B.7) = —L8wBlin()
= —pII()(BENI(M))) + B([zn(a), tu(8))
= pn(@) - 11(8,7) = B(lEn(). tn(@)).
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substitution dans I'expression de Ji, nous obtenons

ﬁm%&wZ—MJ%WQWHWW%:%MMW%WQWL

Depuis [IL, IT] = 0, par (4.3) et le théoréme 4.2, il s’ensuit que Ji = 0.

Remarque 4.6 : Quand A est un algébroide de Lie tangent A = TM,
(A% [,]g,pn) est un algébroide de Lie cotangent de variété de Poisson

(M, 11).

4.2 Structures de Jacobi presque sur un algé-
broide de Lie

Soit (A, [,],p) est un algébroide de Lie sur M. Soit IT une A-champs

deux vecteurs et £ est un A-champs de vecteurs, On dit que la paire (II, &)

est une structures de Jacobi sur (A, [,],p) si les identités suivantes sont
satisfaites
[ILII] = 2¢ A 11
et
(€10 = LZT =0

Remarque 4.7 : Le structure de Jacobi (II, &) dont £ = 0 est juste un
structure de Poisson.
Si (A, [,],p) est un presque un algébroide de Lie , 'image direct de II par le
morphisme d’ancrage p, : T(A\"A) — T(A\"TM) est une Compatibilité de

Le crochet de Schouten-Nijenhuis et en particulier, nous avons

p. [TLTT) = [p,IL, p.11]
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et
P« [§:1T] = [pi&, pudT] .

Par conséquent, une structure de Jacobi (II, §) sur presque un algébroide
de Lie (A,[,],p) induite une structure de Jacobi (p.ll, p.&) sur la variété

M. Le crochet de Jacobi correspondant sur les fonctions C*° (M) est donné par

{o, 0} = pIl(dyp, dp) + 0Lp & — VL, 0
i.e
{o, ¥} = U(dyp, dptp) + pLE” — LY

Pour ¢ = 0, le A-tonsure de poisson II induit a tonsure de poisson p,II sur

M, le crochet de poisson correspondant sur les fonctions C*(M) est donné
par {907 w} = H(dp907 dp1/1)

4.2.1 Pré-algébroides associée a le paire (I, )

Soit (A, [,],p) est un pré-algébroide, Soit II est une A-champ deux
vecteurs et € est un A-champ de vecteurs. Au le couple (II, ) nous associons
le morphismes de fibrés vectoriels fige : A* — A et pre : A° — TM définit

par

fe(@) = fn(a) + ()€ et pre = pofme(a) (4.6)

Pour tout section A de fibré vectoriel A*, considérer le crochet [, ]1’\Ig dont
I'(A*) définit par

[or, Blive = o, Bl + () (LLB — B) — BE)(LLa — ) — T(a, YA (4.7)

Le couple (pmg, |, ]1’\15) induite une structure de pré-algébroide sur
le fibré dual de A. Nous appelons (A* [, ]ﬁ,g,PH,g) le pré-algébroide

associé au triplet (II,&, ). Dans le cas particulier ot &€ = 0 et A = 0, on
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a pré-algébroide (A*, [, ]1’\T , p1) associé dans §4.1 au A-champ de 2 vecteurs I1.

Théoréme 4.8 : Supposons que (II, §) est une structure de Jacobi sur le
pré-algébroide (A, [,],p) et A € I'(A*). Nous avons

tie ([0 Blhe ) — [Ene(). tne(8)] = e, B)(E — fme(N),

pour tous a, § € I'(A*).

Preuve : La preuve est la méme que dans le cas classique de ’algebroide
tangent A = T'M. Utiliser le théoréme 4.2.

Corollaire 4.9 Suppose que (A, [,],p) dans le théoréeme ci-dessus est
presque un est un algébroide de Lie. Si £ — fn¢(A) € Ker p, puis le pré-

algébroide (A, [, ]f\lg , prie) est un presque algébroide, i.e., nous avons

pre(le, Blne) = lpne(e), pre(B)]

pour tous A-formes « et 3. L’inverse est également vrai si II # 0.
Preuve : En appliquant p a l'identité dans le théoréme ci-dessus, nous ob-

tenons |’ identité suivante :

pre([on, Blive) — [pe(a), pre(B)] = (e, B)p(€ — tre(N))

cela donne la torsion de pré-algébroide (A*, [, ]ﬁg . prig), 1.e. par défaut pour
qu’il soit presque 1’algébroide de Lie .

Le résultat suivant donne un ’algébroide de Lie (A,[,],p) le jacobianteur
Jf\[f, de le pré-algébroide (A*, [, ]ﬁg , PILE)-

A

Jla\l,ﬁ(a’ 57 7) - f |:[Oé, ﬁ]l/}[,g ) ’Y}
Théoréme 4.10 : Supposons que (A,[,],p) est un algébroide de Lie.

)
H7€

Nous avons

Rel0.8.0) = $ L0 oy + (26 A= [ILT) (@, 8.9) + § 5 () L£1(a, H)A
+dp(2€ AL — [H> H])(a7 577)) - f’y(éu)‘c?([’ ]H)(a>ﬁ)
+ $(Ly — )L (e, B) + § T(a, B)(LEy — [N i),

ot L2([, In)(e, B) = LL([ev, Bn) — [LLev, Bl — [ov, L2B]11.
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preuve : Un calcul long mais direct utilisant (4.2), (4.3), (4.6) et (4.7)

donne

Jiela, B,7) = Ju(e, ,7) — fv (e, B) + $(LEy — )L (e, B)
— $ ([, ] ((25/\H (I, 1)) (v, B,7) + § ()L, B)) A
+$(a, B) [%A] e

Par le Théoréme 4.4 nous avons

A — p p p
Tiglon B,7) = ]{ Enn([a,mn)—mn(a»h(ﬂ)ﬂ_]{dﬂ(H(ﬁnnm)ﬁﬁ)*H(B’ L))
D’une part, depuis que (4.4) nous avons

tulev, Bln) — [fn(a), m(B)] = GILI] = &AT)(e, B,.) + a(§)n(B) — B(€)in(a)
+I(av, B,

Il s’ agit de

P _ pp
Ll sttt = LOmm—enmas)? T4 E L7 = BELE Y

+7(€)d,(Il(a, B)) + I1(B, 7)d ( (&) + (v, a)d,(B(E))
+H1(, B)LL7.

Prendre la somme cyclique en «, 3,y des deux cotés, nous avons

$ Lo @@ = $ Lamm-gamas,? T $ 7€ Al
+2d,((E ANT)(ev, B,7)) + $ (e, B) LY.

D’un autre coté, nous avons

(L} ()3 7) = =L (o BlEn()) = pula) - 11(8,7) = B([fn(7), fu(a)]),

et ensuite, par (4.4),

(24, 71) = o) - TU(B,7) = (13, e, 8) + {11 Ty, @ ).

D’ou

T(LL B y)+TI(B, £2 17) = 20n(0) T8, ) =TI([y, aln, 8)~T1([av, B, 7)+IL, T (a

,3,7),
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et en prenant la somme cyclique sur les deux cotés on obtient

$ULE (0o +TI(B, L4, 1) = 2 F(pn(a) -TI(B,) — TI([av, Bln, 7))
+3[I1, (e, B, 7).

et par conséquent, par (4.3),

FUULL 5.7 + 16, L4y ) = [T 0 5,
Remplacement dans I'expression de Ji au-dessus

JH(aa B, '7) = f ['E)%[H,H]—g/\ﬂ)(a,ﬁ,.)’y + fV(f)[av B]H + f H(Oz, 6)‘627
+d, (26 AT [ILTT])(a, 5, 7))

Dans reste seulement pour remplacer cela dans 1’expression de J2 . pour
IL¢

obtenir le résultat.

Corollaire 4.11 : Supposons que (II, ) est une structure de Jacobi sur

un algébroide de Lie (A, [,], p). Si A satisfait & la propriéteé :
Lla=[X\alf, tout a,€ (A"

donc (A*,[, ¢, prie) est un algébroide de Lie .

Preuve : Il suffit de prouver que Jﬁ’g = 0. Du théoréme ci-dessus, nous

VOYODS que
Rl o) = — 75 AL, (v, B).

Un calcul direct donne

Lells Im(@: B) = Lie o -tnicze® ~ Llemii-smicgn® ~ do(Lell(@ B).
comme L{IT =0, alors L{([, Ju)(e, 8) = 0.

4.3 Algébroide de Lie-Contact

4.3.1 Structures cosymplectiques sur un pré-algébroide
de Lie

Soit (A, [,],p) est un pré-algébroide de Lie ou le fibré vectoriel A de

rang impair 2n + 1. Par le Structures cosymplectiques sur A on veut dire
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une paire (€2,7) de 1-forme 7 et 2-forme € dont A telle que la 2n + 1-forme
n A Q est partout différent de zéro. Il est donc clair que €2 est de rang 2n, et

comme dans le cas classique, qu’il y a une unique section ¢ dans A telle que

Nous appelons le A-champs de vecteur £ le section de Reeb ou 1’élément
fondamentala la structure cosymplectique (£2,77) nous associons une paire
(IT, &) ou & est une section de Reeb et IT est une A-champ de deux vecteur,

appelé le A-champs de deux vecteurs fondamental, défini par

H(a> 5) = Q(ﬁﬂ,n(a)a ﬁﬂ,n(ﬁ))7

ol flo, est un l'isomorphisme inverse de l'isomorphisme de fibré vectoriel
bo, : A — A" définit par

ban(a) = =i, +n(a)n.

Lemme 4.12 : Nous avons que fii ¢ = bq,.
Preuve : Soient o, 3 € I'(A*) et soient a,b telle que o = bg,(a) et § =

pa.n(b). Notons que a(&) = b n(a)(§) = ieQ(a) +n(a)n(§) = n(a) et de méme
B(€) = n(b). Par conséquent, nous avons

Bltne(e)) = (o, B) + a(§)B(E)
Q(a,b) +nla)n(b)
= bay(b)(a)
5(ﬁﬂ7n(a))-

Ainsi e = ba ).
Proposition 4.13 : Soit (£2,7) une structures cosymplectiques sur 4 et soit
(I, €) la paire fondamentale associée. Soient a, b, ¢ des A-champs de vecteurs
et soient o = bg ,(a), B = b, (b) et v = bg »(c). nous avons

LT = € AT e, B,7) = (A2 + 1 A (dyn — @ — ££)(abc)

2. Lo, B) = (n A Lfn — LEQ)(a, b).
Preuve : Notons que depuis que (&) = n(a), (&) = n(b),v(&) = n(c) et,

par le lemme au-dessus on a, fo, = fie, il s’ agit de

tn(a@) = a—n(a)§, n(B) = b—nb)¢ et tn(y) = ¢ = n(c)¢.
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Faisons maintenant quelques calculs. Premiérement, nous avons

[tn(c), tn(B)] = [a ] 77(@)[5 b] (b)[ﬁ,a]

En appliquant 7 et le fait que n(§) = 1, nous avons

n([fn(a), tn(B)]) = n(la,b]) — pla)(n(b)) + p(b)(n(a))
n(a)Lgn(b) —n(b)L{n(a),

et donc

([ (e), in(B)]) = (n A Lgn — dyn)(a, b). (4.9)

Aussi, en utilisant 7¢§2 = 0, nous avons

Q[ (a), tn(B) dn(v) = e Q[tn(e), 2u()])
= —i([fn(a), tn(B)])
= (v = n(e)n)([fule), tu(B))),

et ensuite, en utilisant (4.4) et la relation (4.9) au-dessus, on a

Q[tu(a), tn(B)], tu(y)) = —3[ILT)(e, B,7) + ([a, B, 7)
—n(e)(n A LEn — dyn)(a,b).

D’autre part, nous avons clairement
p(tn(@)) - Qtn(B), tn(v)) = pn(e) - (5, 7).
Utilisant les deux relations ci-dessus et de 'identité (2.3), nous avons
1
dpQ(ﬁH(Oé)a ﬂn(ﬂ)7 JjH(/Y)) = §[H7 H] (Oé, ﬁ? 7) -1 A dpn<a7 ba C)'

Observons aussi que comme 7¢{) = 0, en utilisant la formule Cartan nous

avons

d,(a, b, ¢) = d,Q(tn(a), fu(B), In (7)) +n A LEa, b, ¢).



58 4.3.1 Structures cosymplectiques sur un pré-algébroide de Lie

Enfin, il ressort des deux identités ci-dessus que
1
5[1’[, (e, B,7) = (d,Q +n A (d, — L)) (a, b, c).

II ne reste plus qu’a remarquer que & A ll(a, 5,7) = n A Q(a,b,c) pour
obtenir la premiére assertion de la proposition. Faisons maintenant la preuve

du deuxiéme. D’une part, nous avons

L(a, B) = p(§) - (e, B) = I(Leer, ) — I(a, LEB). (4.10)

D’un autre part, nous avons

I(Lia, B) = =Lea(tn(B)) = p(§) - Wla, B) + a([€, tn(B))),
et comme nous avons I(a, ) = Q(a,b) , tn(8) = b —n(b)§ et a(&) = n(a), il

s’en suit que

—~

M(La,B) = p(€) - a,b) + all€,b]) — n(a)p(&)(n(h))
— p(€) - Qa.b) + (&, b)) — n(an([€. b)) — n(a)LL().

comme « = bo,(a), et a([€,b]) — n(a)n([€, b]) = —iaQ([€, b]), alors

(L{, B) = p(§) - Qa, b) — Qa, [, b]) — n(a)Len(b)

Echange a et 5 nous avons aussi

(e, £P) = T(Leav, B) = p(&) - a, b) — Qa, [€, 0]) +n(b) Len(a).

Remplacement dans (4.10), nous obtenons

LMo, B) = =p(E) - Qa, b)(a, [€, b]) + Q([€, al, b) + n(a) L¢(b) — n(b) Len(a)

ce qui prouve la deuxiéme affirmation de la proposition.
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4.3.2 Algébroide de Lie-Contact

Soit (A, [,],p) un pré-algébroide le fibré vectoriel A de rang impair
2n+ 1. Une structure de Contact sur A est la donnée une A-forme 7 de degré
1 telle que la A-forme n A (d,n)"" de degré 2n + 1 ne s’annule jamais. Donc,
la structure de Contact sur A est un structures cosymplectiques (€2, 7) dons
A avec Q =d,n. Si (A, [,],p) est un pré-algébroide et 7 est une structure de
Contact sur .4 nous appelons que (A, [,], p,n) est un pré-algébroide-Contact

Soit (£2,m) une structure cosymplectique sur le pré-algébroide (A, [,],p) et
soit & la section de Reeb associée. Par les relations (4.8) et la formule Cartan

(3.2) nous avons :

LIQ =ig(d,Q) et Lin = ig(dyn). (4.11)

Si (A, [,],p) est une algébroide de Lie et 1 est une structure de Contact
sur A, i.e. presque structures cosymplectiques (€2, n) sur A telle que Q = d,n,

comme nous avons d,(d,n) = 0 et i¢(Q) = 0, s’ensuit que

L0 = L(dyn) et Lin=0. (4.12)

Le théoreme suivant dit que sur un algébroide de Lie la structure de
Contact sont précisément la structure de Jacobi (I, §) telle que &€ A TI™ est
partout non nulle.

Théoréme 4.14 : Soit (A, [,], p) une algébroide de Lie. Soit (£2,7) est une
presque structure cosymplectique sur A et (IT, ) la paire fondamentale asso-
ciée. La paire (§2,7) est une structure de Contact si et seulement si la paire
(IL, &) est une structure de Jacobi sur (A, [,],p) .

preuve : Supposons que 2 = d,n. le fait que (IL, ) est une structure de
Jacobi est une conséquence directe de proposition 4.3.6 et la relations (4.12)
ci-dessus. Inversement, en suppose que (II,&) est une structure de Jacobi
sur A. comme EgH = 0, par la deuxiéme affirmation de la Proposition4.3.6,

il s’ensuit que
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LLQ=n N L. (4.13)

Par la deuxiéme relation dans (4.11), pour tout a € I'(A) nous avons

Len(a) = ie(dpn)(a) = n Nie(dyn) (&, a) = n A Len(€, a),

et ensuite, par (4.13) et la premiére relation dans (4.11), il 8’ en suit que

Len(a) = LU, a) = ie(d,Q)(§, a) = 0.

D’ou, £{n = 0, et par (4.13) encore, il s” en suit que L£{2 = 0. Maintenant,
puisque nous avons aussi [I1, IT] = 2¢ A TI, par la premiére affirmation de la
Proposition 4.3.6, il souvient que d,24+nA (d,n— ) = 0, et donc, pour tous
a,beI'(A), on a

d,Q2&,a,0) +n A (dyn—Q)(E a,b) =0.
D’autre part, comme d,$(§, a,b) = i¢(d,2)(a,b) = L{Q(a,b) = 0 et ig(d,n) =

L{n =0, et par la relations (4.8), nous avons

dpQ(& a, b) +nA (dpn - Q)(f, a, b) = (dpn - Q) ((17 b)

Par conséquent (d,n — Q)(a,b) = 0.

Remarques 4.15 :

1. Si (A,],],p) dans le théoréme ci-dessus n’est qu’'un pré-algébroide de
Lie, nous voyons de la preuve que le fait (II, ) est une structure de
Jacobi implique toujours (£2,7) est structure de Contact.

2. Une algébroide de Lie-contact (A, [,], p) nous associons naturellement
un structure d’algébroide de Lie sur le fibré dual A* de A comme suit.
Soit (II, £) la structure de Jacobi associée a la forme de Contact 7. on
pose b, = ba, et §, = fa, = b, " avec Q = d,n. Par le lemme 4.12, nous
avons fir ¢ = fi,, donc fii ¢ est un isomorphisme satisfaisant firr¢(n) = &,

et donc par le théoréme 4.2 un isomorphisme satisfaisant

ﬁH,{([O‘am%,g) = [tn(@), tn(B8)].
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Par conséquent, le pré-algébroide de Lie (A*,[,]];.,pne) est un al-
gébroide de Lie isomorphique a l'algébroide de Lie (A, [,],p). Si on
met p, = pot, et [, ], =, i, 'algébroide de Lie (A*,[,], , py) peut
étre appelé l'algébroide de Lie dual de 'algébroide de Lie Contact
(AL]op)

4.3.3 Algébroide de Lie a une variété localement confor-
mément symplectique
Soit (A,[,],p) un pré-algébroide sur M. une structure localement

conformément symplectique sur (A, [,],p) est la donnée d’une pair (w, )

composée d'un 1-forme fermé 6 et d'un 2-forme w sur A non dégénérée telle

que
doyw +0ANw=0.

Nous disons aussi que (A, [,], p,w,0) est une pré-algébroide localement

conformément symplectique. Dans ou ¢ exacte, i.e. § = d,f pour une

fonction f € C*(M), on dit que (A,[,],p,w,0) est une pré-algébroide
conformément symplectique, ce qui est équivalent d’un que (A, [,], p, exp/ w)
une pré-algébroide symplectique.

Soit w une 2-forme non dégénérée sur A et soit § € I'(A*). Au le couple
(w, @) nous associons une paire de champ de A-tenseurs contravariants (I1, )

comme suit :

H(Oz,ﬁ) = w(ﬁw(a)aﬂw(ﬂ)) et §= Jjww)a

ou f, est I'isomorphisme inverse de l'isomorphisme de fibré vectoriel
by : A = A* | b,y(a) = —iw. Clairement II est non dégénéré et iy = f,.
donc nous avons une correspondance individuelle entre la paire (w, ) et la
paire (I1, £) avec IT est non dégénéré. Nous récupérons la paire (w, @) par les

relations
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w(a,b) = (g (a), 85 (D) et 0 =1t5'(E).
Nous avons les points suivants :
Propositions 4.16 : Soit (A, [,],p) une pré-algébroide de Lie. Soient
(w,0) et (I1,£) deux paires comme ci-dessus. Soient a, b, ¢ les A-champs de

vecteurs et soit v = b, (a), B = b,(b) et v =b,(c). Nous avons

1L GILHO —&AT) (o, B,7) = (dw + 0 Aw)(a, b, c).
2. L{(a, B) = —L{w(a,b)

Preuve : Utilisation de l'identité (4.4) , on a

ol b)) = ([a, ) =~ {11, 1), B,) + ([, Bln, ).

Nous avons aussi p(a) - w(b, ¢) = pn(«) - II(B, 7). Par conséquent, par un

calcul direct utilisant identité (4.3), nous obtenons

dpofa,b,) = 5[ TT(a, 5,7).

par ailleurs, notons que (a) = —iw(a) = jw() = —a(f), de méme
B(b) = —B(E) et B(c) = —¥(€), ainsi 6 A Qa,b,¢) = —€ A TI(a, B,7). Do,
avec (4.14), nous montrons la premiére affirmation de la proposition. Pour la

deuxiéme affirmation, il suffit de noter que

I(Lia, B) = =Lea(b) = —p(§)(a(b)) + a(Leb) = p(§) - wla, b) — wla, Leb).

Le théoréme suivant montre que les structures localement conforméments
symplectiques sont précisément ceux associée a une structure de Jacobi

(IT, &) avec un IT champ deux vecteur sous-jacent par tout non dégénéré

Théoréme 4.17 : La paire (w,f) définie une structure localement
conformément symplectique si seulement si la paire (II,§) définie une
structure Jacobi sur (A, [,],p) .

Preuve : De la premiére affirmation de la Proposition 4.16 nous déduisons

que I’ identité d,w + 0 A w = 0 est satisfait si et seulement si l'identité
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[ILII] = 2§ ATl et si I’ une des deux est satisfaite puis, en utilisant la

formule Cartan, on obtient

ng = dp(igw) + igdpw = —dp(g - z£(0 A w) = —dpe,

et ensuite, avec 'affirmation 2. de la proposition 4.16 que EEH =0siet

seulement si d,0 = 0.

Remarque 4.18 : Soit (A, [,],p,w,0) un pré-algébroide localement
conformément symplectique et soit (I1,€) la structure de Jacobi. comme
nous avons que fir¢(0) = tn(0) + 0(§)E = tn(0) = &, par le théoréme 4.8,

nous avons

e (o BT e) = le(a), tme(B)]-

D’autre part, le morphisme de fibrés vectoriels f¢ est un isomorphisme.
En effet, comme nous avons fir¢(a) = (o + a(§)€) et comme le champ de
deux vecteur II est non dégénéré, alors 1 ¢ (o) = 0 implique o = —« ()0, ainsi
a(é) = —a(€)f(&) = 0, et donc o = 0. Par conséquent, tout comme dans la
situation de Contact, le pré-algébroide (A*, ], ]GH,£ , pri¢) est une algébroide de
Lie isomorphe I'algébroide de Lie (A, [, ], p). Si nous avons mis p, g = pr¢ et
[, Juw = [, Jie, pré-algebroide de Lie (A*, |, ]270 , Pwg) Deut étre appelée dual
pré-algébroide de un pré-algébroide localement conformément symplectique

(A L], p,w,0).
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