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Introduction
En mathématiques pures et appliquées, on rencontre souvent des espaces qui ressemblent localement

à Rn, dans le sens où ils peuvent être paramétrés localement par n coordonnées : par exemple, la

sphère à n dimensions Sn � Rn+1. Le concept d�espaces qui ressemblent localement à Rn est formalisé

par la dé�nition de variétés topologiques : des espaces topologiques localement homéomorphes à Rn.

Les variétés di¤érentiables sont dé�nies en tant que variétés topologiques dont les changements de

coordonnées sont lisses.

Les propriétés métriques de Rn (distances et angles) sont déterminées par les coordonnées car-

tésiennes canoniques. Dans une variété généralement di¤érentiable, cependant, il n�y a pas de telles

coordonnées pour dé�nir les distances et les angles, il faut ajouter plus de structure en choisissant un

2-champ de tenseur spécial, appelé métrique Riemannienne. Cette idée a été introduite par Riemann

dans son exposé d�habilitation de 1854 intitulé «On the hypotheses which underlie geometry» , à la

suite de la découverte (vers 1830) de la géométrie non Euclidienne par Gauss, Bolyai et Lobachevsky.

L�étude des métriques indé�nies a donnée naissance à la géométrie pseudo-Riemannienne. Une

partie de l�univers peut être représentée par les modèles établis via la géométrie Lorentzienne qui

représente un cas particulier de la géométrie pseudo-Riemannienne. Plus explicitement, les variétés

Lorentziennes sont des variétés lisses qui sont fournies avec la métrique Lorentzienne. Ces variétés sont

exploitées comme modèles cosmologiques pour expliquer les phénomènes se produisant sur l�échelle

des planètes tels que le Big Bang et l�expansion de l�univers. Néanmoins, il est possible que plusieurs

métriques engendrent la même connexion. Cette non-unicité est étudiée pour les métriques de signature

arbitraire et pour les métriques de Lorentz. Il est connu que l�existence d�un champ de lignes parallèles

sur une variété Riemannienne donne lieu à une décomposition locale de la variété en tant que produit

direct. Cette propriété s�étend aux variétés semi-Riemanniennes chaque fois que le champ de ligne est

non dégénéré. Cependant, les conséquences géométriques de l�existence d�un champ de ligne dégénéré

parallèle ne sont pas encore bien comprises. Une de ces variétés intéressantes sont les variétés pseudo-

Riemanniennes qui admettent un champ de ligne dégénéré parallèle. Walker a étudié ces variétés en

1950. Motivé par son travail, une variété semi-riemannienne qui admet un champ de ligne dégénéré

parallèle s�appelle une variété de Walker (voir [17]).

La première section du chapitre 1 sera réservé aux notions générales et préliminaires de variétés

di¤érentielles, conçues de manière à rendre ce travail aussi autonome que possible. Il ne contiendra

aucun résultat nouveau, mais présentera un travail de synthèse pour le chapitre 2.

La seconde section initie l�étude de la géométrie Riemannienne. On présente les métriques Rieman-

nienne en tant que champs de tenseurs déterminant un produit interne dans chaque espace tangent.
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Cela conduit naturellement à un certain nombre de concepts, tels que la longueur d�un vecteur (ou une

courbe), et la forme volume Riemannienne. La section 3 traite la di¤érenciabilité des champs de vec-

teurs. Ce concept nécessite également l�introduction d�une structure supplémentaire, appelée connexion

a¢ ne. elle fournit une notion de parallélisme des vecteurs le long des courbes, et par conséquent des

géodésiques, c�est-à-dire des courbes dont le vecteur tangent est parallèle, une notion que l�on verra

la dernière section. Les variétés Riemanniennes sont équipées d�une connexion a¢ ne spéciale, appelée

connexion de Levi-Civita, dont les propriétés géodésiques minimisent la distance.

Au second chapitre de ce mémoire nous introduisons quelques notions générales de géométrie

pseudo-Riemannienne. Nous y dé�nissons en particuleir la géométrie Lorentzienne. Nous dé�nissons

l�espace métrique Lorentzien E31 , le troisième chapitre de ce mémoire sera consacrer à l�introduisons

des variétés (M3; gf ) de Walker, c�est-à-dire une variété lorentzienne tridimensionnelle admettant un

champ de lignes dégénérés parallèles. Les variétés de Walker sont décrites en termes de coordonnées

locales x; y; z et une fonction f = f(x; y; z). Si la variété est stricte, alors elle peut être caractérisée par

f = f(y; z). Nous calculons, ainsi, les connexions d�une variété tridimensionnelle de Walker arbitraire.

En�n, dans la dernière partie, nous nous intéressons aux géodésiques d�une variété de Walker (M3; gf ),

en particulier celles à composante constante ou linéaire.

Dans le quatrième et dernier chapitre de ce mémoire nous développons avec beaucoup de détails

l�objectif essentiel qui consiste à étudier les courbes magnétiques de Killing sur les variétés de Walker,

a�n de classer les courbes de Killing correspondantes. À cet e¤et, nous nous concentrons sur les variétés

de Walker de dimension trois, désignées par M3
f , Dans un premier temps, nous classiferons les champs

de vecteurs de Killing sur ces espaces. Pour l�existence d�un tel champ de vecteurs, @x est de Killing

sur M3
f , si et seulement si cette variété de Walker est stricte, c�est l�interet de la permière section.

Les géodésiques peuvent être considérés comme un type particulier de trajectoires magnétiques, à

obtenir dans le cas où le champ magnétique s�annulle, notamment lorsque la particule chargée se déplace

seulement sous l�e¤et de la gravité. Sur les variétés pseudo-Riemanniennes, les géodésiques de type

lumière sont d�un intérêt particulier. Si une variété de WalkerM3
f admet un champ de vecteur unitaire

de type espace, normal à une courbe de type lumière 
 (c�est-à-dire 
 est une courbe intégrale de

�?), après un reparamétrage, 
 est une géodésique. De plus, lorsque M3
f est doté d�un champ vectoriel

de Killing V , nous obtenons les courbes magnétiques correspondant à V en considérant les courbes

intégrales de type espaces ou temps de V ?. En�n, nous caractérisons les trajectoires magnétiques

normales associées au champ de vecteurs Killing @x surM3
f , et obtenons quelques exemples de courbes

magnétiques de Killing sur de tels variétés.
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Chapitre 1

Introduction à la géométrie

Riemannienne

1.1 Variétés di¤érentielles

Intuitivement, une variété est une généralisation des courbes et des surfaces à des dimensions plus

élevées. elle est localement Euclidien, chaque voisinage d�un point, appelé carte, est homéomorphe à un

sous-ensemble ouvert de Rn. Les coordonnées sur une carte permettent d�e¤ectuer des calculs comme

dans un espace Euclidien, de sorte que de nombreux concepts de Rn, tels que la di¤érentiabilité, les

dérivations ponctuelles, les espaces tangents et les formes di¤érentielles, sont transférés à une variété.

De façon informelle, une variété de dimension n est un espace topologique localement homéomorphe

à un espace Euclidien de dimension n. Ainsi les variétés di¤érentielles sont des espaces topologiques

admettant un recouvrement par des ouverts homéomorphes à des ouverts de Rn et dont les intersections

de à deux ôuverts sont compatibles selon un sens qu�il reste à dé�nir.

1.1.1 Dé�nitions

Dé�nition 1.1 Un atlas de classe Cp, p 2 N[f1g, et de dimension n 2 N� sur un espace topologique

X est la donnée d�un ensemble de couple f(Ui; 'i)gi2I tel que :

(i) 8i 2 I; Ui est un ouvert de X et 'i est un homéomorphe de Ui sur un ouvert de Rn:

(ii) X =
[
i2I

Ui:

(iii) 8i; j 2 I; 'j � '�1i : 'i (Ui \ Uj)! 'j (Ui \ Uj) est un Cp-di¤éomorphisme.

Remarque 1.2 (i) 8i; j 2 I; 'i (Ui \ Uj) est un ouvert de Rn:

(ii) Le couple (Ui; 'i) est une carte de l�atlas.
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(iii) Si x 2 Ui; (Ui; 'i) est une carte en x:

(iv) Le n-uplet 'i(x) = ('i1(x); ::::::; 'in(x)) représente les coordonnées locales de x associées à la carte

(Ui; 'i).

(v) L�application 'j � '�1i est nommée application de changement de cartes.

Dé�nition 1.3 Deux atlas de classe Cp sur X sont compatibles si leur réunion est encore un atlas de

classe Cp sur X, il s�agit d�une relation d�équivalence. L�atlas maximal est obtenu en considérant la

réunion de tous les atlas compatibles (qui est encore compatible).

Remarque 1.4 (i) Pour véri�er que deux atlas sont compatibles il su¢ t donc de véri�er qu�étant

données une carte (U;') du premier atlas et une carte (V;  ) du second atlas, l�application de transition

' �  �1 :  (U [ V )! � (U [ V ) est un Cp-di¤éomorphisme.

(ii) Tout atlas est donc contenu dans un unique atlas maximal pour l�inclusion.

Exemple 1.5 1. Rn est une variété di¤érentiable de dimension n .

2. La sphére Sn� Rn+1 est une variété di¤erentiable de dimention n.

3. L�ensemble des matrices carréM (n;R) d�ordre n à valeur dans R est une variété de dimension n2:

4. Le produit de deux variétés est une variété de dimension somme des deux dimension par exemple le

tore T2 = S1�S1 est une variété di¤érentielle de dimension 2.

Dé�nition 1.6 Une variété di¤érentielle de classe Cp, p 2 N et de dimension n 2 N� est la donnée

d�un espace topologique M séparé à base dénombrable et d�un atlas maximal sur M de classe Cp et de

dimension n.

Exemple 1.7 la sphère Sn� Rn+1

Soient N = (1; 0; :::; 0) et S = (�1; 0; :::; 0):Posons UN = SnnfNg et US = SnnfSg: On construit la

projection stéréographique de Snsur l�hyperplan équatorial H = fx0 = 0g ' Rn par rapport à N en

associant à tout point x 2 UN l�ntersection de (Nx) et de H: De même pour la projection stéréographique

par rapport à S: Aprés calculs on obtient

iN : UN �! Rn

x 7�! 1
(1�x0)(x1; :::; xn)

et
iS : US �! Rn

x 7�! 1
(1+x0)

(x1; :::; xn)
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Il s�agit d�homéomorphismes d�inverses

i�1N : Rn �! UN

y 7�!
�

1
qyq2+1

�
(q y q2 �1; 2y1; :::; 2yn);

i�1S : Rn �! US

y 7�!
�

1
qyq2+1

�
(� q y q2 +1; 2y1; :::; 2yn):

et L�application de changement de cartes est donnée par

iS � i�1N Rnnf0g �! Rnnf0g

y 7�! y
qyq2

(voir Fig.1 et 2).

Fig.1 Fig.2

Exemple 1.8 (espace projectif réel PnR ). Le (n+ 1)-uple x = (x0; :::; xn) est un système de co-

ordonnées homogènes de p(x): Il sera commode de noter [x] = [(x0; :::; xn)] le point de coordonnées

homogènes x: Nous allons munir PnR d�un atlas f(Ui; 'i)gi2I et donc en faire une variété. Posons

Vi = fx = (x0; :::; xn) 2 Rn+1 j xi 6= 0g (0 � i � n) et dé�nissons les applications �i par :

�i Vi �! Rn

(x0; :::; xn) 7�!
�
x0
xi
; :::; bxixi ; :::; xnxi �

où le signe b singni�e que le terme correspondant est omis. Ce sont des applications continues et
�i(x) = �i(y) si et seulement si p(x) = p(y): D�aprés les propriétés de la topologie quotient, Ui = �i(Vi)

est un ouvert de PnR et �i passe au quotient et donne une application bijective et continue 'i de Ui

7



dans Rn: Explicitement,

'i(p(x)) =

�
x0
xi
; :::;

cxi
xi
; :::;

xn
xi

�
L�application réciproque est donnée par : '�1i (y0; :::; yn�1) = p(y0; :::; yi�1; 1; yi; :::; yn�1), ce qui montre

que 'i est un homéomorphisme de Ui sur Rn: Les fonctions de transition 'j � '�1i sont bien des

di¤éomorphismes de 'i(Ui \ Uj) sur 'j(Ui \ Uj); car pour yj 6= 0 on a

'j � '�1i (y0; :::; yn�1) = (
y0
yj
; � � � ; yi�1

yj
;
1

yj
; � � � ;cyj

yj
; � � � ; yn�1

yj
)

Nous avons ainsi une structure de variété lisse sur PnR (voir Fig.3).

Fig.3

1.1.2 Applications di¤érentiables

Nous ne savons faire du calcul di¤érentiel que sur des ouverts d�espaces vectoriels normés. L�intérêt

des variétés est de pouvoir faire du calcul di¤érentiel localement en se ramenant à des ouverts de Rn

via les cartes. D�où la dé�nition suivante.

Dé�nition 1.9 Une application f : M ! N entre deux variétés di¤érentielles de classe Cp est dite

de classe Cp en x 2M s�il existe une carte locale (U;') de M en x et une carte locale (V;  ) de N en

f(x) telles que f(U) � V et que l�application  � f � '�1 : '(U \ f�1(V )) !  (V ) soit de classe Cp

en ' (x) :

Dé�nition 1.10 Une application f : M ! N entre deux variétés di¤érentielles est dite de classe Cp

si elle l�est en tout point de M .
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Fig.4

Remarque 1.11 1. En particulier une application de classe Cp en x est continue en x (localement

f =  �1 � ( � f � '�1) � '):

2. Une application lisse est une application de classe C1 entre variétés lisses.

3. On peut remplacer l�hypothèse f(U) � V par f continue de sorte à ce que f�1(V ) soit un ouvert.

4. La dé�nition est cohérente du fait de la régularité des applications de changement de cartes, elle ne

dépend pas du choix des cartes.

Lemme 1.12 Soit f : M ! N une application continue entre deux variétés. Alors les assertiàons

suivantes sont équivalentes :

1. f est de classe Cp.

2. Il existe un atlas U de M et un atlas V de N tels que pour toutes cartes (U;') de U et (V;  ) de V

:  � f � '�1 est Cp.

3. Pour toutes cartes (U;') de M et (V;  ) de N ,  � f � '�1 est Cp.

Remarque 1.13 Il su¢ t donc de véri�er l�aspect Cp sur un atlas dé�nissant la structure di¤érentielle.

Le théorème de composition des applications de classe Cp se généralise aux applications de classe

Cp entre deux variétés :

Théorème 1.14 Soient f : M ! N et g : N ! P deux applications de classe Cp entre variétés

di¤érentielles alors g � f :M ! P est encore de classe Cp.
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1.1.3 Espace tangent en un point

Soient M une variété di¤érentielle et c : I !M une application de classe Cp. Posons

CMm = fc : I !M j 0 2 I et c(0) = mg

où I est un intervalle ouvert de R et m 2 M: Deux courbes c1 et c2 de CMm sont tangentes en m s�il

existe une carte (U;') en m tel que (' � c1)0(0) = (' � c2)0(0): Cette condition ne dépend pas du choix

de la carte. En e¤et ; si (V;  ) est une autre carte alors

( � c1)0(0) = ( � '�1 � ' � c1)0(0) = d'(m)( � '�1)((' � c1)0(0))

On a donc dé�ni une relation d�équivalence sur CMm , d�où

Dé�nition 1.15 Une classe d�équivalence est un vecteur tangent à M en p et on nomme espace

tangent à M en p l�espace quotient noté TpM .

Remarque 1.16 1. Si U est un ouvert de M et p 2 U alors TpU = TpM .

2. Soient p 2M et p0 2M alors T(p;p�)(M �M 0) = TpM � Tp0M 0:

Dé�nition 1.17 Soit f : M ! N une application di¤érentiable entre variétés di¤érentielles, alors

pour tout p 2M l�application

CMp �! CNf(p)

c 7�! f � c

passe au quotient en une application linéaire Tpf : TpM ! Tf(p)N , nommée di¤érentielle de f en p

(ou application linéaire tangente de f en p).

Proposition 1.18 1. Si f :M ! N et g : N ! P sont deux applications di¤érentiables entre variétés

alors 8p 2M; Tp(g � f) = Tf(p)g � Tpf:

2. Si f :M ! N est un di¤éomorphisme alors Tpf est un isomorphisme et (Tpf)�1 = Tf(p)(f
�1):

Exemple 1.19 espace tangent de Sn en un point

Considérons Sn comme une sous variété de Rn+1: Si x 2 Sn alors TxSn ' kerTxf = fy 2 Rn+1 j (x p

y) = 0g où
f Rn+1 �! R

(x0; :::; xn) 7�! x20 + :::+ x
2
n

(voir Fig.5).
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Fig.5

1.1.4 Fibré tangent

Nous allons voir que l�ensemble des espaces tangents d�une variété admet une structure de �bré

vectoriel. Soit M une variété di¤érentielle de dimension n et de classe Cp; p > 0, on note TM =[
p2M

TpM et si (U;') est une carte de M on pose TU =
[
p2M

TpU =
[
p2M

TpM . L�application

� : (p; �)! ('(p); Tp'(�))

est une bijection de TU dans '(U) �Rn (on rappelle que Tp' ne dépend pas de p mais que de U et

que Tp'(U) donne les coordonnées de � dans la base usuelle). Si f(Ui; 'i)g est l�atlas maximal de M ,

on munit TU d�une topologie en imposant les conditions suivantes :

1. Les TUi sont des ouverts.

2. Les �i sont des homéomorphismes.

Ainsi, 
 2 TM est un ouvert si et seulement si 8i : �i(
 \ TUi) est un ouvert de 'i(Ui) �

Rn: L�application

�i � ��1j : 'j(Ui \ Uj)� Rn �! 'i(Ui \ Uj)� Rn

(y; v) 7�! (('i � '�1j )(y); Ty('i � '
�1
j )(v))

est un Cp�di¤éomorphisme. Par conséquent TM est une variété de classe Cp�1 et de dimension 2n

pour l�atlas f(TUi; �i)g (voir Fig.6).
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Fig. 1-1 �Fig.6

1.1.5 Champ de vecteurs

Une section de TM est une application X :M ! TM telle que � �X soit l�identité sur M . C�est à

dire pour tout p 2M , nous associons un X (p) 2 TpM . Une telle section X de classe C1; sera appelé

champ de vecteurs sur M . Un champ de vecteur est donc une application qui à tout point de la

variété M associe un vecteur au dessus de ce point (dans l�espace tangent à ce point sur la variété), de

façon C1: cette dernière hypothèse équivant à ce point, si X (p) = Xi (p) @
@xi
(p) est de classe C1, les

fonctions Xi : M ! R soient C1 sur l�ouvert de la carte locale. Nous notons X(M) l�espace vectoriel

des champs de vecteurs sur M:

Exemple 1.20 La formule X(x;y) = �y @
@x + x

@
@y ; dé�nie un champ de vecteurs sur R

2 (voir Fig:7):

Fig.7

Un champ de vecteurs X est une di¤érentiable si et seulement si, à toute fonction di¤érentiable

f 2 C1(M); la fonction
Xf : M �! R

p 7�! (X:f)p = Xp(f)
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est di¤érentiable. La fonctionXf est appélée dérivation de f le long deX: Ainsi on peut voirX 2 X(M)

comme un opérateur linéaire X : C1(M)! C1(M):

Prenons maintenant deux champs de vecteurs X; Y 2 X(M). En général, les opérateurs X � Y

et Y � X impliqueront des dérivées d�ordre 2 et ne correspondront pas à des champs de vecteurs.

Cependant, le commutateur X � Y � Y �X dé�nit un champ de vecteur.

Proposition 1.21 Soit deux champs de vecteurs di¤érentiables X; Y 2 X(M) sur une variété lisse

M , il existe un unique champ de vecteurs di¤érentiable Z 2 X(M) tel que

Zf = (X � Y � Y �X):f

pour toute fonction di¤érentiable f 2 C1(M).

1.1.6 Fibré cotangent

Soient f une fonction de classe C1 passant par p (p 2M), en dé�nie l�application linéaire

dfp : TpM �! R

� 7�! dfp(�) = �(f)

On appelle T �pM l�espace cotangent à M au point p:

Remarque 1.22 1. Soit (U; x) une carte locale contenant le point p et (@1; :::; @np) la base locale, alors

les di¤érentielles
�
dx1p; :::; dx

n
p

�
forment une base dual pour T �pM

dxip(@jp) = �ij

alors le �bré cotangent à M est dé�ne par T �M =
S
p2M

T �pM:

2. Une section sur T �M est une application, w :M �! T �M (w est appelé un champ de covecteur ou

une forme di¤érentielle),

3. T �M est un ensemble de champ de covecteur ou une forme di¤érentielle,

4. La di¤érentielles est un C1(f) champ de covecteur dé�nie par

df : M �! TM�

p 7�! df(p) = dfp

5. Localement, soit (U; x) une carte et w un champ de covecteur alors, il existe
�
wi
�
i=1;:::;n

n fonctions

reélles de classe C1 wi : U �! R telle que w = widx
i:
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1.1.7 Crochet et Algébre de Lie

Dé�nition 1.23 Une algébre de Lie est un espace vectoriel V muni d�une opération bilinéaire [; ] qu�on

appelle crochet de Lie, qui a les propriétés suivantes :

1. le crochet est antisymétriques : [a; b] = � [b; a] ; pour tout a; b 2 V;

2. le crochet satisfait l�identité de Jacobi : [[a; b] ; c] + [[c; a] ; b] + [[b; c] ; a] = 0 pour tout a; b; c 2 V .

Par conséquant, on a

Corollaire 1.24 Les champs de vecteurs X(M) forment une algébre de Lie, avec le crochet

[X;Y ] f = X(Y (f))� Y (X(f)); f 2 C1(M)

qui vaut en coordonnées locales

[X;Y ]jU =
X
(Xi@Y

j

@xi
� Y i@x

j

@xi
)
@

@xj

ou bien [V;W ] = (VW J �WV j) @
@xj

:

Preuve. pour tout V ,W 2 X(M); on a :V =
P
Vi

@
@xi

= Vi
@
@xi

et W =
P
Wj

@
@xj

= Wj
@
@xj
,si

f 2 C1(M) , alors [V;W ] f 2 C1(M)

[V;W ] f = V i
@

@xi
(W j @f

@xj
)�W j @

@xj
(Vi

@f

@xi
)

= V i
@W j

@xi
@f

@xj
+ V iW j @2f

@xi@xj
�W j @V

i

@xj
@f

@xi
�W jV i

@2f

@xi@xi

= V i
@W j

@xi
@f

@xj
�W j @V

i

@xj
@f

@xi
+ V iW j(

@2f

@xi@xj
� @2f

@xi@xj
)

= V i
@W j

@xi
@f

@xj
�W j @V

i

@xj
@f

@xi

remplaçant j par i et i par j dans le seconde terme, on aurra

[V;W ] f = V i
@W j

@xi
@f

@xj
�W j @V

i

@xj
@f

@xi

= (V i
@W j

@xi
�W i@V

j

@xi
)
@f

@xj

Remarque 1.25 Si V = @
@xi

et W = @
@xj

i.e. V i = 1 et W j = 1, alors
�
@

@xi
;
@

@xj

�
f = 0:
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1.1.8 Derivée de Lie

Nous voulons maintenant généraliser le fait qu�un champ de vecteurs X soit une dérivation sur

D(C1(M)), en étendant cette dérivation aux tenseurs et aux formes. Cette dérivation portera le nom

de dérivée de Lie dans la direction X et sera notée LX . Elle ne modi�era pas le type du tenseur auquel

elle s�applique (un vecteur est envoyé sur un vecteur, une r-forme sur une r-forme...).

Il y a plusieurs approches possibles (toutes équivalentes) à cette dé�nition. La première approche

est algébrique : on se donne des règles de calcul qui permettent d�atteindre tous les tenseurs et toutes

les formes. La seconde est analytique : on se donne l�expression de cette dérivée dans des coordonnées

locales (voir [18]).

Approche algébrique

Sur les fonctions, nous posons LXf = X(f) = hdf;Xi, qui n�est autre que l�action de X sur f en

tant que dérivation. Sur les champs de vecteurs, nous posons LXY = [X;Y ] pour Y 2 X(M).

Pour dé�nir LX sur les tenseurs, nous nous donnons les règles suivantes :

1. LX(S 
 T ) = T 
 (LXS) + (LXT )
 S;

2. LX commute avec la contraction des tenseurs ;

3. LX est R-linéaire (i.e.) pour tous a; b 2 R X;Y 2 X(M) on a LaX+bY = a LX + b LY )

Sur les formes di¤érentielles, LX est donc dé�nie par la méthode précédente. Cependant, une autre

approche algébrique est possible. Pour cela, nous devons dé�nir le produit intérieur iX sur les formes

di¤érentielles. Pour ! 2 �r(M); nous dé�nissons iX! 2 �r�1(M) par

iX!(X1; :::; Xr�1) = !(X;X1; :::; Xr�1)

on a, alors, les propriétés suivantes :

1. iX(! ^ �) = (iX!) ^ � + (�1)r! ^ iX� (i.e.) iX est une anti-dérivation sur ��(M));

2. (iX)2 = 0;

3. LX = iXd+ diX .(formule de cartan)

pour ! 2 �r(M) et � 2 ! 2 �s(M) et f 2 C1(M):

Approche analytique

Au dessus d�une carte locale de M de coordonnées
�
xi
�
; prenons X = Xi @

@xi
et T = T i1:::isj1:::jr

@
@xi1




:::
 @
@xis


 dxj1 
 :::
 dxjr :
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Nous posons alors

(LXT )i1:::isj1:::jr
= X l @

@xl
T i1:::isj1:::jr

�
sP

n=1
T
i1:::ip�1lip+1:::is
j1:::jr

@X ip

@xl
+

rP
n=1

T i1:::isj1:::jp�1 ljp+1:::jr

@X l

@xjp

1.2 Métrique Riemannienne sur une variété

Dans sa thèse, présentée en 1851, Riemann met au point la théorie des fonctions d�une variable

complexe, introduisant notamment le concept des surfaces qui portent son nom, notamment la sphère

de Riemann. Il approfondira cette théorie en 1857, en faisant progresser la théorie des fonctions

abéliennes. Lors de sa soutenance d�habilitation, en 1854, orienté par Gauss, il donne un exposé,

intitulé Sur les hypothèses sous-jacentes à la géométrie (Über die Hypothesen welche der Geometrie

zu Grunde liegen), qui jette les bases de la géométrie di¤érentielle. Il y introduit la bonne façon

d�étendre à n dimensions les résultats de Gauss lui-même sur les surfaces. Les idées révolutionnaires

de Riemann généralisaient la géométrie des surfaces initiée par Gauss. Plus tard, cela conduit à une

exacte dé�nition du concept moderne de variété Riemannienne abstraite. Le développement du XXe

siècle a fait de la géométrie Riemannienne l�une des parties les plus importantes des mathématiques

modernes.Cette soutenance a profondément changé la conception de la notion de géométrie, notamment

en ouvrant la voie aux géométries non Euclidiennes et à la théorie de la relativité générale.

Georg Friedrich Bernhard

Riemann (1826-1866)

Dé�nition 1.26 1. Pour tout p 2M , dé�nissons l�espace vectoriel

T (s;r)p M = TpM 
 � � � 
 TpM| {z }
s fois


 T �pM 
 : : :
 T �pM| {z }
r fois
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Un élément T 2 T
(s;r)
p M est un tenseur de type (s; r) au dessus de p. Dans une base associée à des

coordonnées (xi) au voisinage de p, il s�écrit

Tjp = T i1;::::;isj1;::::;jr
(p)

@

@xi1
(p)
 � � � 
 @

@xis
(p)
 dxj1jp 
 � � � 
 dx

jr
jp

2. Nous pouvons considérer la variété di¤érentiable

T (s;r)M =
S
p2M

T (s;r)p M

qui est un �bré au dessus de M , le �bré des tenseurs de type (s; r). Des sections C1 de ce �bré

seront appelées champs de tenseurs de type (s; r). Un champ de tenseurs T de type (s; r) s�écrit donc

localement, au dessus d�une carte locale de M , de coordonnées (xi),

T = T i1;::::;isj1;::::;jr

@

@xi1

 � � � 
 @

@xis

 dxj1 
 � � � 
 dxjr

Globalement, il est facile de véri�er qu�un tenseur de type (s; r) est une application C1(M)-multilinéaire

sur �1(M) � � � � � �2(M) � X(M) � � � � � X(M) à valeurs dans C1(M). Un champ de tenseurs de

type (0; 0) n�est autre qu�une fonction sur M , un tenseur de type (1; 0) est un champ de vecteurs, et

un tenseur de type (0; 1) est une 1-forme di¤érentielle.

Dé�nition 1.27 Une métrique Riemanniennne sur une variété M est une application

g : X(M)� X(M) �! C1 (M)

C1(M)-bilinéaire, symétrique, non dégénérée dé�nie positive tel que pour tout V;W 2 X(M) on a :

1: g (V;W ) = g (W;V ) (symétrique);

2: g (V; V ) = 0) V = 0 (non dégénérée);

3: g (V; V ) > 0:(dé�nie positive).

g 2 X�(M)
 X�(M) : Si (U;') est une carte sur M , alors

g =
X

gijdx
i 
 dxj

où gij sont des fonction di¤érentiable sur U appellée composantes de tenseur métrique relativement à

la carte (U;') : Localement, si V = V i@i et W =W j@j ; on a g (V;W ) = gijV
iW j.
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Pour tout x 2M; gx : TxM�TxM �! R est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée dé�nie

positive, où TxM désigne l�espace tangent en x.

Dé�nition 1.28 Une variété Riemannienne est un couple (M; g) où M est une variété di¤érentielle

et g une métrique Riemannienne sur le �bré tangent (TM; �;M) :

Exemple 1.29 1. L�espace Rn muni de produit scalaire standard

g0 (v; w) =
X

viwi

où v = (v1 : : : vn)x; w = (w1 : : : wn) 2 TxRn et x 2 Rn est une métrique Riemannienne.

2. Dans la boule Dn = fx 2 Rn jk x k< 1g on considére le tenseur gH dé�ni par

gH(v; w) =
4

(1� k x k2)2 g0(v; w);

où v; w 2 TxRn et x 2 Dn:gH est appelée métrique hyperbolique sur Dn:

1.2.1 Connexion linéaire

Dé�nition 1.30 Une connexion linéaire sur une variété M est une application

r : X(M)� X(M) �! X(M)

(X;Y ) 7�! rXY

véri�ant :

1. rfX1+gX2Y = frX1Y + grX2Y; (i.e.) C1(M)-linéaire par rapport à X,

2. rX(aY1 + bY2) = arXY1 + brXY2;(i.e.) R-linéaire par rapport à Y

3. rX(fY ) = X(f)Y + frXY:

pour tout f; g 2 C1(M), X1; X2; Y1; Y2 2 X(M) et a; b 2 R .

Dé�nition 1.31 Soit r une connexion sur M et (U;') une carte sur M de coordonnées locales

(x1; x2; :::; xn). On dé�ni une fonction di¤érentiable �kij : U �! R par r @
@xi

@
@xj

=
nX
k=1

�kij
@
@xk
, appelé

symboles de Christo¤el.
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En général,

rXY = Xi(
@Y k

@xi
+ �kijY

j)
@

@xk
; (1.1)

où rX : X(M) �! X(M) est la dérivée covariante associée à la connexion linéaire r.

Exemple 1.32 1. Une connexion a¢ ne est une sorte de dérivée directionnelle de champs de vecteurs

sur une variété. Soit un champ de vecteurs V sur Rn (i.e. une appliaction Rn �! Rn), un point

p 2 Rn et un vecteur tangent X 2 TpRn ' Rn. On note par rXY la dérivée covariante de V en p

dans la direction X; on écrit X = ai d
dxi
: Alors

rXV = ai
dV

dxi
2 TpRn

2. On peut voir la connexion canonique sur Rn comme rXY = X(Y j) d
dxi

= Xi dY j

dxi
d
dxi
: Les symboles

de Christo¤el �kij de la connexion par rapport à la base f d
dxi
gi=1;:::;n sont identiquement nuls.

1.2.2 Tenseur de torsion

Dé�nition 1.33 Soient M une variété di¤érentielle et r une connexion linéaire sur M . le tenseur

de torsion associé à r est une application vectoriel C1(M)-bilinéaire dé�nie par

T : X(M)� X(M) �! X(M)

(X;Y ) 7�! T (X;Y ) = rXY �rYX � [X;Y ]

pour tout X;Y 2 X(M). La connexion r est dite sans torsion si T � 0.

Remarque 1.34 1. T est un champ de tenseur de type (1,2),

2. T (X;Y ) = �T (Y;X) pour tout X;Y 2 X(M) (T est antisymétrique),

3. La connexion r est sans torsion si et seulement si pour tout X;Y 2 X(M); on a

[X;Y ] = rXY �rYX

4. Pour tout x 2M le tenseur de torsion T induit une application bilinéaire vectoriel

Tx : TxM � TxM �! TxM

(v; w) 7�! Tx(v; w) = (rXY )x � (rYX)x � [X;Y ]x

où X;Y 2 X(M) tel que Xx = v et Yy = w (indépendant au choix de Xet Y ).
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1.2.3 Connexion de Levi-Civita

Théorème 1.35 Soient (M; g) une variété Riemmannienne, l�application

r : X(M)� X(M) �! X(M)

(X;Y ) 7�! rXY

dé�nie par la formule de Kozul

2g(rXY; Z) = X(g(Y; Z)) + Y (g(Z;X)) + Z(g(X;Y ))

+g(Z; [X;Y ]) + g(Y; [Z;X]) + g(X; [Y; Z])

est une connexion linéaire sur M , appellé connexion de Levi-Civita.

Théorème 1.36 (théorème fondamental de la géométrie Riemmannienne)

Si (M; g) est une variété Riemannienne, alors la connexion de Levi-civita est l�unique connexion li-

néaire sans torsion et compatible avec g.

Dans un système de coordonnées (xi) sur M , r est complètement dé�nie par les symboles de

Christo¤el �kij .

Proposition 1.37 Soient (Mm; g) une variété Riemannienne, de dimension m et r la connexion de

Levi-Civita. Si (U;') est une carte sur M avec les champs de bases f @
@x1

; :::; @
@xm g associés, alors les

coe¢ cients de Christo¤el �kij sont donnés par

�kij =
1

2

mX
l=1

gklf@gjl
@xi

+
@gil
@xj

� @gij
@xl

g (1.2)

où gij sont les coordonneés de g relativement à la carte (U;').

Preuve. Comme [@i; @j ] = 0 pour tout i; j = 1; :::;m;où @i = @
@xi

pour tout i; j = 1; :::;m on a,

2g(r@i@j ; @l) = 2

mX
s=1

g(�sij@s; @l)

= 2�sijgsl

= @i(g(@j ; @l)) + @j(g(@l; @i))� @l(g(@i; @j))
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donc,

mX
s=1

�sijgsl =
1

2
f@igjl + @jgli � @lgijg

mX
s=1

�sijgslg
lk =

1

2
glkf@igjl + @jgli � @lgijg

mX
s;l=1

�sijgslg
lk =

1

2

mX
l=1

glkf@igjl + @jgli � @lgijg

et comme
�
gij
�
est la matrice inverse de (gij) on a

Pm
l=1 gslg

lk = �ks;où �ks est le symbole de Krone-

cker,d�où

�kij =
1

2

mX
l=1

gklf@gjl
@xi

+
@gil
@xj

� @gij
@xl

g

Exemple 1.38 Soit la sphére unité S2 = f(x; y; z) 2 R3 j x2 + y2 + z2 = 1g. Nous paramétrons la

surface X par

X(�; ') = (r cos � sin'; r sin � sin'; r cos �)

Calculons dx; dy et dz en termes de dr; d� et d' nous obtenons

dx2 + dy2 + dz2 = d�2 + sin2�d'2:

Les composantes de la matrice et son inverse sont données par

gij =

24 1 0

0 sin2 �

35 ; gij =

24 1 0

0 1
sin2 �

35
Les symboles de christo¤el sont

�111 =
1

2

�
g11(g11;1 + g11;1 � g11;1) + g12(g12;1 + g12;1 � g11;2)

�
�111 =

1

2
[(0 + 0� 0) + 0(0 + 0� 0]

�111 = �222 = 0

�112 =
1

2

�
g11(g11;2 + g21;1 � g21;1) + g12(g22;1 + g21;2 � g12;2)

�
�112 =

1

2
[1(0 + 0� 0) + 0(0 + cos 1 sin 1� 0]

�112 = 0
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�122 =
1

2

�
g11(g12;2 + g12;2 � g22;1) + g12(g21;2 + g21;2 � g22;2)

�
�122 =

1

2
[1(0 + 0� 2 cos 1 sin 1) + 0(0 + 0� 0]

�122 = � cos � sin �

�211 =
1

2

�
g21(g11;1 + g11;1 � g11;1) + g22(g12;1 + g12;1 � g11;2)

�
�211 = 0

�212 =
1

2

�
g21(g12;1 + g11;2 � g12;1) + g22(g22;1 + g21;2 � g12;2)

�
�212 =

1

2

�
0(0 + 0� 0) + 1

sin2 �
(0 + 2 cos � sin � � 0

�
�212 = �221 =

cos �

sin �

donc on a les �kij sont nuls sauf �
�
'' = � cos � sin � et �

'
�' = �

'
'� =

cos �
sin � :

1.2.4 Tenseur de courbure

Dé�nition 1.39 SoitM une variété muni d�une connexion linéaire r on dé�ni le tenseur de courbure

R : X(M)� X(M)� X(M)! X(M) associé à r par

R(X;Y )V = rXrY V �rYrXV �r[X;Y ]V

pour tout X;V; Y 2 X(M):

Remarque 1.40 1. La courbure R est un 3-tenseurest C1 (M)-linéaire,

2. R(X;Y )V = �R(Y;X)V pour tout X;V; Y 2 X(M) (antisymétrique),

Sur une variété Riemmanienne (M; g), le tenseur de courbure de la connexion de Levi-Civita est

appellé tenseur de courbure Riemannienne, il s�exprime en fonction des coé¢ cients de christo¤el par :

R(@i; @j)@k =
X
l

Rlijk@l avec R
l
ijk = @i�

l
jk � @j�lik +

X
f�lim�mjk � �ljm�mikg

où (@i)i=1:::n est une base de champ de vecteur sur M:

1.2.5 Géodésiques et Transport paralléle

L�idée générale derrière le concept de géodésique est la généralisation des lignes droites de l�espace

Euclidien aux variétés Riemanniennes. Une géodésique sera constamment paramétrée, par une courbe
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lisse sur la variété, c�est localement la courbe la plus courte reliant deux points. Ils sont d�une grande

importance dans l�approfondissement de la géométrie Riemannienne, ainsi que dans la physique théo-

rique, en particulier la Relativité générale, où ils sont les trajectoires d�objets test se déplaçant dans

une géométrie d�espace temps non triviale. Dans Rn usuel, les géodésiques sont précisément les droites,

c�est-à-dire les courbes d�accélération nulle. Pour une variété plongée dans un espace Euclidien am-

biant, on pourrait envisager de calculer l�accélération d�une courbe 
(t) comme on le fait d�habitude,

et de projeter orthogonalement ce vecteur sur l�espace tangent à M en 
(t). Mais pour une variété

quelconque, il va nous falloir trouver un moyen de dé�nir l�accélération d�une courbe, de manière en-

tièrement intrinsèque. Par ailleurs, dériver deux fois les coordonnées ne fonctionne pas, car il n�est

justement pas possible d�interpréter cette double dérivation indépendamment du choix du système

de coordonnées, comme on voudrait le faire. On introduit, donc, un nouveau type d�opérateur, les

connexions, qui serviront ensuite à dé�nir les notions de dérivée covariante d�un champ de vecteurs

selon une courbe, une géodésique et un transport parallèle. Cette dérivée covariante permet de dé�nir

une dérivation covariante le long d�une courbe dans M , elle nous donnera une interprétation géomé-

trique de la connexion. Pour cela, soit donné un champ de vecteurs Y (t) le long d�une courbe, c�est à

dire que Y (t) n�est dé�ni qu�au dessus des points 
(t) de M . Alors la dérivation covariante de Y (t) le

long de 
, notée D
dtY , est par dé�nition

DY

dt
(t) = r �


(t)
Y (t)

c�est une dérivation le long d�un paramètre t. On remarquera que la donnée de la dérivation covariante

le long de toute courbe est équivalente à la donnée de la connexion linéaire r, puisque tout vecteur

est tangent à au moins une courbe. Nous dirons que le champ Y (t) est parallèle le long de 
 si pour

tout t, DYdt (t) = 0: Pour une condition initiale Y (0) 2 T
(0)M donnée, il existe un unique champ de

vecteurs Y (t) parallèle le long de 
 qui admet cette valeur en t = 0. Ceci dé�nit alors une application

J
;h : T
(0)M ! T
(h)M

qui à Y (0) associe Y (h) où le champ Y (t) est l�unique solution ci-dessus, de valeur initiale Y (0). Cette

application est linéaire et inversible, elle porte le nom de transport parallèle le long de 
 (voir Fig.8):

DY

dt
(t) = r �


(t)
Y (t) = lim

h!0
(J�1
;hY (t+ h)� Y (t))
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Fig.8

Dé�nition 1.41 Un champ de vecteurs le long de la courbe 
 est une application V de classe C1 de

I dans TM , telle que V (t) 2 T
(t)M pour tout t dans I. On note X
(M) l�espace des champs de

vecteurs le long de 
:

Lemme 1.42 Pour toute courbe 
, r détermine un unique opérateur

Dt =
D

dt
: X
(M)! X
(M)

possédant les propriétés suivantes :

1. Dt est R-linéaire,

2. Pour tout f 2 C1(I) : Dt(fV ) =
�
fV + fDtV ,

3. Compatibilté avec r : DtV = r �

(t)

V:

Dé�nition 1.43 On dit qu�un champ de vecteurs le long d�une courbe 
 est parallèle si

DtV =
DV

dt
(t) = r �


(t)
V = 0:

Théorème 1.44 (Transport parallèle). Soit 
 : I !M telle que t0 2 I et V 2 T
(0)M , alors, il existe

un unique champ de vecteurs X le long de 
 parallèle le long de 
 tel que

X(t0) = V:

Dé�nition 1.45 On appelle géodésique toute courbe 
 telle que Dt
�

 � 0, c�est-à-dire, r�


�

(t) = 0:

Exemple 1.46 l�équation de la géodésique sur la sphère est :
��
Xk + �

k
ij

�
Xi

�
Xj = 0; alors les equations

à resoudre sont maintenant 8<: du�

dr + �
�
��u

�u� = 0;

du'

dr + �
'
��u

�u� = 0;
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il n�y a qu�un seul terme de connexion non-nul,8<: du�

dr + �
�
''u

'u' = 0;

du�

dr � (u
')2 cos � sin � = 0;

pour la seconde, 8<: du'

dr + �
'
��u

�u� = 0;

du'

dr + �
'
'�u

'u� + �'�'u
�u' = 0;

du'

dr
+ 2u'u�

cos �

sin �
= 0

Soient �0 = �
2 les conditions initiales être '0 = 0; u

'
0 = 1; u

�
0 = 0. Ensuite, nous avons

(
du�

dr
)0 � (u'0 )2 cos �0 sin �0 = 0

et u� ne change pas. Pour l�equation ' ,il s�ensuite que

du'

dr
= �2u'u� cos �

sin �
= 0

donc u' est également constante et le vecteur de vitesse est ui = (0; 1): Intégrer pour trouver la courbe,

8<: d�
dr = 0;

d'
dr = 1;

alors � = �0 =
�
2 et ' = '0 + r = r:la courbe est donc l�équateur,(�; ') = (0; r).

Nous pouvons caractériser l�équateur comme l�intersection du plan unique normal à la surface, conte-

nant le vecteur de vitesse initiale. Un tel plan passe toujours par le centre de la sphère, donc toutes

les géodésiques sont donné par de grands cercles.

1.3 Quelques opérateurs di¤érentiels

1.3.1 Opérateur star de Hodge

On notera d�abord �p(M) l�espace des formes di¤erentielles de degré p sur la variété di¤erentiable

M , si M est en outre équipé d�une métrique Riemannienne et orienté alors il existe un opérateur

linéaire

� : �P (M) �! �dim(M)�p(M)
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Appelé opérateur star de Hodge. En choisissant une base orthonormale positive feigi=i;:::;d pour l�espace

tangent TmM en un point m 2M , on de�ni

��(ep+1; :::; ed) = �(e1; :::; ep):

En un point p 2 M , soit fe1; :::; eng une base orthonormale orientée positivement de l�espace

cotangent T �pM , relativement aux le produit intérieur induit et l�orientation. L�opérateur star de Hodge

est l�opérateur linéaire d�algèbre extérieure de T �pM dé�ni par

�(1) = e1 ^ ::: ^ en;

�(e1 ^ ::: ^ en) = 1;

�(e1 ^ ::: ^ ek) = ek+1 ^ ::: ^ en:

1.3.2 Divergence d�un champ de vecteurs

Soit X 2 X(M) un champ de vecteurs sur une variété Riemannienne (M; g); on a

rX : X(M) �! X(M)

Z 7�! rZX

est une application C1(M) linéaire (rX est un tenseur de type (1; 1)). si x 2M , alors

(rX)x : TxM �! TxM

v 7�! (rvX)x

est une application linéaire d�espace vectoriel.

Dé�nition 1.47 Soit (M; g) une variété Riemannienne. La divergence d�un champ de vecteurs X 2

X(M); notée divX est une fonction sur M dé�nie par

divX = trg(rX)

Pour tout x 2M; on a (divX)(x) = trg((rX)x).

Dé�nition 1.48 Si (ei) est une base orthonormée locale sur M on a

divX =
mX
i=1

g(reiX; ei)
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et pour un système de coordonnées X =
mP
i=1

Xi
@

@xi
, on a

divX =
nP
j=1
f@Xi
@xi

+
nP
k=1

�jjkXkg:

1.3.3 Forme Volume

Dé�nition 1.49 Une forme volume sur une vaiété Riemannienne M de dimension n est une n-forme

di¤érentiable dvg telle que

dvg(e1; :::; en) = +1

pour toute base de M . Pour un système de coordonnées,

dvg =
q
det(gij)dx1 ^ ::: ^ dxn

Exemple 1.50 On appelle forme volume standard sur R2 la forme dé�nie en coordonnées cartesiennes

(x; y) par

dveucl = dx ^ dy:

Proposition 1.51 Si X 2 X(M); alors

LXdvg = (divX)dvg:

Preuve. T = dv =
p
gdx1 ^ ::: ^ dxn est un champ de tenseur de type (n; 0) sur M . la dérivée de

Lie LX de T = T12:::ndx1 ^ ::: ^ dxn est aussi un tenseur de type (n; 0) ou une forme n

LXT = (LXT )12:::ndx1 ^ ::: ^ dxn:

Nous montrons que

(LXT )12:::n = (divX)
p
g:

En e¤et, en utilisant la formule qui donne les composantes du dérivée de Lie d�un tenseur, nous avons

(LXT )12:::n =
@T12:::n
@xi

Xi + T j12:::n
@X1

@xj1
+ T 2j2:::n

@X2

@xj2
+ � � �+ T 12:::jn @X

n

@xjn
:
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Comme T1:::jp:::n = �p;jpT1:::p:::n, on a

(LXT )12:::n =
@T12:::n
@xi

Xi + T12:::n(
@X1

@x1
+ � � �+ @Xn

@xn
)

=
@T12:::n
@xi

Xi + T12:::n
@X i

@xi

=

p
g

@xi
Xi +

p
g
@X i

@xi

=
@

@xi
(
p
gXi)

=
1
p
g

@

@xi
(
p
gXi)

p
g

= (divX)
p
g:

Par conséquent

LXT = divX
p
gdx1 ^ ::: ^ dxn = divXdv:

28



Chapitre 2

Variétés pseudo-Riemanniennes

2.1 Métriques semi-Riemanniennes

Dé�nition 2.1 Un tenseur métrique ou métrique semi-Riemannienne sur M1, est une famille des

applications gx : TxM � TxM ! R(x 2M), telle que :

1. Pour tout x 2M; gx est une forme bilinéaire symétrique et non-dégénérée.

2. Si X;Y 2 �(TM), la fonction g(X;Y )(x) = gx(Xx; Yx) est di¤érentiable.

3. L�indice de g est constant, et noté IndM , c�est-à-dire :

9p 2 N; 8x 2M : Ind(TxM) = p (par rapport à gx):

Dé�nition 2.2 Une variété semi-Riemannienne est un couple (M; g), où M est une variété di¤éren-

tiable de dimension n et g est une métrique sur M .

Remarque 2.3 Soit (M; g) une variété semi-Riemannienne, alors :

(i) 0 6 IndM 6 dimM:

(ii) Si IndM = 0; (M; g) est dite variété Riemannienne.

(iii) Si p = 1 et dimM > 2; (M; g) est dite variété de Lorentz ou variété Lorentzienne.

Dé�nition 2.4 Étant donnée une carte (U;') de (M; g) avec les champs de bases (@1; :::; @n) asso-

cié, on appelle composantes du tenseur métrique les n � n fonctions gij ; dé�nie par gij = g (@i; @j) :

Localement, si M est munie d�un systéme de coordonnées locales (xi) ; alors :

g =
nP

i;j=1
gijdxi 
 dxj :
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Exemple 2.5 L�espace Euclidien Rn muni de la métrique :

g = �dx21 � � � � � dx2p + dx2p+1 + � � �+ dx2n;

noté Rnp , est une variété semi-Riemannienne, et IndRnp = p: Soit �i = g (@i; @j) ; alors :

�i =

�
�1 si i = 1; :::; p

1 si i = p+ 1; : : : ; n:

����
Pour n > 2; l�espace Rn1 est appelé espace de Minkowski, et si n = 4; R41 est dite espace temps de

Minkowski. Les composantes de la métrique g sont données par gij = �ij�j ; i.e.

g =
nP

i;j=1
�ij�jdxi 
 dxj :

Exemple 2.6 Soit n > 2 et 0 6 p 6 n: La pseuso-sphère de Rn+1p est dé�nie par :

Snp = f(x1; :::; xn+1) 2 Rn+1 j �
Pp
i=1 x

2
i +

Pn+1
i=p+1 x

2
i = 1g:

1/ Si n = 2 et p = 1; on a S21 de R3; dé�nie par

S21 = f(x1; x2; x3) 2 R3 j �x21 + x22 + x23 = 1g

On considére la paramétrisation : 8>>><>>>:
x1 = sinh�

x2 = cosh� sin�

x3 = cosh� cos�

La métrique g = �dx21 + dx22 + dx23 de R31 induit sur S21 une métrique semi-Riemannienne h: Soit @�

et @� les champs de vecteurs de bases associé à cette paramétrisation, les composantes de la métrique

h sont données par :

h11 = g(@�; @�) = �1; h12 = g(@�; @�) = 0; h22 = g(@�; @�) = cosh
2 �;

c�est-à-dire h = �d�2 + cosh2 �d�2:

2/ Si n = 3 et p = 1; on a S31 de R3; dé�nie par :

S31 = f(x1; x2; x3; x4) 2 R4 j �x21 + x22 + x23 + x24 = 1g
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de R41; la paramétrisation suivante : 8>>>>>><>>>>>>:

x1 = sinh�

x2 = cosh� sin�

x3 = cosh� cos� sin 


x4 = cosh� cos� cos 


R41 induit sur S31 une métrique semi-Riemannienne h; donnée par :

h = �d�2 + cosh2 �d�2 + cosh2 � cos2 �d
2

(voir [7])

Fig.9

2.2 Variétés Lorentziennes

Dé�nition 2.7 Une variété Lorentzienne est une variété di¤érentiable M , munie d�une métrique

Lorentzienne g (g est C1(M)-bilinéaire, symétrique et non-dégénérée de signature (�;+; :::;+) c�est-

à-dire IndM = 1.

Dé�nition 2.8 Soient (M; g) une variété Lorentzienne, p 2M et X 2 TpM . Alors on dit que X est :

(1) un vecteur de type espace si g(X;X) > 0,

(2) un vecteur de type temps si g(X;X) < 0,

(3) un vecteur nul ou de type lumière si g(X;X) = 0.

2.2.1 Espace de Minkowski E31

Soit R3 l�espace vectoriel réel muni de sa structure vectorielle usuelle. On note parBu = fE1; E2; E3g

la base canonique de R3 E1 = (1; 0; 0); E2 = (0; 1; 0); E3 = (0; 0; 1) (voir [14]).
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Dé�nition 2.9 L�espace de Lorentz-Minkowski de dimension 3 est un espace métrique E31 = (R3; h; i)

où la métrique h; i est

hu; vi = u1v1 + u2v2 � u3v3; u = (u1; u2; u3); v = (v1; v2; v3)

qui est appelée la métrique lorentzienne de dimension 3. La métrique lorentzienne est une métrique

non-dégénérée d�indice 1. L�espace Euclidien de dimension 3 E31 = (R3; h; ie) est un espace de Lorentz-

Minkowski.

L�espace vectoriel R3 supporte également la métrique euclidienne, qui sera notée h; ie. Nous écrirons

l�espace euclidien à 3 dimensions sous la forme E3 = (R3; h; ie) pour le distinguer de l�espace de Lorentz-

Minkowski.

Dé�nition 2.10 Un vecteur v 2 E31 est dit :

1. vecteur de type espace si hv; vi1 > 0 ou v = 0,

2. vecteur de type temps si hv; vi1 < 0;

3. vecteur de type lumiére si hv; vi1 = 0 et v 6= 0.

Le cône lumière de E31 est l�ensemble de tous les vecteurs lumière de E31

C = f(x; y; z) 2 E31 : x2 + y2 � z2 = 0g � (0; 0; 0)

L�ensemble des vecteurs de type temps est

T = f(x; y; z) 2 E31 : x2 + y2 � z2 < 0g

Les deux composantes T et C sont connexes.

Exemple 2.11 Soit R21 = (R2; g = dx2�dy2) et soit v = (x; y) 2 TpR21 (p 2 R2); alors g(v; v) = x2�y2

(le signe � varié) (voir �gure ci-dessus)
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Exemple 2.12 Soit R31 = (R3; g = dx2 + dy2 � dz2) et soit v = (x; y; z) 2 TpR31 (p 2 R3); alors les

vecteurs tangents de type espace, nul et type temps sont présentés comme suit :

g(v; v) = 0() x2 + y2 � z2 = 0

Fig.10

Dé�nition 2.13 Soit U � R3 un sous-espace vectoriel, on a la métrique induite h; iU telle que

hu; viU =< u; v >; u; v 2 U

On a trois types de métrique sur U :

1. U est de type espace si h; iU est dé�nie positive (Fig.11),

2. U est de type temps si h; iU est d�indice 1 (Fig.12),

3. U est de type lumière si h; iU est dégénérée (Fig.13).

Le caractère causal d�un vecteur ou un sous-espace est la propriété d�être de type espace, type lumiére
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ou type temps.

Fig.11 U de type espace Fig.12 U de type temps Fig.13 U de type lumire

Dé�nition 2.14 Une variété Lorentzienne (M; g) est dite de type temps-orientable s�il existe un

champ de vecteurs X 2 �1(TM) de type-temps, c�est-à-dire :

g(Xx; Xx) < 0; 8x 2M:

Exemple 2.15 La pseudo-sphère Sn1 de R
n+1
1 est une variété Lorentzienne de type temps-orientable.

Dé�nition 2.16 Soient u; v 2 E31 Le produit vectoriel Lorentzienne de u et v est l�unique vecteur

désigné par u� v qui satisfait à

hu� v; wi = det(u; v; w)

Où det(u; v; w) est le déterminant de la matrice obtenue en plaçant sur les colones les coordonnées des

trois vecteurs u; v et w par rapport à Bu. La bilinéarité de la métrique assure l�existence et l�unicité

de ce vecteur u� v. L�expression de u� v en coordonnées par rapport à Bu est

u� v =

���������
i j �k

u1 u2 u2

v1 v2 v3

���������
Par conséquent, si on note u�e v le produit vectoriel euclidien, alors u� v est la projection de u�e v

par rapport au plan d�équation z = 0.

Dé�nition 2.17 Notons que si u et v sont deux vecteurs non dégénérées, alors B = fu; v; u� vg est

une base de E31. Mais contairement à l�espace Euclidien, le caractère causal de u et v détermine si
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la base est ou non orienté positivement. Exactement,si u et v sont de type espace, alors u � v est de

type temps et B est orienté négativement parce que det(u; v; u� v) = hu� v; u� vi < 0. Si u et v ont

un caractère causal di¤érent, alors B est orienté positivement. La norme de u dans E31 est noté par

k u k1=
p
hu; ui1. Les vecteurs u et v sont ortogonaux si hu; vi1 = 0:
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Chapitre 3

Variété de Walker de dimension 3

Soit M une variété pseudo-Riemannienne de signature (p; q). Nous supposons donnée une décom-

position du �bré tangent sous la forme TM = V1 � V2 où V1 et V2 sont des sous-ensembles lisses qui

sont appelés des distributions. Ceci dé�nit deux projections complémentaires �1 et �2 de TM sur V1

et V2. Nous disons que V1 est une distribution parallèle si r�1 = 0, cela signi�e que si X1 est un champ

de vecteurs lisses prenant des valeurs dans V1, alors rX1 prend à nouveau des valeurs dans V1. Si M

est Riemannien, on peut prendre V2 = V ?1 le complément orthogonal de V1 et dans ce cas, V2 est à

nouveau parallèle. Soit V1 une distribution parallèle. Le rang de g restreint à V1 est constant. Nous

disons que V1 est une distribution nulle parallèle si V1 est parallèle et si la métrique restreinte à V1 est

nulle.

Supposons que dim(V1) = 1, de sorte que V1 est un champ de ligne. Supposons également que V1

est parallèle. Si V1 n�est pas nul en un seul point, il n�est pas nul en un autre point et la translation

parallèle donne lieu à un champ de vecteur parallèle qui couvre V1 si M est simplement connexe.

Toutefois, si V1 est null, il n�est pas nécessaire qu�il soit étendu par un champ de vecteur parallèle.

Les variétés de dimension 3 qui admettent des distributions parallèles nulles sont appelées variétés de

Walker tridimensionnelles.

Arthur Geoffrey Walker

Born : 17 July 1909 in Watford, Hertfordshire, England

Died : 31 March 2001 in Chichester, Sussex,England

Dé�nition 3.1 Variétés de Lorentz qui admettent des distributions parallèles nulles sont appelées

variétés de Walker, et dans le cas où les distributions sont étendues par un vecteur nul, elles sont

appelées variétés de Walker strictes. Walker a dérivé des coordonnées adaptées à un champ de plan

parallèle [23]. D�où la métrique d�une variété de Walker tridimensionnelle (M; gf ) avec des coordonnées
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(x; y; z) est exprimé comme

gf = �dy2 + fdz2 + dx
 dz + dz 
 dx

et sa forme matricielle

gf =

0BBB@
0 0 1

0 � 0

1 0 f

1CCCA avec g�1f =

0BBB@
�f 0 1

0 � 0

1 0 0

1CCCA
pour une fonction f(x; y; z), où � = �1 et donc D =



@
@x

�
comme un champ de ligne parallèle dégénéré.

Notez que lorsque � = 1 et � = �1 la variété de Walker admet la signature (2; 1) et (1; 2) respectivement,

et est donc Lorentzien dans les deux cas. Dans notre travail, nous prendrons toujours � = 1.

Remarque 3.2 1. S�il existe un vecteur nul parallèle U = @
@x , les coordonnées ci-dessus sont a¤ectées

de la manière suivante f(x; y; z) = f(y; z).(voir [6])

2. Si f est indépendante de x la variété de Walker est appelée stricte.(voir [21])

3.1 Produit Vectoriel

On a dé�ni le produit vectoriel Lorentzien (voir dé�nition 2:16). Nous allons maintenant dé�nir

le produit vectoriel pour le cas particulierd�une métrique de Walker gf . Soit u; v 2 M , d�après la

dé�nition 2:16 le produit vectoriel u� v de u et v est le vecteur unique dé�ni comme

u� v = (u1v2 � u2v1 � (u2v3 � u3v2)f; u1v3 � u3v1; u2v3 � u3v2)

qui satisfait à
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hu� v; wi = det hu; v; wi =

���������
w1 w2 w3

u1 u2 u3

v1 v2 v3

���������
où w 2 fE1; E2; E3g la base standard de l�espace vectoriel réel E3: Après avoir dé�ni le produit vectoriel

dans (M; gf ), nous pouvons maintenant construire un repère orthonormé sur la variété. Alors, soit

u = (0; 1; 0) et v = (0; 0; 1p
jf j
), alors u� v = (�

p
f; 0; 1p

f
):

Remarquez que j u j=j v j=j u � v j= 1. nous supposons ici que f > 0, et le cas f < 0 peut être

étudié de la même manière. Donc, nous obtenons le repère orthonormal suivant

e1 = �
p
f@x +

1p
f
@z; e2 = @y; e3 =

1p
f
@z;

he1; e2i = 1; he2; e2i = �1; he3; e3i = 1
(3.1)

3.2 Connexion de Levi-Civita

Proposition 3.3 Nous pouvons calculer les symboles de Christo¤el en utilisant la formule de 1.2

�kij =
1

2

mX
l=1

gklf@gjl
@xi

+
@gil
@xj

� @gij
@xl

g

pour calculer les symboles de Christo¤el non nuls possibles d�une métrique de Walker gf comme suit,

�113 = �131 =
1

2
fx;

�123 = �132 =
1

2
fy;

�133 =
1

2
(fz + ffx);

�233 =
1

2
fy;

�333 = �1
2
fx:

Preuve. En utilisant 1.2, nous établissons les symboles de Christo¤el comme suit.

�111 =
1

2

3X
l=1

g1lf@g1l
@x

+
@g1l
@x

� @g11
@xl

g

=
1

2
g11(

@g11
@x

+
@g11
@x

� @g11
@x

) +
1

2
g12(

@g12
@x

+
@g12
@x

� @g11
@y

)� 1
2
g13(

@g13
@x

+
@g13
@x

� @g11
@z

)

= 0:
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�113 =
1

2

3X
l=1

g1lf@g3l
@x

+
@g1l
@z

� @g13
@xl

g

=
1

2
g11(

@g31
@x

+
@g11
@z

� @g13
@x

) +
1

2
g12(

@g32
@x

+
@g12
@z

� @g13
@y

)� 1
2
g13(

@g33
@x

+
@g13
@z

� @g13
@z

)

=
1

2
fx:

Maintenant, comme nous connaissons les symboles Christo¤el, nous pouvons calculer les compo-

sants de la connexion Levi-Civita.

Théorème 3.4 Les composantes non nulles possibles de la connexion Levi-Civita de toute métrique

gf sont :

r@x@z =
1

2
fx@x (3.2)

r@y@z =
1

2
fy@x

r@z@z =
1

2
(ffx + fz)@x +

1

2
fy@y �

1

2
fx@z:

Preuve. Après un calcul simple en utilisant 1.2

r@x@x =
P
k

�k11@k

= �111@x + �
2
11@y + �

3
11@z

= 0:

r@x@z =
P
k

�k13@k

= �113@x + �
2
13@y + �

3
13@z

=
1

2
fx@x:

De même, nous pouvons trouver toutes les composantesr@i@j de la connexion Levi-Civita de gf comme

indiqué ci-dessus.

39



3.3 Courbes géodésiques sur les 3-variétés de Walker

Dans ce qui suit, nous parlerons des courbes géodésiques d�une 3-variété de Walker en mettant

l�accent sur les courbes à composante constante ou linéaire. Rappelons qu�une courbe dans M est dite

de type temps (respectivement type espace, type lumière) à t si 
0(t) est un vecteur de type temps

(respectivement de type espace, de type lumière) pour tous t 2 I.

Exemple 3.5 Soit la courbe la droite 
(t) = p + tv avec p; v 2 R et v 6= 0. Le caractère causal de

cette courbe est identique au caractère causal du vecteur v.

Remarque 3.6 La géométrie Euclidienne n�a pas de courbure et donc une ligne droite est le plus court

chemin entre deux points. Une géodésique est la notion de droite à l�espace courbe, de sorte qu�une

géodésique est (localement) le plus court chemin entre les points de l�espace. Rappelons qu�une courbe


 : I �!M sur une variété semi-Riemannienne M est appelée géodésique si 
"(t) = r
0
0(t) = 0.

Soit 
(t) = (
1(t); 
2(t); 
3(t)) une courbe dé�nie sur U � M: 
 est une géodésique de M si et

seulement si ses fonctions de coordonnées 
k satisfont à

d2
k
dt2

+
P
ij
�kij(
)

d
i
dt

d
j
dt

= 0

pour i; j; k = 1; 2; 3. Il s�ensuit que les équations géodésiques d�une 3-variété de Walker (M; gf ) sont

1:
d2
1
dt2

+ fx
d
1
dt

d
3
dt

+ fy
d
2
dt

d
3
dt

+
1

2
(ffx + fz)(

d
3
dt
)2 = 0;

2:
d2
2
dt2

+
1

2
fy(

d
3
dt
)2 = 0;

3:
d2
3
dt

� 1
2
fx(

d
3
dt
)2 = 0;

4:



0; 
0

�
=

8>>><>>>:
< 0; 
 est de type temps

0; 
 est de type lumière

> 0 
 est de type espace

Pour un f arbitraire.

Corollaire 3.7 Toute ligne droite 
(t) = p + tv avec p; v 2 M et v = (v1; v2; 0) est une géodésique

dans la variété (M; gf ) avec un f arbitraire et son caractère causal est le même que v.
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Preuve. Soit 
(t) = p+ tv et v = (v1; v2; 0):


0 = v = (v1; v2; 0):

Donc 
 a le même caractère causal que v. De plus, 
(t) véri�e les équations géodésiques pour tout f .

Corollaire 3.8 Soit (M; gf ) une variété de Walker. S�il existe une courbe géodésique de la forme


(t) = (
1t; 
2(t); c1t+ c2) dans M où c1 6= 0, alors M est une variété de Walker stricte. De plus, si


2 est également linéaire par rapport à t, alors f = f(z).

Preuve. Soit 
(t) = (
1t; 
2(t); c1t + c2) une géodésique dans M , c1 6= 0. Alors 
 véri�e les

équations géodésiques :

1:
d2
1
dt2

+ c1fx
d
1
dt

+ c1fy
d
2
dt

+
1

2
c21(ffx + fz) = 0;

2:
d2
2
dt2

+
1

2
c21fy = 0;

3: � 1
2
c21fx = 0

Puisque c1 6= 0, de la formule (3) fx = 0. Ainsi, f = f(y; z), c�est-à-dire que M est une variété de

Walker stricte. Pour la seconde partie, soit 
(t) = (
1(t); b1t + b2; c1t + c2). Alors 
0 = (
01(t); b1; c1)

et les équations géodésiques deviennent :

1: c1fxa1 +
1

2
c21(ffx + fz) = 0;

2:
1

2
c21fy = 0;

3: � 1
2
c21fx = 0

Il résulte de 2 et 3 que fx = fy = 0. Donc f = f(z):

Corollaire 3.9 Soit M une 3-variété de Walker stricte, M peut être caractérisé par f = f(y; z). Dans

ce cas, fx = 0 et les courbes géodésique de cette variété satisfont aux équations suivantes :

1:
d2
1
dt2

+ fy
d
2
dt

d
3
dt

+
1

2
fz(

d
3
dt
)2 = 0;

2:
d2
2
dt2

+
1

2
fy(

d
3
dt
)2 = 0;

3:
d2
3
dt

= 0;
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0; 
0

�
=

8>>><>>>:
< 0; 
 est de type temps

0; 
 est de type lumière

> 0 
 est de type espace

cela signi�e que d
3dt est une constante c1 de sorte que toute courbe de la forme 
(t) = (
1(t); 
2(t); c1t+

c2) avec 
1; 
2 satisfont aux équations ci-dessus sont des géodésiques dans M pour tout f(y; z). De

plus si c1 = 0, alors 
 est un ligne droite :


(t) = (a1t+ a2; b1t+ b2; c2)

avec h
0; 
0i = �b21:

La causalité de 
 dépend de b1, c�est-à-dire, si b1 = 0; alors 
 est une géodésique de type lumiére,

et si b1 6= 0; alors 
 est une géodésique de type temps.
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Chapitre 4

Courbes magnétiques de Killing sur les

variétés de Walker

Notre objectif est d�étudier les courbes magnétiques sur les variétés de Walker, a�n de classi�er

les courbes magnétiques de Killing correspondantes. Pour cela, nous nous concentrons sur les variétés

de Walker de dimension 3, notées M3
f , pour l�étude desquelles nous sommes motivés par [3]. Tout

d�abord, nous classons les champs de vecteurs Killing sur ces espaces. Pour l�existence de tels champs

de vecteurs, nous fournissons certaines restrictions de la métrique de Walker. En conséquence, nous

obtenons que le champ de vecteurs @x est Killing sur M3
f , si et seulement si cette variété de Walker

stricte.

4.1 Champ de Killing sur une variété (Pseudo)-Riemannienne

Théorème 4.1 Soit (M; g) une variété Riemannienne, et soit X un champ de vecteurs sur M tel que

que LXg = 0. Alors pour chaque p 2 U , le �ot �t : Up ! �t(Up) engendré par X, satisfait à �0(p) = p

and d
dt(�t(p)) = X(�t(p)), est une famille d�isométrie,( i.e.),

��t g = g

pour tout t où �t est dé�ni (voir [15], page 249).

Le théorème précédent nous mène à la dé�nition suivante, nommée au nom du mathématicien

allemand Wilhelm Killing.
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Dé�nition 4.2 Soit (M; g) une variété Riemannienne. Un champ de vecteurs de Killing est un champ

de vecteurs X qui satisfait à la condition

LXg = 0

Nous illustrons maintenant la condition du champ de vecteurs Killing en coordonnées locales, en

l�exprimant sous la forme d�un système d�équations aux dérivées partielles linéaires de premier ordre.

Proposition 4.3 Soit (x1; :::; xn) un système de coordonnées sur un domaine U et f(@i)p =
@

@xi
jpg la

base correspondante de Tp(Rn). Soit g une métrique Riemanniene de composantes [gij ]: Alors X = Xi@i

est un champs de vecteur de Killing si et seulement si les composentes Xi satisfont aux
n(n+1)
2 équations

aux derivées partielles

nX
k=1

(Xk @gij
@xk

+ gjk
@Xk

@xi
+ gik

@Xk

@xj
) = 0; i; j = 1; :::; n; i � j:

Exemple 4.4 Soit g0 la métrique Euclidienne standard sur R2 avec les coordonnées (x; y). Soit X =

X1 @
@x +X

2 @
@y un champ de vecteur sur R

2. Notre objectif est de décrire d�abord les champs de vecteurs

de Killing dans le contexte Euclidien sur R2, et ensuite de les intégrer pour obtenir des isométries

Euclidiennes (locales). De la dernière proposition, après les calculs appropriés, on trouve

@X1

@x
= 0;

@X1

@y
+
@X2

@x
= 0;

@X2

@y
= 0:

Par (1) et (3), on voit X1 = X1(y) et X2 = X2(x). Equation (2) implique que

@X1
@y

=
@X2
@x

= a

où a une certaine constante, et donc les champs de vecteurs Euclidean de Killing doivent avoir la

forme

X(x; y) = (ay + b)
@

@x
+ (�ax+ c) @

@y
;

pour certaines constantes a, b, c.

Le fait que les champs de vecteurs de Killing Euclidienne aient une forme aussi simple leur permet

d�être intégrés a�n d�obtenir des isométries.Le �ut �t donné par �t(x; y) = (x(t); y(t)) généré par un

champ de vecteurs de Kiling Euclidienne doit satisfaire au système d�équations di¤érentielles ordinaires
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du premier ordre � �
x = ay + b
�
y = �ax+ c

la solution générale est �
x(t) = c1 cos(at) + c2 sin(at) +

c
a ;

y(t) = c2 cos(at)� c1 sin(at)� b
a

où c1 et c2 sont des constantes dépendantes (di¤erentiablement) de la condition initiale (x(0); y(0)) =

(x0; y0).

Cela montre que les isométries locales issues des intégrales des champs de vecteurs de Killing eucli-

dienne sont en fait dé�nies de manière globale et peuvent être exprimées sous la forme de compositions

de rotations et de translations (voir [15]).

Remarque 4.5 Dans le plan euclidien, les champs de vecteurs de Killing correspondent à des trans-

lations et des rotations et les géodésiques sont des lignes. Nous trouvons qu�aux points d�intersection

entre une ligne �xe et des cercles variables centrés à l�origine, le produit scalaire entre leurs vecteurs

tangents est constant (ne dépend pas du cercle) (voir Fig.14).

Fig.14

Exemple 4.6 Dans l�espace euclidienne de dimension 3 R3(x; y; z), il y a six champs de Killing li-

néairement indépendants sur le champ des nombres réels :

X1 =
@

@x
; X2 =

@

@y
; X3 =

@

@z
; X4 = �y

@

@z
+ z

@

@y
; X5 = �z

@

@x
+ x

@

@z
; X6 = �x

@

@y
+ y

@

@x
:

Les groupes de transformations générés par les champs de vecteurs X1, X2, X3 sont des groupes de

translations dans la direction des axes Ox, Oy et Oz, respectivement, et les groupes de transformations

générés par les trois derniers champs de vecteurs sont des rotations autour des axes du Ox, Oy et Oz

en conséquence. Les trois derniers champs sont aussi des champs de Killing sur la sphère S2.(voir [19])
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Proposition 4.7 Un champ de vecteurs X est un champ de Killing si et seulement si rX est anti-

symétrique, i.e. pour tout point P et tous vecteurs tangents v et w en P ,

hrvX;wi+ hv;rwXi = 0

Preuve. Notons �t le �ot de X. Il est dé�ni au moins localement en espace est en temps. Par

dé�ntion,
d

dt
��t gjt=0 = LXg

est la dérivée de Lie de la métrique g par rapport au champ X. Si X est un champ de Killing, alors

��t g = g pour tout t, donc LXg = 0. Réciproquement, supposons que LXg = 0. La dérivée en un temps

t quelconque de la courbe de métriques s �! ��sg est

@

@x
��t+sgjx=0 =

@

@x
��t�

�
xgjx=0

= ��t
@

@x
��xgjx=0

= ��tLXg

= 0:

donc ��t g = 0 pour tout t, donc X est un champ de Killing. Il reste à relier dérivée de Lie et dérivée

covariante. Comme la dérivée covariante, la dérivée de Lie commute avec les opérations naturelles sur

les tenseurs. Par conséquent, pour tous champs de vecteurs X;V et W;

X hV;W i = LXg(V;W ) + hLXV;W i+ hV;LXW i

= LXg(V;W ) + h[X;V ] ;W i+ hV; [X;W ]i

Par dé�nition de la connexion de Levi-civita,

X hV;W i = hrXV;W i+ hV;rXW i

En soustrayant, il vient

LXg(V;W ) = hrVX;W i+ hV;rWXi
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4.2 Courbes magnétiques sur une variété (Pseudo)-Riemannienne

Soit (M; g) une variété pseudo-Riemannienne et sa connexion de Lévi-Civita. Un champ magnétique

sur (M; g) est une 2-forme fermée F sur M . La force de Lorentz � correspondant à F , est un champ

de tenseur de type (1; 1) antisymétrique déterminé uniquement par g(�(X); Y ) = F (X;Y ), pour tout

champ de vecteurs X; Y surM . Une courbe lisse surM est appelée courbe magnétique, ou trajectoire

pour le champ magnétique F s�il s�agit d�une solution de l�équation de Lorentz r
0
0 = �(
0).

En tant que telles, elles constituent une généralisation naturelle des géodésiques de M, qui véri�ent

l�équation de Lorentz en l�absence de tout champ magnétique. En particulier, le cas tridimensionnel a

été étudié, car il présente des comportements particuliers (voir [5] et [8]).

Dé�nition 4.8 Un champ mangnétique sur une variété pseudo-Riemannienne (M; g) est dé�ni comme

une 2-forme fermée F sur M; liés, a un champ de tenseur � de type (1; 1) antisymétrique, appelé force

de Lorentz de F , par :

g(�(X); Y ) = F (X;Y ); 8X;Y 2 X(M): (4.1)

Le champ pententiel sur la variété M est une 1-forme A 2 �1(M), tel que le champ magnétique est

F = dA 2 �2(M).

La trajéctoire mangétique de F (ou la courbe magnétique associe à F ) est une courbe lisse 
 sur M ,

satisfaisant l�équation de Lorentz (appelé aussi Newton, ou équation de Landau-Hall) :

r
0
0 = q(t)�(
0)

où r est la connexion de Levi-Civita de g, et q est la charge de la particule.

Remarque 4.9 Ces dé�nitions nous amènent aux conséquences suivantes :

1. Pour le champ magnétique trivial F = 0() � = 0, l�équation de Landau Hall pour les courbes

magnétiques est r
0
0 = 0, ce qui signi�e que les courbes magnétiques deviennent des géodésiques de

(M; g). Par conséquent, sur toute variété Riemannienne (M; g) par l�absence de champs électriques et
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magnétiques, les particules se déplacent le long des géodésiques.

2. Les courbes magnétiques satisfont à la loi de conservation suivante : les particules évoluent à vitesse

constante, et donc à énergie constante le long des trajectoires magnétiques. En fait, à partir de 4.1

nous avons g(�(X); Y ) = �g(X;�(Y )); puis

d

dt
g(
0; 
0) = r
0g(
0; 
0) = g(r
0
0; 
0) + g(
0;r
0
0) = 2g(�(
0); 
0) = 0:

En raison de l�antisymétrie de la force de Lorentz, les trajectoires magnétiques ont une vitesse constante

�(t) =k 
�k. Lorsque la courbe magnétique 
(t) est paramétrée par la longueur d�arc (�0 = 1), 
 est

appelée courbe magnétique normale.

4.2.1 Champs magnétiques sur (M3; g)

Sur une variété pseudo-Riemannienne de dimension 3 orientée (M; g), la force de Lorentz est

fournie via le produit vectoriel, et les champs magnétiques correspondent un à un champ de vecteurs

sans divergence. Les champs de vecteurs de Killing sont sans divergence. On peut dé�nir une classe

spéciale de champs magnétiques appelée champs magnétiques Killing.

sur chaque 3-variété Riemannienne orientée (M; g), l�espace des 2-formes di¤érentielles �2(M3) est

identi�é à l�espace X(M3) de tous les champs de vecteurs di¤érentiable via l�opérateur star de Hodge

et la forme volume dvg.

Lemme 4.10 Soit (M; g) une variété Riemannienne. Si X 2 X(M), alors X[ est dé�ni comme étant

la forme unique donnée par

X[(Y ) = g(X;Y )

pour tous Y 2 X(M). L�application de X vers X[ est un isomorphisme entre X(M) et X�(M). De

plus, cet isomorphisme est linéare sur les fonctions. En particulier, pour un 1-forme �, il y a donc un

unique X 2 X(M) telle que X[ = �. Le champ de vecteur X est noté �] (voir [21]).

En e¤et, soit (M3; g) une variété Riemannienne orientée 3D avec dvg une forme volume et considé-

rons F 2 �2(M3) une 2-formes di¤érentielle. L�opérateur star de Hodge � agit sur F pour produire une

1-forme ! = �F 2 �1(M3), en appliquant le lemme précedent sur la g-equivalent (dual) d�un champ

de vecteur et une 1-�orme on a bien U = (�F )] 2 X(M3). Nous avons donc F  U . Inversement

U  F fonctionne de la même manière : étant donné un champ de vecteur U 2 X(M3), considérons sa

1-forme g-equivalent ! = U [. Appliquons l�opérateur star Hodge pour obtenir �!, qui est une 2-forme

dans une variété 3D. Maintenant, d�après le lemme ci-dessus, le produit intérieure iU (qui est dé�ni

au moyen de (iUdvg)(X;Y ) = dvg(U;X; Y )) nous permettent de l�écrire comme �(U [) = iUdvg = F .
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Lemme 4.11 Si M est une variété pseudo Riemannienne orientée munie d�une forme volume d�g,

alors iXd�g = �(X[) pour tous X 2 X(M) (voir [13], page 413):

Lemme 4.12 Si d�g est une forme volume sur M alors LX(d�g) = (divX)d�g (voir [20],page 195):

(a) Les champs magnétiques désignent des champs vectoriels sans divergence. On sait que la dérivée

de Lie et la forme volume véri�e que

LV dvg = d(iV dvg) = div(V )dvg

(voir [11], page 281), et ainsi, la forme �V b = iV dvg est fermée si et si div V = 0, c�est-à-dire que

l�élément de volume est invariant par les �ot locaux de V . Cela nous permettra de considérer les

champs magnétiques de dimension 3 comme des champs vectoriels sans divergence.

En conséquence de la bijectivité entre les champs de vecteurs U sans divergence et les champs

magnétiques FU = iUdvg sur les variétés Riemanniennes 3D, nous considérons le champ magnétique

comme étant FU .

(b) On peut dé�nir le produit vectoriel X ^ Y de deux champs de vecteurs X;Y 2 X(M3) quel-

conques dans une variété Riemannienne orientée de dimension 3, comme suit :

g(X ^ Y; Z) = dvg(X;Y; Z):

Théorème 4.13 L�equation Landau-Hall de (M3; g) est

r
0
0 = U ^ 
0:

Preuve. La force de Lorentz � associée au champ magnétique, FU = iUdvg satisfait

g(�(X); Y ) = FU (X;Y ) = (iUdvg)(X;Y ) = dvg(U;X; Y ) = g(U ^X;Y );

donc nous avons

�(
0) = U ^ 
0;

pour tout X 2 X(M3); et par conséquent, l�équation de la force de Lorentz, qui fournit le champ

magnétique, peut être écrit comme

r
0
0 = �(
0) = V ^ 
0:
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4.2.2 Champs magnétiques de Killing sur (M3; g)

Les champs de vecteurs de Killing sur une variété Riemannienne (Mn; g) sont ceux générant des

�ot locaux isométriques. On sait que V 2 X(Mn) est de Killing si et seulement si LV g = 0 ou, de

manière équivalente, rV (p) = 0 est un opérateur antiymétrique dans TpMn, en chaque point p 2Mn.

Mais nous avons aussi

div(V ) =
X

g(reiV; ei) = 0;

c�est-à-dire que tout champ de vecteurs de Killing est sans divergence.

En particulier, si n = 3, chaque champ vectoriel de Killing dé�nit un champ magnétique qui sera

appelé champ magnétique de Killing. Par conséquent, la classe des champs magnétiques de Killing

constitue une importante famille de champs magnétiques dont l�étude est l�un des principaux objectifs

de ce travail.

Outre la loi de conservation qui a¢ rme que la vitesse de toute trajectoire magnétique est constante,

il convient de souligner que les trajectoires magnétiques en dimension 3 des champs magnétiques de

Killing possèdent une autre loi de conservation supplémentaire. Encore plus, un champ magnétique

dans une variété Riemannienne est de Killing si et seulement si, pour une courbe magnétique 
, le

produit g(V; 
0) est un constant le long 
:

En e¤et, si V est de Killing et 
 est une trajectoire magnétique de V , alors

d

dt
g(V; 
0) = g(r
0V; 
0) + g(V;r
0
0) = g(r
0V; 
0) + g(V; V ^ 
0) = 0:

Inversement, pour p 2M et v 2 TpM , soit une trajectoire magnétique d�un champ magnétique V

telle que 
(0) = p; 
0(0) = v: Nous avons

0 =
d

dt
g(V; 
0) = g(r
0V; 
0) + g(V; V ^ 
0) = g(r
0V; 
0):

Par conséquent, g(rvV; v) = 0; c�est à dire que V est de Killing.
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4.2.3 Courbe magnétique de Killing sur (E3; h; i)

Dans l�exemple (4.6), sur l�espace Euclidien de dimension 3 E3(x; y; z), il y a six champs de vecteurs

Killing linéairement indépendants sur le champ des nombres réels :

X1 =
@

@x
; X2 =

@

@y
; X3 =

@

@z
; X4 = �y

@

@z
+ z

@

@y
; X5 = �z

@

@x
+ x

@

@z
; X6 = �x

@

@y
+ y

@

@x
:

Ici, x; y; z désignent les coordonnées globales sur E3 et R3 = spanf@x; @y; @zg est considéré comme

un espace vectoriel. L�exemple le plus simple consiste à considérer le champ de vecteurs Killing @z. (Des

discussions similaires peuvent être faites pour @x et @y, respectivement.) Ses trajectoires magnétiques

sont des hélices avec l�axe @z, à savoir : (x0 + cos t; y0 + sin t; z0 + bt) (voir [13]).

4.3 Champ de Killing sur les 3-variétés de Walker

Dans cette section, nous trouvons les conditions d�existence des champs de vecteurs Killing sur une

3-variété de Walker et ainsi que leur expression générale.

Proposition 4.14 Si V = V 1@x + V 2@y + V 3@z est un champ de vecteur de Killing sur M3
f alors il

existe certaines fonctions a;A; : : : ; d;D, telles que l�un des cas suivants se produit :

Cas 1 :

(i) V 1 = [�a�(z)y � c�(z)]x+A(z)y3 +B(z)y2 + C(z)y +D(z)

(ii) V 2 = a(z)x+ b(z); (iii) V 3 = �a(z)y + c(z); et (4.2)

f(x; y; z) = [2a0(z)x+ b0(z)3A(z)y2 + 2B(z)y + C(z)]=a(z) (4.3)

où a(z) 6= 0:

Cas 2 : Il existe une fonction lisse F telle que f satisfait à l�équation implicite F (U1; U2; U3) = 0, où

Ui(x; y; z; f(x; y; z)); i = 1; 3; sont les premières intégrales de

dx

V 1
=
dy

V 2
=
dz

V 3
=

df

�2(f@zV 3 + @zV 1)
;

avec

(i) V 1 = �c0(z)x� b0(z)y + d(z);

(ii) V 2 = b(z);

(iii) V 3 = c(z):
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Preuve. Pour que V soit de Killing, La condition LV gf = 0 est équivalente au système (K1)-(K6)

tel que

(K1) V 3 ne dépendant pas de x; i.e. V 3 = V 3(y; z);

(K2) V 2 ne dépendant pas de y; i.e. V 2 = V 2(x; z);

(K3) @xV
1 + @zV

3 = 0;

(K4) @yV
3 � @xV 2 = 0;

(K5) @yV
1 + f@yV

3 � @zV 2 = 0;

(K6) V f + 2@zV
1 + 2f@zV

3 = 0:

De (K1) et (K3) nous obtenons

V 1 = �@V
3

@z
x+ u(y; z); (4.4)

Et de même, à partir de (K1),(K2),(K4), il s�ensuit que la fonction V 2 (resp. V 3) est linéaire en x

(resp. y), c�est-à-dire que 4.2 (ii) et (iii) sont véri�ées, où u (y; z), a (z), b (z), c (z) sont des fonctions

lisses. Donc 4.4 devient :

V 1 = [�a0(z)y � c0(z)]x+ u(y; z)

On remplaçant (K4) dans (K5) on obtient :

@yV
1 � f@xV 2 � @zV 2 = 0

ce qui équivaut à

�a0(z)x+ @u(y; z)

@y
� fa(z)� [a0(z)x+ b0(z)] = 0 (4.5)

Cas 1 : si a (z) 6= 0; alors

f (x; y; z) = [2a0(z)x+ b0(z)� @u(y; z)

@y
]=a(z)

Puisque le membre gauche de (K6) devient linéaire en x, il s�ensuit que le coé¢ cient de x doit être

identique à zéro et que
@2u(y; z)

@y2
se révèle être un polynôme de degré 1 en y, ayant comme coe¢ cients

certaines fonctions lisses de z. Donc, u (y; z) est un polynôme de degré 3 en y, avec quelques fonctions

lisses de z comme coe¢ cient.

Cas2 : a (z) = 0, alors 4.5 implique

u(y; z) = �b0(z)y + d(z);
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pour une fonction lisse d(z):

Donc V 1; V 2; V 3 satisfont respectivement le deuxième cas (i)-(ii). Si nous les remplaçons dans (K6) et

exprimons la solution générale de cette équation aux dérivées partielles quasi-linéaires, nous complétons

la preuve.

Inversement, par un calcul direct, on obtient ce qui suit :

Proposition 4.15 Nous cosidérons un champ de vecteur V = V 1@x + V
2@y + V

3@z Sur M3
f .

(i) Soit V satisfait 4.2 (avec la fonction arbitraire a 6= 0; b; c; d; A;B;C;D) et supposant que f , exprimé

par 4.3, peut être écrit implicitement comme :

F (U1(x; y; z; f(x; y; z)); U2(x; y; z; f(x; y; z)); U3(x; y; z; f(x; y; z))) = 0;

où F est une fonction arbitraire et Ui; i = 1; 3 sont les première intégrales du système :

dx

V 1
=
dy

V 2
=
dz

V 3
=

df

�2(f@zV 3 + @zV 1)
;

Alors V est killing.

(ii) Si V satisfait le deuxième cas de la proposition (4.14) (où b; c; d sont des fonctions lisses arbitraire),

alors V est de Killing.

Comme conséquence des assertion ci-dessus, les deux résultats suivants sont les suivants :

Corollaire 4.16 Sur une variété de Walker M3
f , les champs de vecteurs @x (resp. @y; @z) sont les

champs de vecteurs de Killing si et seulement si la fonction f est indépendante de x (resp. de y; z).

Preuve. D�aprés la preuve de la proposition (4.14), le champ de vecteur V = V 1@x+V
2@y+V

3@z

est de Killing surM3
f donc il véri�t les conditions (K1)� (K6) l�orsque V est @x (resp. @y ou @z), alors

(K1)� (K5) sont véri�ont, et (K6) se réduite à fx = 0 (resp. à fy = 0 ou fz = 0), d�où la conclusion.

Corollaire 4.17 Le champ de vecteur @x est un champ de vecteur de Killing sur la variété de Walker

M3
f si et seulement si la variété de Walker est stricte.

Preuve. D�aprés la dé�nition 3.1, la variété de Walker M3
f est stricte, à condition que @x (qui

génère la distribution de type lumière) est parallèle:En prenant compte de la relation 3.2 pour la

connexion Lévi-Civita, il s�ensuit que le parallélisme de @x est exprimé comme étant fx = 0: On utilise

la remarque 3.2, la dernière relation est équivalente au fait que @x est de Killing, d�où la preuve du

corollaire.
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4.3.1 Courbes magnétiques de Killing sur les 3-variétés de Walker

Certaines notions du contexte tridimensionnel de Minkowski seront étendues au cas Lorentzien

tridimensionnel, à savoir une variété de Walker M3
f . Sur M

3
f , un champ de vecteur de Killing V

engendre une 2-forme FV , dé�ni comme suit :

FV = iV dvgf (4.6)

appelé le champ magnétique de Killing, correspondant à V , où i désigne le produit intérieur.

La force de Lorentz � du champ magnétique de Killing FV satisfait à 3.2, qui devient maintenant :

g(�(X); Y ) = FV (X;Y ); (4.7)

pour tout champ de vecteurs X;Y sur M3
f .

D�autre part, sur M3
f , on peut également dé�nir le produit vectoriel de deux champs de vecteurs

X;Y , par la relation

g(X ^ Y; Z) = dvgf (X;Y; Z) (4.8)

pour tout champ de vecteurs Z surM3
f , où dvgf désigne une forme volume surM

3
f . Les relations 4.6-4.8

conduisent à l�expression de la force de Lorentz de FV :

�(X) = V ^X; (4.9)

pour tout champ de vecteurs X sur M3
f .

Considérons une courbe lisse 
 : I �! M3
f , 
(s) = (x(s); y(s); z(s)), paramétrée par sa longueur

d�arc, c�est-à-dire.

gf (
�

(s);

�

(s)) = (dy2 + fdz2 + dx
 dz + dz 
 dx)(( �
(s); �
(s)) (4.10)

donc

�
�
x
2

f
+

�
y
2
+ (
p
f
�
z +

�
xp
f
)2 = �

ou c�est équivalent à,
�
y
2
+ 2

�
x
�
z + f

�
z
2
= � (4.11)

où � est égal à 1 ou �1, selon que la courbe est de type espace ou de type temps.

En utilisant la notation faite ci-dessus de la dé�nition 4.5, on dit qu�une courbe 
(s) sur M3
f ,
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paramétrée par sa longueur d�arc, est une trajectoire magnétique normale du champ magnétique de

Killing FV (ou une courbe magnétique normale associée au champ vecteur de Killing V ) si elle véri�e

l�équation de Lorentz correspondante :

r
0
0 = qV ^ 
0; (4.12)

où la force q est une constante.

Si nous �xons les données initiales 
(0) = (x0; y0; z0) et
�

(0) = (u0; v0; w0), alors la condition de

paramétrage de la longueur d�arc 4.11 conduit à :

v20 + 2u0w0 + f0w
2
0 = �;

où f0 = f(0; 0; 0):

Lemme 4.18 Sur une variété de Walker M3
f , la dérivée covariante d�un champ de vecteur unitaire

de type espace ou de type temp unitaire le long d�un champ de vecteurs X sur M3
f peut être exprimé

par

rX� = �(X � gf (X; �)�) + Y; (4.13)

pour une certaine fonction � 2 F(M3
f ) et Y 2 (SpanfX; �g)?, où le signe � est choisi en fonction du

fait que � soit de type espace ou de type temps.

Preuve. Cas 1 Si X n�est pas colinéaire avec �, alors il existe Y orthogonal à SpanfX; �g et

certaines fonctions �, �, telles que

rX� = �X + �� + Y:

Puisque � est un champ de vecteur unitaire, alors la relation suivante contient le signe + ou �, selon

que � soit de type espace ou de type temp :

0 = gf (rX�; �) = �gf (X; �)� �;

à partir de laquelle on obtient 4.13.

Cas 2 Si X est colinéaire avec � (c�est-à-dire que X = ��, pour une fonction lisse �), alors

rX� = �r��;

et donc 4.13 est satisfaite pour � = 0 et Y = �r��, ce qui complète la preuve.
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Ensuite, portez le lemme ci-dessus pour obtenir une classe de géodésiques de type lumière.

Théorème 4.19 Soit M3
f être une variété de Walker, dotée d�un champ de vecteur unitaire de type

espace �. S�il existe une courbe de type lumière 
 normale à �, alors 
 est une géodésique, à une

paramétrisation prés.

Preuve. Si 
 est une courbe intégrale de type lumière de �?, alors il existe de ([2], page 52) des

champs de vecteurs locaux U , V le long de 
, tels que

gf (

0; 
0) = gf (U;U) = 0; gf (


0; U) = gf (V; V ) = 1; (4.14)

gf (

0; V ) = gf (U; V ) = 0:

et toujours d�après ([2], page 55)

r
0
0 = '
0 +
�
'V; (4.15)

pour certaines fonctions ';
�
':

De r
0gf (�; 
0) = 0 le long de 
, on obtient de 4.13 et 4.15,

�
'gf (�; V ) = 0:

Si nous supposons que
�
' 6= 0, nous avons g(�; V ) = 0.

Alors 4.14 donne la décomposition suivante de � le long de 
; par rapport au repère de Frenet f
0; V; Ug :

� =  
0 +
�
 U;

pour certaines fonctions  ;
�
 . A partir de 4.14 on obtient

1 = gf (�; �) = 2
�
  et 0 = gf (


0; �) =
�
 :

Cette contradiction montre que
�
' = 0, et de 4.15 on obtient r
0
0 = '
0, qui complète la preuve.

Contrairement au théorème ci-dessus, où la courbe est de type lumière, nous traitons maintenant

le cas d�une courbe de type espace ou de type temps.

Proposition 4.20 Soit M3
f une variété de Walker munie d�un champ de vecteurs de Killing unitaire

V (de type espace ou de type temps). Alors toute courbe intégrale de type espace ou de type temps 
(s)

de V ? est une trajectoire magnétique normale associée à V .
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Preuve. Soit 
(s) une courbe paramétrée par la longueur d�arc de type espace ou de type temps,

tangente à V ?. Puisque f �
; V; V ^ �

g est un repère orthonormé, alors r �




�

 peut être exprimé par

r �



�

 = qV ^ �


 + rV; (4.16)

pour certaines fonctions lisses q et r:

A partir de la condition de Killing LV gf = 0, 4.16 et le fait que gf (
�

; V ) = 0, le champ de vecteur

unitaire V satisfait

0 = gf (r �


V;

�

) = �g(r �




�

; V ) = �rgf (V; V );

ce qui donne r = 0.

Donc 4.16 devient 4.12 et ainsi la proposition est prouvée.

Lorsque le champ de vecteurs de Killing V est @x, l�équation de Lorentz 4.12 devient alors

r �



�

 = q@x ^

�

: (4.17)

Lemme 4.21 Sur une variété stricte de Walker M3
f , une courbe 
(s) de type espace ou de type temps

est une trajectoire magnétique normale associée au champ de vecteurs de Killing @x, si et seulement

si elle répond au système suivant :

8>>><>>>:
��
x+ (w0fy + q)

�
y +

w20
2 fz = 0;

��
y � w20

2 fy � qw0 = 0;

z = w0s+ z0;

où fy et fz désignent les dérivées partielles de la fonction f(y; z), et q est la charge de la particule.

Preuve. Toute courbe de type espace ou de type temps 
 : I �! M3
f , 
(s) = (x(s); y(s); z(s)), a

le vecteur vitesse
�

 =

�
x@x +

�
y@y +

�
z@z:

Alors, en utilisant 3.2, nous obtenons l�expression suivante pour la dérivée covariante de 
 le long de

la courbe :

r �



�

 = [

��
x+

�
x
�
zfx +

�
y
�
zfy +

1

2

�
z
2
(ffx + fz)]@x + (

��
y � 1

2

�
z
2
fy)@y + (

��
z � 1

2

�
z
2
fx)@z;
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qui peut être réécrit en raison de 3.1, par rapport à la base orthonormale fe1; e2; e3g, sous la forme :

r �



�

 = � 1p

f
[
��
x+

�
x
�
zfx+

�
y
�
zfy+

1

2

�
z
2
(ffx+fz)]e1+(

��
y�1
2

�
z
2
fy)e2+f

1p
f
[
��
x+

�
x
�
zfx+

�
y
�
zfy+

1

2

�
z
2
(ffx+fz)]+

p
f(
��
z�1
2

�
z
2
fx)ge3:

Puisque la variété de Walker M3
f est stricte, l�expression ci-dessus devient plus simple :

r �



�

 = � 1p

f
[
��
x+

�
y
�
zfy +

1

2

�
z
2
fz]e1 + (

��
y � 1

2

�
z
2
fy)e2 + [

1p
f
[
��
x+

�
y
�
zfy +

1

2

�
z
2
fz] +

p
f
��
z]e3

D�autre part, en utilisant 4.9, nous obtenons que la force de Lorentz �(
) associée au champ magnétique

de Killing correspondant à @x = 1p
f
(e3 � e1) a la forme

q@x ^
�

 = q

 �
yp
f
e1 +

�
ze2 �

�
yp
f
e3

!
:

Ensuite, l�équation de Lorenz 4.17 donne le système di¤érentiel indiqué dans le lemme.

En conclusion de toutes les études ci-dessus, pour certaines fonctions explicites f , nous obtenons

les expressions des courbes magnétiques associées au champ de vecteur de Killing @x sur M3
f , comme

suit :

Théorème 4.22 Sur une variété de Walker stricte M3
f , avec fy = k 2 R, soit 
(s) une courbe de

type espace ou type temps, et soit q la charge d�une particule se déplaçant sous l�action du champ

magnétique de Killing F@x. Alors 
(s) est une trajectoire magnétique normale de F@x, si et seulement

si elle a pour expression :

8>>>><>>>>:
x = �(q + kw0)

h
(
kw20
2 + qw0)

s3

6 + v0
s2

2 + y0s
i
+ x0 � w20

2

sR
0

�
vR
0

fz(z(t))dt

�
dv

y = (
kw20
2 + qw0)

s2

2 + v0s+ y0

z = w0s+ z0
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