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Introduction

L’optimisation est une branche des mathématiques cherchant & modéliser, & analy-
ser et a résoudre analytiquement ou numériquement les problemes qui consistent &

minimiser ou maximiser une fonction sur un ensemble.

L’optimisation joue un role important en recherche opérationnelle (domaine a la fron-
tiere entre I'informatique, les mathématiques et 1’économie), dans les mathématiques
appliquées (fondamentales pour 'industrie et 1'ingénierie), en analyse et en analyse
numérique, en statistique pour 'estimation du maximum de vraisemblance d’une dis-
tribution, pour la recherche de stratégies dans le cadre de la théorie des jeux, ou

encore en théorie du controle et de la commande.

Les premiers problémes d’optimisation auraient été formulés par Euclide, au I11e
siecle avant notre ére, dans son ouvrage historique éléments. Trois cent ans plus tard,
Héron d’Alexandrie dans Catoptrica énonce le principe du plus court chemin dans le

contexte de 'optique.

Au XV IlIe siécle, 'apparition du calcul déffirentiel entraine I'invention de techniques
d’optimisation, ou du moins en fait ressentir la nécessité. Newton met au point une
méthode itérative permettant de trouver les extrémums locaux d’une fonction en
faisant intervenir la notion de dérivée, issue de ses travaux avec Leibniz. Cette nouvelle
notion permet de grandes avancées dans ’optimisation de fonctions car le probléme

est ramené a la recherche des racines de la dérivée.

Durant le XV II]e siécle, les travaux des mathématiciens Euler et Lagrange ménent
au calcul des variations, une branche de I’analyse fonctionnelle regroupant plusieurs
méthodes d’optimisation. Ce dernier invente une technique d’optimisation sous contraintes :

Les multiplicateurs de Lagrange.
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Le XIXe siecle est marqué par l'intérét croissant des économistes pour les mathéma-
tiques. Ceux-ci mettent en place des modeéles économiques qu’il convient d’optimiser,
ce qui accélére le développement des mathématiques. Depuis cette peériode, 1'opti-
misation est devenue un pilier des mathématiques appliquées et le foisonnement des
techniques est tel qu’il ne saurait étre résumé en quelques lignes.
Historiquement, le premier terme introduit fut celui de programmation linéaire, in-
venté par George Dantzig vers 1947.
Le terme programmation dans ce contexte ne référe pas a la programmation informa-
tique (bien que les ordinateurs soient largement utilisés de nos jours pour résoudre
des programmes mathématiques). Il vient de I'usage du mot programme par les forces
armées américaines pour établir des horaires de formation et des choix logistiques,
que Dantzig étudiait a I’époque.
Dans ce mémoire on va introduire des outils mathématiques pour résoudre un pro-
bléeme d’optimisation dont la forme abstraite générale est la suivante :
Soit V' un espace vectoriel, {2 C V' et une application J : V' — R, on veut résoudre le
probléme

(P) J(u*) = inf J(u)

u€es
On dit que (P) est un probléme d’optimisation ou probléme de minimisation de la
fonction J sans contrainte.
La fonction J est appelée fonction coit, fonction objectif ou fonction économique.
En remplacsans J par —J on transforme un probléeme de maximisation en probléme

de minimisation.

Définition 0.0.1. Un point u* est un minimum local de J sur §2 s’il existe un voisi-
nage V de u* tel que J(u*) < J(u) pour tout u € QNV.

Un point u* est un minimum local strict de J sur ) s’il existe un voisinage V de u*
tel que J(u*) < J(u) pour tout u € QNV, u # u*.

Définition 0.0.2. Une suite (up)nen de points de ) est une suite minimisante si
lim J(u,) = in}f{J(u). Une telle suite existe toujours, par définition de inf, par
ue

n—-+o0o
contre on ne sait rien au sujet de sa convergence éventuelle.

Pour résoudre le probléme (P), il faut se poser les questions suivantes :
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e Est-ce que Jg}f( J(u) existe 7 c.a.d. est-ce que J est bornée inférieurement ?

e Est-ce que l'infimum est atteint dans 2 7 c.a.d. est-ce qu’il existe u* € () vérifiant
J(u*) = minyep J(u)?

e Est-ce que u* est unique 7 Sinon, quelle est la taille de I’ensemble des solutions ?
e Est-ce que 1’on peut caractériser u* 7 c.a.d. peut-on trouver des conditions néces-
saires pour caractériser un minimum : (si u vériffie (P), alors u vériffie la propriété
N(u)) et / ou trouver des conditions suffisantes pour étre un point optimal :

(si u veriffie la propriété S(u), alors u vériffie (P)).

e Trouver un algorithme d’optimisation pour déterminer la, resp. les, solutions de
(P).

Pour répondre a ces questions on est en particulier amené a étudier

-la structure de V' : espace vectoriel, muni d’une norme, d’un produit scalaire, de
dimension finie ou infinie

- les propriétés de 2 C V' : fermé, borné, convexe, . . .

- les propriétés de J : V' — R : continuité, différentiabilité, convexité, . . .

Dans ce memoire on va donner des éléments de réponse a ces questions.

Apres avoir rappelé (théoréme(1.3.2)) la condition nécessaire d’extremum relatif, ap-

pelée équation d’Euler,

VJ(u) =0

pour une fonction J définie sur un ensemble ouvert, on examine comment cette condi-
tion doit étre modifiée lorsqu’on considére des fonctions définies sur des ensembles
non ouverts particuliers. De fagon plus précise, on s’intéresse au probléme suivant :
trouver des conditions nécessaires, et des conditions suffisantes, pour qu’un point soit
un extremum relatif d’'une fonction J définie sur ’espace tout entierun.

On montre ensuite comment la prise en compte des dérivées secondes permet, d’une
part, de donner une deuxiéme condition nécessaire d’extremum et, d’autre part, de
donner des conditions suffisantes, dans le cas de fonctions J définies sur un ouvert
) d’un espace vectoriel norme V' : si un point v de €2 est un minimum relatif, alors
(théoreme(1.3.3))

V2J(u)(w,w) > 0 pour tout w € V
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Inversement, s’il existe un « tel que
a>0, V2J(u)(w,w)>alw|” pour tout w €V,
ou bien s’il existe un voisinage B de u tel que
V2J(v)(w,w) > 0 pour tout v € B,w €V,

alors le point u est un minimum relatif (théoréme (2.2.3)).
Il est clair que la condition nécessaire VJ(u) = 0 d’extremum relatif en un point
u d’un ouvert est grossiérement fausse en général (considérer par exemple la fonc-
tion J(v) = v sur un intervalle [a,b] C R). Un premier exemple de situation ou
on peut la généraliser convenablement correspond a des ensembles U définis par des
"contraintes" :p,(v) = 0,1 < i < m). c’est le cas, déja signalé, correspondant aux
multiplicateurs de Lagrange (mémoire de I'éttudiant ).
Un deuxiéme exemple est celui ot les ensembles U sont convexes : si une fonction
J admet un minimum relatif par rapport & un ensemble convexe U, alors (théoréme
(2.3.1))

VJ(u)(v —u) > 0 pour tout v € U

ces conditions, appelées inéquations d’Euler, étant également suffisantes pour 1’exis-
tence d’un minimum si la fonction J est elle-méme convexe (théoréme (2.3.4)).

On notera que la prise en compte des dérivées secondes, comme la prise en compte
de la convexité, permet de distinguer entre minimums et maximums, d’une part (et
méme parfois de préciser si ce sont, par exemple, des minimums stricts, ou encore des
minimums sur I’ensemble tout entier), et d’énoncer des conditions suffisantes, d’autre
part.

Afin de donner une plus grande généralité aux résultats de ce mémoire, et parce que
les démonstrations sont exactement les mémes, nous avons délibérément "abandonné"
R™" pour nous placer dans des espaces vectoriels normes quelconques, ce qui nous
conduit notamment a utiliser & plusieurs reprises la notion d’espace de Banach, c’est-

a-dire d’espace vectoriel norme complet.



Chapitre 1

Notion sur le Calculs différentiels

et analyse convexe

1.1 Espace vectoriels normés

Soit V' un espace vectoriel sur le corps R.

Définition 1.1.1. Un produit scalaire sur V, si < .,. >: V xV — R est une applica-
tion bilinéaire, symétrique, et définie positive, c’est-a-dire qui vérifie :

< u,.>:V — R est linéaire pour tout u € V,

< ., v>:V — R est linéaire pour tout v e V,

< u,v >=<v,u > pour tout u,v € V,

<v,v>=0v=0et <v,v>>0 pour tout v € V.

Définition 1.1.2. L’application u — ||u|| de V' dans R, définie par

lv]| = v/(v,v) pour tout v eV,

une norme sur ’espace V' telle que

Définition 1.1.3. (i) Vu e V : |ju|| =0 < u= Og
(it)Vu € V;VA € R« || Au| = |Al||u]|
(ii1) V(u, v) €V x V: |lu+o| < |lul| + [|v]
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Exemple 1.1.1. (1). Soit V. = R, pour u = (u1, ..., ug) € R? on définit les
normes :
d d
[ully = ; Jual, Jlull2 = (; i )72, oo = max |u|

On a les inégalités classiques suivantes :
Vu € RY: lufloo < llulle < July VE [fully < Vdlullz < df|ullo-

(2). Soit V.= C([a, b], R), lespace vectoriel, de dimension infinie, des fonctions

réelles continues sur l'intervalle [a, b]. Pour f € V on définit les normes :

b b
I = [ L@ 11 = 1@Fa, 1l = max] 50
On a les inégalités :
vfeC(la, 8], R) : [Ifllh < Vo —allfllz < (b= a)fll-
Dans ce cas on n’a pas les inéqgalités inverses.

Remarque 1.1.1. Les espaces (V. ||.||l1) et (V. ||.||l2) ne sont pas complets, tandis que

(V) ||-lloo) est complet.

Proposition 1.1.1. Les applications

VxV — V; RxV —V; V—-Ry

(u,v) +— u+w (A, u) — Au ur— ||ull
sont continues.

Proposition 1.1.2. Soient (V,||.||g) et (F,|.|r) des e.v.n, & : V — F une applica-

tion linéaire, alors
O est continue < Je¢ >0, Yu eV :||®(u)|r < c||ullv.

Remarque 1.1.2. Soient (V. |.||v) et (F,||.||r) des e.v.n. On note L(V, F) ’espace

vectoriel des applications linéaires continues de V' dans F'.
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Proposition 1.1.3. Pour f € L(V, F) on pose | f|| = sup, <1 [|f(u)||lr. Alors :
(i) f—||f]l est une norme sur L(V, F);

(i) Vo € E - |[f(u)llr < ([ f[llulle;

(@2) |1l = supyuyp< 1 (W)llr = supyyy, =1 1 (W)llr = supuevuro, “fuy

Propriété 1.1.1. Application : SidimV =n et dim F' = m alors J : V — F linéaire
est représenté par une matrice A de m lignes et n colonnes, on peut alors définir une
norme de matrice subordonnée aux normes vectorielles par

Au
JAl = sup JAulr = sup IAUllr
ufl =1 weBuoy |||y

Proposition 1.1.4. Soit (V,||.||v) un e.v.n. On note V! = L(V,R) le.v.n. des formes
linéaires continues sur V', alors : Une forme lineaire J € V' si et seulement si ker J

est fermé dans V.
On désigne par L(V; F) ou simplement £(V') si V = F, I’espace vectoriel formé par

les applications linéaires continues de V' dans F'. C’est un espace vectoriel norme par

A
) = sup 1201

1;;\6 HUHV

et c’est un espace vectoriel complet si ’espace F' est complet. Dans le cas ou V' =
F = R", la norme définie ci-dessus n’est pas autre chose qu'une norme matricielle

subordonnée (& une norme vectorielle sur R"). Lorsque F' = R, on écrit généralement

L(V:R) =V,

et on appelle I'espace V' le dual de V.
De la méme maniére, on note L£o(V'; F') I'espace des applications bilinéaires continues

de V x V dans F, c’est-a-dire qui vérifient

B(ajug + agug,u) = a1 B(ug,u) + asB(ug, u),

B(u, ajuy + agug) = a1 B(u,uq) + aeB(u, us),

pour chaque u,uy,uy € V' et pour tout aq,as € R, et
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| B(u1, uz) |
IBll sy = SUP T < 400
L2V3E) uy,uz€V HulHV HUQHV
u1£0,u270

C’est un espace vectoriel norme par 1’application ||.|| £>(vr) définie ci-dessus.

Remarque 1.1.3. Soit (V,||.||) un e.v. normé de dimension finie d, soit {e1, ..., eq}
une base de V.

Alors application ® : (R%||.|lo) — (V, |l.||) est une bijection continue.

d
v o= (v, ..., vg) Zviei
i=1

De plus ®~1 est aussi continue, ® est t donc une isomorphisme de R? sur V.

Note : Grace a l'isomorphisme ¢ on obtient de nombreux corollaires qui facilitent la

manipulation des e.v. de dimension finie.

Corollaire 1.1.1. Sur un e.v. V de dimension finie toutes les normes sont équiva-
lentes :

Jer, o €RE, Yu eV allul| < lul| < elful

1.2 Espaces de Hilbert

On appelle espace préhilbertien un espace vectoriel muni d’un produit scalaire. S’il
est complet pour cette norme, c’est un espace de Hilbert.

Tout espace vectoriel norme de dimension finie étant complet, I’espace R™ muni du
produit scalaire euclidien est un exemple d’espace de Hilbert. Notons au passage

I'inégalité de Schwarz :

|<u,v>| <ull||v] pour tout u,v €V,

qui sert notamment & démontrer l'inégalité triangulaire pour la norme associée au
produit scalaire. L’inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire euclidien ou

I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour les fonctions :
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1 1
/uvdaz < </|u|2d:c> (/]v]2dx> , I CR,
I I I

en sont des cas particuliers. On remarquera que l'inégalité de Schwarz entraine la

continuité du produit scalaire, considéré comme application du produit V x V' dans
R"™.
Enfin on rappelle que cette inégalité devient une égalité si, et seulement si, les deux

vecteurs qui y figurent sont linéairement dépendants.

1.3 Calcul différentiel

la présente partie est consacré aux principaux définitions et résultats fondamentaux
du calcul différentiel dans les espaces vectoriels normes (dérivabilité d’une fonction
composée, théoréme des accroissements finis, théoréme des fonctions implicites, for-
mules de Taylor). On s’est volontairement limité aux dérivées premiéres et secondes,

puisque nous n’aurons pas 1'usage de dérivées d’ordre supérieur.

1.3.1 Dérivées premiére et seconde d’une application

Dans tout ce paragraphe, I’écriture f : Q C X — Y signifiera systématiquement que
f est une application d'un ouvert {2 d’un espace vectoriel norme X dans un espace

vectoriel norme Y.

Définition 1.3.1. On dit qu’une application f : Q C X — Y est dérivable en un
point a € S s’il existe un élément, noté f'(a) de l’espace L(X;Y) tel que l'on puisse
écrire

flath) = fla) + f'(@)h + Bl (k) lime(h) =0.

On montre alors facilement qu’un tel élément f'(a) est unique, s'il existe, et on appelle
f'(a) la dérivée (premiére) de application f au point a. Dans le cas ou X =Y = R,

d
on utilise également la notation f'(a) = d_f) (a) est également utilisée.
x

Remarque 1.3.1. C’est surtout pour assurer l'unicité de la dérivée qu’il est utile de

supposer que le domaine de définition de la fonction f est ouvert.
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Corollaire 1.3.1. Une application dérivable en un point est continue en ce point.
Par ailleurs, on notera que st f : 2 C X — Y est dérivable en a € §2, alors, pour tout

vecteur h de X,

Flaph — 1 1100 = f(a)

6—0 0
Remarque 1.3.2. Ici, comme ailleurs, on omet de préciser qu’il faut naturellement se
limiter auzx valeurs de 6 pour lesquelles les points a+ 6h appartiennent au domaine de

définition de f ; ceci dans un souci évident d’alléger I’écriture !

Définition 1.3.2. On dit que l'application f : Q2 C X — Y est dérivable dans ) si

elle est dérivable en tout point de 2. On peut alors définir une application
ffrrec X — fl(z) e LIX;Y),

appelée application dérivée. Si lapplication dérivée f': Q C X — L(X;Y) est conti-
nue, on dit que la fonction f: Q C X — Y est (une fois) continiment dérivable dans

Q, et on écrit, et on écrit f € C*(Q)
Exemple 1.3.1. une fonction continue affine
firxeX - flx)=Cx+deyY
ouC € LIX;Y) etdeY est dérivable dans X, et
f'(a) = C pour tout a € X,
puisque f(a+ h) = f(a)+ Ch. Si B € Ly(X;Y), Uapplication f définie par
firzeX — f(x)=B(x,z) €Y,

est dérivable en X et
f'(a)h = B(h,a) + B(a, h),

puisque
fla+h) = f(a)+ B(h,a)+ B(a,h) + B(h,h),
[B(h,a) + B(a,h)|[ < 2|[B]| |[a]| ||l
| B(h, )| 1B ]

IN
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St Uapplication bilinéaire B est symétrique, c’est-a-dire si
B(z,y) = B(y,z) pour tout z,y € X,
la formule précédente devient
f'(a)h = 2B(a,h)

SiZ =27y X Zy X ... x Z, est un produit d’espaces vectoriels normés Z; (I’espace Z

est naturellement muni de la topologie du produit), on note

21

22

Zp

un élément quelconque de Z, cette notation étant la généralisation naturelle de la

notation matricielle utilisée pour les vecteurs usuels. La donnée d’une application

f:QCcX =Y =Y, xYy, x..xY,

revient & se donner m applications composantes f; : 2 C X — Y;, de telle sorte que

fi(x)
fa(2)

f(z) = ' , pour tout x € Q

(1)

On établit facilement que

Proposition 1.3.1. l'application [ est dérivable en un point a € €2 si et seulement
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st chaque application composante [’est aussi, et alors

f'(a) = ' , fila) € L(X;Y)),

fi(a)
Uespace L(X;Y) s’identifiant de fagon naturelle au produit des espaces L(X;Y5).

Considérons ensuite une application

fQCcXixXox...xX,—Y

d’un ouvert 2 d’un produit d’espaces vectoriels normés. Soit a un point de €2, de
composantes ap, ag, ..., ap, soit k € {1,2,...,n} I'un des indices. Par définition de la
topologie produit, il existe un ouvert € C X, tel que tous les points de composantes
A1y ooy Qf—1, Tk, Qi 1, ., G, appartiennent l'ouvert €2 lorsque le point x; appartient
a louvert (). Par suite, on peut étudier la dérivabilité éventuelle de I'application

partielle

f(ah ooy Ak —1, Thy Af4-1, "-7an) : Qk C Xk —Y

Si cette application est dérivable au point a; € €2, on note

O f(a) € L(Xk;Y)

sa dérivée, appelée dérivée partielle de la fonction f au point a, par rapport a la k™
variable.

Si une application

fQCc Xy xXox..xX,—=Y

est dérivable en un point a € (), on établit aisément qu’elle possede des dérivées

partielles par rapport & chacune des variables et que, de plus,
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hy
ha
f'(a)h = Z@kf(a)hk, pour tout h = ' e X
k=1 :
hn

La réciproque est grossiérement inexacte : ainsi la fonction

0 i =0
f:ac—(m1,x2)€R2—>{ Lt }

1 sinon

posséde deux dérivées partielles au point (0,0) (car les applications partielles y sont
constantes) sans étre dérivable en ce point, puisqu’elle n’y est pas continue.

Supposons enfin que
X=XixXox..xX, et Y=Y XYy X..xXY,,

de sorte qu’'une application f : Q@ C X — Y est déterminée par la donnée de m

fonctions f; : Q C X — Y; de n variables. Alors la relation

hl kl

hg k2
k=f(a)h, withh=| =~ |eXx and k=| =~ |eV

B Km

est équivaut aux relations

j=1

Un cas particulier trés important pour la suite est celui ou

X =R"et Y = R™. Alors, les relations précédentes s’écrivent sous la forme matricielle



CHAPITRE 1. NOTION SUR LE CALCULS DIFFERENTIELS ET

16 ANALYSE CONVEXE
]{?1 81f1(a) 62f1 (CL) anfl (a) hl
ks 81f2((1) 82]“2(@) aan(a) ha
ko, O fm(a) Oafm(a) ... Opfm(a) hy,

dfi
les nombres 0; f;(a) étant les dérivées partielles «usuelles», souvent notées (a—f)(a)
L
La matrice (0;f;(a)) représente donc I'application linéaire f'(a) € L(R™;R™). Cest
pourquoi on 'appelle, matrice dérivée de I’application f en a.

Si m = n, son déterminant s’appelle le jacobien de la fonction f au point a.

Remarque 1.3.3. L’espace L(R) s’identifiant & l'espace R, les dérivées partielles
0;f(a) dune application f : Q C R" — R peuvent étre effectivement considérées

comme des nombres réels.

On notera au passage que les dérivées partielles 0; f(a) d’une fonction f : Q@ C R* — R

vérifient

9;f(a) = f'(a)e;,

e; désignant le :~“"¢ vecteur de la base canonique de R".
Le résultat suivant, qui permet de calculer la dérivée d’une application composée, est

constamment utilisé.

Théoréme 1.3.1. Soit f : Q0 C X — Y wune application dérivable en un point a € €2,
et g:Q CY — Z une application dérivable au point b = f(a) € Q' Supposons que
f() C Q. Alors lapplication composée

h=gf : QCX—Z

est est dérivable au point a € Q) et
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Dans le cas d’applications

f:QCR" =R,

g: Y C R™" — R,

correspond a la composition des dérivées g'(b) et f'(a), correspond la multiplication

des matrices dérivées des applications en cause :

O1hi(a) ... Oyhi(a)

élhl (a) e 8nhl (a)

ce qui peut encore s’écrire :

8191(1))

algl<b)

Onfm(a) = 0kgi()9; fi(a),
k=1

. Oma1(D)

o1 f1(a)

81fm(a,)

. Onfi(a)

On fm(a)

Pour compléter ces rappels concernant les dérivées premiéres, nous allons énoncer

deux résultats fondamentaux du calcul différentiel (théorémes (1.3.2) et (1.3.3 ) ). Le

premier concerne ’extension de la formule des accroissements finis "usuelle"

. étant

donné une fonction réelle continue sur un intervalle [a,b] dérivable sur l'intervalle

la, b], il existe un point ¢ €|a, b| tel que

Cette formule ne se généralise pas telle quelle : ainsi, "application

f:t€R — f(t) = (cost,sint) € R?

f() = fa) = f'(e)(b - a).

est telle que f(27) — f(0) = (0,0), sans que la dérivée

s’annule dans l'intervalle |0, 27 .

Si 'on ne peut généraliser la formule, on peut par contre généraliser la majoration

f'(t) = (—sint,cost)

[£(b) = fla)l < sup [f'(£)]|b— al

t€la,b|
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qui en découle (le cas ot sup;e, 4 |f'(t)| = +00 n’est pas exclu; il ne donne d’ailleurs
aucun renseignement !). Si a et b sont deux points d’un espace vectoriel X, on utilisera

les notations suivantes :

[a,b] = {e=ta+(1—-t)be X: te]0,1]}
la,bf = {x=ta+(1—-t)be X: t€]0,1[}

pour désigner le segment fermé et le segment ouvert, respectivement, d’extrémités a

et b.

Théoréme 1.3.2. (théoréme des accroissements finis). Soit f : Q C X — Y
et a et b deux points de 2, tels que le segment [a,b] soit contenu dans ). On suppose
Uapplication f continue en tout point du segment fermé |a, b] et dérivable en tout point
du segment ouvert |a,bl. Alors

1) = fla)lly < sup [[f' (@)l xvy 10— allx

z€la,b|

On déduit de nombreuses conséquences de ce résultat, notamment :

Lemme 1.3.1. 57 X = X; x Xy x ... x X, est un produit d’espaces vectoriels normes,
alors l'application f est continiment dérivable dans ) si et seulement si
(i) Les dérivés partiels Oy f(z), 1 < k < n existent en tout point x € Q, et

(77) les dérivées partielles
Of :x€Q— 8kf(:r) S [,(Xk,Y)
sont continues dans €.

A Taide du théoréme des accroissements finis (et du théoréme du point fixe), on
démontre également un autre résultat fondamental du calcul différentiel. Il s’agit du
théoréeme des fonctions implicites, qui apporte une réponse au probléme suivant : Soit
X, Xs et Y trois espaces vectoriels normés, et ¢ : X; X Xo — Y une application
donnée. Etant donné un point b € Y, il se peut que, pour tout élément z; € X,
il existe un élément xo € X5 et un seul tel que p(x1,25) = b, ce qui définit une

application f : x, € X7 — x5 € X5, appelée fonction implicite, vérifiant
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o(x1, f(r1)) = b pour tout z; € Xj.

Naturellement, ce genre de circonstance est exceptionnel, et il est le plus souvent
illusoire d’espérer démontrer ’existence d’une fonction implicite définie sur I’ensemble
X tout entier. Par contre, il est plus réaliste de chercher un résultat d’existence local :
supposant ’existence d’une solution particuliére (ay, as) de 'équation (x4, x2) = b,
on cherche & quelles conditions on peut définir 2o comme une fonction implicite de
x1 dans un voisinage convenable du point (aq,as). C’est I'objet du résultat qui suit,
ou l'on étudie également les propriétés de continuité et de dérivabilité de la fonction
implicite.

On notera aussi qu’il est essentiel d’avoir une connaissance "préalable" d’une solution

particuliére.
Définition 1.3.3. Si X et Y sont deux espaces vectoriels normés, on notera
Liom (X Y), ou simplement Iy, (X) si X =Y,

l’ensemble des applications linéaires continues, bijectives de X sur 'Y, d’applications

nuverses continues.

Théoréme 1.3.3. (théoréme des fonctions implicites). Soit ¢ : Q C X7 x Xy —
Y wune application une fois contindment dérivable dans Q et (a1,as) € Q0 des points

tels que
@(ar,a2) = b, Oap(ar,a2) € Liom(X2;Y).

Supposons ’espace Xy complet.
Alors, il existe un ouvert O1 C Xy, un ouvert Oy C Xo et une application continue,
appelée fonction implicite,

f:0, C X1 — Xo,

tels que (ay,a2) € Oy x Oy C Q et (cf. figure 1)
{(z1,22) € O1 X Oz 1 p(21,22) = b} = {(21,72) € O1 X Xo 1 23 = f(z1)}

De plus, Uapplication f est dérivable au point a; et

f(a1) = = {Orp(a1, a2)} " Drp(ar, az).
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Q

i O X,

Fic. 1.1 — figurel :

Remarque 1.3.4. (1) Supposant établie la dérivabilité de la fonction implicite au
point ay la dérivée se calcule par une application du théoréme (1.3.1) a la fonction
composée

h:xy € O — {p(xy, f(x1)) —b}=0€Y.

1l suffit en effet d’écrire

0 = h'(a1) = Orp(ar, as) + Dagp(ar, az) f'(a1).

(2) Pour un élément donné x1 € O1, donné, il peut naturellement exister des éléments
xh € Xo tels que xhy # xo, (x1,2h) € Q et p(xy1,2h) = b, mais alors xt, & Oy (cf. figure
1).

(3) En fait, il existe un ouvert O} tel que a; € O} C Oy et tel que la fonction implicite
soit dérivable en tout point de cet ouvert.

(4) On utilise fréquemment le corollaire suivant du théoréme des fonctions implicites,

appelé théoreme d’inversion locale :

Théoréme 1.3.4. (théoréme d’inversion locale). Soit g : Qy C Xo — X une

application une fois continiment dérivable, et a; € X, des points tels que
a1 = g(az), g'(az) € Isom(X2; X1)

On suppose [’espace Xo complet.
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Alors, il existe un ouvert O C X1, un ouvert Oy C X5 et une application continue

f:01 C X1 — X, tels que ag € Oy C )y et
{(z1,22) € O1 X Og : g(x2)} = {(x1,22) € O1 X X5 : wy = f(x1)}

De plus, la fonction f est dérivable en a;

' -1
f(ar) ={g'(az)}
Passons ensuite a la notion de dérivée seconde d’une application.

Définition 1.3.4. Soit f : Q C X — Y wune application dérivable dans Q2 Si lappli-
cation dérivée
f:QcCcX - L(X;Y)

est dérivable en un point a € €0, sa dérivée, notée
f"(a) =% (f')(a) € L(X; L(X;Y)),

est appelée la dérivée seconde de l’application f au point a, et on dit que ['application

f est deux fois dérivable au point a.

Utilisant I'isomorphisme canonique entre I'espace L(X; L(X;Y)) et I'espace Lo(X;Y)
des applications bilinéaires continues de X dans Y, on identifie la dérivée seconde a

une application bilinéaire continue de X dans Y, et on écrit

f'(a)(h, k) = (f"(a)h)k,

pour tout h, k € X. Grace au théoréme des accroissements finis, on démontre que la

dérivée seconde est une application bilinéaire symétrique, en ce sens que

f"(a)(h, k) = f"(a)(k, h)

pour tout h,k € X.
L’application f est dite deux fois dérivable dans 2, si elle est deux fois dérivable en

tout point de €2 ; il est alors possible de définir la dérivée seconde
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7O CX — Ly(X;Y)

Si cette derniére fonction est continue, la fonction f est dite deux fois différentielle-

ment en 2, et on écrit

f e Q).

Pour ce qui concerne le calcul effectif des dérivées secondes, on utilise constamment

le résultat suivant, qui permet de se ramener a des calculs de dérivées premiéres :

Corollaire 1.3.2. Etant donné deux vecteurs quelconques h, k € X, l’élément f"(a)(h, k) €
Y est égal a la dérivée au point a € Q de Uapplication x € Q — f'(x)k € Y, appliquée
au vecteur h.

Exemple 1.3.2. Considérons, par exemple, une fonction de la forme
f:xeX — f(r)=B(r,z)+ Cx+deyY

o B € Lo(X;Y),C € LIX;Y),d € Y. Il a déja été établi que cette fonction est
différentiable dans X et que

f'(x)k = B(k,x) + B(x, k) + Ck,

pour chaque x,k € X. Pour un vecteur fire k € X la fonction g : x € X — f'(x)k

€Y est ici affine; il est donc différentiable dans X, de sorte que nous obtenons
f"(a)(h, k) = g'(a)h = B (h, k) + B(k, h),

appliquer le résultat donné ci-dessus.
Dans le cas particulier ou X = R™ et Y =R, soit h = (h;) deux vecteurs de R", avec

pour base (e;). La seconde dérivée f"(a) étant une fonction bilinéair
F7(@)(hy k) = hik;f" () (e, €5),
4,3
ou, par ce qui a été dit ci-dessus,

f(a)(ei, e5) = 0i(0;f)(a) = f"(a)(e;, e:).
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D’ou les chiffres
05 f(a) =" 0,(0;f)(a)

ne sont que les dérivées partielles «habituelles», également désignées par

0?2 f
(G0
d2
Sin =1, la deuziéme dérivée f"(a) est également notée (dT)(a), qui, dans ce cas,
x

n’est qu’un élément de R.

Nous passons maintenant en revue diverses formules de Taylor. La premiére formule
généralise la définition de la premiere dérivée d’une fonction et la seconde généra-
lise le théoréeme des accroissements finis (théoreme (1.3.2)). Quant aux troisiéme
et quatriéme formules, elles donnent une expression pour le «reste», la quatriéme

généralisant la formule

a+h 1

Fla+h) — fa) = fa)+ / £(6)d0 / Fa -+ thyhdt

qui est bien connu pour les fonctions réelles d’une variable réelle. Pour commodité,
les résultats sont présentés sous la forme de deux théorémes. On verra enfin que les

formules sont données avec des hypothéses de plus en plus "fortes".

Théoréme 1.3.5. (formules de Taylor pour les fonctions une fois déri-
vables) Soit f : Q2 C X — Y et [a,a+ h] un segment fermé compris dans €.
(1) Si f est différentiable en a, alors

fla+h) = f(a) + f'(a)h + [|hlle(h), lim £(h) = 0.

(2) Théoréme de la valeur moyenne : si f € C°(Q) et f est différentiable sur

la,a + hi, alors

[f(a+h)=fla)| < sup [||f'(fv)H 171l -

z€la,a+h
(3) La formule de Taylor-Maclaurin : si f € C°(Q) , f est différentiable sur
la,a+h[ et Y = R, alors

fla+h)= f(a)+ f'(a+0h)h, 0<0<1
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(4) Formule de Taylor avec reste intégral : si f € C'(Q) et Y est un espace

vectoriel complet, alors

1

Fla+h) = fla) + / F'(a+ thyhdt.

0

Théoréme 1.3.6. (formules de Taylor pour les fonctions deux fois déri-
vables). Soit f : Q C X — Y et soit [a,a + h] un segment fermé compris dans
Q.

(1) La formule de Taylor-Young : si f est dérivable dans Q) et deuz fois dérivable

en a, alors
fla+h) = f(a)+ f'(a)h + £f"(a)(h, h) + [|h]|* (h) lim e(h) = 0.

(2) Le théoréme de la valeur moyenne généralisée : si f € C1(Q) et f est deur

fois dérivable sur la,a + h[, alors

sup || (@)l 7]

z€la,a+h|

(NN

1f(a+h) = fa) = f(a)h] <

(3) La formule de Taylor-Maclaurin : si f € CY(Q), [ est deuz fois différentiable
surla,a+ h[ et Y =R, alors

fla+h)=f(a)+ f'(a)h + %f"(a—i—ﬁh)(h, h), 0<6<1.

(4) Formule de Taylor avec reste intégral : si f € C*(Q) et Y est un espace

complet, alors

fla+h)=f(a)+ f'(a)h + /(1 —t)[f"(a+ th)(h, )] dt.

Remarque 1.3.5. (1) Alors que la formule (1) du (théoreme.1.3.5) est exactement
la définition de la dérivée premiére, la formule (1) du (théoréme 1.3.6) n’est pas
équivalente a la définition de la dérivabilité seconde en un point .

(2) Dans la formule des accroissements généralisée (2), Uexpression || f"(x)|| désigne

naturellement la norme de rélément f"(x)(*) de lespace vectoriel norme Lo X;Y).
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(3) On sait qu’il existe (au moins) un nombre 6 €]0, 1] tel que les formules de Taylor-
Maclaurin (3) soient vraies mais, en général, on n’a aucun autre renseignement sur
0 ; on rappelle au passage qu’il est indispensable de se restreindre au cas Y = R.

(4) Pour que les formules (4) aient un sens, il faut savoir intégrer les fonctions

t € [0,1] > {f'(a+th)h} €Y
t € [0,1] = {f"(a+th)(h,h)} €Y;

c’est la raison pour laquelle on suppose que ces fonctions sont continues et ’espace Y

complet.

Pour terminer, précisons quelques notations particuliéres aux fonctions de la forme

f:QCR"—R.

En tout point a ou cette fonction est une fois, ou deux fois, dérivable, on introduit
le vecteur Vf(a) € R" et la matrice V>f(a) € A,(R) définis respectivement par les

relations

f'(a)h =<<7f(a),h > pour tout h € R"

f(a)(h, k) =< /*f(a)h, k >=>< h,/*f(a)k > pour tout h,k € R,

< .,.> désignant, comme d’habitude, le produit scalaire euclidien sur R”. Le vecteur

o1 f(a)
Oaf (a)

O f(a)

s’appelle le gradient de 'application f au point a, et la matrice (symétrique)
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811f(a) 81nf(a)
821f(a) 82nf(0,)

Onif(a) ... Opnf(a)

s’appelle le Hessien de ’application f au point a.

Remarque 1.3.6. Alors que les premiére et seconde dérivées, f'(a) et f"(a) sont dé-
finies de maniére "intrinséque” dans les espaces L(R™,R) et Lo(R™ R) respectivement
(’espace Lo(R™,R) étant identifié ici a l'espace L(R™)), on ne doit pas oublier que
le gradient et le Hessien en sont des représentations particuliéres, correspondant au
produit scalaire euclidien : le choix d’un autre produit scalaire sur R™ correspondrait
a un autre vecteur et a une autre matrice! On notera également que le gradient est le
vecteur transposé de la matrice dérivée (ici : un vecteur ligne) de Uapplication f en

a.

Pour illustrer ces considérations, voici trois fagons équivalentes d’écrire (par exemple)
la formule de Taylor-Young pour les fonctions f : 2 C R” — R qui se différencient

deux fois :

Flat 1) = fla)+ F@h+ 3" @) k) + bl (h),
flath) = fla)+ (VH(@),h) + 5(2Fa)h,h) + (h R)e(h),

fla+ ft) = f(a)+(Vf(a))Th+%hTVZf(a)h+hTh5(h).



Chapitre 2

Probléme d’optimisation sans

contraintes en dimension finie

Etant donné un ensemble U C R" et une fonction J : U — R; On appelle probléme

d’optimisation un probléme noté :

minJ (u) (P)

u€R"™
u € R" s’appelle variable de décision, J(u) s’appelle fonction économique ou fonction

objectif.

Remarque 2.0.7. (1) Le probléeme (P) est un probléme d’optimisation sans contraintes
non linéaire si J n’est pas affine.
(2) Le probleme (P) est un probléme d’optimisation sans contraintes non linéaire
quadratique si

J(u) = u’ Au — bu

T

ot A est une matrice symetrique d’ordre (n;n); u' est le transposé du vecteur u.

Définition 2.0.5. Minimum local—global

(1) uw e U est un point de minimum local de J sur U si, et seulement si
In>0,YveU|v—ul| <n=Ju) <JW)
(2) uw € U est un minimum global de J sur U si, et seulement si

YoeU, J(u)<J(v)
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Nous aurons également 'usage de la définition suivante :

Définition 2.0.6. Soit J : U — R une fonction définie sur un espace topologique
U. On dit que la fonction J a un minimum relatif (ou un mazimum relatif) au point

u € U sl existe un voisinage O de tel que
J(u) < J(w)(ou J(u) > J(v)) pour chaque v € O.

S’il n’est pas nécessaire de distinguer entre maximum et minimum relatifs, on dit que

la fonction J a un extremum relatif au point u.

Définition 2.0.7. Soit J : U — R une fonction définie sur un espace topologique U .
On dit que la fonction J admet en un point u € U un minimum relatif strict (ou un

mazimum relatif strict) s’il existe un voisinage O de u tel que

J(u) < J(w)  (ou J(u) > J(v)) pour tout v e O — {u}.

2.1 Existence et unicité de la solution du probléme
(P)

Examinons maintenant les questions d’existence et d’unicité de la solution du pro-
bléme (P). En dimension finie, I'unicité d’une solution éventuelle est en général établie
indépendamment de I'existence, le plus souvent & partir de la convexité de I’ensemble

U et de la stricte convexité de la fonctionnelle J.

Pour ce qui concerne 'existence, si U est une partie fermée bornée de V= R" et si
la fonction J : R™ — R est continue, il est clair que le probléme (P) a au moins une

solution. mumimale.

L’unicité résulte en général de propriétés de convexité (de J et de W).
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2.2 Optimisation Différentiable

2.2.1 Condition d’ordre 1

Equation d’Euler

Théoréme 2.2.1. (Condition nécessaire pour un minimum relatif) Soit Q un
ouvert d’un espace vectoriel norme V et J : Q) C V — R une fonction. Si la fonction
J a un extremum relatif en un point u € ), et si elle est dérivable en ce point, alors
VJ(u)=0

Preuve 2.2.1. Soit v un vecteur quelconque de V. L’ensemble Q) étant ouvert, il

existe un intervalle ouvert I contenant 0 tel que la fonction
p:tel — o(t)=J(u+tv)

soit bien définie. En appliquant le (théoréeme.1.3.2), nous trouvons que la fonction ¢
est dérivable pour t =0, et

¢'(0) = VJ(u)v.

Pour fixer les idées, supposons que le point u soit un minimum relatif. Alors

0> lim #l) = (0) ¢'(0) = lim

t—0— t t—0+ t

o) = ¢(0)

— Y

ce qui montre que
VJ(u)v = 0.

Comme le vecteur v est arbitraire, il en résulte que V.J(u) = 0.
La relation V.J(u) = 0 est parfois appelée I’équation d’Euler.

Remarque 2.2.1. (1) Le fait que S soit ouvert est évidemment essentiel. Considé-
rons, par exemple, la fonction J(v) = v sur l'intervalle [0, 1].

(2) Si V. =R", la condition VJ(u) = 0 est équivalent au systéme d’équations

81J<U1, ,U,n) =0

OnJ (U1, ..oy tty) =0
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2.2.2 Conditions d’ordre 2
Condition de Legendre

Les résultats qui suivent seront énoncés pour des minimums relatifs, la prise en compte
des dérivées secondes (comme celle de la convexité au paragraphe suivant) permettant
en effet de préciser la nature (maximum ou minimum) des extremums considérés. Bien

entendu, on pourrait énoncer des résultats analogues pour les maximums relatifs.

Théoréme 2.2.2. (condition nécessaire de minimum relatif). Soit Q un ouvert
d’un espace vectoriel norme V et J : QQ C V — R une fonction dérivable dans €2, deux
fois déri-vable en un point u € Q. Si la fonction J admet un minimum relatif en u,

alors

V2J(u)(w,w) > 0 pour tout w € V.

Preuve 2.2.2. Soit w un vecteur non nul de V. Il existe un intervalle ouvert I C R

contenant l’origine tel que
tel=u+tw=Qet Ju+tw) > J(u).

La formule de Taylor-Young et la relation VJ(u) = 0 (théoréeme.1.3.2) permettent
d’écrire

0<J(u+tw)—J(u) = g(VQJ(u)(w,w) +e(t), lime(t) = 0.

t—0

ce qui démontre l'assertion (si V>J(u)(w,w) était < 0, il en irait de méme de la

différence J(u + tw) — J(u) pourt suffisamment petit). |

Remarque 2.2.2. [l n’existe pas de réciproque du résultat précédent, comme le montre
Iexemple ,de la fonction J(v) = v3,v € R. Pour obtenir une condition suffisante de
minimum relatif, on est en effet conduit, soit & faire une hypothése "plus forte" au
point u (cas (1) du théoréme qui suit), soit a supposer une propriété analogue, mais

vrate dans tout un voisinage du point u (cas (2)).
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Théoréme 2.2.3. (conditions suffisantes de minimum relatif). Soit Q un ou-

vert d’un espace vectoriel norme V', u un point de (), et J : Q. C V — R une fonction
dérivable dans Q telle que VJ(u) = 0.

(1) Si la fonction J est deux fois dérivable en u et s’il existe un nombre « tel que
a>0,et V2J(u)(w,w) > al|lwl||* pour tout w €V,

alors la fonction J admet un minimum relatif strict en u.
(2) Si la fonction J est deux fois dérivable dans 2, et s’il existe une boule B C Q

centrée en u telle que
V2J(v)(w,w) > 0 pour tout v € B,w €V,
alors la fonction J admet un minimum relatif en u.

Preuve 2.2.3. (1) La formule de Taylor-Young permet d’écrire, pour tout vecteur w

suffisamment petit,
Tt w) = Jw) = (V) w) + fJuf(w)),
> o)) ol Jim =(w) =0,

ce qui montre que J(u~+w) > J(u) pour (u+ w) € B, ot B est une boule centrée en
w, dont le rayon 1 est suffisamment petit pour que ||e(w)| < o pour ||w|| < r.

(2) La formule de Taylor-Maclaurin montre que
1
J(u+w) = J(u) + §V2J(v)(w,w) > J(u), v €u,u+wl, pour tout u+w € B.

Il n’existe pas de réciproques aux deux assertions de ’énoncé précédent.

2.3 Optimisation convexe

La convexité joue un role tres important dans la théorie classique de I'optimisation.
Elle est un outil indispensable pour la recherche des conditions & la fois nécessaires

et suffisantes d’optimalité.



CHAPITRE 2. PROBLEME D’OPTIMISATION SANS
32 CONTRAINTES EN DIMENSION FINIE

2.3.1 Ensemble convexe
Définition 2.3.1. Un ensemble U C R™ est dit conveze si pour tout couple (x, y) €
U? et VA € (0,1] on a;

A+ (1-=MNyeU.

i
-""--
e u \y

convexe non convexe

2.3.2 Propriétés des ensembles convexes

(1). La définition d’ensemble convexe peut s’enterpréter en disant que le segment
reliant x et y doit étre dans U.
(2). Soit xy1, xa, ..., vp € R™ et t; telle que t; > 0 et Z?Zl t; = 1. Tout expréssion

de la forme
k
Z tjl'j.
j=1

s’appelle combinaison convexe des points x; ou barycentre.
(3). Si Uy et Cy sont deux ensembles convexes de R™ , alors K = U; N Us est convexe
et

K={z\z=x1+z2, x1€Uetxyels}

est convexe.

2.3.3 Fonction convexe

Définition 2.3.2. une application réelle J : U C V — R est définie sur un ensemble
convexe U d’un espace vectoriel V' est dite convexe sur l’ensemble U si pour tous les
points u,v € U et pour tout nombre réel positif ou nul 6 tel que 0 < 0 < 1 l’inégalité

suivante est vérifiée :

J(Ou+ (1 —0)v) <0J(u)+ (1 —0)J(v)
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et strictement convexe sur l'ensemble U si
w,v €U, utwvet 0€)0,1]

implique
JOu+ (1=0)w) <0J(u)+ (1—0)J(v).

Par exemple, une forme linéaire f : V — R est convexe mais non strictement
convexe ;de méme une norme ||.|| : V' — R est convexe. Naturellement, si une fonc-
tion est (strictement) convexe sur un ensemble convexe U, elle est encore (strictement)

convexe sur toute partie convexe de U.

Définition 2.3.3. Une fonction G : U C V — R définie sur une partie convexe U
d’un espace vectoriel V est dite (strictement) concave si la fonction (—G) est (stric-

tement) convexe.

Il est claire qu’une fonction fortement convexe est strictement convexe avec une in-
égalité de convexité renforcée par un terme quadratique lui donnant une courbure au

moins égale a 6. Et on a

convexité forte => convexité stricte => convexité

x e+ {1ty ¥ X tet(lgy ¥

une fonction convexe une fonction concave

Avant d’appliquer la notion de convexité aux extremums des fonctions, nous allons la
caractériser a l'aide de la dérivabilité premieére (théoreme (2.3.2)), ou seconde (théo-
réeme (2.3.3)).

Théoréme 2.3.1. (condition nécessaire de minimum relatif sur un ensemble

convexe). Soit J : Q) — R une fonction définie sur un ouvert Q0 d’un espace vectoriel
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norme V et U une partie convexe de §2. Si la fonction J est dérivable en un point

u e U et sielle admet en u un minimum relatif par rapport a l’ensemble U, alors
VJ(u)(v—u) >0 pour tout v € U.

Preuve 2.3.1. Soit v = u + w un point quelconque de l’ensemble U. Cet ensemble
étant convexe, les points de la forme u + Ow, 0 < 0 < 1, sont encore dans U. La

dérivabilité de la fonction J en u permet d’écrire

J(u+0w) — J(u) = 0(VJ(u)w + €(0)), %iir[l) e(#) =0,

pour tout § € [0,1] (le vecteur w étant fixé). Alors le nombre VJ(u)w est néces-
sairement positive, sans quoi la différence J(u + Ow) — J(u) serait < 0 pour d > 0

suffisamment petit.

Remarque 2.3.1. (1) Si l’ensemble U est un sous-espace vectoriel, la condition pré-

cédente devient simplement
VJ(u)w =0 pour tout w € U.

En particulier, siU = V', on retrouve la condition nécessaire V.J(u) = 0 du (théoréeme.2.2.1).

Avant d’appliquer la notion de convexité aux extremums des fonctions, nous al-
lons la caractériser a 1’aide de la dérivabilité premiére (théoréme 2.3.2), ou seconde
(théoreme 2.3.3).

Théoréme 2.3.2. (convexité et dérivabilité premiére). Soit J: Q CV — R une
fonction dérivable dans un ouvert Q) d’un espace vectoriel norme V', et U une partie
convexe de €.

(1) La fonction J est convexe sur U si et seulement si
J(v) > J(u) + VJ(u)(v —u) pour tout u,v e U.
(2) La fonction J est strictement convexe sur U si et seulement si

J(v) > J(u) + VJ(u)(v—u)  pour tout wu,v € U,u##v.
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Preuve 2.3.2. Remarquons pour commencer que linterprétation géométrique des

conditions ci-dessus est claire (cf. figure 2) :

figure 2

on exprime simplement que la fonction est située "au-dessus” de son plan tangent.

Soit u et v deuz points distincts de U, et 6 €]0,1[. Si la fonction f est conveze,
Ju+0(v—u) <(1—-0)J(u)+0J(v).

Par suite,

J(u+ 0(v —eu)) — J(u) < J() - J(u)
ce qui peut encore s’écrire

V. (u)(v — ) = lim dChaiC _9“)) =W ) = g,

St la fonction f est strictement convexe, le raisonnement précédent ne permet pas de
conclure puisqu’on ne peut pas affirmer que l’inégalité stricte "passe a la limite”. Soit

alors 0 €)0,1[ un nombre fizé. Comme

w—0

U+ g(u+cu(v —u)),

u+0(v—u)= » 5

on déduit

Ju+0(v—u)) < CL}T_eg](u)vLgJ(u—i—w(v—u)), 0<6<w.
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Par suite, si la fonction est strictement conveze,

J(u+60(v—u))— J(u) < J(u+w(v—u)) — J(u)
0 - w
< Jw)=Ju), 0<60<w.

puisque w < 1 par hypothése ; alors le passage a la limite conduit cette fois a l’inégalité
stricte.

Réciproquement, supposons que
J(v) > J(u) + VJ(u)(v —u)  pour tout u,v € U.

Soit alors u et v deux points distincts de U et 6 €]0,1[; on a done, en particulier,
Jw)>Jw+0(u—v))—0VJv+0(u—v))(u—0o).

Jw)>Jv+0(u—2)+(1-0)VJ(v+0(u—v))(u—v),

et il suffit d’additionner les deux inégalités ci-dessus, multipliées respectivement par

(1 —0) et 0, pour obtenir
J(Ou+ (1 —0)v) <0J(u)+ (1—6)J(v),

ce qui établit la convexité de la fonction /, ou la stricte converité si les inégalités sont

strictes.

Théoréme 2.3.3. (convexité et dérivabilité seconde). Soit J : Q) CV — R une
fonction deux fois dérivable dans un ouvert ) d’un espace vectoriel norme V', et U
une partie convexe de 6.

(1) La fonction J est convexe sur U si et seulement si
V2J(u)(v —u,v —u) >0 pour tout wu,v € U.

(2) Si
V2J(u)(v —u,v —u) >0 pour tout  u,v € U,u # v,

la fonction J est strictement convexe sur U.
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Preuve 2.3.3. Soit u et v deux points distincts de U. Par application de la formule

de Taylor-Maclaurin,

J() = J(u) —VJ(u)(v—u) = %V2J(w)(v — U,V — u)

2
= %V2J(w)(v—w,v—w), w € (u,v),

le nombre p > 0 étant défini par ’égalité (v — u) = p(v — w). On déduit alors la
convexité,ou la stricte convexité, par application du théoréme précédent.

Pour établir la réciproque de (1), introduisons la fonction auziliaire
G:veQ— Gw)=Jw)—VJ(u)

pour un point u € U quelconque, mais considéré comme fixé dans ce qui suit. Un
coup d’oeil o la (figure 2) aura d’ailleurs tot fait de justifier cette introduction :
si la fonction f est convexe, la fonction G admet en u un minimum par rapport o

l’ensemble U ; en effet,
G(v) — G(u) = J(v) — J(u) = VJ(u)(v —u) >0, pour tout v & U,

d’aprés la condition nécessaire (1) du théoréme (2.3.2). La fonction G étant deux fois
dérivable dans Q et de dérivée G" = V2J, la formule de Taylor-Young donne, pour

tout v=u—+w € U , et pour tout t € [0, 1],
t2
0 <G(u+tw)—Gu) = §(V2J(u)(w,w) + 5(t)),lir%s(t) =0,

puisque G'(u) = 0 par construction. Le raisonnement habituel entraine alors J” (u)(w, w) >

0.

Remarque 2.3.2. (1) On ne pouvait pas appliquer directement la condition nécessaire
du (théoreme.2.2.1), établie pour des minimums relatifs par rapport & des ensembles
ouverts.

(2) L’exemple de la fonction strictement conveze J(v) = v*,v € R , montre qu’il ne
saurait exister en général de réciproque a la condition (2).

(3) Dans le cas particulier d’une fonctionnelle quadratique sur R?, la réciproque est
vraie : de Uexpression J(v) = 1(Av,v) — (b,v), A= AT, on déduit en effet

J(0) = J(u) = VI (w)(0 — ) = %(A(v —w)v— ),
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et le (théoreme 2.3.2) permet de conclure. Rassemblant les divers résultats relatifs
a ce type de fonction, on a donc établi qu’une fonctionnelle quadratique sur R (du
type ci-dessus) est convexe si et seulement si la matrice symétrique A est positive, et

strictement convexe si et seulement si la matrice A est définie positive. |

2.3.4 Existence et unicité
La convexité est un outil précieux en optimisation. En effet, on a

Proposition 2.3.1. Soit le probléme (P) avec J conveze et U C V non vide conveze.
Alors

(1). Tout minimum local est un minimum global,

(2). L’ensemble des minima de J sur U est un ensemble convexe (éventuellement
vide),

(3). Si J est strictement convexe, il y a au plus un minimum.

Alors que nous n’avons envisagé jusqu’ici que des extremums relatifs, la convexité
va nous permettre de nous affranchir du caractére "local" de cette propriété. C’est
pourquoi nous introduisons les définitions suivantes :

Le résultat qui suit rassemble quelques propriétés constamment utilisées des mini-

mums des fonction convexes.

Théoréme 2.3.4. Soit U une partie convexe d’un espace vectoriel norme V.

(1) Si une fonction convexe J : U C V — R admet un minimum relatif en un point
de U elle y admet en fait un minimum, c’est-a-dire par rapport & tout [’ensemble U.
(2) Une fonction strictement convexe J : U C V — R admet au plus un minimum,
et c’est un minimum strict.

(3) Soit J : Q2 C V — R une fonction convexe définie sur un ouvert 2 de V' contenant
U, dérivable en un point uw € U. Alors la fonction J admet un minimum en u par

rapport a l’ensemble U si et seulement st
VJ(u)(v—u) >0 pour tout v € U.

(4) Si l’ensemble U est ouvert, la condition précédente équivaut & l’équation d’Eulerest
ouvert, V.J(u) = 0.
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Preuve 2.3.4. (1) Soit v = u + w un point quelconque de l'ensemble U. D’aprés la

convezité de la fonction J,
J(u+0w)<(1-60)J(u)+0Jv), 0<60<I1,
ce que ’on peut encore écrire
Ju+0w) —Jwu) <0(J(v)—Ju), 0<6<1.
Comme le point u est un minimum relatif, il existe un nombre 0y tel que
6o >0 et 0<J(u+bow)— J(u),

ce qui entraine J(v) > J(u).
(2) Si la fonction est strictement convexe, le méme raisonnement conduit aux inéga-
lités

0 < J(u+ bow) — J(u) < 0g(J(v) — J(u), 0o>0, wH#0,
ce qui établit le caractére strict du minimum, et donc du méme coup son unicité.
(3) On a montré au (théoreme.2.3.1) la nécessité de la condition V.J(u)(v —u) >0
pour tout v € U (sans supposer J convexe). Pour établir qu’elle est suffisante, on

TEMATqUE qUE

J(v) — J(u) > VJ(u)(v —u) pour tout ve U,

d’aprés le (théoreme.2.3.2).

(4) La derniére propriété est une conséquence immédiate de la propriété (3).

Les relations ”VJ(u)(v — u) > 07 pour tout v € U sont fréquemment appelées les

inéquations d’Euler.

2.4 Optimisation quadratique

En optimisation mathématique, un probléme d’optimisation quadratique est un pro-
bléme d’optimisation dans lequel on minimise (ou maximise) une fonction quadratique

sur un polyeédre convexe. L’optimisation quadratique est la discipline qui étudie ces
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problémes. L’optimisation linéaire peut étre vue comme un cas particulier de ’opti-
misation quadratique.

Ce probléme est NP-difficile dans le cas général. Dans le cas particulier de la minimi-
sation d’une fonction objectif convexe, le probléme est polynomial et on parle d’op-
timisation quadratique convexe; une discipline déja trés riche aux propriétés mieux
connues.Définition du probléme

On considére le probléme d’optimisation (minimisation) quadratique dé nie positive

sans contrainte définie mathématique comme ci-dessous :

Définition 2.4.1. (Probléme d’optimisation quadratique définie positive sans
contrainte)
inf J(u)

ueR"™
ot la fonction objectif J : R™ — R définie par est quadratique définie positive sur R"
donnée par la formulation matricielle relativement a la base canonique de R™ :

T
Uy

1
Y = : eA,1(R), J(u)= iuTAu —blu+tc
Unp,

- A= (a;j)1<ij<n € Ay (R) symétrique définie positive ;

by
-b:= € Aml (R)

bn
Définition 2.4.2. Soit A une matrice symétrique n x n et b € R™. On appelle forme

quadratique la fonction J : R™ — R définie par

1
J(u) = éuTAu —b'u

Lorsque la matrice A posséde certaines propriétés, la fonction J peut prendre un nom
particulier.

La propriété a laquelle nous allons nous intéresser est la positivité :

Définition 2.4.3. Soit A une matrice symétrique n X n et b € R™. On dit que A est
semi-définie positive et on note A > 0, quand u’ Au > 0, Yu € R™.
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On dit que A est définie positive et on note A > 0, quand u" Au > 0, Yu € R", u # 0.

Cette définition peut étre reliée aux valeurs propres de la matrice A.

Propriété 2.4.1. Soit A une matrice symétrique n xn. On note (X\;) j=1..n ses valeurs

propres (réelles). On a les équivalences suivantes :

A > 0= \>0, i=1..n,

A > 0= \>0, i=1.n.

Lorsque la matrice A est définie positive (resp. semi-définie positive), on dira que
J(u) est une forme quadratique définie positive (resp. semi-définie positive). Dans le
cas ol A est définie positive la fonction J posséde un certain nombre de propriétés.

Nous nous intéressons dans un premier temps aux surfaces J(u) = c ou ¢ € R.

2.4.1 Propriétés des formes quadratiques définies positives

Proposition 2.4.1. Soit A une matrice symétrique n X n, définie positive et b € R™.

Considérons la forme quadratique

1
J(u) = iuTAu — b .

On consideére la famille de surfaces définie par
Ye={ueR" J(c)=c}

pour ¢ € R", et on définit le vecteur u solution de At = b.
Alors v, est définie de la fagcon suivante :

- Sic< J(u) alors v, = 2.

—- Sic= J(u) alors vy, = {u}.

— Sic> J(u) alors 7y, est un ellipsoide centré en .

Preuve 2.4.1. La matrice A étant diagonalisable, il existe une matrice P (la matrice

des vecteurs propres) orthogonale telle que

PTAP =D
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ot D = diag(\y, ..., \,) avec A\; > 0. On fait le changement de variabley = u — @ :
cela donne, .
J(a+y) = J(8) + (Ad— Ty + 2" Ay
et puisque At = b, on a
1
J(z) = J(0) + §(u — )T A(u — a).

On fait maintenant le changement de variable (u — @) = Pz, ce qui donne

1
J(z) = J(ﬂ)+§zTPTAPz.
1

= J(a)+ 5,zTDz.

N
= J(u)+§;mi

La surface vy, est donc définie par

n 1 - 2 ~
%:{zeR ,52/\1'21- :c—J(u)}

Sic— J(u) <0 il est clair qu’il n’y a pas de solution & l’équation
I, o X
52/\1-,22- =c— J(a)
i=1

puisque le second membre est toujours positif |
- Si c = J(u) la seule solution est z =0, c’est & dire u = 1.

- Si ¢ > J(u) Uéquation définit bien un ellipsoide, puisque les \; sont positifs.

Nous avons en fait démontré un résultat trés intéressant qui caractérise la valeur

minimale prise par J(u) quand u parcourt R™ :

Théoréme 2.4.1. Soit A une matrice symétrique n x n définie positive et b € R™, et

soit J la forme quadratique associée, définie par
1
J(u) = §uTAu — b
Soit 4 le vecteur (unique) vérifiant At = b, alors G réalise le minimum de J, c’est a
dire

J(u) < J(u) YueR"
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2.4.2 Gradient d’une fonction quadratique

On considére la fonction J(u) = su” Au—b"u oit A est une matrice carrée symétrique

nxmn.On a

1 1
J(u+th) = 5uTAu + 5tQhTAh + tu’ Ah + b" (u + th)

1
= Ju) +t(u"A=b")h+ §t2hTAh

on a donc

J(u+th) — J(u)
t

1
= (uTA — bT) h + §thTAh
Puisque
lim=¢h” Ah = 0
t—>02
on a donc J(u) = Az — b.

Matrice hessienne d’une fonction quadratique

On considere la fonction J(u) = ju” Au—b"wu ou A est une matrice carrée symétrique
n X n. Puisque

Vfi(x)=Azx —b
et puisque la matrice hessienne est la dérivée du gradient on a donc
V23 (u) = A

De méme, on peut montrer que ’on a.
2 1 T
VT (u) = §(A+A )

2.4.3 Convexité d’une fonction quadratique

Proposition 2.4.2. soit J la forme quadratique, définie par
1

J(u) = iuTAu — b,

alors J est convexe si et seulement si A > 0, et strictement convexe si et seulement
si A > 0.
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2.4.4  Solution d’un systéme linéaire au sens des moindres

carrés

La résolution d'un systéme linéaire au sens des moindres carrés est un probleme

d’optimisation sans contraintes, correspondant aux données suivantes :

1 1
U=V =R" J:uER”—>J(u):§||Au—b||72n—§||b||fn

Comme

J(u) = % < ATAu,u >, — < ATb,u >,

il s’agit d’un probléme de programmation quadratique, au sens entendu ici, seulement
si la matrice symétrique AT A est définie positive. On rappelle qu'on a établi au
I’existence d’une solution de ce probléme dans tous les cas, compris celui ot la matrice
AT A est seulement positive. Lorsque la matrice AT A est définie positive, I’existence

et I"unicité de la solution peuvent aussi se retrouver a partir du (théoreme.2.3.4).

Proposition 2.4.3. On considére la fonction quadratique définie sur R™ par J(u) =
%UTAU — bTu. Alors si A est symétrique et définie positive,alors A~'b est l'unique

minimum de J.

Preuve 2.4.2. On se donne une matrice réelle A de type (m,n) un vecteur b € R™,

et on cherche un vecteur u € R™ tel que
|Au —b||, = inf [[Au—10],,,
reR”

ot ||.||m désigne la norme euclidienne dans R™. Introduisons la fonctionnelle quadra-

tique
1 2 1.0
J = —||[Av—=0b]] — = b
() = 5 l40 =Bl = 2 bl
1
= E(Av, Av), — (¢, Av)y,
1
= §(ATAU, V), — (ATc,v), veR",
ou < .,. >, et < ... >, désignent les produits scalaires des espaces R™ et R",

respectivement. La matrice symétrique AT A étant positive, la fonction J est convexe
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(théoreme 2.3.3).Comme le probléme considéré équivaut & la recherche d’un vecteur
u € R™ tel que
J(u) = inf J(v)

vER™
nous pouvons conclure du théoréme (2.3.4) que l’ensemble des solutions coincide avec

l’ensemble des solutions de [’équation
VJ(u) = AT Au — ATb = 0,
Donc
1A+ w) = b5, = [|Au = bl|7, + 2(AT Au — ATb, w),, + [|Awl,
qui n’est autre que la formule de Taylor
J(u~+w) = J(u) + VJ(uw)w + %(ATAw, W),

écrite pour la fonctionnelle quadratique J, dont le Hessien est la matrice AT A.
La matrice AT A est donc symétrique définie positive). Alors la condition nécessaire

et suffisante d’optimialité est
VJ(u) = 2(AT Az — ATb) = 0

et on retrouve bien l’équation normale AT Az = ATb.

2.4.5 Le théoréme de projection ; premiéres conséquences

Théoréme 2.4.2. (Théoréme de projection). Soit U un sous-ensemble non vide,
conveze, fermé, d'un espace de Hilbert V. Etant donné un élément quelconque w € 'V,

il existe un et un seul élément Pw tel que

(1)

PweUet |lw—Puw| = in[f]Hw - .
ve

Cet élément Pw € U wvérifie

(2)

PweU et |w—Puw|= ing |w — vl
vE
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et, réciproquement, si un élément u vérifie
uelU e <u—w,v—u>>0 pourtout veU.

alors u = Pw.
L’application P :'V — U ainsi définie est telle que

(3)

|Pw; — Pws|| < ||lwy —ws|| pour tout wi,ws € V.

Enfin, Uapplication P : V — U C V est linéaire si et seulement si le sous-ensemble
U est un sous-espace vectoriel, auquel cas les inégalités (2) sont remplacées par les
égalités

(4)

< Pw—w,v>=0 pour tout veU.

Faisons divers commentaires sur ce résultat.
(1) L’application P : V — U s’appelle 'opérateur de projection, et I’élément Pw
s’appelle la projection (sur ’ensemble U) de I’élément w, I'interprétation géométrique

de la relation de définition (1) étant claire a cet égard (figure 3) :

figure 3 :

I’élément "projeté" Pw est en effet I’élément de ’ensemble U "le plus voisin" du point

w. De la méme facon, les inégalités (2) traduisent la nécessité, intuitivement évidente,
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pour l'angle formé par les vecteurs (Pw — w) et (v — Pw) d’étre < g pour tous les

éléments v € U (figure 3). On notera au passage que

w—Pw=0welU

(#4) On peut rapprocher les inégalités (2) des inéquations d’Euler VJ(u)(v — u) > 0
pour tout v € U du (théoreme.2.3.4). Effectivement, leur analogie n’est pas une

coincidence : considérons en effet, pour w € V fixé, la fonction

1 1 1
J:’UEV—>J(U>=§H’LU—U”2:§<U,U>—<w,v>+§<w,w>.

Cette fonction est dérivable, avec

VJ(w)z =<v—w,z> pour tout v,z €V,

et (strictement) convexe (théoreme.2.3.3). Par suite, les inégalités (2) expriment sim-
plement la condition nécessaire et suffisante (3) du (théoréme.2.3.4), écrite au point
u = Pw.

(77i) L’inégalité (3) entraine en particulier la continuité de 'opérateur de projection.
On la retient parfois en disant de fagon imagée que "la projection n’augmente pas les
distances" (figure 3).

(iv) La condition (4) traduit 'orthogonalité (au sens défini plus loin) du vecteur
(Pw — w) et des vecteurs de I’ensemble V| lorsque celui-ci est un espace vectoriel.

L’interprétation géométrique est encore évidente (figure 4).

figure 4 :
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Pour le démontrer, il suffit de vérifier la condition nécessaire et suffisante du (théoreme.2.4.2) ;
or étant donné un élément quelconque v = (v;)?; de 'ensemble U, la définition pré-

cédente de ’élément Pw entraine effectivement

n

(Pw —w,v — Pw) = Z((Pw)Z —w;)(v; — (Pw);) = — Z w;v; > 0.

=1 1,w; <0

L’extension aux ensembles de la forme

U:H[az,bz] :{U: (Ui)zn:l GRTLZ(IZ' §vi§bz-, 1 §Z§n} CR”,

i=1
les cas oul a; = —o0 et a; = +0o0 n’étant pas exclus, n’offre aucune difficulté.
Les lecteurs vérifieront par un raisonnement analogue que l'opérateur de projection

correspondant est donné par

a; si w; < a;,
(Pw)l = min{maX{wi, al}bl} = w; si W; S a; S bi,

b; si b; < w;.

Given an element u € V', the Schwarz inequality shows that the linear form

(u,.):v eV —<u,v >R

2.4.6 Application du théoréme de projection

Reprenons le probléeme de la solution d’un systeme linéaire au sens des moindres

carrés : trouver u € R" tel que

[Au = b[|, = inf [[Av —b]],,,
vER"™

ou la matrice A € A,, ,(R) et le vecteur b € R™ sont donnés, et euclidienne dans R™.

Le sous-espace vectoriel

Im(A) ={Av e R" :v e R"}
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désigne la norme étant fermé (on est en dimension finie), le théoréme de projection

entraine l’existence, et 'unicité, d’un élément u vérifiant

a€lm(4) et [la—bl, = inf [[o-0],.
velm

Par suite, le probleme posé a toujours au moins une solution, & savoir I'un des éléments
u € R™ qui vérifie
Au = 1.

Cette solution est unique si et seulement si I’application représentée par la matrice
A est injective (ce qui n’est possible que si m > n ), c’est-a-dire si et seulement si la
matrice symétrique positive A7 A est définie, ou encore si et seulement si r(A) = n.

Dans le méme esprit, la caractérisation (4) du théoréme8.1 — 1, a savoir

<U—0b,9>,=0 pour tout o€ Im(A),
s’écrit, en notant <.,.>,, et <.,. >, les produits scalaires euclidien de R™ et R"
respectivement,
< Au—b, Av >,=< AT Au — ATh,v >,= 0 pour tout v € R".

On a ainsi établi que les équations normales

AT Au = ATb

ont toujours au moins une solution.
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CHAPITRE 2.

PROBLEME D’OPTIMISATION SANS
CONTRAINTES EN DIMENSION FINIE




Chapitre 3

Optimisation sans contrainte en

dimension infinie

3.0.7 Existence en dimension infinie ?
Probléme de compacité

Dans ce paragraphe, nous allons énoncer un résultat d’existence en dimension infinie
dans le cas particulier ou J satisfait une propriété de convexité forte. En général, et
c’est sans grande surprise, il est bien plus difficile d’obtenir un résultat d’existence en
dimension infinie. A titre d’exemple, considérons 'espace de Hilbert (de dimension

infinie) des suites de carré sommable dans R | c’est-a dire

*(R) = {u = (Upn)nen / Zui < —I—oo}

n=0

400
muni du produit scalaire (u,v) = Y u,v, . On considére la fonctionnelle J définie
n=0

par

J : FR)—R
9 +o0o u2
u — (lul® 1) +Zn+"1
n=0
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On s’intéresse au probléme d’optimisation

inf J(u)
u € (A(R).

Remarquons que J est une fonctionnelle coercive (infinie & I'infini). En effet, pour
tout u € (%(R).

J(u) > (|Jul® = 1)° +00

—
[[uf|—+o0
Cependant, le probléme d’optimisation ci-dessus n’a pas de solution. Pour le vérifier,

il suffit de remarquer que
inf{J(u), u€ A(R)} =0

L’existence d’un minimiseur u tel que J(z) = 0 étant clairement impossible, cela

garantit que ce probléme n’a pas de solution. Démontrons a présent que
inf{J(u), u€ P(R)} =0

On considére la suite (minimisante) (u,)neny € £2(R)N définie pour n € N fixé par :

1
up = Ok, , Yk € N. On vérifie alors aisément que pour tout n € N, J(z") = et
n

la conclusion s’ensuit.

La moralité de cet exemple est que la compacité s’obtient bien plus difficilement
en dimension infinie qu’en dimension finie. Bien que la suite minimisante (u,)nen
soit bornée, il n’est pas possible d’en extraire une sous-suite convergente dans ¢?(RR)

(theoreme de Weirstrass).

Difficulté indépendante du choix de ’espace.

Une fonction continue sur un fermé borné n’atteint pas toujours

son minimum !

Exemple 3.0.1. Ezemple de non-existence : soit l’espace de Sobolev H'(0,1) muni

|WH:([fU@f+v@fm>é

de la norme
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Soit )
1) = [ (v @] =17+ v(w)?) do
0
On vérifie que 'application J est continue et "infinie a 'infini”, et pourtant le pro-

bleme de minimisation
inf J(v)

veH1(0,1)

n‘admet pas de solution. (Difficulté indépendante du choiz de [’espace.)
Preuve 3.0.3. Il n'eziste aucun v € H'(0,1) tel que J(v) =0, et pourtant

inf J(v)=0

veH(0,1)
car si on définit la suite un telle que (u,) = +1

A

1/

k/n 1

on a J(u,) = fol up(z)?de = & — 0.
On voit dans cet exemple que la suite minimisante un “oscille” de plus en plus et

n’est pas compacte dans H'(0,1) (bien qu’elle soit bornée).

Pour obtenir des résultats d’existence nous commencons par rappeler, avec quelques-
unes de ses conséquences, le théoréme de projection dans les espaces de Hilbert, dont
un usage constant est fait en optimisation. Il nous permettra en particulier d’établir
un certain nombre de résultats directement en dimension infinie.

Dans ce qui suit, on se place dans un espace de Hilbert V muni d’un produit scalaire

<>

3.0.8 Fonction a-elliptique

Définition 3.0.4. Soit U C V, un convexe. Une fonction J : U — R est dite
fortement convere ou uniformément convere ou a-convexe ou a-elliptique s’il existe

a > 0 tel que, pour tous (u,v) € U% , 0 € [0,1],

J(Out (1= 0)0) < 07 (u) + (1= 0)f(v) = F0(1 = 6) | =y
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Il est tout & fait clair que D'ellipticité implique la stricte convexité qui implique elle-
méme la convexité. On notera que la convexité correspond formellement au cas o = 0.
Bien siir, les réciproques sont fausses.

La proposition ci-dessous examine plus précisément le lien entre “convexité et “uni-
forme convexi- té”. Elle fournit également un critére permettant de vérifier 1’uniforme

convexité d’une fonction.

Proposition 3.0.4. Soit J: V — R.

Q@
1. La fonction J est a-elliptique si et seulement si la fonction J — §H -|I* est conveze.
2. On suppose que J est continue. Alors, la fonction J est a-elliptique si, et seulement

si il existe a > 0 tel que, pour tout (u, v) € V2,

J<u+v> LI I

2 2 8

Preuve 3.0.4. 1. Posons g(u) = J(u) — %HU,HQ En développant ||0u + (1 — 0)v||* et

en regroupant les termes correctement, on trouve

Og(u) + (1 —0)g(v) — g(Ou+ (1 —)w) = 0J(u)+ (1 —0)J(v) — J(Ou+ (1 —06)v)
~50(1—0)[u— o],

ce qui prouve 1’équivalence annoncée.

2. Le sens direct est immédiat et s’obtient en choisissant 0 = 3

Le sens réciproque est un peu plus délicat. Nous allons procéder par récurrence. Pour

tout n € N, on note U, = {£ € [0,1], 2"¢ € N}. Fizons u et v dans V. On appelle
P, la propriété : Pour tout 6 € U, 1%inégalité

J(Ou+ (1 —0)v) <O0J(u)+ (1 —0)J(v) — %9(1 —0)|Ju — v]?,

est vérifiée”.
Soit 0 € U, 1\U,, alors 20 € U,. Il existe (01, 03) € U? tels que 6, < 0y et

0, +0
g = i 2 Puisque J vérifie 1'inégalité particuliére de a-convexité énoncée dans
la proposition,
0 1—-6 0 1—-6
Y (LS (U E MR E A

IA

% T Byt (1= 02)0) + 7 B+ (1= 62)0)] = (6 — 02 lu — o]
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Or, puisque 1’inégalité de a-ellipticité a été supposée vraie sur U,, on en déduit

O1J(u) + (1 —61)J(v) + 02J(u) + (1 — 02)J (v)
2
201 00) + 01— B2)) Ju — o — 20— 01)? v

JO @+ (1-0w) <

= 0T+ (1= 0)(0) — L1~ 00) + 0a(1 ) + S0 — 02))u
= 0J(u)+(1-0)J(v) - %9(1 — )| — |2,

ce qui prouve que 171néqgalité de a-ellipticité est alors wvalable pour tout élément de
Unt1. On en déduit par récurrence que 1’inégalité est valable pour 6 € |J, oy Un.
Comme J est continue, 1’inéqgalité reste valable sur 1’adhérence de ['union des U,,

c’est-a-dire sur [0, 1].

Dans le cas ou la fonction J est réguliére, comme pour la convexité, il existe des
caractérisations de la convexité uniforme. On peut voir ces caractérisations comme

des corollaires du théoréme.

Corollaire 3.0.1. Caractérisation des fonctions uniformément convexes dans
le cas régulier

1. Si J : V — R est dérivable, on a les équivalences

(i) J est a-elliptique ;

(i) J(v) > J(u) + (VJ(u), v —u>+5|lv —ul|?, V(u, v) € V?;

(iii) (VJ(v) = VJ(u), v—u} > al|v—ul? Y(u, v)€ V2.

2. 51 J :V — R est deux fois différentiable, on a les équivalences

(i) J est a-elliptique ;

(ii) (HessJ(u)h, h >> a|lh||?, Yu eV, Vh e V.

Preuve 3.0.5. 1. Grdce & la proposition, (i) équivaut & dire que g(u) = J(u)— %HUHQ
est convezxe. or, Vg(u) = V.J(u) —au. En écrivant alors les conditions (i), (i) et (iii)
du théoréme, on obtient exactement les conditions (ii) et (iii) du corollaire pour J.

2. La preuve découle immeédiatement du théoréme, en posant comme précédemment

g(u) = J(u) — %HUH2 et en remarquant que Hessg(u) = HessJ(u) — al.
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Remarque 3.0.1. Uniformément convexe implique coercif
St J est a-elliptique et différentiable, en utilisant la caractérisation précédente, on

obtient aisément que
J() 2 J(O0)+ < VI(0), u>+]lul?,
ce qui tmplique que J est coercive.

Nous sommes a présent en mesure d’établir le résultat d’existence annoncé en dimen-

sion finie.

Théoréme 3.0.3. Soit U, un convexe fermé non vide d’un espace de Hilbert' V et J,
une fonction a convexe continue sur U. Alors, il existe un unique minimum u* de J
sur U et on a :

u* — ul|? < g[J(u) _ I, Ve U

En particulier, toute suite minimisante de J sur l’ensemble U converge vers u*.

Il existe un point un peu technique dans cette démonstration qui, paradoxalement,
dans beaucoup de problémes d’optimisation, est vérifié gratuitement. En effet, il s’agit

du lemme suivant :

Lemme 3.0.1. Soit J, une fonction a-convexe sur U. Alors, il existe deux constantes

(a1, az) € Ry x R telles que
J(u) = ai[[ul® + ae.

Remarque 3.0.2. Ce lemme est démontré dans [1]. Il utilise dans sa preuve le théo-
réme de séparation d’un point et d’un convexe. Il assure, puisque J est “infinie a
1’infini”, que J est minorée sur le convexe U, donc que inf{J(u), uw € U} est fini. 1l
arrive assez souvent dans la pratique que 1’on minimise des fonctionnelles naturelle-
ment positives ou minorées si bien que cette étape n’apparait plus essentielle dans ces

cas.

Preuve 3.0.6. Démontrons a présent le théoréeme en admettant le lemme technique
ci-dessus. On désigne par m, la quantité inf{J(u), u € U}. Soit (un)nen, une suite
minimisante de J sur U. Puisque J est a-elliptique, on a pour tous (n, m) € N2,

(T un) = 1) + 5 (I ) = 1)
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Uy, + Uy,

Or, par définition de m, J( 5

) > m, si bien que

1

0 < Slun =l < S(I () = 1) + 5(J ) = 1)

On en déduit que (uy)nen est de Cauchy, et donc converge vers une limite u* € U (U
est fermé), qui est nécessairement le minimum de J, puisque J est continue. L’ unicité
découle du théoréme.

Enfin, soit u € U. Utilisons encore le caractére a-elliptique de J, on obtient :

J(u*) + J(u) u* 4 u J(u) — J(u*)
Iy < ST,

Sl —ul? <

u+ u*
2

Remarque 3.0.3. On peut affaiblir les hypothéses du théoréme précédent, en rempla-

car J(

) = J(u”).

cant l’hypothése de continuité de J par une hypothése de semi-continuité inférieure

de J. La démonstration reste alors inchangée, et il suffit d’écrire que

J(u*) < lim inf J(uy,).

n—-+ oo

Le résultat qui suit est essentiel.
En vue d’étendre dans un premier temps ce résultat au cas d’ensembles U non bornés

(notamment lorsque U = V' = R"), on introduit la notion suivante :

Proposition 3.0.5. Soit J : R" — R une fonction continue, coercive sur R". i.e

lim J(v) = 400

llvf|—o0

Alors il existe au moins un élément u tel que

(P) welU e J(u)=infJ(v)

velU

(P) admet une solution optimale u.

Preuve 3.0.7. Soit u € R". Puisque lim J(u) = +oo il existe N > 0 tel que

llul|—o0
|v]| > N = J(v) > M, donc

AN >0, J() < J(w) = [v] < N.
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Puisque u est caractérisé par J(u) < J(v), Vx € R™, on a donc forcément |ju|| < N.
Donc u est solution du probléme

min J(v
lvll<N ()

et le théoréme précédent s’applique, la boule {z € R™, ||v|]| < N} étant compacte.

C’est la compacité qui intervient de fagon essentielle dans la démonstration du (théoreme..8.1.1..).

On peut s’en convaincre autrement par la considération la définition suivante :

Définition 3.0.5. (Suite minimisante) On dit qu’'une suite (ug)reny d’éléments de
U est une suite minimisante si et seulement si

up € U pour tout k>0, lim J(ug) = inf J(v)

k—o0 vel
Cette suite étant nécessairement bornée, puisque la fonctionnelle .J est coercive, on
peut extraire une suite (ux) qui converge vers un élément u € U (I'ensemble U est
fermé). La fonction J étant continue,

J(u) = lim J(ug) = inf J(v),

k—oo vel

ce qui fournit une nouvelle preuve de 'existence d’une solution du probléme (P).

C’est d’ailleurs ce type de raisonnement qui permet d’étendre le résultat au cas de la
dimension infinie, avec néanmoins des hypothéses supplémentaires, et essentielles, de
convexité, aussi bien pour la fonctionnelle .J que pour I’ensemble U. La démonstration
reposant sur la compacité "faible" des parties convexes fermées bornées des espaces
de Hilbert (parties (ii) et (iii) de la démonstration ci-dessous), nous commengons par

la définition suivante :

Définition 3.0.6. On dit qu’une suite (uy)r>o d’éléments d’un espace préhilbertien

V' converge faiblement sl existe un élément uw € V' tel que

lim (v, uy) = (v,u) pour tout v € V.

k—o0
On notera que, si toute suite qui converge au sens de la norme converge faiblement,

I'inverse n’est pas toujours vrai.
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Théoréme 3.0.4. Soit U une partie non vide, convexe, fermée, d’un espace de Hilbert
séparable V', et J : V — R une fonctionnelle convexe, dérivable, coercive si l’ensemble
U est non borné. Alors il existe au moins un élément u tel que

uwelU et J(u)=inf J(v). (P)

velU
Preuve 3.0.8. (i) Comme dans le cas de la dimension finie (théoréme.3.0.5), la
coercivité de la fonctionnelle permet de se ramener au seul cas d’un ensemble U
borné (et encore convexe puisqu’une boule est convexe).

(ii) Considérons une suite minimisante (ux)k>o -
up, € U pour tout k>0, limJ(ug) = ing J(v),
ve

sans exclure a ce stade l’éventualité ou inf,cyy J(v) = —oo. La suite (uy,) étant bornée
(d’aprés (1)), montrons qu’on peut en extraire une suite qui converge faiblement.
Soit C' une constante telle que ||ug|| > C pour tout k > 0. On note pour commencer
que, siv est un élément quelconque de l'espace V', la suite de nombres réels { (v, ux) } x>0
est bornée puisque |(v,ug)| < C||v|| . L’espace Fétant supposé séparable, soit (vi)i>o
un ensemble dénombrable dense. La suite {(v1,ux)}r>0 étant bornée, on peut en ex-
traire une suite {(vi, ug, )}k, >0 convergente; de méme, la suite {(ve, ug1)try>0 €tant
bornée, on peut en extraire une suite {(ve, ug2) }r,>0 convergente, et ainsi de suite.
Considérons la suite "diagonale” (w;)i>o ot W; —def u;, Par construction, chaque
suite { (v, w,) }is0, k > 0, a une limite, qui est la limite de la suite {(vi, W) }ik>0. On
va montrer qu’en fait toute suite {(v,wr)}r>0,v € V a une limite : étant donné un
élément quelconque v € V', soit en effet € = 0 donné. Il existe un élément vy, tel que

l|lv — k|| < e/4C . Dans ces conditions,

(v, wi)| = (v, wa)| = (v, wr = wm)| < |(Vk, wr — W) + [(V = v, w1 — W) |
€

S |<Uk7w]>_(vk7wm)|+§7
puisque ||w; — wm|| < ||wr||+]|wn| < 2C. L'élément vy étant fizé, la suite { (v, wr)} >0
converge d’aprés ce qui précéde; c’est donc une suite de Cauchy. Par suite, il existe

un entier Iy = Io(e,vy) tel que

I7k Z IO = |('U]c,'lU[> - (Ukvwm)| S

Y

DN ™
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et l'assertion est établie.

Définissons une application f:V — R par
flv) = Illr&(v,w;) pour tout v € V.
C’est une application linéaire, et continue puisque
(0,0 < Cllol| pour tout T = |f(v)] < C o]

D’apres le théoréme de représentation de Riesz, il existe un élément u € V' tel que
f(v) = (v,u) pour tout v € V ; on a donc bien établi la convergence faible de la suite
extraite (w;) = (u;;,) vers l’élément u.

(i1i) Démontrons ensuite que la limite "faible” u de la suite extraite (wy) appartient a
I’ensemble U. Notons P l'opérateur de projection associé a l’ensemble convexe fermé
U ; d’apres le (théoréme.....) (2),

wy € U= (Pu—u,W;— Pu) >0 pour tout integral I.
La convergence faible de la suite (wy) vers ’élément u entraine

0 < lim (Pu — u,w; — Pu) = (Pu — u,u — Pu) = — ||u — Pul* <0,

I—00

et donc uw € U. On a ainsi établi qu'un ensemble fermé convere est "faiblement”
fermé, c’est-a-dire que la limite "faible” d’une suite faiblement convergente de points
d’un tel ensemble lui appartient,

(iv) Montrons enfin que la fonctionnelle J vérifie

J(v) < lim inf J(vy),

I—o0

pour toute suite (vr) convergeant faiblement vers un élément v. La fonction J étant

supposée dérivable et convere, on a en effet (théoréme.2.3.2)
J)+ (VJ(v),v; —v) < J(vr) pour tout intégrale I.
et, par définition de la convergence faible,

lim (VJ(v),vr) = (VJ(v),v),

I—o00
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ce qui établit la propriété annoncée; on l'appelle la faible semi-continuité inférieure
séquentielle de la fonctionnelle J.

(v) 1l est maintenant facile de conclure : la limite faible w € U de la suite extraite
(wy) de la suite minimisante (uy,) vérifie

J(u) < lim inf J(w;) = lim J(ux) = inf J(v).

I—o00 k—o0 velU

Remarque 3.0.4. (1) Le théoréme reste vrai dans les espaces de Banach réflexifs,
dont les espaces de Hilbert (séparables ou non) sont des cas particuliers; de méme,
il reste vrai si on remplace ’hypothése de dérivabilité de la fonction J par la seule
continuité.

(2) La réciproque de la propriété (ii) est vraie (toute suite faiblement convergente est

bornée), mais elle ne peut pas s’établir de fagon élémentaire.

Dans certains cas particuliers, la démonstration de ’existence d’une solution peut étre
notablement simplifiée, en évitant notamment tout recours a la convergence faible.

Commencons par une définition :

Définition 3.0.7. Etant donné un espace de Hilbert V', une fonction J :V — U est

appelée fonctionnelle quadratique sur V' si elle est de la forme

ot al.,.): VxV — R est une forme bilinéaire, continue, symétrique (a(u,v)—a(v,u)
pour tout u,v € V et f : V — R est une forme linéaire continue. Cette définition
généralise de facon naturelle celle d’une fonctionnelle quadratique sur R™ puisque,
grace au théoréme de représentation de Riesz, il existe un opérateur A € L(V') et un

élément b € V. tous deux définis de facon unique, tels que
a(u,v)— < Au,v >=< u, Av > pour tout u,v €V

f(v) =<b,v> pourtout veV,

en désignant par < .,. > le produit scalaire de l’espace V.
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Le théoréme de projection et le théoréme de représentation de Riesz permettent alors
d’établir simplement un résultat général d’existence pour des problémes (P) posés
avec de telles fonctionnelles. On notera que le cas U = V' correspond exactement a la

formulation variationnelle des problémes aux limites.

Théoréme 3.0.5. 8.2.350it
1
JiveV = Jw) = §a(v,v) — f(v),

une fonctionnelle quadratique sur un espace de Hilbert V. On suppose de plus qu’il

existe un nombre a tel que
a>0 et a(v,v)>allv|l;; pour tout v EV.

Etant donné une partie non vide, convexe, fermée U de V', il existe un et un seul
élément u vérifiant (P)

uwelU et J(u)=inf J(v).

velU

Cet élément u vérifie également
a(u,v —u) > f(v—u) pour tout v € U,

et, réciproquement, si un élément u € V wérifie les inéquations ci-dessus, c’est la
solution du probléme (P). St U est un sous-espace vectoriel, les inéquations précédentes

sont remplacées par les équations
a(u,v) — f(v) pour tout v € U.

Preuve 3.0.9. La forme bilinéaire a(.,.) est également un produit scalaire sur l’espace
V', la norme associée étant équivalente o la norme ||. || associée au produit scalaire

< .,.> de l’espace V. En effet, les hypothéses faites entrainent :

vallvll < va(v,v) < Vllalll]v]],

en désignant par ||al| la norme (dans Uespace L2(V,R)) de Uapplication bilinéaire

a(v). La forme linéaire f étant donc encore continue pour cette nouvelle norme, le
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théoréme de représentation de Riesz montre qu’il existe un élément de V et un seul
tel que.
f(v) =a(e,v) pour tout v € V.

Par suite, on peut transformer ’expression de la fonctionnelle, en l’écrivant

1 1
J(v) = §a(v,v) —a(c,v) = ia(v —c,v—c) —alcc).
Dans ces conditions, résoudre le probléme (P) revient a chercher la projection u de
lélement ¢ sur U'ensemble U au sens du produit scalaire a(.,.). D’aprés le théoréme
de projection, il en existe une et une seule, ce qui établit ['existence et l'unicité de la
solution u du probléme (P). D’aprés le méme théoréme, cette solution est également

caractérisée par les inéquations
a(u—c,v—u) >0 pour tout v e U,

ou par les équations

a(u—c,v) =0 pour tout v e U,

si U est un sous-espace vectoriel, relations qui coincident avec celles de [’énoncé
PULSQUE

a(c,v) = f(v) pour tout ve € V

Remarque 3.0.5. (1) Un usage essentiel de la symétrie de la forme bilinéaire a été
fait, d’une part, pour conclure que lexpression a(.,.) est un produit scalaire, d’autre
part, pour écrire la nouvelle expression de la fonctionnelle.
(2) Les inéquations a(u,v —wu) > f(v — u) sont un cas particulier des inéquations
d’Euler VJ(u)(v—u) > 0 (théoréme.2.3.4) appliquées a la fonctionnelle J, de dérivée
donnée par

VJ(u)v = a(u,v) — f(v) pour tout v e V.

Une observation analogue (et pour cause...) a été faite & propos du théoréme de pro-
jection.

(8) On a indiqué auzx paragraphes 3.4 et 3.5 les raisons pour lesquelles les relations
a(u,v) = f(v) sont des équations "variationnelles”; c’est dans le méme esprit que
les relations a(u,v — u) > f(v — u) pour tout v € U sont appelées des inéquations

variationnelles.
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