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Introduction

D’une part

La géométrie des fibrés tangents constitue un champs fertile de recherche en géométrie
Riemannienne. Les fibrés tangents munis de métriques naturelles forment une large classe de
variétés qui possedent des propriétés géométriques intéressantes et un grand nombre d’appli-
cations a la fois en géométrie différentielle et en physique mathématique.

Les efforts dans cette direction ont commencé dans les années 1950, lorsque S.Sasaki a
introduit sa fameuse métrique g sur le fibré tangent d’une variété Riemannienne (M, g) définie
par

(XijH) = g(X,Y)ow,
(X7 YY)y = o,
XV, YY) = g(X,Y)orm,

o @

oun X, Y e I'(TM)
Par la suite, la métrique de Sasaki a été intensément étudiée par plusieurs géométres. Cepen-
dant la métrique a montré une ‘rigidité extréme’.

Le succes universel de la géométrie Riemannienne du fibré tangent a conduit certains
géomeétres a généraliser des métriques connues dans le contexte du fibré tangent moins rigides
que la métrique de Sasaki. Parmi les métriques qui ont été généralisées on trouve la métrique
de Cheeger-Gromoll g :

GXTY") = g(X,Y)om,
JXTYY) = o0,
1

Q(vayv) = 1+T2(g(X,Y)+g(X,u)g(Ku))Oﬂ,

Our = [lull = v/g(u,u)

On introduit d’autres métriques naturelles dans cette thése : la métrique de Mus-Sasaki,
la métrique de Mus-Gradient et la métrique de Cheeger-Gromoll Généralisée, et on
étudie leurs géomeétries.
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D’une autre part

Les applications harmoniques sont les correspondances entre les variétés Riemanniennes
ou pseudo-riemanniennes qui extrémisent la fonctionnelle énergie naturelle

1
By D) =5 [ ldgPu,

ou |dp| est la norme de Hilbert Schmidt de la différentielle dp, généralisant ainsi I’ intégrale
de Dirichlet. Ces applications sont en faite des solutions des équations d’Euler-Lagrange
(équations harmoniques) :

T(p) = trace,Vdy = 0.

L’étude des applications harmoniques a débuté vers les années 1964 par J. Eells, J.H.
Sampson, L.Lemaire [I7] [19] et A.Lichnerowicz [34]. En 1993, J.Eells a donné une générali-
sation aux applications p-harmoniques et exponentiellement-harmoniques

B¢ D) = | F(ldePu,

ou F est une fonction polynomiale (resp exponentielle), puis en 1999 M.Ara [35] a intro-
duit les applications F-harmoniques, en considérant les applications F' : R —]0, +oo[. Une
généralisation naturelle des applications harmoniques est obtenue en considérant les points
critiques de la fonctionnelle bi-énergie :
1 2
== T v
5 [ o)

La notion des applications f-harmonique entre deux variétés Riemanniennes est introduite
par N.Course[9], S.Ouakkas, R.Nasri et M.Djaal40],[T1]. Ces applications correspondant au
points critiques des fonctionnelles f-énergie (resp. f-bi-énergie) donnée par

1 2
D)= 5 | r@ldgtv,

E2f (pa / ’Tf vga

respectivement

ou f: M —]0,+o0.
Puis M.Djaa et A.M.Cherif ont étudier une extension appelée applications f-harmonique

généralisées et f-bi-harmonique généralisées correspondant aux points critiques des fonction-
nelle f-énergie (respectivement f-bi-énergie) donnée par

/ f |d90’2vg7

E2f 907 /|Tf Ug7

respectivement
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ou f: M x N —]0,4o0[ une fonction de classe C*°.

Dans cette thése on introduit une extension encore plus large, les applications F-harmoniques,
ces applications correspondant au points critiques des fonctionnelles F-energies (respective-
ment F-bi-énergie) :

BrloiD) = [ Fla.cle)).
D

respectivement
1
Bar(oiD) = 5 [ Irelo)Pu,
D

ou f: M x R —]0,+o00| une fonction de classe C*.
et nous étudions certains propriétés de conformités et de stabilité des applications F-harmonique.
De plus , nous donnons une formule pour construire quelques exemples d’application F-bi-
harmonique propre.

Ainsi, le contenu de la thése se résume comme suit :

Dans le chapitre 1, nous étudions le relévement vertical, complet et horizontal des fonc-
tions, champ de vecteurs, forme différentielle et champ de tenseurs de type quelconque d’une
variété au fibré tangent. Cette étude est parue dans larticle de Sasaki S. [45] et développée
par Dombrowski P. [I6], Yano K. et Ishihara S. [47] et Yano K. et Kobayashi S. [49]. Nous
définissons ensuite la métrique naturelle, la métrique de Sasaki et la métrique de Cheeger-
Gromoll.

Dans le chapitre 2, on définit la métrique de Mus-Sasaki [33]
Définition :
Soient (M, g) une variété Riemannienne et f : M x R —]0,+oo[ de classe C*°. Sur le fibré
tangent T'M, on définit la métrique de Mus-Sasaki notée g? par :
1. g;?(XH,YH)(x?u) = ¢.(X,Y),
2. g3 (XH, YY)y = 0,
3. g?(XV’ YV)(a:,u) = f<x771)gz(X> Y)>
ou X,Y € I(TM), (x,u) € TM et r = g(u,u). f est dite fonction de torsion.
Notons que si f = 1 alors gf est la métrique de Sasaki, [45].

en donnant les formules relative aux connexions induites en établissant les théorémes
suivants :
Théoréme :[53]
Soit (M, g) une variété Riemannienne. Si f(z,7) = F(a(z), B(r)) et V (resp. V) désigne la
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connexion de Levi-Civita associée a (M, g) (vesp. (T'M, g7)), alors :

L (VynY?), = (VXY)f—%(Rx(X,Y)U)V,

2 (aerr™)y = )+ L8 )07 1 X (@) 2 (o), )

3. (o), = 0wy 1 v T ), sy

1 @), = 0T 0w, 50) [0a(Y )XY + 00X, )Y, — (X, V)Y
30X V)2 a(a), B0 gradye)]

pour tous champs de vecteurs X, Y € I'(T'M) et p = (z,u) € TM, ou R désigne le tenseur
de courbure de la variété (M, g).

Ensuite nous étudions aussi les sections harmoniques de la métrique de Mus-Sasaki, en
établissant les théorémes suivants :

Théoréme|33]
Soient (M, g) une variété Riemannienne de dimension m et (7'M, g}g ) son fibré tangent équipé
de la métrique de Mus-Sasaki, tel que f(z,r) = F(a(z),5(r)). Alors le champ de tension
associé & X € I'(T'M) est donnée par :

f(::r a—F(a(a:),,B(r))(ngdMaX)V + [tracegA(X)}V + [tmcegB(X)]H, (1)

) Os
ou A(X) et B(X) sont des applications bilinéaires définies par :

T(X) =

AX) = VX + fﬁ(/(T))%—f(a(w),ﬁ(r))[Qg(VX,X)VX — g(VX,VX)X],
OF

B(X) = f(a,)R(X,VX)* ~2g(VX, VX) 7 (alr), B0r))gradyo.

Nous donnons une condition nécessaire et suffisante pour qu’ un X € I'(T'M) est harmo-
nique, nous avons :

Théoréme|[33]
Soient (M, g) une variété Riemannienne de dimension m et (7'M, g? ) son fibré tangent équipé
de la métrique de Mus-Sasaki et X € I'(T'M). Alors X est harmonique si et seulement si

0= trace,{ VX + fi;fr%%—f(a(x),ﬁ(r))[Qg(VX,X)VX - g(VX,VX)X]}
" m OF
+f<£€, 7”) %(QQT% B(T))vgradMaXa (2)
et
10F

0= tracey,{ f(z,7)R(X,VX) * —5—(04(x),ﬁ(7"))g(VX, VX)gradya},
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o r = g(X,, X)) = || Xa|*
Si M est compact, alors :

Théoréme|33]
Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension m et (T'M, g7) son fibré tan-
gent équipé de la métrique de Mus-Sasaki et X € T'(T'M). Alors X est harmonique si et
seulement si X est parallele (i.e VX = 0).

Théoréme|33]
Soient (R™, go) I'espace réel euclidien et (TR™, g(*)gf) son fibré tangent équipé de la métrique de
Mus-Sasaki, tel que f(z,r) = F(a(x),8(r)). Si X = (X',--+, X™) et un champ de vecteurs

sur R™, alors X est harmonique si est seulement si

. OF da, OX*  92X*
0= 3 U a5 @@ BUXIM G55 +
pIXP?) oF Do 0XT XY L 9
X o @0 (Han)); X o — X G ®
oa , OF o
0= )y @ AUXID) 2

pour tout k =1, m.

Corollaire[33]
Soient (R™, gg) 'espace réel euclidien et (TR™, ggf) son fibré tangent équipé de la métrique
de Mus-Sasaki. Si a est une fonction constante, alors X = (X', .-+ X™) est un champ de
vecteurs harmonique sur R si et seulement si X vérifier le systéme d’équations suivant :

(X BUXI) oF o OXIOXE 0,
2 o+ T Xy ar @ AUXI) 2 P05 T = XA =0

pour tout k =1, m.

En utilisant ce corollaire ,on peut construire plusieurs exemples non triviaux de champs
de vecteurs harmoniques.

Dans le chapitre 3, on définit la métrique de Mus-Gradient : Définition
Soient (M, g) une variété Riemannienne et f : M —]0,+oo[. Sur le fibré tangent 7'M, on
définit la métrique de Sasaki gradient notée g/ par :

L. gf(XH7YH)(I7U) = gx(Xv Y)
3. g/ (XY YY) o) = (X, Y) + Xo(f)Ya(f)
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ou X, Y e I(TM), (z,u) € TM.

En donnant les formules relative aux connexions induites et des courbures (tenseur de cour-
bure, courbure sectionelle et courbure scalaire), puis on étudie la biharmonicité en illustrant
avec des exemples d’applications biharmoniques propres. En fin de chapitre nous étudions la
géodésie de cette métrique

Dans le chapitre 4, on définit la métrique de Cheeger-Gromoll généralisée G/ par [32] :

Gf(XHaYH)(z,U) = gx(X,Y)
GHXT Y ) = 0
GIXY Y ) owy = f(@)w(9(X,Y) + q9:(X, w)g.(Y, u))

)

ou X,Y e I(TM), et 7* = |Ju|| = \/g(u,u), avec w = (1 + ||ul|*)~!, p,q € R et q positive.

Nous donnons les formules relative aux connexions induites, les tenseurs de courbures,
la courbure sectionnelle et la courbure scalaire de cette métrique

Dans le chapitre 5[38|, nous étendons la définition des applications F-harmoniques
[35], on donne la notion de applications F-bi-harmonique, qui est une généralisation des
applications bi-harmoniques entre deux variétés Riemanniennes [51] et des applications f-
bi-harmoniques [40] et nous étudions certains propriétés de conformités et de stabilité des
applications F-harmonique. De plus, nous donnons une formule pour construire quelques
exemples d’application F-bi-harmonique en établissant ce qui suit :

Considérons une application ¢ : (M,g) — (N, h) de classe C* entre deux variétés Rie-
mannienne.Soit

F:MxR—=(0,00), (z,r)— F(z,r), (4)

Une fonction de classe C*> positive,pour tout domaine compact D de M la fonctionnelle
F-énergie de ¢ est définie par

Br(p:D) = [ Flae()(@) v, )
D
ol e(p) est la densité de I’énergie de ¢ définie par
1
ely) =5 h(dgp(e:), dp(es)), (6)
v, est la forme volume,et {e;} est une base orthonormée sur (M, g).

Définition : Une application est dite F-harmonique si ¢’est un point critique de la fonc-
tionnelle F-énergie sur chaque compact D de M.

Corollaire : Une application ¢ : (M, g) — (N, h) de classe C* est F-harmonique si et
seulement si
Tr(p) = F () + dp(grad™ F) = 0. (7)
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Corollaire :
Si@:(M,g) — (N,h) est une application conforme de dilatation A, alors

Tr(p) = dgp((2 —m)F! grad™ (In \) + grad F;) (8)

Théoréme : Soit ¢ : (M™,g) — (N™,h) (m > 3) est une immersion conforme de
dilatation A, alors ¢ est F-harmonique si et seulement si

F(z,r) = C()\(x))(m’z).r. 9)

Théoréme : Soit ¢ : M — N une application de classe C*entre deux variétés Rieman-
nienne et soit ¢ : N — P l'inclusion canonique d’une sous-variétés , alors ¢ est F-harmonique
si et seulement si 7x(i 0 ¢) est normal & N, o F' € C*(M x R) est une fonction positive de
classe C*° .

Théoréme :Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h) (m > 3) une application de classe C'*° entre
deux variétés Riemannienne. on suppose que F,. # 0. alors ¢ est F-harmonique si et seulement
si ¢ est harmonique par rapport a la métrique conforme ¢ donnée par

- (F,>2/(m2)
g=(F

-g

Théoréme : Soit ¢ : M™ — N une application F-harmonique entre deux variétés
Riemanniennes. Si F” > 0 et N est a courbure non positive, alors ¢ est stable.

Théoréme : Soit ¢ : M™ — S™ une application F-harmonique d’une variété compacte
M. Si

[ leR{laePF e elole)) + 2= mF.e(e@) o, < o

alors ¢ est instable.

Théoréme : Soit ¢ : M™ — S™ (n > 3) une application F-harmonique d’une variété
compacte M. Si
F'<0, et F.>0

alors ¢ est instable.

Théoréme : Si F" <0, F! >0, et n >3 or F’ <0, and n = 2. alors toute application
F-harmonique stable d’'une variété compacte a S™ est constante .

Ensuite nous étudions les applications F-bi-harmoniques :
Corollaire : soit ¢ : (M, g) — (N, h) une application entre deux variétés Riemanniennes.
Alors ¢ est F-bi-harmonique si :
ror(p) = —F/ trace, RN (1p(y),dp)dp — trace, V¥ F. V¢ 1p(y)
—trace, V¥ < V?71r(p),dp > Fdp
= 0. (10)
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Théoréme : Soit ¢ : (M", g) — (N™, h) une application conforme a dilatation A. le champ
F-bi-tension de ¢ est donné par

Tom(¢) = (n — 2)F trace, V’Fld¢ (gradln \) — F trace, V*d¢ (gradF))
+ (n — 2)F!trace, R™ (F.d¢ (gradIn \),d¢) de — F! trace, RY (d¢ (gradf) ,d¢) do
+ (n — 2)Vgraaqr Frd¢ (gradIn X) — V g,qqp do (gradF))
+ (n — 2) F/ trace, V* < V° dqb(F’ grad™ (In \) + grad™ F, ) do > do.

(11)

Du corollaire suivant on peut construire plusieurs exemples d’application F'-biharmonique

propre : Corollaire : Soit (M™, g) une variété Riemannienne plate. Alors Idy : M — M est
F-bi-harmonique propre si et seulement si la fonction F' vérifie :

Flgrad(AF)) +igrad (|gmdF7f|2) + F'grad(AF)) =
grad F| # 0.



Chapitre 1

Géométrie du Fibré Tangent

Sommaire
[1.1 Relevement Vertical, Complet et Horizontal |. . . . . . ... ... 11
[LTT Relévement Verticall . . . . . . ... ... . oo 13
(1.1.2° Relévement Complet| . . . . . . . . ... ... ... .. 16
(L1.3  Relévement Horizontall . . . . . . . . .. ... ... ... ... .... 19
[1.2  Meétrique Naturelle| . . . .. ... ... ... ... ... ..., 25
(1.2.1  Métrique Naturelle| . . . . . . ... ... ... ... ... .. ... . 25
([1.2.2  Métrique de Sasaki| . . . . . .. ... oo 27
[1.2.3  Métrique de Cheeger-Gromoll| . . . . . . ... ... ... ... ... . 29

Dans ce chapitre on donne la notions de relévement vertical, complet et horizontal des
fonctions, champ de vecteurs. Nous définissons ensuite la métrique naturelle, la métrique
de Sasaki, la métrique de Cheeger-Gromoll et les S-métrique tout en donnant les formules
relative aux connexions induites et les courbures.

1.1 Relévement Vertical, Complet et Horizontal

Définition 1.1.1
Soient M une variété Riemannienne et X € I'(T'M) un champ de vecteurs sur M. On définit
les applications

v:T(M) — TYTM)
Fo— y(F)

x (M) — TEHTM)
F — ~x(F)
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localement par :

0 0
YF) = Ey oy ® - ®—®d:ch2® - ® da,

ky-kp 0 0
Vx(F) = Fy oyt XM 8yk1®” dykn ®de™ - @ da",
oig>1, F=F'"-5. 0 @ 5 @dMe- - @dh et X = X7 2

Propriétés 1.1.1
1) La Définition est indépendante de la carte choisie,

2) Si F' est un champ de tenseurs de type (1,1) sur la variété M, alors y(F) (resp. vx(F))
est un champ de vecteurs sur T'M, tel que localement :

V(F):ijja—yi resp. VX(F):XJFjayi,

ou ' = F;al®dxjetX XJ(W,
3) Si feC®M) et X el(TM), on pose v(f) =~vx(f) =0,

4) Si V est une connexion linéaire sur la variété M et f € C®(M), alors Vf = df,

V(df) = (V).

Proposition 1.1.1
Si F,G € TH(M) alors [y(F),v(G)] = v(Go F) —v(F o G).

Preuve.
.0 0
= [JF! kas
o o 0 .0 0 0 N,
= Yy G ==, =] + Y FI-——(y"G; — IFH
Yy jy Gk[a “35]+y j yz<y Gk)ays kaa 5( )ayl
0
— jFZGsdk o st
M Oys
= yorl R
% ]a s k y
j s 9 i 9
= yJ(GOF)ja_ys_yk(FOG)k@yi

= Y(GoF)—v(FoQ).
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1.1.1 Relévement Vertical

Définition 1.1.2
Soit (T'M,m, M) le fibré vectoriel tangent, si f : M — R est une fonction de classe C*°, on
définit le relevement vertical fV par :

fY=for:TM — R
(x,v) +— fv(as,v) = (fom)(x,v) = f(x)
Propriété 1.1.1
Soient f,g € C>*(M), on a :
1L (f+g)V =f"+4g",
2. (fg)V = fVg".
Définition 1.1.3

Un champ de vecteurs X € D(T(TM)) est dit champ de vecteur vertical si et seulement si
pour toute fonction f € C°(M), on a :

X(fY)=0
o ~
Si )}}C sont les composantes de X par rapport a une carte induite (7=1(U), 2", y") sur
2
TM, alors pour toute fonction f € C*(M), on a :

R(Y) = Rl + Rz (1) = K gh

d’ou

Proposition 1.1.2
Soit X € T(TTM). X est un champ de vecteur vertical sur T M si et seulement si relativement
a une carte induite (7= H(U), x",y") sur TM, les composantes de X wvérifient la condition

X\ (0
xk )Xy )
Remarques 1.1.1

On a:
1.

m:ITM — M
(x,v) — 7(x,v)==x

d(x7v)7TZT(I7v)(TM) — T,M

B ;9 )

Z:Zl— .0 Z— v — da:v Z:Zz—x
axz‘(V)—i_ ayz|(7) (7)7T( ) 8x1|
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2. Viuw) = Ker(d,)m) est un sous espace vectoriel de Tiw) (T'M), appelé sous espace vertical,

3. Localement V(, . est engendré par (8%1|(x,y), S (‘)yim (z0))
4.V = U View) est un sous fibré vectoriel de T(T'M),

(z,v)ETM
5. X e I(T'(T'M)) est un champ de vecteurs vertical si et seulement si dm(X) = 0,
6. Si F € T1(M), alors y(F) et yx(F) sont des champs de vecteurs verticauz.

Définition 1.1.4
Soit X € I'(TM) un champ de vecteurs sur M, On définit le relévement vertical de X noté
XV au fibré tangent TM, par pour toute fonction f € C*(M) par :

XV(df) = (X(f)" (1.1)

localement si (X%),_1=, (X", X¥) désignent les composantes de X € T'(TM), XV respective-

i=1m>

ment et pour toute fonction f € C*°(M).

On a pour tout (z,y) € TM,y = yi& .
xl

Be) = () = o' L),

n O°f

L ogh i

X(df) =X

- Of

i k
Y+ X, s
Alors de la formule [I.1] on obtient :

~ 62f
X{l Oxhat

. 0fof
A il A

d’ou _ B
Xt =0, Xj=Xx"
pour tout h,k =1, m.

Proposition 1.1.3
Localement si le champ de vecteurs X a pour composantes (Xh)h:m relativement a une carte
(U, xh)h:L—m sur M. Alors le relevement vertical XV de X a pour composantes

() (1.2

par rapport a la carte induite (7= (U), ", y") sur TM. i.e

0
XV — Xh_
oyh’
De plus, on a : pour tout h =1,m :
D0
oxh’ oyt
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Exemple 1.1.1

Dans la variété R?, TR? = R*. En considére le champ de vecteurs
X:R* — TR?
(l‘l,x2) — (X( 2),X( ))

Dans les cartes (R?, 21, 2?) et (R, 2%, 22,941, y?), on a

6+X20

XV =x'
oy dy?

Remarque 1.1.1

Le reléevement vertical XV de X au fibré TM est un champ de vecteur vertical, et on a :
XV(fYy=o, (1.3)

pour tout X € I'(TM) et f € C®(M).

Propriété 1.1.2
Soient X, Y € T(TM), F € T{(M) et f € C>®(M), on a :
I (X+Y)V=XV+YY,

2. (fX)V = frxv,

3. [XV YV] =0,

4o [ XV ()] = yx(F).
Preuve.

Les propriétés 1), 2) et 3) sont des conséquences directes de la Proposition m
4) Localement, si X = X'-% et F'= Ff5% @ da’, on a

j Oz
XV y(F)] = [X'=——,yFi—
(X, y(F)] [ oY Jays]
o o 0 0, 0 .0 0
— XYoo 4 X o (Y F) o — P (X))~
y ][8y”8y3]+ ayl(y J)ays Y jays( )8y2
0
- X2
7 ays
= x(F).
]
Remarques 1.1.2
1. V(%u) {X(xu X e F(TM)},
2. Soient w € T,M et X € I'(T'M) tel que X, = u, on note :
UV :X(‘;,u)

appelé relévement vertical de w. D’apres la formule (L.2)) cette définition est indépendante du
choiz de X,

3. L’application (z,u) € TM w u" € T, wTM C TTM est une section de classe C* sur
TM, donc un champ de vecteurs sur T'M,

4. Soientx € M etv € T, M, alors L’application v € TyM — u" € Vi(w,v) €st un isomorphisme
linéaire.
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Définition 1.1.5
Soit F un champ de tenseurs de type (1,1) sur la variété M, On définit le champ de vecteurs
vertical VF de F sur T'M par :

VF:TM — T(TM)
(z,u) — VF(z,u) = (Fy(uv),

Localement, relativement & une carte induite (m=1(U), 2%, y%), si F = Fﬁ% ®dx' on a :
J

o) =y

F = ¢ (F(— J_—_
4 y((aﬂ " By

Exemple 1.1.2 '

Dans la variété R?, TR? = RY. En considére un champ de tenseurs , F = F{ 52~ @ dz' de type
J

(1,1), suivent les cartes (R?, x', 2?) et (R*, 2!, 22, 9%, y?), on a

| 0
VE =y'F— = (y'F| +y*F,)

0
- = — + (Y F + Y F))—.
zay] ay1+(y 1+y 2) Y

1.1.2 Relévement Complet

Définition 1.1.6
Soit f une fonction de M. On définit le Relévement Complet de f noté f€ de M au fibré TM
par :
fC:TM — R
(1.9) — df(y).

Relativement a une carte induite (7= *(U), 2", y") sur TM, on a :

Of
ox’

fC(zy) =y == (x) = (Of ) ().

Proposition 1.1.4
Soient X et'Y deux champs de vecteurs sur T M. Si pour tout fonction f € C*(M), on a :

X(f9) =Y (9,
Alors X =Y.

Propriétés 1.1.2
Soit X e I'(TM) et g, f € C*(M), on a :

XV(f9) = (X)),
(9N = “f"+4"r°,

(f+9)° = f9+4°,

(YF)(fC) = Aldf o F).

~~ ~~ —~
—_ = =
=
~— — ~— ~—
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Preuve.

1) Les formules (L.4), (L.5) et (1.6) sont des conséquences directes de la formule (1.2) et la
Définition [1.1.6]

2) Localement, si F = Fij% ® dxt, on a :

YF)(fC) = yiFfa—yj(y 55

Définition 1.1.7
Le relevement Complet d’un champ de vecteurs X sur M est ['unique champ de vecteurs
XCsur le fibré TM tel que :

XOfC=(X()", (1.8)
pour tout f € C(M).
Proposition 1.1.5

Si X est un champ de vecteurs de composantes X" par rapport a une carte (U, z") sur M,
alors le reléevement complet X¢ de X a pour composantes

Xh
C .
X .(W),

relativement a la carte induite (w=2(U), 2, y") sur TM, on X" = &

ozt *
Preuve.

2
composantes de X¢ par rapport a la carte induite (7~1(U), 2", y") sur TM. De la formule
(1.8]) on a, pour toute f € C*(M)

. . Xh
Si X" désignent les composantes de X par rapport a une carte (U, z;) sur M et ( )’éﬂ ) les

o U
L
(XN = v om0

= U aw T XY Guan )
d’out pour tout j =T, m, on a: X = XJ et X = yi%ff = 0X7.
On pose localement, pour tout ¢ = 1, m

0 +0X' 0

X = X _— .
ox’ oy’
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Remarque 1.1.2
Relativement a une carte induite (7= 2(U), 2"

d.¢ 0
(axi) Ot
Exemple 1.1.3

Dans la variété R%, TR? = R*. En considére le champ de vecteurs

X:R* — TR?
(l‘1,1'2> — (X(1m1,12)7X(211,12))

Dans les cartes (Rz,xl,IQ) et (R4,$17$2;ylay2); on a

0 0 0 0
X+ OX -+ OX
STt X 55 +0 oy +0 3

) ) LOXY L0X' 9 0X?  ,0X?

X¢ = x!

,yh) surTM, on a : pour tout i =1,m :

_ oyl 2 0
= Xga+ X st 5 8x2)8 +(

Proposition 1.1.6
Soient f € C*(M), X e '(TM) etw e I'(T*M), on a :

XC4+YY = (X+Y)°,
(fX)¢ = FoxXV+ rUxe,
X = (xu”.

Preuve.

1)Les formules (|1.9) et
2) Localement, si X = X0,

o O OX 0
;0
= X))

= (X(f)".

:(f)

Proposition 1.1.7
Soient X,Y e I'(T'M), on a :

) [xY, Y] =0,

2) XV, Y] = [X, Y],
3) X, Y] = [X, Y,
4) [XAF] = v(LxF).

v Ty 8$2)8y2

(1.10)) sont des conséquences directes des formules ([1.8]), (1.4]) et (1.5)).
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Preuve.

Les formules 1) , 2) et 3) sont des conséquences directes des formules (1.3)), (1.5]) et (1.8).
4) En utilisant la formule (1.8]), on a :

0 n ,0X° 0 F i]
or TV oo Y Teay

OF! 9 ,0X°

sz k_‘

e 0y Y o

OF] 90X 0 J0X® 0
+9 — p—

s 8y3 oxt 8 oz 0y

j . i

OF) 0 OX* 1, 00X 0

5Oyl

X

(X ()] = [X°

“aXSa
KT 9at Oy

0
F——
R Oy

= Y g Y o i 0w Oy
s wOF  9X? 0 d
= Vet T e ey

= Y(LxF).

d’autre part, on a :

8F-J 0X7 0xX®, 0
= S__L _ps— L FJ —
(X Ox® " Oxs M Ox! )8:63 ® dz'.

1.1.3 Relévement Horizontal

Dans cette section, on suppose que M est une variété de dimension m munie d’une
connexion linéaire V.

Définition 1.1.8 R
On définit la connezion opposée a ¥V notée V, par pour tous X,Y € I'(TM) :

VxY =VyX +[X,Y].

Remarques 1.1.3

1. Soient T' et T les tenseurs de torsion, R et R les tenseurs de courbure associés a V et
V respectivement, alors on a : T =T,

2. SV est sans torsion, alors V=VetR=R

Définition 1.1.9
Si f est une fonction sur M, on pose :

fr=f =2V
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application de classe C™ sur T M dite relevement horizontal de la fonction f.
De la 4°™™¢ propriété des Propriétés on rappel que, pour tout f € C*M) on q :

Ydf) =(Vf) = f¢ =a(f).
Alors :
f=o.

Définition 1.1.10
Soit X un champ de vecteurs sur M. On définit Relevement Horizontal de X noté X au
fibrée TM par :
X" =Xx°-V,X,
ou V, X =~(VX).

Si (XM désignent les coordonnées de X € F(TM) et F les coeﬁiczents de Christoffel associés
a la connexion V relativement a la carte (U,z") sur M on a :

ox" 0
VX = (835 ]Z)W@dej
ox" 0
vV, X = (8] + X'Th )y o
0 9X"M 0
X¢ = x* ——
8:Uh+y oz oyh’
0 0
H h h yi
X7 =X I YT X8 =.

par rapport a la carte induite (7= 1(U), 2", y") sur TM, d’ou

Proposition 1.1.8
Si X un champ de vecteurs sur TM de composantes (X") par rapport a une carte (U, x") sur
M, alors le relévement horizontal X™ a pour composantes

X"
H .
X ( X ) (1.12)

relativement a la carte induite (7=Y(U), 2", y") sur TM. De plus, on a : pour tout h = 1,m

4 = 9 yjp’?,i.
h 7t Gyt

Exemple 1.1.4

On considere sur R la métrique g = e“dx?.

Les symboles de Christoffel de la connexion de Levi-cita associe a g sont

1 11,0911 | Ogu1  Ogu 1
TPt _ _ 1
1= 99 ( oxl  OJxt  Oxt ) 2
Soit le champ de vecteurs X = fa -, Dans les cartes (R, ) et (R%, 2,y), on a
0 8 0 19

H _ _ _
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Exemple 1.1.5
On considérons ’espace hyperbolique (H?,g) de courbure sectionnelle constante —c* < 0
H? = {z = (11, 75) € R* : 13 > 0},
1

h= )+ (dr)?).

Les symboles de Christoffel ne sont pas nuls de la connexion de Levi-cita associe a g sont

1
F%l = = _Fb = _F§2

T2
. 0 0 ) )
Soit le champ de vecteurs X = X18_+X28_’ Dans les cartes (H*, x1,x5) et (TH?, x1, %2, y1,Y2),
x x
on a ! 2
9 9 Y2 yi, 0 Y1 Y2, O
xt—x, 2 ox, T x24I x !X, L
la$1+ 2(9902+( 1$2+ 2!702)8% ( 1$2 25102)8?/2
Remarque 1.1.3
Pour tout X e T(TM), on a :dro X = X on.
Définition 1.1.11
Soit (x,v) € TM, alors :
Haw) ={X{,). X eD(TM)} (1.13)

est un sous espace vectoriel de T, .\ (T M) appelé espace horizontal associé a V.

= | Huw

(x,w)eTM
est un sous fibré vectoriel de T'(T'M) appelé fibré horizontal associé a V.

Remarque 1.1.4
Des formules (1.12)) et (1.13)), localement pour tout v € TM, on obtient :

H(x,v) = {CL %km’v) — F]za yja_yk‘(an,v)a a ,:--,a" € R}

Proposition 1.1.9

T(TM)=H oV,
T(:c,w) (TM) = H(x,w) ) V(a;,w)v
ot (z,w) € TM.
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0 0 0
En effet : localement, si w =w'— € T,M et X = a'— + b'— € Tew)(TM), alors :

ox? or? oy’
X = (ai% a'w'T, @2 )+ (0 +a wﬂrfj)aak € Tiwu)(TM),
avec :
Xh = ai% uﬂlﬂfjai € H(zw) est la partie horizontale de )?,
= +a w]Ffj)% € Ve est la partie verticale de X.

Définition 1.1.12
Soit w € T, M, le relévement horizontal de w est défini par :

H __ H
w o = X(Lw),

ouw X € I'(TM) tel que X, = w. De la formule (1.12) cette définition est indépendante du
champ de vecteurs X choisi, d’ou

Proposition 1.1.10
Soit v € T, M ,l’application

T M — Hiw
wo o= w
est un isomorphisme linéaire.

Définition 1.1.13 B
Un champ de vecteurs X € T'(T(TM)) est dit horizontal, si pour tout (z,v) € TM, on a :

X(:t,v) € H(a:,v) .

Proposition 1.1.11
Un champ de vecteurs X € I'(T(TM)) est horizontal, si seulement si localement, pour tout
h=1,m, on a :

Xp+ThX{y =0,

ou X = X{a‘r’l—i—X

20yt "

Preuve.
Soit (x,v) € TM, on a :

- . @ B B
X(:c,v) = (X{L@“z,v) -y Fh X{a h |(at,v ) (Xh +ty Fh X])ayh ’(ar,v)v

X est horizontal < )A(/(x,v) € Haw) & Xh + T Xfyl = 0. u

Lemme 1.1.1
Pour tout X,Y e I'(TM), on a :

(VY)o (VX) = (VX)o (VY)=VyVy — VyVy — Ly(VX) + Lx(VY) = [Ly, Lx].
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Preuve.
(VY) o (VX)Z =(VY)o (VzX)
=(VY)(VxZ —[X, Z2))
=(VY)(VxZ) — (VY)(LxZ)
=(Vy)(VxZ) — Ly(VxZ) — (VY)(LxZ)
=(Vy)(VxZ) = (Ly)(Lx)Z — (Ly)(VX)Z — (VY)(LxZ),

{(VY) o (VX) = (VX) o (VY)}Z ={VyVxZ — VxVy 2} = {(Ly)(Lx)Z — (Lx)(Ly)Z}

—{(Ly)(VX)Z - (VX)(Ly 2)}
+{(Lx)(VY)Z — (VY )(LxZ)}
={VyVyx = VxVW}Z = [Ly, Lx]Z

—Ly(VX)Z + Lx(VY)Z

:{63/*@)( — §X§y — ,Cy(VX) + Ex(VY) — [ﬁy,ﬁx]}Z.

Proposition 1.1.12
Pour tout X, Y € T'(TM) et f € C®°(M), on a :

(X +Y)"=(X)"+ (1),
(fX)"=(Hrx",
XU = (X)),
(XY V) = [X Y] = x(VY),
(XY = (X, YT - yR(X,Y),
ot R est le tenseur de courbure associé a V .

Preuve.
1) Les formules ([1.14}), (1.15)) sont des conséquences directes de la formule ([1.12]).

XA(fY) = (X =V, X)(fY)
= X)) =V, X (")
= Xc(fv) puisque V., X est un champ de vecteurs vertical

= (XN,

(XYY = (XY — (VYY)
= XV, Y- [XV,9(VY)]
= XV Y] - (VY),
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XY = [xO -
= XY

(VX),YY —4(VY)]
] —
= [ ) ]H+
Y)o
+
Y)o

)
(X A(VY)] = [1(VX), Y] + [y(VX), 2(VY)]
(VIX, Y]) =1(Lx(VY)) +7(Ly (VX))
(VX) = (VX) o (VY))
V(Y
o (

v
c

+((V

= [ v
+((V
Du Lemme [L.T.1] on obtient :

xy] — Lixy)) 7 (Ly(VX) = Lx(VY))
VX) - (VX)o(VY)),

XP YT = (XY 4 (Vi) = L) +7(Ly (VX) = Lx(VY)
+v(VyVx = VxVy — Ly (VX) + Lx(VY) = [Ly, Lx])
= X, Y]" —4(VxVy = VyVx — Vixy) — 7Ly + Ly, Lx])
= [X,Y]" —4R(X,Y), oLy +[Ly,Lx]=0.

Remarque 1.1.5 R
Pour tous X, Y e I(T'M) : VxY =VyX + [X,Y].

2) Si 'V est sans torsion i.e V=V et R=R, alors vﬁ(X, Y) = (R(X,Y)u)".

En effet, si X = X35 Y =YL et u=y' %

1) On a:
ayh D
VY = (W +YFZ)W®dx3
alors
O n B,
ayh G,
- X <8x7 Fh)(ﬁxh)v
) G,
= (X5 +YF?Z.)8 =)
= (VxY)¥
2) Ona:
R(X,Y)=R(X,Y) = X'Y'R! ® da

ljka l
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alors

~ o 0
Y(R(X,Y)) = kaZYJRéjka_yl
ivi d
= X YjRijk(%)V
iv i d
= y'X Yj(Rﬁjk%)V
0 0,0,

_ L Exiyi 9
v XRS5 50) g
= (R(X,Y)u)".

Définition 1.1.14
Soit F' un champ de tenseurs de type (1,1) sur la variété M, On définit le champ de vecteurs
horizontal HF' de F' sur T'M par :

HF:TM — TTM
(z,u) — HF(z,u) = (F.(u))",

est un champ de vecteurs sur T M. Localement, relativement & une carte induite (7= (U), z°, y*),
si F=Fl'52-@da’ ona :

0 ))H _ yZthih _ yiiji’F’? 0

1.2 Meétrique Naturelle

1.2.1 Meétrique Naturelle

Définition 1.2.1
Soit (M, g) une variété Riemannienne . Une métrique Riemannienne g sur le fibré tangent
TM de M est dite naturelle par rapport a g si :

g Y = g(X.Y)om,
g X"y =0,
pour tous X,Y € I'(T'M).

Remarque 1.2.1 N
De la Déﬁm’tion on déduit que pour tout champ de vecteurs vertical Y € T'(T(TM)) et
X el'(TM), ona:

g(XHv }7) =0,

ou g est une métrique naturelle sur le fibré tangent T M.
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Proposition 1.2.1
Soit (M, g) une variété Riemannienne de connexion de Levi-Civita V. Si g est une métrique
naturelle sur T M de connexion de Levi-Civita V, alors :

1>g(x,u) (vXHYHa ZH) - g(:c,u)((VXY)Hv ZH)7
1

2) ey (Vxn Y™, ZV) = — 59w ({R(X, Yyu}’,z%),

)G (VxnYV, Z1) = _%g(w)({R(Z,X)u}V,YV),

D (TanYV, 2Y) = S(XM (@YY, 2%) 4 92" (VxY)) = g7, (Vx2)") .
e (V¥ 2%) = L (R(Y, Z)u}¥, X7,

O (Txr Y, 2%) = S(r(g(2%,X¥) = 52", (Vv X)") = g(X¥, (93 2)") .

NJew(VxvY", 2%) = (= Z"@GX" YY) +g(Y", (V2X)") +3(XV, (V2Y)Y)),

z,u)’

N~ DN —

8)9wau(VxvY", Z2") = S(XV(g(V",2") + YV (3(2", X") = 2" (g(X",Y"))

(z,u)’

pour tous champs de vecteurs X,Y,7Z € I'(TM) et (x,u) € TM, ot R désigne le tenseur de
courbure de (M, g).

Preuve.
la preuve découle immédiatement de la formule de Kozul.

1) 2g(VxunY? Z%) =XHg(yH 77 L vHgz"® X") - zHg( X", YH)

+g(Z" X Y] + gV (21 X)) — g(XT YT, Z21)

=X"(g(v,2)") +Y"(g(Z2,X)") = Z"(g(X,Y)") + g(Z", [X, Y])
+g(Y", [z, X]") — g(X", [y, Z]")

={Xg(Y,2)+Yg(Z, X) - Zg(X,Y) + g(Z,[X,Y])
+9(Y,[Z,X]) = g(X,[Y, Z])}

=29(VxY.Z)V

=2g((VxY)", zM).

2) 2g(Vxu Y™ ZV)=X"g(Y" ZV) + Yig(ZV, X") - ZVg(X",Y'™)
+g(Z" (X7 YT + (v, (27, X1]) — g(xXH Y, ZY])
== Z"(9(X, V")) +9(Z", [X,Y]") = g(Z¥ , 7 (R(X,Y)))
+g(Y" (2. X]Y = (V2X)") = g(X", ~[Z2,Y]" + (VzY)")
= — (2" 1R(X,Y))).
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D’aprés la Remarque la connezion ¥V est symétrique alors v(R(X,Y)) = (R(X,Y)u)Y .
On déduit :

2g<vXHYH’ ZV) - g((R(Xv Y)U)V7 ZV)

Les autres égalités se démontrent de la méme fagon voir [25). ]

1.2.2 Meétrique de Sasaki

Définition 1.2.2
Soit (M, g) une variété Riemannienne. La métrique de Sasaki associée & g est l'unique mé-
trique naturelle notée g° sur le fibré tangent TM telle que, pour tous X,Y € I'(TM)

1)gS(XH,YH) = g(X,Y)orm
2) ¥ (X", YY) =0,
3) ¥ (XY, YY) = g(X,Y)o

Connexion de Levi-Civita

De la Proposition et la Définition on obtient :

Proposition 1.2.2
Soit (M, g) une variété Riemannienne et ¢° la métrique de Sasaki associée ¢ g sur TM. Si

V (resp.V) désigne la connezion de Levi-Civita sur (M, g) ( resp. sur (TM, ¢%)) alors on a -

D80 (T2 = g8, (Vx¥), 27,
g8 (T ¥, 2Y) = g8 (RCX V)7, 2Y),
08 (V¥ 2%) = g8, (R, Y)X}Y, 27,
4)9&@(6)(}15/‘/72‘/) = GLw(VxY)V, 2",
(VY27 = g8 (R, XYY, 27,
6)921#)(6)(‘/3/}]’2‘/) = 0,

7)ga,u)<§XVYV7ZH) = 0,

S)Q(Sgc,u)(ﬁxvy‘/,ZV) = 0,

pour tous champs de vecteurs X,Y,7Z € I'(TM) et (x,u) € TM, ot R désigne le tenseur de
courbure de (M, g).

Proposition 1.2.3
Soit (M, g) une variété Riemannienne et g° la métrique de Sasaki associée a g sur TM. Si
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V (resp.V) désigne la connezion de Levi-Civita sur (M, g) (resp. sur (T M, g%)) alors on a :

D) (FxnY M)y = (TxY)E = S(R(X,Y)0),

(@) ~ 5
~ 1
2) (Vxrn YY) aw) = (VXY)};yu)jLE(Rx(u,Y)X)H’

3) (Vv YN uy = =(Ro(u, X)Y)H,

1
2

4) (VxvYV)ew = 0,
pour tous X, Y € I'(TM) et (x,u) € TM, ot R désigne le tenseur de courbure de (M, g).

Preuve.
La preuve découle immédiatement de la Proposition[1.2.2] n

Proposition 1.2.4

Soit (M, g) une variété Riemannienne. Si V désigne la connexion de Levi-Civita associée a

la métrique de Sasaki g°, associée a g. Si F est un champ de tenseurs de type (1,1) sur M,
alors :

1) (Vv VE) e = (F(X)),

(z,u)?

2) (VxvHF) = (F(X) L + 5(Re(u. Xo) Fa(u) ",

| —

-~ 1
3) (Vxr HK) (30 = H(XF)(M)—é(Rx(Xm,F:c(u))u)V,

A~

1
) (VxrVE)@uy = V(VxF) @ + 5 (Ra(u, Fo(u) X2)",
ot (x,u) € TM et X € T(TM).

Preuve.

Soit (x,u) € TM, u = u' 8‘21. etU = u' 8‘22. est un champ de vecteurs constant. De la Proposition
[1.233] localement, on a :

. ~ , 0
1) (VXVVF)(m,u) - (VXVyl<F(8xl))V)($:U)

= X OE ) e
= PN e
= (PO

A~

~ .0
2) (VXVHF)(%U) = (Vva (F(axZ»H)(m,u)

= XY GED e + 6T (FC)
0

P ) o g (R, X Ea o))

= (PO + 5 (Ral, Xa) Falu)
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Les autres égalités se démontrent de la méme fagon. [

1.2.3 Meétrique de Cheeger-Gromoll

Définition 1.2.3
Soit (M, g) une variété Riemannienne. La métrique de Cheeger-Gromoll g est une métrique
naturelle définie sur le fibré tangent T M par :

1>§(XH YH) = gm(X,Y),
2) gp(X"YY) =0,
HHOTYY) = s () (X WY u),

ou X,Y e (TM), p= (z,u) € TM etr = ||u| = \/g(u,u). Par la suite, on pose o = 1412,

Lemme 1.2.1
Soient (M, g) une variété Riemannienne et f : R — R une fonction de classe C°.
Pour tous X € T(TM), p= (z,u) € TM et r? = g(u,u), on a :

1. XJ1(f(r?) =0,
2. X, (f(r?) = 2f'(r*)g.(X, u).
Preuve.

Localement, si U :x € M — U, = 8
chaque fibre T, M, alors d’apres les formules . et - on obtient :

LXJ(0?) = X567 =~ DX ()],

- [Xif'(r2>ai'<r2> foATEXY ;A%

0
_ 2 7 k yi,.] s, t
= f'(r [X -(gsy°y") — T5 X"y o (9545°9")]

— () [Xg — 2(TE X"y gas®),]
= f(r*)[Xg(T, )x—QQ(Uava)x]
= 0.

2. X;/(f(r2)) = [X'f'(r? )881(9875?/ ¥ )y

= 2]6/(7’2) gitu
= 2f'(r*)g(X,u),.

Lemme 1.2.2
Soit (M, g) une variété Riemannienne. Pour tous X, Y € I(TM), p = (z,u) € TM, on a :

1 X[ (g, ) =0,
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2. X} (9(u,u)) = 29.(X, u),
3. Xp(g(Yu)) = g.(VxY,u),
4. XZY(g(Y, u)) = g.(X,Y).

Preuve.
Les propriétés 1. et 2. sont des conséquences directes du Lemme [[.2.]].

X V0) = [ a0~ XY gy
= Xg(Y, U)o — (TS X'y gt Y "),
= Xg(V,U), — g(Y,VxU)q
= g(VxY,U),.

d )
o (9s:Y*y")],
- Xigsiys

- g(X, Y)z

p

4.X) (9(Y,u) = [X'

Connexion de Levi-Civita

Proposition 1.2.5
Soit (M, g) une variété Riemannienne et g la métrique de Cheeger-Gromoll associée a g sur

TM. Si ¥V (resp.N) désigne la connezion de Levi-Civita associée a (M, gq) (resp. (TM,§))
alors on a :

1

D) (V™) = (V) = SR V),

2) (Tan¥V)y = (TxV)Y + 5 (Rafu,V)X),

3 (Tor ™)y = o (Ralu, X)Y),

) (@Tar), = = (GO U 500X
1+ 1

o gP(XV’YV)U;/ - a/g\P(XV7 UV>§P(YV7 UV)Ug/v

pour tous champs de vecteurs X,Y € I'(TM) et p = (z,u) € TM, ot R désigne le tenseur
de courbure de (M, g).

Preuve.



1.2 Métrique Naturelle

31

De la Proposition [I.2.1] et les Lemmes[1.2.1] et[1.2.2], on a :

1) G(Vxu Y 20y =g(Vx V)", ZH).
1

2) §(VxnY", 2") = = Sg((R(X. Y)u)", 2").
39T xn¥", 2 = — e (RZ X)), YY)
== 5o (9(R(Z X)u,Y) + g(R(Z, Xy, u)g(Y,w)

:%Q(R(u, Y)X, 2)

= (RO Y)X), 2)
1

) (VXHYV Zv) Q(XH( (YV’ZV) +:(]\(ZV’(VXY)V) _E(YV’(VXZ>V)'

Des Lemmes|[1.2.1] et|1.2.2, on a : X7 (=) =0, ainsi

1
o}

X", 2") =g((VxY)", 2") +5(v". (Vx2)"),

BTy, 2Y) =5 (G(TxY)Y, 27) + 0, (Vx2)) + (27, (VxY))
-0, (vx2)")
(V). 2.

1

) GV Y, 2 =GR 2w, XY)
=5 g(R(Y, Z)u, X)
=GR, X)Y)", 27,
6) G(Vxv YT 2V :%( 92V, XV) = 92", (Vy X)) = 9(XV,(Vy2)")
= @27, (T X)) + XY, (Fy2)) = 52V (T X))
/g\(XVv (vYZ)V)
=0.
1)@y, 2%) =5 (= 2GRV YY) + Y (7207 + G, (V1))
=S (=T (T2)) = G (T2X)) + 0 (92X)")

+/g\( ) (VZY) ))
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(XY @YV, Z2")+YV(g(Zz",X") - 2V (X", YY),

l\.’)l»—

8) G(VxvYV, ZV) =

1 2
Des Lemmes (1.2.1) et|1.2.2, on a : XV (=) = ——g(X,u), ainsi
a a

L (9(X.Y)g(Z,u) + (X, Z)g(Y,u)),

- 2 -
XV(@yv,z") = —ag(X,U)g(YV,ZV)Jra

De la Définition on a pour tout X € I'(T'M)

GXY.UY) = = (9(X,0) + g(X, wg(U,w) = g(X. w),

BT, 2Y) = = —g(X gV, 2%) + o (9(X. Y )g(Z ) + (X, Z2)g(¥ )
- ég(Y, wg(x",z") %(g 9(Z,u) + 9(Y. 2)9(X, u))
L g(Z WX, YY)~ o (oY, 2)g(X,u) + (X, Z2)g(Y,w)
= (XY, 2Y) — (v (X, 2")
1

1 -
+—9(Z, w)g( XV, YY)+ ~9(Z,u)g(X,Y)

Q)

—~ = 1/\ I~
g(vXVYV7 Zv) (XV UV) (Yva Zv) - 59<Yv7 Uv)g(va Zv)

+=9(Z", U )g(X". Y") +3(2",U")g(x". YY)

QIHQIHQI»—‘

(X", UM)a(v", ur)g(2".u")

Q)

Lemme 1.2.3 N
Soit (M, g) une variété Riemannienne. Si V (resp. V) désigne la connezion de Levi-Civita

associée a (M, g) (resp. (T'M,q)), alors :
1) ﬁxHUV :0,

~ 1
2) vXV[]V ZE[XV + g(Xv U,)UV],

pour tous X,U € '(TM) et U, =u=u'% € T,M et p= (z,u) € TM.
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Preuve.
D)9 UV = o (g (=2 )V
X xa\Y Ok
) .9
:XH(yk)(@)v + kaXH(a—xk)V
) 1 ) )
_ i, k‘ Y \V k[~ 7 H W
== XYY+ o (Rl 5 ) X)" + (Vx()"]
1
== (VxU)" + —(R(u,u)X)" + (VxU)"
=0.
2) VvUY =V b yv
) Vv = Xi(%)v( (@))
7 a Vi k 8 |4 k a
= (@) (y )(@) +y XV ii)v(ﬂ)
_ i 0y iv
019 ., . 0 )
X = ) UG G U ()]
l+a. 0.y 0 voov 1.0 v v 0y vy
A ) ()Y = ) ()Y U

~ 1
VUV =XV — - [9(X, 0)U" + (a — 1)X"]

1 —1
4w — C (XU

«

:é[XV +9(X,w)U"].

Remarque 1.2.2
1) [XH,UV] =0,
2) [XV,UV] = X,

ot X, U e D(TM) et Uy =u=u'3% € T,M et (z,u) € TM.

Proposition 1.2.6 R
Soit (M, g) une variété Riemannienne. Si V désigne la connexion de Levi-Civita associée a
la métrique de Cheeger-Gromoll g, associée a g. Si K est un champ de tenseurs de type (1,1)
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sur M, alors :
~ 1 1%
1) (VxuHK), =H(VxK), — §<R(X’ K(u))u)p ,

2) (VxuVK), =V(VxK)p+ %(R(u, K(u)X)H

p

3) (T HE)y =(K () + 5 (R, X)K(w)]

) (@ VE), (KX~ ~ (X7 U)(VE), + 5V, U)X} )

p
1+a.

1. .
— (X" VE)U, = —g,(X", UN)g,(VE,U)Uy
pour tous p = (x,u) € TM et X, U e (TM) et U, =u € T, M .

Preuve.
Soit p = (z,u) € TM, u = u’ a_ et U = u 8— est un champ de vecteurs constant. De la
Définition et la Pmposztzon 1.2.5), on a :

b @80, <[V )"

9 _
%))H + "V K(

i j 0
——Xujffj(K(%)) uF(Vx K

— (K(VxU)! + (VxK(U)" -

= [XH () (i

S
5
bS]

kl

$>|Q>
|
S
|
—
=
<
=
S
=
=
N—
s <

< DN =
~—
=

Is

=

—

£

=
SN—

<

~(VxE)YO)Y — 5 (RX, K(w)u)!

=(H(VxK)), — %(R(X, K(u)u)) .

2) (T 10, =[Tan ()],

XA )+ T K]

o .y  uf 0 0 v
N o (Rl K X!+ b (VK (5

— (KT} + 5 (Rl K@) X)f + (VK ()]

— X'wWTh (K (
(VKUY + = (Rlu, K () X!

V(Y K)p + 5 (R, K(w) X}

Les autres égalités se démontrent de la méme facon. [
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Métrique de Mus-Sasaki
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Dans ce chapitre, on étudie la géoémtrie de la métrique de Mus-Sasaki et on donne une
carctérisation des sections harmoniques relativement a la métrique Mus-Sasaki.[33]

2.1 Meétrique de Mus-Sasaki

Définition 2.1.1
Soient (M, g) une variété Riemannienne et f : M x R —]0,+oo[ de classe C*. Sur le fibré
tangent T M, on définit la métrique de Mus-Sasaki notée g;? par :

2. gS(XH YY)y =0,
3. g?(XV’ YV)(m,u) = f(iU>7’)gx(X> Y):

ou X,)Y €e (TM), (x,u) € TM etr = g(u,u). f est dite fonction de torsion.
Notons que si f =1 alors g}? est la métrique de Sasaki, [45].

Lemme 2.1.1
Soient (M, g) une variété Riemannienne, F : (s,t) € R* — F(s,t
et f: R —]0,+o0[ sont des fonctions lisses. Si f(x,r) = F(a(z)

1 XY (F) o) = 28'(1)g:(X, w) 2 (a(x), B(r)),

) €]0, +oo[, v : M —]0, +o0]
,B(r)), alors
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2. X (f) @) = golgradura, X) 55 (@), B(r)) = X () 55 (o), B(r)),
ou X e (TM) , (z,u) € TM et r = g,(u,u).

Preuve.
Du Lemmell.2.2, on a :
1) XY (e =X 5 F(a2), 50D
LOF o OF 03
X[ (a0 B gerle) + G ale) D 0],
X[ ala) B0 5 (1) ot ],
=) 2 (), BN XY (9(0,1)) e

=28'(r)ga(X, u)aal:( (x),8(r)).

2) X(f) ey =Xz = X9 L) Pla(0), B0
X2 a6 22 @) + D). B0 2o )]
— X'yirY, [ZF( (), B(r ))gyo;(xw%—f(a(w%ﬁ(r))g—ﬁ(rﬂ@,u)
=08 a(w), BONXe0) + I (), B [X D ) g )],
- X Jrfjaai( (x),ﬁ(r))[gﬁ( )(9 p9(u )],
=X (0) 5 (0(e), Br) + ) G- (ala). BN X (9, w)) e
=X, (0) 5 (a(a), 50).

n
Par la suite, on considére f(x,r) = F(a(z),B(r)), ou F : (s,t) € R* — F(s,t) €]0,+o0],
a: M —]0,400[ et f: R —]0,+o0o[ sont des fonctions lisses.

2.2 Connexion de Levi-Civita de la métrique de Mus-
Sasaki

Lemme 2.2.1 B
Soit (M, g) une variété Riemannienne. Si f(x,r) = F(a(z),(r)) et V (resp. V) désigne la
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connezion de Levi-Cwita associée & (M, g) (resp. (TM, g7)), alors :

D g (VanY™, 2%) =g} (V)" 21),
= 1
2) g}g(vXHYH7ZV) - 59?((R(X7 Y)U>V7ZV)7

3) gf (V¥ 2%) =g(L (R, Y)X)", 27),

~ 1 Oln F
) g7 (VxnY", 2Y) =g7 (5X (a)—-
5 gf (V¥ ™. 2%) =g3 (LB, X)), 27,
~ 1 Oln F
6) g7 (VY™ 2Y) =g7 (5 () —-
S (7 V H s, 1 oF H »H
7) gf(vXVY 7Z )ng(—gg(X,Y)g(gTad(a) 7Z )7
,0In F
ot

YV +(VxY)V, ZY),

XV, z",

8) g3 (VxvYV,2V) =8

97 (9(X Y + g(Y,u)x¥ — (X, V)0, 2").

pour tous X, Y, Z € I'(TM) et (x,u) € TM, ot R désigne le tenseur de courbure de (M, g).

Preuve.



2.2 Connexion de Levi-Civita de la métrique de Mus-Sasaki 38

De la Proposition[I.2.1] et le Lemme [2.1.0on a :
1) gf(VxnY™ 2% =g3((VxY)?, 2.

~ 1
2) g (Tny™,2%) = - LS (R Y)Y, 2Y).

3) g (a2 = LgH(RZ X)) YY)

S (R, Y)X)", 2%).

X (gf (Y, 2%)) + 6§ (27, (TxY)) = 6§ (VY (Vx2)Y)]

I
Q
~

4) gf(%HYV, ZV) =

NI RN~~~
| T T

X ()9 2) + FX(9(Y, Z)) + f9(Z,VxY) = fg¥, VxZ)]

XF(f)g(¥, 2) +2f9(2.9xY)]
X(0) 2 4(, 2) + 2/9(2,VxY)
=g X() T

5) gf (Var Y™, 2) =S gf (R(Y, Z)u)¥, XV)

YV + (VxY)V, ZY).

=55 (4 B, X)Y)7, 27

6) 9§ (VY™ 2Y) = Y (g5 (XY, 2Y)) = g} (2", (Vy X)") = 6§ (X", (Vy2)")]

N~ N

=3 (Y (£)9(X. 2) + FY (9(X. 2)) = f9(2.9vX) = f9(X. Vv 2)]

1 Oln F
=97 (3Y (a)

xXV.z).
2 Os 27)

= Z(gi (XY YY) + gi (VY (VX)) + gf (XY, (V1))

| = Z(Ng(X.Y) = FZ(g(X. V) + Fg(Y. V2 X) + fg(X,VY))|
= )2 2(0)

=45 (59X Y) I (grad(a)”, 2")
8) g (Va2 = [XV (g VY, 20 + YV (gF (XY, 2Y)) — 27 (g5 (X7 YY)

= 2 [XV oy, 2) + YV (Fo(X, 2)) — 2¥ (fo(x. V)]

oF 1
= B/E [g(Y, 2)g(X,u) + (X, Z)g(Y, u) = g(X,Y)g(Z,u)
0l F
=5 ot

63 (90X WYY +g(v,u) X" — g(X, V)0V, 2").
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Théoréme 2.2.1 N
Soit (M, g) une variété Riemannienne. Si f(x,r) = F(a(x),B(r)) et V (resp V) désigne la
connezion de Levi-Civita associée a (M, g) (resp (T'M, g?) ), alors :

L (@xa¥™), = (V) (R, V)

2 (Tanr"), = (WY)%@(RAW)X)M%X(a)agfw(m),ﬂ(rmv,

3. er), = T2 x4 (@) P2 (o), )Y

1 @), = 0T 0@, 50 [V, XY + 0000 — g (X VIUY
20X 1) 2 a@), B gradu)

pour tous champs de vecteurs X,Y € T'(TM) et p = (z,u) € TM, ou R désigne le tenseur
de courbure de la variété (M, g).

Preuve.
La preuwve du Théoréeme découle directement du Lemme [2.2.1] [

Proposition 2.2.1 B

Soient (M, g) une variété Riemannienne et V la connexion de Levi-Civita du fibré tangent
(T'M, g3) equippé de la métrique Mus-Sasaki. Si K est un champ de tenseurs de type (1,1)
sur M, alors :

) (VxulK), = H(VxK), — L (Ro(Xo Ko(u))u)”

2) (6XHVK)p = V(V)(K)p—f-f(:;’r)(Rx(u,Kz(u))Xx)H
1 Oln F
X () T o), ) (VE),,

(Ra(u, X)) Koo ()"
+%gx(gmdMa,Kx(u))ag;F

) (T VE), = (KOO — 50X Ke(w) - (afa), 5()(gradaa)]!
B(r) (2), () g (w), w) X} ) + gu (X, u)(V KO,

8lnF(
—0:(X, Ko () |

3 (VxrHK), = (K(x)f + 120

p

(@), B(r) X,
oF

oup=(r,u) € TM et X € I'(TM).
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Preuve.
Soit p = (z,u) € TM, u = u’ a:aci et U =u' a?ci est un champ de vecteurs constant.
De la Définition [2.1.1] et le Théoreme[2.2.1] on a :
~ ~ 0
D) (VxnHE)y = (Viny" (K(7 7)),
0 ~ 0
_ Hy, k W k(L
= (K G+ T K ()M,
o 0 0
= (—XZ?JJFZ(K(@))H% + Uk(VXK(a—k))f
_orL 9 v
u Q(Rm<Xwa Kr(axk))w
1
= —K(VxU)) + (VxK(U)) = 5(Ra(Xo, Ko(u))w)”
1
= (VxE)(U))," = 5 (Ra( X, Ko (w))u)"

= (H(VxK)p— (R X, Falu))u)
Y/ H( k 9 % kg 9 Vv
2) (VxnVE), = (XA 5)" +y Tk ("),

— (XK G) )y + (VK ()

gagradaga, X) 2E (a(w), () (Ko (w))

+2f(x,7") Os

— V(YK + L ("Z’ (R, Koo)X,
1 OF

2f (z,7) gz(gradya, X)E(oz(x), Br)(VK),.

Les autres égalités se démontrent de la méme facon. [

+

2.3 Sections harmoniques de la métrique de Mus-Sasaki

Définition 2.3.1 (Seconde forme fondamentale)

Soient (M, g), (N,h) deuz variétés Riemannienne et ¢ : (M,g) — (N,h) une application
différentiable de classe C™. La seconde forme fondamentale de l'application ¢ est la dérivée
covariante de la 1-forme vectoriel dp, définie par :

Vdp(X,Y) = Vide(Y) — dp(VYY),
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pour tous X,Y € I'(T'M).

Propriété 2.3.1
Soit ¢ : (M,g) — (N, h) une application différentiable, la seconde forme fondamentale de
Uapplication ¢ est symétrique. C’est-a-dire :

Vdo(X,Y) = Vdp(Y, X), VX,Y € T(TM).

Définition 2.3.2
Soient (M, g) et (N,h) des variétés Riemanniennes. Une application ¢ : (M,g) — (N, h)
est dite totalement géodésique st Vdyp = 0.

Définition 2.3.3
Soit ¢ : (M,g) — (N, h) une application de classe C*. La trace de la seconde forme
fondamentale de l’application ¢ est appelé champ de tension de l'application ¢, noté par :

T(p) = tryVde.
Relativement a une base orthonormée (e;) sur M, on a :
7(¢p) = Vide(e:) — dp(Ve/e). (2.1)

Lemme 2.3.1
Soient (M, g) une variété Riemannienne, X,Y € I'(TM) deux champs d’un vecteurs sur M
et (z,u) € TM tel que X, = u, alors :

d. X (Y,) = Y(ﬁu) + (VYX)(VM).

Preuve.

Soient (U, ") une carte sur M et (x=*(U), 2", y7) la carte induite sur TM, si X, = X'(z) ;2%

T

et Y, =Y'(2)5%],, alors :
; 0 . OXF 0
Ao X (Vo) = V(@) ol xa) + Y7 (2) 55 (x)a—ykkm,xgc)»
d’ot la partie horizontale
h i 9 i j k 9
(dX(Yz))" = Y'(@)5slex) — V(@)X (x)Fij(x>a_g/€|(x,Xz)
H
= Yex
et la partie verticale
" - 0XF i , 0
(d:X(Y2))" = {V(2)(2) +Y (I)X”(x)FZ(x)}a—yk!u,xx)
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Définition 2.3.4

Soient (M, g) une variété Riemannienne et (T M, g?) son fibré tangent équipé de la métrique
de Mus-Sasaki et X € T'(TM).

La densité d’énergie associée a X est définie par : pour tous x € M et p = (x,u) € TM

e(X), = %tmcegg?(dX(*), dX (%))p.

L’énergie associée a X sur une partie compact D de M est définie par :
E(X,D) = / e(X)v.
D

Le champ de tension associé a X est défini par :
7(X) = tracey,(VdX).

Lemme 2.3.2

Soient (M, g) une variété Riemannienne de dimension m, (T M, gf) son fibré tangent équipé
de la métrique de Mus-Sasaki et X € I'(T'M). Alors la densité d’énergie associée a X est
donnée par :

e(X) = %%— gtmcegg(VX, VX). (2.2)
Preuve.
Soit (Ey, -+, Ey) une base orthonormée locale sur M, alors :

m

o(X) = 5 3" g (X (), dX (E).

i=1

En utilisant le Lemme 2.3.1]

NN

1

-
Il

|
DO | =

(g7 (B E) + g7 (VEX)", (VEX)))]

1

3

[(9(Ei, Ei) + f9(VE,X,VEX))]

+ gtmcegg(VX, VX),

1
24

7

m
2

Théoréme 2.3.1
Soient (M, g) une variété Riemannienne de dimension m et (T M, gf) son fibré tangent équipé



2.3 Sections harmoniques de la métrique de Mus-Sasaki 43

de la métrique de Mus-Sasaki, tel que f(x,r) = F(a(x),5(r)). Alors le champ de tension
associé a X € I'(TM) est donnée par :

m OF

(X) = flz,r) ds

(a(2), B (VgradyaX)" + [tmcegA(X)}V + [tracegB(X)]H.

ot A(X) et B(X) sont des applications bilinéaires définies par :

AX) = VX + fﬁ();érz)%—f(a(m),ﬁ(r))@g(VX,X)VX - g(VX,VX)X],
B(X) = f(z,r)R(X, VX)*—%g(VX7VX)%—Z(a(x),ﬁ(r))gmdMa.

Preuve.
Soient x € M, p = (x,u) € TM et {E;}
(VHE)e =0 et X, =u, alors :

i—Tm est une base orthonormée sur M telles que

7(X), = tracey,(VdX),

= Zm:{vng(Ei) —dX (Vi E)}p

- Z 6dX(Ei)dX(Ei)p

i=1

= ZV(E{"I—I—(VEZ.X)V)(E;I_I_(VEiX)V)p
i=1

= Z{eEHEzH + 6E;H(VE-X)V + 6(VEZ.X)V(EZ‘)H + 6(VEZ.X)V(VEZ-X)V}p-

=1

Du Théoréeme|2.2.1], on obtient :

(VenEM), = 0,
(Con(VeX)"), = L %’”(Rgc(Xx,inX)Ei)M
+(VEVEX)y,
Feonr By = LG R, T 0B + O
(Vs xyv (Ve X)), = —%gx(inX, VEiX)%—];(a(a:),5(r))(gmdMa)f
o G al) B0 20,V X, X (T )

—9.(Vg X, VEiX)X;/] ,

1 OF
Qf(l’,?")%(a(x)’

B(T)) (ngadMaX);‘;/

-

(a(®), B(r))(VgraasraX)y
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) = X [ R T BN + 2 O (o). B0V X0
+(Vg, Vg, X) — %gw(vE X, Vg, X)aaf( (x), ﬁ(r))(gradMa)f
p(r) 0
= m_oF a(z), B(r v
M) = 0] B0 Voo X)
2 p'(r) OF v
+meAVXH1H )EEMWLMﬂN@WWpDVX—MVXWQ)HH

OF

—i—[tmceg [f(z,7)R(X, VX)*——g(VX VX)— P

(a(a), B(r))gradya]|

Théoréme 2.3.2
Soient (M, g) une variété Riemannienne de dimension m, (T M, gf) son fibré tangent équipé
de la métrique de Mus-Sasaki et X € I'(TM). Alors X est harmonique si et seulement si

0= trace,{V?X + fifyi)%—f(a(m),ﬁ(r))[Qg(VX,X)VX - g(VX,VX)X]}
“m OF
s G (o), B0 Vi . (2.3
et
10F
0= tracey,{ f(z,7)R(X,VX) * —55( a(z), B(r)g(VX, VX)gradya}.
our = g(X,, X;) = || X.|)*
Preuve.
La preuve découle directement du Théoréme 2.3 n

Corollaire 2.3.1

Soient (M, g) une variété Riemannienne de dimension m, (T M, gf) son fibré tangent équipé
de la métrique de Mus-Sasaki et X € T'(TM). Si X est paralléle (i.e VX = 0), alors X est
harmonique.

Théoréme 2.3.3

Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension m, (TM, g7) son fibré tan-
gent équipé de la métrique de Mus-Sasaki et X € T'(TM). Alors X est harmonique si et
seulement si X est paralléle (i.e VX =0).

Preuve.
D’aprés le Corollaire ona: (VX =0)= (1(X)=0).
Inversement,on suppose que X et harmonique, comme M est une variété compacte, alors
6 RxM — T,M
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est une variation de X a support compacte.
du Lemme[2.32], on a :
t+1)?
e(Xy) = %—l—f(:v,?“)( +2 ) trace,g(VX,VX).
X est harmonique alors :
0
0 = aE(Xt”t:O
or m (t+1)2
= % /M [5 + f(z,7) 5 trace,g(VX, VX)]UML:()
O mm O r(t+1)2 v
= o [Fvean| + [ (VX Vx|
r(1+1)
= %(jLT _ 0/ flz,r tmcegg(VX vVX)oM
= /f(x,r)tracegg(VX,VX)v
M
Puisque f(z,7) >0 donc trace,g(VX,VX) = 0.
On déduit VX = 0. [

Exemple 2.3.1
Soit S? x R équipé de la métrique canonique produit

g = da* + sin®(a)dy® + dt?,

0
alors le champ X = — est harmonique.

En effet :si X est paralléle ,alors X est harmonique,
cestadireVaX=0,VaX=0 etVaX—O alors X est harmonique.

90 oy
Puisque les symboles de Christoffel suzvants

F%3 = 1?3 = F§3 = F%:a = F§3 = F§3 = leaza = F§3 = F§3 = 0.
On obtient :X est harmonique.
Exemple 2.3.2

Soit R™ équipé de la métrique canonique est une variété plate et non compacte
Soit le champ de vecteurs :

X:R" — TR" ,
x:(xla"'axn) — X$:<X;a7XgT;Z)
on a :
(82)(1 a2xn)
ox? 7 0x2

m(X) =2
i=1

1) Si X est constant alors X et harmonique,
2) Si X' = a;x; et a; # 0, alors X est harmonique (7(X) = 0) mais

VX = a@ ® dx; # 0.
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Remarque 2.3.1

En générale , du Corollaire 2.3.1] et le Théoreme[2.3.3], on peut construire plusieurs exemples
de champs de vecteurs harmoniques.

Théoréme 2.3.4 [75/

Soient (R™, go) Uespace réel euclidien et (TR™, ggf) son fibré tangent équipé de la métrique de
Mus-Sasaki, tel que f(x,r) = F(a(z),B8(r)). Si X = (X',--- , X™) et un champ de vecteurs
sur ]Rm, alors X est harmonique si est seulement st

. oo OXkOF 92 xh
0= 3 [ xm ar ™ aar a5 @@ 80X + 555
FAXIP) oF < ]aXJ 0X*k OX7
+W§(O‘($)>5(IIX|I2))i; 2X0 = = XM (2.4)
Jda oF m
\ 0= F7@)5-(alz BUIXI?) ”:1

pour tout k =1, m.

Preuve.
Soit {32 }itm la base canonique de R™.

Du Théoreme[2.3.2], on a : X est harmonique si et seulement si

m OF
f(x,r)g

(a(x), B(r))V gradyaX +trace,A(X) =0 et trace,B(X) =0,

0 " Oa, OXF 0
X=Vo o X'— = ; Ok
vg’l“ad]\/[a V gxl 62’ axk 8xz (x) axz 8$k )

a k
s @), B0 Vo X = Z T e @) BN S0 S

trace, A(X) =trace,[V2X + fﬁ(;f,?) %—f(a(x), B(r))29(VX, X)VX — g(VX, VX)X]]
- m V9o X+ U B o). 117
_[ (v o X, Xﬂai )VaizX g(v o X,V o X)X 81]]
-3 a(jf; e ff;f’”@“i)E(a(xm(uxnm

0XI10XF 0 - 0XE 0
J IR 2_ 7
% Z [2X ozt Ozt Oxk X axi) 8mj]
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Alors,on obtient :

3
i

f($, 'r) (Oé(:E), ﬁ(r)>vgradMaX + tracegA(X) —0

( )0Xk . (92Xk}
zi ) o O(xt)?

e m oF 9
> [Wg(a@);ﬁ(ﬂ)(ﬂ )

i=1

oXxJ

BAX)P) 0 s — JOXTOXE -
* 7o TPy ar () 011 D3 X~ X ] =0

pour tout k =1, m

OF

trace,B(X) =tracey| f(z,7)R(X,VX) * —lg(VX, VX)g(a(x), B(r))gradyo]

o9 2 XV o ) (o). s 22 2

l\i)lr—A

1 0XJ ,0F 9 O 0
72 oo, BUXIP) e o

7 1

:'MSEMS

<
i

trace,B(X) =0 & 3~ X (a(z), BIX ) oo () (or)? = 0

ij=1
da , OF o) CI
@@(I)E(a(ﬂf)ﬂ(ﬂXﬂ ));::1( 8xi) =0,
pour tout k =1, m. [

Corollaire 2.3.2

Soient (R™, go) l'espace réel euclidien et (TR™, g(*)gf) son fibré tangent équipé de la métrique de
Mus-Sasaki. Si o et B sont des fonctions constantes, ou F est une fonction constante, alors
X = (X', ) X™) est un champ de vecteurs harmonique sur R™ si et seulement si pour tout
i=1,m X' est harmonique.

Corollaire 2.3.3

Soient (R™, go) l'espace réel euclidien et (TRm,g(ff) son fibré tangent équipé de la métrique
de Mus-Sasaki. Si (grad™a # 0) et (25 #0), alors X = (X',--+,X™) est un champ de

vecteurs harmonique sur R™ si et seulement si X est constant.

Corollaire 2.3.4
Soient (R™, go) Uespace réel euclidien et (T]Rm,ggf) son fibré tangent équipé de la métrique
de Mus-Sasaki. Si o est une fonction constante, alors X = (X', .-+ X™) est un champ de
vecteurs harmonique sur R™ si et seulement si X vérifier le systeme d’équations suivant :
LLoRXE O B(|IX1?) OF — 0X7 0X* 0X7

: — X|? 2X7 —— - XHM==)] =0
> e + i T o @@ BUXIE) D X055 - XM =0

i=1 i,j=1

pour tout k =1, m.
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Remarque 2.3.2

En utilisant le Corollaire 2.3.4], on peut construire plusieurs exemples non triviaux de champs
de vecteurs harmoniques.

Exemple 2.3.3

St R™ équipé de la métrique canonique et TR™ son fibré tangent équipé de la métrique de
Mus-Sasaki , telle que F(s,t) =t (i.e f(z,r) = B(r)). Du Corollaire[2.3.4] on déduit

X = (h(x1),0,---,0) est un champ de vecteurs harmonique sur R™ si et seulement si h est
solution de l’équation différentielle :

B'(h?)

B+ ———2h(h')? =0, 2.5

) (25)

Dans le cas ot B(t) =t, la solution de I’équation ({2.5))

, est donnée par : h(x1) = £v/azx; + b,
1
Dans le cas ou (t) = n

est donnée par : h(xy) = be™*.

, la solution de l’équation (|2.5))



Chapitre 3

Métrique de Mus-Gradient
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Dans ce chapitre on définit la métrique de Mus-Gradient Métrique, en donnant les formules
relative aux connexions induites et des courbures,puis on étudie la biharmonicité en illustrant
avec des exemples d’applications biharmoniques propres. En fin de chapitre nous étudions la
géodésie de cette métrique

3.1 Meétrique de Mus-Gradient

Définition 3.1.1
Soient (M, g) une variété Riemannienne et f : M —]0,+oo[. Sur le fibré tangent TM, on
définit la métrique de Sasaki gradient notée g/ par :

2. gf(XHayv)(x,u) =0
3. g (XY YY) @y = 9:(X,Y) + Xo(f)Va(f)
ou X,Y e (TM), (z,u) € TM.

Remarque 3.1.1
1) Si f est constant,alors g/ est la métrique de Sasaki.
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2) 9! (X", (grad f)7) = g(X, grad f) = X(f).

3) ¢! (XY, (grad f)) = (1 + |lgrad f||*) X (f) = aX(f), ou a =1+ [|grad f|]*.
4) " (XY, YY) = g/ (X YH) = X(F)Y (f).

ou X,Y € D(TM).

Par la suite, on considere a = 1 + ||grad f||*> = 1+ g(grad f, grad f).

Lemme 3.1.1
Soit (M, g) une variété Riemannienne. Pour tous X,Y et Z € I'(TM), on a

LXVgl(YV,ZV) = 0
2. XHgl(yV
+g(Y, VXgradf)gf((gradf)H, ZH).

3.XHgl vV, Z2Vy = ¢/ (VxY)V, ZV) + " (YV,Vx2)) + Y (f)g! (Vxgrad f)V, Z"

- [g(¥, Vxgrad ) = SX (@Y (D]g/ (grad )V, 27).
Preuve.
LX g YV, 2V) = XV[g(Y,2)+ Y ())Z(f)]
— XVg(v,2)+ XV (Y (1)Z(f)
- 0
2. X"gI YV, ZV) = X"[g(Y,Z)+ Y (f)Z(])]
= X"g(Y,2)+ X" (Y (/) Z(]))
= g(VxY,Z) +g(Y,VxZ)
+9(VxY,grad f)Z(f) + g(Y,Vxgrad f)Z([)
+Y (f)g(VxZ,grad ) + Y (f)g(Z, Vxgrad f))
= g (VxY)V, Z2") + ¢/ (Y, Vx2)")
+9(Y, Vxgrad f)Z(f) + Y (f)g9(Z,Vxgrad f)
(V). 2Y) + g/ (Y, Vx2)")
(
(

3. X"gI(YV,2V) = f( VY)W, ZV) 4+ g (VY Vx 2)Y)

(grad )", 2")

g’
+ (f)[ ((ngmdf)v,Z) (Vxgrad f)(f)Z(f)]
= g ((VxV)", Z2") + g/ (VY. Vx2)")

+2g(¥, Vxgrad f)g (<9md N, 2%

Y (1) (Txgrad )Y, 27) — o

= ¢ (VaY)", ZY) + g/ (Y'Y, Vx2)") + Y (£)g! (Vxgrad )", Z

oY, Vgrad f) - X (@)Y (D)o (grad )V, 2Y),

—Y (/)X ()¢’ ((grad f)", Z"

2V = d(VxY)V, Z2V)+ g (Y, Vx2)) + Y (£g! (Vxgrad )7, Z

Y, Vxgrad f)g’ ((grad ). Z") + Y (f)g' (Vxgrad )", Z

)

)
(3.1)

)
(3.2)

")
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3.2 Connexion de levi-Civita de la métrique de Mus-Gradient

Proposition 3.2.1

Soit (M, g) une variété Riemannienne. Si ¥V (resp. V) désigne la connexion de Levi-Civita
associce a (M, g) (resp. (TM,g')), alors :

1) of (V¥ 27) =g/ (VxY)", 27
2) o (Vi ¥™,27) = = 24/ (ROX,Y ), 2Y)
3) 0! (V¥ 27) =L o (R, Y)X)" 4 Y (F)(R(u, grad f)X)", 2")
0) ¢ (VoY 27) = (V1) 27) 4 Y (D)o (Vxgrad )Y, 2Y)
+ 5 (oY Vxgrad )~ SX (@)Y (F)]o ((grad )V, 2")
) 0! (Vo Y7, 27) =2 ¢! ((R(u, X)) + X(7)(R(u, grad /)Y )", 27)
6) o' (Vi ¥, 2%) =, X (1) (Vygrad /)7 2)
+ 5 [9(X, Vygrad f) = Y (@)X (/)] (grad )7, 2Y)
— 59" (XU)(Tygrad )1 + ¥ (F)(Vxgrad )", 2")
8) ¢/ (Vi YV, ZV) =0

7) gf (Vi YV, 2

Preuve.

1) 297 (V4 Y2, ZH) =X gl (YH 7)) 4 YH gl (27, XH) — 28 gf (XH Yy H)
+ gl (27 XY + g (VI [ 27, X)) = ! (X YT 21
=Xg(Y,Z) +Yg(Z,X) - Zg(X,Y) + 9(Z,[X,Y])
+9(Y.[Z, X]) — 9(X,[Y, Z])
=2¢9(VxY.Z)
=2¢"(VxY)", 2™)

2) 2¢5 (VI YR, Z2V) =X"gl (YH ZV) + YHgH (2, X)) — 2V g/ (X7, Y H)
+gl 2V, XY + g/ (YT [2Y, X)) = g/ (X YT, Z7])
=g/ (2", X", Y)
= — g (RX,YV)u)", Z")
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3) 29f(V§(HYV,ZH) XTI (YV, 2y 4 YV (21, XY — 77 gf (X7, YY)
g (ZH XYV + gt (VY [ 27, X)) - of (X IYY, Z21)
g YV, (27, X))
— ¢ (R(Z, X)u)",Y")
= 9(R(Z, X)u,Y) = Y(f)(R(Z, X)u)(f)
=g(R(u,Y)X, Z) +Y( Vg(R(u, grad )X, Z)
=g (R(uw,Y)X)" + Y ()(R(u, grad f)X)", Z")

4) 2gf(V§(HYV,ZV) :XHgf(YV,ZV) 4+ ngf<ZV,XH) o ngf(Xijv)

+ gf(Zvv [XH7YV]> + gf(YV7 [ZV>XH]) - gf(XH7 [YV7 Zv])

=X"gl YV, Z") + ¢! (ZV, X" YV]) + g (VY. [2V, X))

=g/ (VxY)V, Z") + g’ YV, (VxZ2)") + Y ()9’ (Vxgrad f)". Z
+ = [glY, Vxgrad f) = 3 X (@)Y (D)o (grad )V, 2)
+g7(Z27,(VxY)) = o' (Y7, (Vx2)Y)

=2¢/(VxY)", Z") + Y ()’ (Vxgrad )", Z")
+ = [gl¥, Vxgrad f) = 3 X (@)Y (D)o’ (grad )V, 2)

5) 2¢F (V1 Y, ZH) =XVl (Y, Z") + YH gl (27, XV) — ZHgF (XY, Y1)
+of (21 XV, Y ) + g (Y [ 27, XV]) = g (XY, YT, Z2))
=— g/ (X", Y", ZH])
=’ (R(Y, Z)w)", X")
=g(R(Y, Z)u, X) + X (f)(R(Y, Z)u)([)
=g(R(u, X)Y, Z) +X< )9(R(u, grad f)Y), Z)
=g’ ((R(u, X)Y)" + X (f)(R(u, grad f)Y)*, Z")

6) 297 (Vi Y2, Z2V) =XV g/ (YH, ZV) + Y gl 2V, XV) - 2V gF (XY, YH)
+g'(ZY XV YT + g/ (YT (27, X)) - g/ (XY, YT, Z2Y))
:YHgf<ZV7 XV) + gf<ZV7 [XV7 YH]) - gf(XV7 [YH7 Zv])
=g (Vy X))V, Z") + ¢/ (XY, (Vy2)") + X(f)g' (Vygrad f)V, Z
+ = [gX, Vygrad f) - Y (@X(D)]o/ ((grad )V, 27)
— g2V, (Vy X)) = g" (XY, (Vv 2)")
=X(f)g’'(Vygrad f)",Z")
+ = [gX, Tygrad ) = 2¥ (@)X (1)]o' (grad /)", 2")

")

")
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7) 297 (Vi YV, 20 =XVl (VY Z2H) + YVl (27, XY) — 27 ¢/ (XY, YY)

+gl (ZT XV YY)+ g (Y27 X)) - g (XYY, 2T)

== ZTg (XY YY)+ g/ (VY (27, XY)) = g/ (XY, YV, 21

= — g/ (V2Y)", XV) =g/ (Y, V2X)")
—Y (g (Vzgrad ), X") — g(Y,Vzgrad f)g’ ((grad f)", X*)
+g (Y, (V2X)") + g (XY, (V2Y))

==Y (f)9(Vzgrad f,X) — g(Y,Vzgrad f)X(f)

=—Y(f)g(Vxgrad f,Z) — g(Z,Vygrad f)X(f)

= — g (X(f)(Vygrad /)T + Y (f)(Vxgrad f)7, Z™)

8) 29/ (Vi YV, Z2V) =xVg/ YV, Z2V) + YV ¢/ (2, XV) - ZV ¢/ (XV, V")
+g/ 2V, [ XV YY)+ ¢/ (VY. [2V,XY]) - ¢/ (XY, YV, ZV))
=0

Théoréme 3.2.1
Soit (M, g) une variété Riemannienne. Si ¥V (resp. V) désigne la connexion de Levi-Civita
associée a (M, g) (resp. (TM,g')), alors :

LYY, = (V¥ — SR Y)Y,

2 (V¥ )y = SR V)X + SVl PR, grad )XV + SY.(f)(Vxgrad )Y
HRY)Y 4 5 [0ulY: Vxgrad f) — S Xo(a) V()] (grad )

3. (Vi Y™, = LB X))+ S X(F) (B grad YY)+ X (f) (Vygrad /)]
b [9:(X, Vrgrad f) = 3Y.(@) Xl (grad )]

LV = X (Vrgrad Nl = SY.()(Vxgrad )]

pour tous champs de vecteurs X, Y € T(TM) et p = (x,u) € TM , ot R désigne le tenseur
de courbure de la variété (M,g).

Preuve.
La preuve du Théoréme découle directement de la formule de Kozul, le Lemme [3.1.1] et
la proposition [3.2.1] n

Définition 3.2.1
Soit F' un champ de tenseurs de type (1,1) sur la variété M, On définit le champ de vecteurs
vertical V' F' et le champ de vecteur horizontal HF' de F' sur T'M par :

VF: TM — TTM HF: TM — TTM

p o (B p o (F(u)?
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Localement ,si (= 1(U), x%,y*) une carte induite sur TM ,on a

(V) =y Bl ) et (HE), =y Eo( )"

iy oxt

oup=(r,u) € TM,u=1y'

el
Ox?

Proposition 3.2.2
Soient (M, g) une variété Riemannienne .Si V (resp. V') désigne la connezion de Levi-Civita
associce a (M, g) (resp. (TM,g%)) et K est un champ de tenseurs de type (1,1) sur M, alors :

D) (Vi HE), = H(VxK), — 3 (R(X, K(u))u)!

) (VhaVE), = S(Ru K)X)! + Sg.(K(u), grad f)(R(u, grad [)X)]

L)
+V(VxK), + %gx(K(u),g'r’ad H(Vxgrad f);/
o [0 (K (), Vxgrad £) — 3 Xo(e)gu (K (u), grad )] (grad )}
3) (VL HK), = (KGO + 5 (A X)K @)+ X, () (Bl grad f)K(w)"
o Xl ) (Vicygrad )}
o [ (), Vxgrad ) — S0.(K(u), grad ) X,( )] (grad )}
(Vi VE), = (KXY ~ s XF)(Vrangrad P — 50.(K (u), grad )(V xgrad )]
oup=(r,u) € TM et X € I'(TM).
Preuve.
Soit p = (z,u) € TM, u = uiaii et U = uiaii est un champ de vecteurs constant. De la
Définition B.1.7] et le Théoréme B 2T on a :
0
1) (Vi HK), = [VQHy’“(K(@))H )
0 0
= XK () VK ()]
- 0 0
= —XWTHK(Z))) + uk(vXK(a—k))f - uk—(R(X,K(axk))u);/
— (K(VxUDE + (TxK(U)E — (ROX, K (w)u)”
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2) (VinVK), =

[Vt )]
H/ k 8 1% k—f a 14

XK () + 0 VK ()]
—Xiujffj(K(%))X + %(R(u, K(%))X)f

uk
+7Kx(%)(f)(R(u,gradf)X)f + uk(VXK(%))X

Uk 8 Vv
5 Kol 2)(N)(Vxgrad f),
+%[ukgz(K(%), Vxgrad f) — %Xz<a)Kx(%)<f)} (gmdf);/
—(K(VxU)), + %(R(u, K(u)X), + %Kx(U)(f)(R(wgmdf)X)f

HXE)Y + 3 Ka(u) ()(Vxgrad )}

4_% [9:(K (u), Vxgrad f) — %Xx(a)Kx(u)(fﬂ (grad f);/

(R K ()X + S g,(K (u). grad )(R(u, grad f) )}

H(TXE)U)Y + 50K (), grad )(Vxgrad )]

(02 (w), Vxgrad ) — 5 Xo(0)ga (K (u), grad f)) (grad )

(R, K()X)}! + 500K (u), grad f)(R(u, grad )X)]

FV(TE), + 50.(K (u). grad f)(Vxgrad )}

1

b 100 ), Vxgrad f) = 5 X, (0)ge (K () grad )] (grad f))

)
Q
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3) (VL HK), = [Vﬁ(vy’“(K(%))H]

P

= [ OHEGN VK

O’ Ip
= RGN+ R XK )
X )R, grad P2+ X, ()5 g aygrad 1))
o [, (X, g rad f) — K (2 (@)X, ()] (grad )Y
= (KOO 4+ 3 (Rl X)E @)+ 3 X.(7) (Rlus, grad £ ()}
+%Xx(f)(VK<U)gmdf)pV
b [0, Vicygrad ) — S Ko (w)(0) X ()] (grad )]
= (KOO + 5 (R, XK () + X () (R(u, grad f)K (1)
X (Traygrad )Y
o [0 (K (u), Vxgrad ) — L g.(K (u), grad ) X. (/)] (grad )}
DV VE), = [Vt ]
= [ G + VK]
= XY~ X )T o ygrad )]
K ()T xgrad )
= (KX ~ 5 Xa(D(Vrangrad P} — SKu(w)(f)(Vxgrad f)f
= (KON — 5 Xl ) (Vrapgrad )} — 50.(K (), grad )(Vxgrad )]
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3.3 Courbures de la métrique de Mus-Gradient

Théoréme 3.3.1
Soient (M, g) une variété Riemannienne et (TM,g")) son fibré tangent équipé de la mé-
trique de Mus-Gradient. Si R (resp R/ dénote le tenseur de courbure associé a (M, g) (resp
(TM,g”)), alors :

DRIXT, YIY! =(R, (X, Y)Y)" + %(Rz(u, R(X,Y)u)Y)"

+ ZQI(R(X7 Y)u, grad f)(R.(u, grad f)Y)H

(Vy R, Y)Y + 0o (ROXY Ju, o f)(Vy grad )Y (33)

+ % [2gx(R(X’ Y)U, vY grad f) - Y;L‘(a)gx(R(X’ Y)U, grad f))] (grad f);/

+

—_

ARI(XT YV)YY = — Y, (/) (VxVy grad f)I — <Y, (f)(Ro(u,Y + grad f)R(u, V) X)"

4
= Ve Ra(Y g )XY = LY (RaluY + Y (F) grad f) Ru, grad )X
V2V @ 180 1)+ Vel F) (Vi rad )
+ 2 g (v, W grad £ LX (@) o )] (erad o)
XN — Y, T grad ] (Vy grad ) (3.4)
+ %Yx(f )(R.(X, Vy grad f)u)" — in(f )(V (R(u,y +Y (1) grad ) x) g1 f )]
+ oo (R Y + V() grad )X, Y () grad o — Vy grad f) (grad )Y
3)— RUXY, Y)Y =2 (T3 Ry, X)) 4 5 Xo(F)((Ty R)e(u, rac £))"
FEX() (Rulon, Uy grad f)Y) 4 20,(X, Vy grad £)(Re (. grad f)¥)"
+ X[V Ty grad f — Ve, vy grad /]!
— (R R (X 4 X grad 1)V )"
20 (X, Yy mad ) X (Vo)) (Fygrad )] (39)
F [ XD Ty arad fI? + 500 (Vy Ty grad f — Vi, ) grad £, X)
XY, Vy grad ) = X () (Vale)?
3o+ 2

Yx<a)gx (X7 VY grad f):| (grad f)}‘a/

Sav?
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HRI(XV, Y)YV :}l(Rx(u, Y)(v(

+ V) (Ralgrad £)(V
+ 8%936 (V(

1
x(vav(x) &84S D" = SYelf) (Ba(u, X)(Vy grad f))"

H
(nx-x(pyv) grads )

) grad f, (Y (f) grad o + 2Vy grad f)) (grad f);/
(3.6)

XY =Y (NHX

F%D(Ves

) grad f) grad f);/

(vinx-xmv

pour tout p = (z,u) € TM et , X,Y,Z € T(TM).

Dans la suite on note Q/(V, W) le carré de laire du parallélogramme de cotés V et W
pour VW € I'(TTM)

Qf(v7 W) = gf(v7 V)gf(I/V, W) - |gf(v7 W)|2 (37)

Soit G/ un tenseur de type (2,0) sur le fibré tangent TM, pour V,W € I'(TTM) donné par

GI(V,W) = ¢/ (RI(V, W)W, V). (3.8)
_GIrw)
K= Grvw)

Lemme 3.3.1

Soit (M, g) une variété Riemannienne et (TM,g’)) son fibré tangent équipé de la métrique
de Mus-Gradient. Alors, pour tous champs de vecteurs orthonormés XY € T'(TM) on a :
1) Qf(XH, Y =1

2) QX" YY) =1+ [Y(f)P

3) QN(XV, YY) =1+ X (NI + Y ()

Preuve.
L’énoncé est une conséquence directe de la définition est de l'equation (3.7)). n
Lemme 3.3.2

Soit (M, g) une variété Riemannienne et (TM,g')) son fibré tangent équipé de la métrique
de Mus-Gradient. Alors, pour tous champs de vecteurs orthonormés X, Y € T'(TM) on a :

1) GI (X ¥H) =g(ROX Y)Y, X) = SIRCCY jull = S1g(R(X, Y Ju grad f)F
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2) GH(XT YY) =Y (f) [Q(VX grad f, VxY) — g(VxVy grad f, X)

+ %X(a)g(vx grad f,Y) + %g(R(u, Y)X, R(u, grad f)X)}

1 1 1
Y ()P [ IR grad )X + 7V grad I = - [X(a)]?]
3a+ 1

1
+ ;lllR(u,Y)XH2 9(Vx grad f,Y)?

3) G/ (XY YY) = [V (P IVx grad £ + §|X<f>|2||vy arad

_ %X(f)Y(f)g(VX grad f, Vy grad f)

Preuve.
L’énoncé est une conséquence directe de la définition [3.1.1], théoréme est de I'equation
B3 .

Proposition 3.3.1

Soit (M, g) une variété Riemannienne et (T M, g')) son fibré tangent équipé de la métrique de
Mus-Gradient. Si K (resp., K') désigne la courbure sectionnelle de (M, g) (resp., (TM,g’)),
alors pour tous champs de vecteurs orthonormés X, Y € I'(TM) on a :

DEKN(XH YT =K(X,Y) — ZHR(X, Y)ul|? — %g(R(X, Y)u, grad f)|*

2) K00 YY) = I [T rad £.90Y) — (939 grad )
+ %X(a) (VX grad f,Y) + %g(R(u,Y)X, R(u, grad f)X)]
|Y(f>|2 2 L s L 2
+ m[ IR, V)X - 3‘” (T arad 1Y) ]

1 1

1L+ |X(NP+ Y ()] - §X(f)Y(f)g(VX grad f, Vy grad f)

LIV (PIVx grad fIP + X (P9 grad 7]

3) KN(XV, YY) =

Preuve.
La division de GY(X*,Y7) par Q/(X?, Y7) pour i,j € {H,V} donne le résultat. m

Proposition 3.3.2
Soit (M, g) une variété Riemannienne de courbure sectionnelle constante X et (T M, g’)) son
fibré tangent équipé de la métrique de la métrique de Mus-Gradient. Si K7 désigne la courbure



3.3 Courbures de la métrique de Mus-Gradient 60

sectionnelle de (TM, g’), alors pour tous champs vecteurs orthonormés X,Y € T'(TM) on
a:

1) KXYy =X = 2 g0 w)? 4 1g(Y, )P+ X ()a(Y.u) — Y (7)g(X, )P
2) 1 (X YY) = (2 (DRl = 2X (DY (gl u)g(on)

+ 19X w)l” + X OPY (O ull® = 2X (HIY ())Pu(f)g(X,u)

+ (o= DIY(DPIoX,0)F] = gy (T evad £
()P

1 1
+ W[ﬂvx grad f[|* — 16_04|X(a)|2}

T % [Q(VX grad f, VxY) — g(VxVy grad f, X)

+ iX(a)g(VX grad f, Y)}

1 1
+ Z|Y(f)|2||vx grad f|* + Z|X(f>|2HVY grad f||?

Preuve.
La preuve de la proposition |3.3.2| est déduite de la proposition [3.3.1] est des equations sui-
vantes :

R(X,Y)Z = \[g(Y, 2)X — g(X,Z)Y], VX,Y,Z € T(TM).

IR, Y )ull” = [[A[g(Y, u) X — g(X,w)Y]|”
= Mg(X,u)]* + [g(Y,u) ]

|9(R(X, Y )u, grad f)]> = [g(A[g(Y,u)X — g(X,u)Y], grad f)|*
= NX(f)g(Y,u) = Y (f)g(X,u)|?

9(R(w,Y)X, R(u, grad f)X) = Ng(g(X,Y)u — g(u, X)Y, g(X, grad f)u — g(u, X) grad f)
=\ [Y<f)‘g(X7 U)F — X(f)g(X,u)g(Y, u)]

1R (u, Y) X" = [\ [g(Y. X)u — g(u, X)Y]|*
= Ng(u, X)[*

| R(u, grad f)X||* = [|A[g(grad f, X)u — g(u, X) grad f] |’
= NI X(N)P[Jull®* = 2X (HU(f)g(X,u) + (o — 1)]g(X, u)|?]
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Lemme 3.3.3
Soit (Ey, ..., Ey) une base locale orthonormée de champs de vecteurs sur (M, g). Si grad f # 0
on pose :
grad f = 1 v . R R
B=8%  p_ gl R = —E e Fn,=E' , i=T,m, j=2%m,
' Jlgrad /] l n=pbnet by =By i=1m, g=2m
Alors :

(Fl, ooy Fo) est une base locale orthonormée sur (TM, g/),
Q (Faan>_1 ) Kf(FayFb> Gf<Fa7Fb) ) a’ab_172m7
E() va—1, Ej(f>:07j:27m;

1
9(Ve, grad f,grad f) = SEi(a) , i=1,m,

2
3

4

1
Virad r grad f = — grad Q,

1)
)
)
)
5)
)

1 .
6) 9(VE,Vgrad fgrad L E) = §g(VEig7“ad a, ), i=1,m.

Lemme 3.3.4

Soit (M, g) une variété Riemanmenne (T ,gf)) son fibré tangent équipé de la métrique de
Mus-Gradient. Si (Ey, ..., ) (resp., (F F.,)) une base locale orthonormée sur M (resp.,
TM), alors pour tout i,j =1, met k,l=2,m, on a:

3 3
1) K/ (F,, F}) =K (E;, E;) — ZHR(E@EJ)UHQ - Z\Q(R(Eiij)Uagfad HI?

a+3 a+4
2) K/ (F;, Fry) = HVE grad f|* — mu@l(a)‘z
1

3a+1

1
3) K/ (F;, Fintt) :ZHR(U,Ez)Ez'Hz 9(V, grad f, B)*

oa—1
4) Kf(Fm+kaFm+1) = A

IV 5, grad f]*

5) Kf(Fm+ka Fm—H) =0

Preuve.
En utilisant la proposition [3.3.1] et le lemme |3.3.3]
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1) Application directe.

2) K/ (B, Fa) =G/ (Bt )')
1 H 1%
:me<Ei ,(grad f)")
_
ala—1)

(a0 = 1) [9(V i, grad f, Vs, grad ) — 9(V 5, Vigaa s grad f, )

+ 1 Ei(0)g(V i, grad fgvad ) + S g(Rlu,grad f) By, Rlu,grad f)E)|

1 1 1
+ (0= 1% | 1B, grad ) B + 5 Vs, grad £ = | Ei()]?]

3a+1

+ i”R(u,grad NHE|* - g(Vg, grad f, grad f)}]

a+3

4
=20 grad £ - S0

16a2( 1)

| Ei()[?

TP E? - — _ E
+4(a_1)|\R(u,gradf) zH 2ag(VElgmd o, z)

3) K/ (F;, Funt) =K'(E[" E))
3a+1

1
=718, ENE|* - 9(Vi,grad f. E)J?

4) K7 (Fopg Fgn) =G (Y, (grad f)")
ala—1)
1

:me(Ef, (grad f)")

1 a—1)2
— L o raa g

grad f|*

5) application directe. n

Lemme 3.3.5
Soit (B, ..., En) une base locale orthonormée sur M, alors pour tout i,j =1,m, on a :

Z |R(u, E)E;|)? = Z |R(E;, E;)ull.

2,7=1 7,5=1
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Preuve.

m

Z 1R(u, E)E;|* = ) g(R(u, E)Ej, R(u, E;) E;)

2,j=1 4,7=1

— Z ukulg(R(Ek,Ei)Ej;Es)g(R<ElaEi)Ej7E5)
= Y wug(R(E;, E.)Ey, E)g(R(E;, E)E, E;)
— Z 9(R(E;, Es)u, g(R(E;, Es)u, E;)E;)

= > IR(E: Ej)ul?

,j=1

Théoréme 3.3.2

Soit (M, g) une variété Riemannienne et (TM,g’)) son fibré tangent équipé de la métrique
de Mus-Gradient. Si o (resp., o/ ) désigne la courbure scalaire de (M,g) (resp., (TM,g’)),
alors pour toute base locale orthonormée (Ey, ..., Ey,) sur M on a :

a+4

I — 2
g —U—Wﬂgrada\]
1 ¢ 3o 41 &
-7 2 BB Ey) ||2——Z |9(R(E:, EyJu, grad )P = === |9(Vs, grad f, E;)[?
i,j=1 i,j=1 @ i,j=1
a+1 5 1 s 1
+ =2 Ve grad fIP = 5 Y (| R(u,grad NE|* ~ % g(Vi grada, B)  (3.9)
Preuve.

En utilisant les lemmes [3.3.3], [3.3.4] et [3.3.5

o
3

ol =) KI(F,F)
s,t=1
= Z Kf(Fi’ Fj) +2 Z Kf<Fi7Fm+j) + Z Kf(Fm—i-ia Fm-i-j)
i,j=1 i,j=1 i,j=1
=Y KNF,F)+2Y K/ F, Fup)+2 Y KNE, Fupy) +2) K (Fpi, Fe)
i,j=1 i=1 i=1,j=2 i=1

+ Z Kf(Fm+iaFm+j)

1,j=2
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3 3
KKZZ,Ey)——ZHFKZZ,Ey)uHZ—-ZMKIKEZ,Eyﬁugrwif)P]

q\
I
:MS

—a+4 5
6042(04 — 1)‘Ez(0‘)’

o w1 |
+ 4(a _ >HR(U7 grad f) E| g(VEigrad a,El)}

+2 Z [ IR (u, ) Ei||* -

i=1,j=2

a—1
+2) , —— Vi, grad £
=2

3a+1

19(V s, grad f, Ej)| ]

(3.10)

_U__ZHR E;, E; UHZ_—ZIQ (E;, Ej)u, grad f)[?

1,j=1 i,j=1
a+3 2 Oé+4
ZHVE grad f||* — Z|E
S 2
+2(a ZHRugradf)EH ——Zg (Vg, grad o, E;)
1 5  Sa+1
+§ Z | R(u, Ej) Ei||* — Z 9(Vg, grad f, E;)?

i=1,j=2 i

(3.11)
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—a——ZHR E;, E; uH2——Z|g (E;, E;)u, grad f)|?

1]1 z]l

a+1 a—|—4
}ijEgmdﬂP }juf

(0%
1) El* - E\)E|?
+2<&_1>;\’R(u,gradf) i 2;:1 IR (u, 1) Ei|

3o+ 1
2a

> 9(Vi, grad f, ;)|

i,j=1

1 m
-3 Z 9(VE, grada, E;) —

—a——ZHR Ei, E; uHZ——ZLq (E;, Ej)u, grad f)|?

i,7=1 3,0=1

3a+1 o —a+

m 4
N2 =t 2
) 19(Ve grad f, ;)| 32 (a—1) | grad a|

i,j=1

1 1 1
|V grad f]|* — §tmceg(R(u, grad f)?) — atmceg(v grad )

Corollaire 3.3.1

Soit (M, g) une variété Riemannienne de courbure sectionnelle constante \ et (TM,g’)) son
fibré tangent équipé de la métrique de Mus-Gradient. Si of désigne la courbure scalaire de
(TM, g”), alors pour toute base locale orthonormée (E, ..., Ey,) sur M on a :

20 —m — 1
of =m(m — DA+ X2 = HMF—WW@mdﬂﬂ
- Z 19(Vg, grad f, E;)|* — Wﬂgradaﬂ2
ij=1
1
— —tracey(V grad a)

o

Preuve.

Du fait que : ¢ = m(m — 1)\ et pour tous champs de vecteurs X,Y, 7 € TM

R(X,Y)Z = Xg(Z,Y)X — g(X, 2)Y)

alors :
> IR(E:, B)ull” =2(m — )N |lul? (3.12)
i,j=1
> |9(R(E;, Ej)u, grad f)* = 0 (3.13)

4,j=1
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traceg(R(u, grad f)?) = — 2X*[(ow — D)|Ju]|® — |g(u, grad f)|?] (3.14)

Du théoréme (3.3.2)) et des formules (3.12)), (3.13)) et (3.14) on déduit

20— m — 1

ol =m(m — 1)>\+)\2[ i

Jul® = g(u. grad )]

o> —a+4
8a?(a — 1)

3o+ 1 —
— 5 > (Ve grad [ B[ - | grad

,j=1

+1 1
> |V grad f||* — atmceg(v grad «)

(0%

3.4 Biharmonicité de la métrique de Mus-Gradient

Soit ¢ : (M™,g) — (N", h) une application differentiable entre deux variétés Rieman-
nienne, alors la fonctionnelle energie est définie par

E(¢) = / e()dv, (3.15)
K
sur tout compact K C M.
e(¢p) = %traceg(gzﬁ*h) = %tracegh(dgzﬁ, do) (3.16)

est la densité de ¢.
Une application est dite harmonique si ¢’est un point critique de la fonctionnelle énergie.

d
Pour tout variation {¢; }e; de ¢ avec ¢g = ¢ et V = E@

,on a

d
%E(@)

_ /K h(r(6), V)dv, (3.17)

t=0

ou
7(¢) = trace,Vdgo (3.18)

est le champ de tension de ¢. Alors ¢ est harmonique si et seulement si 7(¢) = 0.

Le champ bitension de ¢ est donné par
() = —trace, RN(T(go), dy)dyp — trace, (V‘PVS"T(@) — VgMT(go)). (3.19)

et ¢ est dite biharmonique si et seulement si 75(p) = 0
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Lemme 3.4.1 Soit (M, g) une variété Riemannienne et (T'M, g°)) sont fibré tangent équipé
de la métrique de Sasaki alors la projection canonique 7 : (TM, g°) — (M, g) est harmonique.

Théoréme 3.4.1 Soit (M,g) une variété Riemannienne, f : M —|0,+o00| telle que [ €
C>=(M) et (TM,g')) sont fibré tangent équipé de la métrique de Mus-Gradient.alors le champ
de tension de la projection canonique 7 : (TM, g/) — (M, g) est donnée par

1 grad o
'y =2V df = 3.20
T (ﬂ-) a grad f gra f 20 ( )
et m est harmonique si et seulement si || grad f|| = Const.

Preuve. Du lemme . si (B, ..., Ey,) est une base orthonormée sur (M, g) tel que

E, = @%’ alors (B, ... Eﬂ, J=EV ... E) est une base orthonormée sur (T'M, g7). Du

théoréme on a

m m 1
(r) = > VpEi - Zdw vf E) — Zdw(Véi‘,EiV ) — adw(VJ;YEY )
= =2

= Y E()Vegrad [ + B (f)Vi, arad f

= Vym k(e

E1 (f)vEl grad f

=V El(f)VEl gradf

11—«
= Vgndsgrad f + ——| grad f||V _gwmas grad f
« Terad 71

l-«
= vgraudf grad f + Tvgradf gl‘&d f

1
= avgradf grad f

grad «
200

Théoréme 3.4.2 Soit (M, g) une variété Riemannienne, f une fonction de classe C* sur
M tel que grad f # 0 en tout point sur M, et (T M, g’) son fibré tangent équipé de la métrique
de Mus-Gradient. Alors la projection canonique 7 : (T M, g') — (M, g) est biharmonique si
et seulement si

1 1
Ricci(grad In or) + 5 grad(Alna) + 3 grad(|| grad In «||?) = 0. (3.21)
Preuve. Soit (Ej, ..., E,,) est une base orthonormée sur (M, g) tel que E; = ||§§Z(§§u7

de sorte que (Ef .. EHX \FEY’ ..., EV) est une base orthonormée sur (T'M, g'). Puisque
dr(XH) = X et dn(X"V) =0 pour tout X € I'(T'M), on obtient

1 m
—trace,s R(7(m),d =20 ZR (grad a, E;) E;,
i=1
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Par la definition du tenseur de Ricci de (M, g) avec é grad a = gradlna, on a
1
—traceys R(7(m),dm)dr = —3 Ricci(grad In «).

le terme — trace,s V7V77(7) est donné par

1 m
—trace,sr V'V (1) = —3 Z ngvgf grad In o

i=1

1 m
—EE:VEV&gman
i=1

Pour le dernier terme traceys VT, 7(m) on

m
1
Z EH gradlna+2— vf JEY gradIn a

N)Ir—\

™
trace,s Vo, 7(m

+§ZVQfVEV grad In «, (3.22)
i=2 P

Selon le théoréme |3.2.1] on a

1
(VIuEN w = (Ve E) - §(Rx(Eu Eu)Y = (Vg E)l, forall1 <i<m

(VélvEY)(x,u) = —Ei(f)e(Ve grad )T = =(Vgraa s grad f)2,
(VIvE ) ) = —Ei(f)o(Ve grad ) =0, forall 2 <i <m,

ou (z,u) € TM. Remplagant les dernicres formules dans ([3.22), avec Vgyaa s grad f = 3 grad(|| grad f1|?),

on trouve que

1
7 Virad(|| grad 712 81ad In @

1 m
trace,r Vg 7(m) = 5 ZVVE.Ei gradIn o — 1o

=1

1 < 1
= 3 E Vg, g gradlna — ngradlna grad In o
i=1

1« 1 )
= 3 ZvaiEi gradIn o — 3 grad(|| grad In «||7).

Notons que la projection canonique 7w est biharmonique si et seulement si
T(m) = —traceys R(7(w),dr)dr — trace,s (V'V7r(m) — VG (7)) =0,

est équivalente a :

1. . 1 &
0 = —§Rlcc1(gradlna)—éiZ:;VEiVEigradlna

1 1 )
+§ Z VinEi gradIn o — 3 grad(|| grad In «||7).
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Le théoréme [3.4.2] découle de la derniére équation et du faite que
trace, V2 grad In o = Ricci(grad In o) + grad(Aln ).

Corollaire 3.4.1 Soit (M, g) une variété d’Einstein (i.e. Ricci(X) = AX pour tout X dans
[(TM) ou XA € R), f est une fonction positive de classe C®sur M tel que grad f # 0 en tout
points sur M, et (TM, g’) son fibré tangent équipé de la métrique de Mus-Gradient. Alors la
projection canonique 7 : (TM, g') — (M, g) est biharmonique si et seulement si

1 1
An o + §Alna + gH gradIn o> = Const. (3.23)

D’aprés le corollaire [3.4.1] nous avons ’exemple suivant :

Exemple 3.4.1 Soit M = (1,00) x R™ ! équipé de la métrique Riemannienne g = dt* +
Z:’:ll dz?. notant que, (M, g) est une variété d’Einstein avec A = 0. On pose

f(t,z) = /\/t4 — 1dt, pour tout (t,z) dans M.

On a, grad f = Vt* —10,, || grad f|| = Vt* =1, a(t,z) = t*, pour tout (t,x) dans M, de

sorte que

16

4
Alna = — et | gradlnal?® = L

Utilisant le corollaird3.4.1), la projection canonique 7 : (TM, g/) — (M, g) est biharmonique
propre. Le champ de tension de 7 et la métrique de Mus-Gradient g7 sont donnés par :

m—1 m—1

2
T(m) = n o et gf=dt* + Z dx? + tdy? + Z dy?.

i=1 i=1

3.5 Géodésiques de la Métrique de Mus-gradient

Définition 3.5.1

Soit x : [ — M wune courbe sur une variété M.

On définit une courbe C : I — TM par vVt € I,C(t) = (x(t),y(t)) ot y(t) € TowyM
C’est-a-dire y(t) est un champ de vecteurs le long de la courbe x(t).

Définition 3.5.2
Soient (M, g) une variété Riemannienne et x une courbe sur M.
Alors la courbe C(t) = (x(t), (t)) est dite relevement naturel de la courbe x(t) a TM.
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Définition 3.5.3

Soient (M, g) une variété Riemannienne et V désigne la connexion de Levi-Ciwita associée
9.5t x(t) une courbe sur M alors la courbe C(t) = (x(t),y(t)) est dite relévement horizontal
de la courbe x(t) a TM si et seulement si V 5y = 0.

Lemme 3.5.1
Soient (M, g) une variété Riemannienne et V désigne la connexion de Levi-Ciwita associée
9.5t z(t) une courbe sur M et C(t) = (z(t), z(t)) une courbe sur T M. alors

C =i+ (Viy)¥ (3.24)

Proposition 3.5.1

Soient (M, g) une variété Riemannienne et N (resp. V') désigne la connexion de Levi-
Civita associée a (M, g) (resp. (T'M,g’)).Si x(t) une courbe sur M et C(t) = (x(t),y(t)) une
courbe sur T'M alors :

VO = | Vit + Ry, Viy)i + 9(Vy, grad f)R(y, grad f)i

H

— 9(Viy.grad f)(V(y yorad f)

ViViy +9(Viy,grad )V pgrad f

v
+ é[g(viy, Vigrad f) — g(Vigrad f, grad f)g(V ;y, grad f)] grad f] (3.25)

Preuve.



3.5 Géodésiques de la Métrique de Mus-gradient

fo.C - Vf¢H+ (Vi)'] [+ (Vay)")

. 1 .
= (V)" = S(R(E,2)y)"
1

+5(R(y, Viy)i) + %(V;by)(f)(R(y, grad f)a)"

HVaV0)Y + 5(Ta0) (D) (Vagrad /)"

[9(V 4. Vagrad f) — 5(0)(V ) ()] (grad f)"
1

Ry, Vip)i)" + 5(Viy)(f)(R(y, grad )i)"

(V39)(F)(Vgrad )"
[9(V 49, Vigrad ) - S(a)(V ()] (grad £)"

(V)Y yyarad " = 5TV grad )"

+
s

_|_

—~

+
N — DN — DD

| —
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VELC = (V)" + (R(y, Viy)2)™ + (Van)(f)(R(y, grad f)a)"
HVaV )"+ (Va0 (F)(Vagrad )Y
42 [0V, Vagrad f) — 5i(0)(V ) (/)] (grad f)¥

~(Van) (DY (g ,y9rad )"

Vit + Ry, Viy)z + g(Viy, grad f)R(y, grad f)z

— 9(Vy, grad f)(V(Vjcy)grad f)]

ViViy+9(Viy, grad f)V zgrad f

1%
+ é [Q(Viy, Vigrad f) — %ﬂf(a)g(vgby, grad f)} grad f]

Vit + Ry, Viy)d + g9(Viy, grad f)R(y, grad f)

— 9(V;y,grad f)(V(ijy)grad f)]

ViViy+ 9(Viy, grad f)V zgrad f

174
+ é [Q(Vgcy, Vigrad f) — g(Vgrad f, grad f)g(V ;y, grad f)] grad f]

Théoréme 3.5.1

Soient (M, g) une variété Riemannienne et (TM,g’) son fibré tangent équipé de la métrique
de Mus-gradient Si x(t) une courbe sur M et C(t) = (x(t),y(t)) une courbe sur TM alors :
C(t) est une géodésique sur T'M ssi

s = —R(y,V;y)t —g(V,;y, grad f)R(y, grad f)
+9(V 3y, grad f) (V(V , )grad f)
" (3.26)
ViViy = —9(Viy.grad /)V grad f ,

1
- [Q(Vg;«y, Vigrad f) — g(Vgrad f,grad f)g(V ;y, grad f)| grad f

Preuve.
La preuve du Théoréme ([3.5.1)) découle directement de la définition d’une géodésique et la

proposition ((3.5.1]). n
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Corollaire 3.5.1

Soient (M, g) une variété Riemannienne et (TM,g’) son fibré tangent équipé de la métrique
de Mus-gradient. Le relévement naturel C(t) = (x(t),&(t)) d’une géodésique x(t) sur M est
une géodésique sur TM.

Corollaire 3.5.2

Soient (M, g) une variété Riemannienne et (TM,g’) son fibré tangent équipé de la métrique
de Mus-gradient et C(t) = (x(t),y(t)) un relevement horizontal de la courbe x(t) a TM
(i.e.V 3y =0 ).Alors C(t) est une géodésique sur TM ssi x(t) est une géodésique sur M.

Remarque 3.5.1
Si C(t) = (x(t),y(t)) un relevement horizontal de la courbe x a TM.
Localement on a

Viy=0 < y=exp(—A)yo, yo €R", A= lag;], ag; = Y —-T};

Exemple 3.5.1
On considere sur R la métrique g = e®dx?.
Les symboles de Christoffel de la connexion de Levi-cita associe a g sont

1 11,0911 | 9911 Ogn 1
L= 2 . _ 1
1= 959 ( oxrl  Oxl  Oxl ) 2
Donc les géodésiques c(t) telles que c(0) = z,'(0) = v de g vérifient I’équation

1
C// + 5(6/)2 — 0

2 t
=3 —|—th et donc c(t) = x + 2In(1 + %) )

Le relevement naturel C(t) = (¢(t),é(t)) est géodésique sur TR. ou ¢(t) = c’(t)a

d’ot c(t)

Exemple 3.5.2
On considere le demi-plan supérieur

R} = {(z,y) € R?,y > 0}
muni de la métrique g définie par
g =1, 922:y2, g12 =921 =0

Les symboles de Christoffel de la connezion de Levi-cita associe a g sont

1
F%1:F%2:F%1:Fé2:oa F%:F%QZF%ZO» 1"32:—
)
Soit C(t) = (7(t),0(t)) un reléevement horizontal de la courbe v(t) = (x(t),y(t))
t

0 0 , ,
=1, y’) , () = (O,kexp(%)) et C(t) = (a:(t),y(t),O,keXp(%)) k€ R.
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Exemple 3.5.3
On considére R® \ {0} muni de la métrique h définie par

hll = -7:2 5 h22 = y2 5 h33 = 227 hfij = OaVZ 7&]7 (.Z’,y,Z) 7& (07070)
Les symboles de Christoffel de la connezion de Levi-cita associe a h sont

1 1 1
I, = — I, =-,I3, = - rfj =0V(i,j k) €{1,2,3 < {(1,1,1),(2,2,2),(3,3,3)}

Soit C(t) = (v(t),0(t)) un relevement horizontal de la courbe ~y(t) = (x(t),y(t), z(t))
et §(t) = (u(t),v(t),w(t)), alors

— 0 0
X y/ x/ yl Z/
A=10 Yy 0, , 5(75)2(/ﬁeXP(;%kzeXP(g%k:’»eXP(;))
0o 0 =
z

x/ / Z/
et C(t)= (:E(t),y(t),z(t),kl exp(;),l@ exp(%),kg exp(;)) , k1, ko, ks € R.

Théoréme 3.5.2

Soient (M, g) une variété Riemannienne et (T M, g7) son fibré tangent équipé de la métrique de
Mus-gradient,et x(t) une géodésique sur M .Si la courbe C(t) = (z(t),y(t)) est une géodésique
sur TM telle que Vizy # 0 alors :

grad f =0 ou Vigrad f =0 (3.27)
i.e f est constante ou grad f est paralléle le long de la courbe x(t).

Preuve.
Soit x(t) une géodésique sur M , alors V;4 = 0.En utilisant la premiére équation de la

formule (3.26)) on obtient :
+9(V 4y, grad f)g(V(vx_y)grad f,&) =0

9(Viy,grad f)g(Vigrad £,V zy) =0
grad f =0 ou Vigrad f =0

4d

Corollaire 3.5.3

Soient (M, g) une variété Riemannienne et (TM,g’) son fibré tangent équipé de la métrique
de Mus-gradient et x(t) une courbe sur M et Vigrad f =0 .Si la courbe C(t) = (x(t),y(t))
est une géodésique sur T'M telle que V .y # 0 Alors

g(Vii,i) = 0
{V:'va'y ~ 0 (3.28)
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Preuve.
La preuve découle directement du Théoréme (3.5.1)). n

Corollaire 3.5.4

Soient (M, g) une variété Riemannienne et (T M, g') son fibré tangent équipé de la métrique de
Mus-gradient et x(t) une géodésique sur M et V grad f =0 .Si la courbe C(t) = (x(t),y(t))
est une géodésique sur T'M telle que V .y # 0 alors :

ViViy = 0 (3.29)

Preuve.
La preuve découle directement du Théoréme (3.5.1)). n
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Dans ce chapitre on définit la métrique de Cheeger-Gromoll généralisée, en donnant les
formules relative aux connexions induites et des différents types de courbures [32].

4.1 Meétrique de Cheeger-Gromoll généralisée

Définition 4.1.1 Soit (M, g) une variété Riemannienne et f : M —]0, +oo[ une fonction de
classe O™ strictement positive. On définit la metrique de Cheeger-Gromoll généralisée G¥ sur
le fibré tangent T M par

Gf(XH7YH)(a:,u) = ga:<X7Y>)
GHXT Y ) ow = 0,
GIXV Yoy = F@)wP(g.(X,Y) + qg.(X, u)g. (Y, u)),

ou X,Y e T(TM), et r* = ||Jul]| = /g(u,u), avec w = (1 + ||ul*)"', p,q € R et q positive.

Remarque 4.1.1

1. Si f=1,p=q=1, alors GI est la métrique de Cheeger-Gromoll.
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2. 8 f=1,p=q=0, alors G est la metrique de Sasaki .
3. GHXY,UY) = fwrg(X,u)(1 + qr?).
4. GIUV,UY) = fwPr?(1+ qr?).

ot X,U € I(TM)

(z,u) € TM.

Lemme 4.1.1 ([J]) Soit (M, g) une variété Riemannienne et TM son fibré tangent. alors,
pour tout (x,u) € TM et pour chaque fonction h a valeurs réelles sur M, on a :

L X{3 ) (h(r?)) =

2. Zu)(h(r2))—2h’( )g(X,u),
3. XV (g(X,u) = g(X,Y),

4. XM (g(Y,u) = g(VxY,u),

5. XM(g(Y, 2) = X(g(Y, 2)).
pour tout X,Y,7Z € T'(TM).

Lemme 4.1.2 Soit (M, g) une variété Riemannienne et (TM,G') son fibré tangent équipé
de la métrique de Cheeger-Gromoll généralisée, alors

XAaliyv,zvy) = @Gf(}/v, ZV)+ GI (V). 2+ G (Vx2)V, YY),
XVGIYY,2Y) = —2pfurtlg(X,u) oY, 2) + oY, u)g(Z, )|
+afe |9(X.Y)g(Z,u) + 9(X, Z)g(Y,u),
pour tout X,Y,Z € T(TM).

Preuve. En utilisant le lemme|4.1.1] on a

XHGI (Y, 2Y) = X |g(Y, Z) + ag(Y,w)g(Z,w)]
XM g(Y, 2) + ag(Y,w)g(Z, )|
= X())"|g(Y, 2) + ag(V,u)g(Zu)]
+fu” |9(VxY. 2) + (Y. Vx2)

+ag(V Y, u)g(Z,u) + ag(Vx Z, u)g(Y, )]

_ @Gf(yv, ZV)+ G ((VxY)Y, Z")

+ GI(Vx2)V,YV).
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XNEWYY,2Y) = XY@ f|9(Y. 2) + ag(Y,u)g(Z,u)
o+ for XY gV, 2) + ag(V,w)g(Z,u)]
= —2pfutg(X,u) |g(Y. 2) + (Y. uw)g(Z,u)|

+afe? |9(X.Y)g(Z,u) + 9(X, Z)g(Y.u)|.

4.2 Connexion de Levi-Civita de G/

Lemme 4.2.1 Soit (M,g) une variété Riemannienne. Si V (resp. V) désigne la connezion
de Levi-Civita de (M, g) (resp. (TM,G7)), alors

1. GH(VxuYH ZH) = G/ (VxY)H, ZH),

2. G'( )

3. GH(VxuYV, ZH) = G (fwP(R(u,Y)X)H, ZH),

4o GI(VxnYV, 2V) = GHEDYY 4 2(ViY)Y, 2Y),
5 GHVxvYH ZH) = Gf(ng(R(u,X)Y)H, VALY
6. GI(VyvYH ZV) = @Gf (ZV,XV),

7 G (T YV, ZH) = Gf(—%Gf(XV,YV)(gmdf)H, 7H),
pw—p—&-l
f(1+qr?)
(pw+ QW™ v v v Y
ol GHX". Y")GH(Z7,U)

5 q2w72p
P+ )

pour tout X,Y,Z € I'(TM).

8 IV YV, 2V) = —2 Gf([Gf(XV, UVYY + G YV, U)XV ], ZY)

+2
GIXV, UG YV, UG (ZV,UY),

Preuve. On utilise la formule de Koszul pour la connexion de Levi-Civita V

2GH (VY7 Z8) = XY GI(YI, Z") +YI(GI (7%, X7)) — Z(GY (X7, YY)
GH(X' Y9, ZF) + GI (Y9, [ 2% X)) + GY(Z*, [ X, YT))
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pour tout X, Y, Z € (T M) et i,j,k € {H,V}.
Le résultat est une conséquence directe des calculs suivants en utilisant la définition [£.1.0] et

le lemme {12

267 (Vxn Y, Z) = X(g(Y,2))+Y (9(Z,X)) — Zg(g(X,Y))
—9(X, [V, Z]) + 9(V,[Z, X]) + 9(Z, [X,Y])
= 29(VxY 2)
= 2GT((VxY)H, ZH).
2GI (VxuYH 2V = GI(ZV X" YH))
= —GI(ZV,(R(X,Y)u)").
26/ (Vyn YV, ZH) = GI(YV, (2%, X))
= —GI(YY,(R(Z, X)u)")
= G/((R(X,2)uw)",Y")
= fuP(g(R(X, Z)u,Y) + q9(R(X, Z)u, u).g(Y,u))
= G (fwP(R(u,Y)X)H, Z%).
26/ (VyrYV, ZV) = XH(GI(YY,ZY))
~GIYV (Vx2)V)+ GH(ZV, (VxY)Y)
- Gf(¥YV+2(VXY)V,ZV).
2GI (Vv YH 70y = —GI(XV,[YH, Z1))
= GHXY,(R(Y,Z)u)")
= fw?|g(R(u, X)Y, Z) + qg(R(Y, Z)u, u)g(X, u)

= G (fw?(R(u, X)Y)H, Z1).
26/ (Vo Y, 2V) = YHGI(ZV, X))
- GI(XV,(Vy2)) - G2V, (VyX)Y)
— Y (XY, 2N+ (XY, (Vy2)) + G 2V, (Vy X))
~GI(XY,(Vy2)") - /(2" (Vv X))
= #Gf(ZV,XV).
26/ (VY. 2) = —27(G (XY, 7))
+ XY (VY)Y + G Y (VX))

—@Gf(xv,yv)

G/ (67 (X YV ) grad)", 2").
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Du lemme [L.I.T] on a
2/ VYV, ZYV)y = XV(GIYY,Z2V)+YV(GI(ZV,XV)) - ZV(GT (XY, YY)

= =2fp T g(X,u) (9(Y, Z) + q9(Y,u)g(Z,u))
+qfw’(9(X,Y)g(Z,u) + g(X, Z)g(Y,u))
—2fpuTg(Yu) (9(X, Z) + q9(X, u)g(Z, u))
+qfw?(9(X,Y)g(Z, u) + g(Y, Z)g(X, u))
+2fpuPtg(Z,u) (9(Y, X) + q9(Y, u)g(X, u))
—qfw(g(Y, Z)g(X,u) + g(X, Z2)g(Y,u))

= —2fpgw T g(X, u)g(Y, u)g(Z, u)
+2fwP (pw + q)g(X, Y)g(Z, u)
2t (X, w)g(Y, Z2) + g(Y,u)g(X, 2)]

fraf vV ooV 2pw7p+1fVVVfVVV
2(pw + qJw?
f(1+qr?)
2¢%w =%
P gr?)?

GH(XY, YY)

Utilisant le lemme [£.2.1] on a

Théoréme 4.2.1 Soit (M, g) une variété Riemannienne et V la connezion de Levi-Civita
du fibré tangent (TM,GY). Alors

(Vxr Yy = (VXY>H - %(R(X, Y)u)v,
_ H X v
(Varn YY) oy = gwp<R(u,Y)X> +$YV+<VXY) ,
_ H Y
(VXVYH)(%U) = gd’(R(u,X)Y) +%XV,
VYV _ P oY oYY+ Y oY) XY
( X )(x,u) f(l—l—qTQ) ( ) ) + ( ’ )
(pw+Qw™ ¢ v vy
Fagr &0
q2w—2p

1% \% \% 1% \%
_f2<1_|_q7,2)3Gf(X 7U )Gf(Y 7U )U

1 H
—5 G (XY YY) (gradr)”.
pour tout X, Y € I'(TM) et (x,u) € TM, ou R désigne le tenseur de courbure de (M, g).
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Définition 4.2.1 Soit (M, g) une variété Riemannienne et soit K un champ tenseur de
type (1,1) sur M. On définit les champs de vecteurs horizontals et verticals KV : TM —
TTM,K" :TM — TTM de K par

KY () = > nik (00)"

et

K™ (n) = nK(9i)"
i=1
ot Yt m;0i € (V) est une carte locale de n € C®(T'M).
De la définition 4.2.1] et du théoréme 4.2.1] on a

Proposition 4.2.1 Soit (M, g) une variété Riemannienne et soit V la connexion de Levi-
Civita du fibré tangent (TM,G7). Si K est un champ de tenseur de type (1,1) sur M, alors

(Vxrn KM gy = <VXK>H—%<R(X, K(u))u)v

(Vxrn KV ) o) = QWP(R(U, K(u))X)H + %{C)K(U)V + (vXK(u))V
Vi H A H ]
(Vv KMoy = <K(X)> + 2w (R(u,X)K(u)) + 5 (K (), gradf) X
(Vir KV ) pw) = (K(X))V - ﬂ[Gf(XV UMK (w) + G (KW, UV)xY
i e ol |
(pw+@Quw™ oy Navias
g ¢ K@U
q2w72p

~ g X UG K W), UNU

—%Gf(XV, K(u)") (gmdf)H

pour tout X, Y € I(TM) et (p,u) € TM.

4.3 Tenseur de Courbure de la métrique de Cheeger-Gromoll
généralisée
Théoréme 4.3.1 Soit (M, g) une variété Riemannienne et (T M, G') son fibré tangent équippé

de la metrique Cheeger-Gromoll généralisée. Si R (resp R) désigne le tenseur de courbure as-
socié a M (resp(TM,G7)), alors pour tout X,Y,Z € T(TM) et p = (x,u) € TM, on a les



4.3 Tenseur de Courbure de la métrique de Cheeger-Gromoll généralisée 82

formules suivantes

R(x" yMzn = (R(X, Y)Z)H + % (R(u, R(X, Y)u)Z>H
2 (R, mex, 2yy )" 2 (B, Ry, 2y x)”
% (VZR)(X,Y)u) . %}{0) (R, R(Y, Z)u) "
+%{) (R(u, R(X, Z)u) ' + %{C) (R(X, Y)u) V,

RO Y2V = oy, 2) + ag(V,wg(Zw)| (Vxgradr)
+%p [g(Y, Z) +q9(Y,u)g(Z, U)] (R(X, gmdf)U>v
_pr;pJrl [_ 9(Y, ) <R(u, Z)X)H +9(Z,u) (R(U,Y)X)H}
—g <R(Y, Z)X)H
_fzf” (Rw.Y)R(w. 2) X>H _ “’Zpg( R(u, 2)X, gradf)Y"
FX(NZ2 (007 2) + ag(v wig(Z,w) (graduer)

R(XV,YV)zH = % (R(X, Y)Z)H

_ppr+1 [g(X, u) (R(u, Y)Z)H . g(Y, u) (R(u, X)Z> H]
+f2(z2p [(R(U, X)R(u, Y)Z)H — (R(u, Y)R(u, X)Z>H}

+%p [Q(R(U, Y)Z, gradf)XV — g(R(u, X)Z, g?"adf)YV} 7
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RXH YV)zH = %pX(f) (R(u,Y)Z)HJr%Z(f)(R(u,Y)X)H
f;up ((VXR)(U Y)Z)H %p (Y, R(X, Z)u) (gmdf)H
1 1%

+§<R(X,Z)Y>V fif( R(X, R(u,Y)Z)u)
+[%X(Z(f))—4iﬂ)<( )Z(f) = (VXZ)( )]

P2 (v, (ROX 2)u)

pw +q
2(1 + qr?)

9(Y, R(X, Z)u)U"

H  fup H

R(XHYH 7V = f“p(vXR (u ZY) —(VYR u Z)X)

(w2 (e, )"

—?g(R(X Y)u, Z <gmdf>H + (R(x, Y)Z)V

S Z’p (R(X R(u, 2)Y Ju )V + f% (R(Y, R(u, Z)X)u)v

—pwy(Z,u) (R(X, Y)u) + (%)g(R(X, Yu, Z)UY

RXV.YZY = Ag(Z,u) [g(Y, WXV — g(X, u)YV}
+ B [g(Y, )XY — g(X, Z)YV]

+ Clox.wg(y. 2) - g(voug(X. 2)|U"

fu?
4
2p
- qji 9(Z,u) [g(Y,u)(R(u, X)gradf )"

—g(X, u)(R(u7 Y)QTadf)H}

[9(2,Y)(R(u, X)gradf)" — g(X, Z)(R(u,Y )gradf)"]

avec

) + 29 — 2)w — wP
A = p ((p q ) Q)_qllf ||gradf|\2

1+ gr?
2 2
pPw—plp—2w+q WP 5
B = - — d
e 2 lgrady]

o - PP =201 =@’ +pa(p — 3w —¢*
(1 + qr2)?
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Notons que A, B et C sont liés par la relation : A — qB = C(1 + qr?).

4.3.1 Courbure Sectionnelle de la métrique de Cheeger-Gromoll gé-
néralisée
Dans la suite, on considére pour tout V, W € D(TTM),V # W
QV. W) =G(V,V)G(W, W) — |G(V,W)[
GV, W) = GR(V,W)W,V)

w222

Lemme 4.3.1 Soit (M, g) une variété riemannienne et (TM,G') sont fibré tangent équippé
de la metrique de Cheeger-Gromoll généralisée, alors pour tout champs de vecteurs orthonor-
més X,Y € I(TM), on a

1. QX" yH)y =1,
2. QXM YY) = fur |1+ glg(V,u)P,
5. QXY YY) = P (1+glg(X, )P + glg(¥, w)P).
Preuve. La preuve est une conséquence directe de la définition [4.1.1 [

Lemme 4.3.2 Soit (M, g) une variété riemannienne et (TM,G') sont fibré tangent équippé
de la metrique de Cheeger-Gromoll généralisée, alors pour tout champs de vecteurs orthonor-
més X,Y € I(TM), on a

1. E(XH7yH) = g(R(X7 Y>Y7X) - ?){TWPHR(Xv Y>u||2;

2 GOXM, YY) = [ — 20V gradf, X)) [1+ alg(Y, )]

R V)X,
5. GIXY, YY) = fur |A(lg(Y, ) + g(X, ) *) + B
Les constants A et B sont celles du théoreme [[.3.1]

Proposition 4.3.1 Soit (M, g) une variété riemannienne et (TM,G') sont fibré tangent
équippé de la metrique de Cheeger-Gromoll généralisée. Si K (resp., K) désigne la courbure
sectionnelle de (M, g)(resp., (TM,G7)), alors pour tout champs de vecteurs orthonormés
X, Y e(TM), on a

T (YvH vH 3fwr 2
P —p+2
CK(XH YV — Jw VX2 4 X0Pr Y df. X
YD = g gy O O T = g e (Vaegrad X
W_p

5. K(XV,YY) = [Allg(v, ) + g(X, w)P) + B|.

fa(1+ g(X,u)? + [g(Y, w)[?)
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Proposition 4.3.2 Soit (M, g) une variété Riemannienne de courbure constante X et (T M, GT)
son fibré tangent équipé de la metrique de Cheeger-Gromoll généralisée. Si K désigne la cour-
bure sectionnelle de T'M, alors pour tout champs de vecteurs orthonormé X,Y € I'(TM), on
a

L R(XT YTy =) — AV

90X, w) 2 + [g(Y,w) ]

4
= on vy JOPA xp (X(H]P  wPr
2. K(X ,Y )— 4 (1—‘,—gq|g(Y,u)|2) 4f2 - 2f Q(VXgTadf,X>;
w_p

3. K(XV)YV) =

AT 20T oy AL+ o) +.2].

Preuve. La preuve de la proposition [4.3.2| est déduite de la proposition et des
équations suivantes

RX.Y)Z = /\[g(Y,Z)X— g(X,Z)Y]

IROCY YUl = A |g(Y, )X = g(X,u)Y ||
= Nlg(X, )+ 9(y, u)[’]

IR Y)XP = JAg(Y, X)u - g(X, )Y ]|
= Nlg(x,u)f’

Lemme 4.3.3 Soit (z,u) un point de TM avec u # 0 and (El,. E,,) une base locale or-

thonormée de champs de vecteurs sur M telle que E; = . Alors (Fi, ..., Fy,,) est une base
locale orthonormée de champs de vecteurs sur (T'M, Gf)

S H _ 1 v o JwP Vo T s 5
ou Fy =L, F1 = pr(1+qr2)E1 et Frpyj = 7 Ef i=1m,j=2m.

Lemme 4.3.4 Soit (M, g) une variété Riemannienne et (TM,G') son fibré tangent équipé
de la metrique de Cheeger-Gromoll généralisée. Si (Ey, ..., Ey), (resp (Fi,.., Fom)) une base
locale orthonormée de champs de vecteurs sur M (resp., TM ), alors pour tout i,j = 1,m et
kE,l=2m, ona

1 R B) = K(B,B) ~ L rm, B,

2. K(Fyy Fru) = A0 —“;Zgz(v&gmdf, E),

% K (R Fu) = YRG0 BB + I 22009, gray ),
4. K(Fpiky Frosr) = qup(}igzz)ﬂﬂ pr(;iqrz)A‘f‘B ;

5. R(Fypop, Fort) = “2B.

faq
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Lemme 4.3.5 Si (E, ..., E,,) est une base locale orthonormée de champs de vecteurs sur M,
alors pour tout i,5 =1, m, on a

Z IR (u, E)E;|)?* = Z |R(E;, E)ul)?.

i,7=1 4,j=1
Preuve.
D IRwE)E* = > g(R(u, By, By, R(u, ) E)
i,j=1 i,j=1
= Z urwg(R(Ey, E;)E;, Eq)g(R(Ey, E;)E;, E)
1,7,k,l,s=1

= Y wug(R(E;, E)Ey, E))g(R(E;, E,)E, E;)
i,9,k,l,s=1

= Z 9(R(Ej, Es)u, g(Ej, Es)u, E;) E;)

i,7,s=1
= D |R(E:, Ey)ul?
ij=1

Proposition 4.3.3 Soit (M,g) une variété Riemannienne et (TM,G') son fibré tangent
équipé de la metrique de Cheeger-Gromoll généralisée.Si o (resp., @) désigne la courbure sca-
laire de (M, g) (resp.,(TM,G7)),alors pour tout base locale orthonormée (Ey, ..., Ey,),on a

3 2 — 3fwh & mw Pt m||gradf||”
0 = o+ ——— > |REE)IN - ——A)+ 55

2
= f 2f
1+ qr? r? (m —2)w™
+2(m — 1 A+B)+———8B
( ) [qup(l—l—qﬂ) —|—qr2(foﬂ’(1+q7’2) ) 2fq
Preuve. Utilisant le lemme [4.3.4]
7 = Y K(F.F)
s,t=1
= Z F(FHF})—FQZK(E?Fer] Z m+z; m+])
i j=1,i#] ij=1 =1
B RTINS ST TR
i =1,i] i=1 i=1,=2

m

i=1 i.j=2,i#]
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_ - Bfw
o = Y [K(E,E) - =—|R(E;E)]
ij—li;éj
w*p+2

+2Z 4f2 27 9(Vg,gradf, E;)]

[Ei(N)P?  wP*

+2 Z HRuE VEj)|? + =R (V. gradf, E,)]

2
7,132 4f 2f

2

+2i[ Lot " g

qu”(l +qr?) +qr? fwr(l + qr?)

Z

=2,i#j

m

_ 3fw 2, llgradf|”

2 gradf||?
+23° IR BB + (m — nd T
4 = 2f
i=1,7=2
(m — 1)w™P*2

- ftraceg(Vgradf)

+2(m —1)[

1+ qr? r?
fawr(1 + qr?) +qr?” fwr(1+qr?)

A+ B]

+(m = 2)(m — D[ B]

fq

Par conséquent,

2 — 3fwP & mw P2 m||gradf])?
o+ 2 S i Bl - P o + e

ij=1

( A+ B) +

+2(m — 1) [

fawP(1 + qr?) 4+ qr?" fwr(1 + qr?) 2fq

1+ gr? r’ (m —2)w™

trace,(Vgradf)

B

Corollaire 4.3.1 Soit (M, g) une variété Riemannienne de courbure sectionnelle constante
A et (TM,G7) son fibré tangent équipé de la métrique de Cheeger-Gromoll généralisée. Si &
désigne la courbure scalaire de (T M, G7), alors pour tout base locale orthonormée (Ey, ..., E,,)

sur M, on a
1+ qr? ( r?
fawp(L 4 qr?) + qr?" fw?(1 + gr?)

7 = +2<m—1)[ A+ B)

mA 5 52 —3fwl  (m—2)w?
+ 5 + A 1 + 5 B
m lgradf|®
+— |—w P+2A L b
2 |-wrrac + 10
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Preuve. Du fait que 0 = m(m — 1)\ et pour tout champs de vecteurs XY, Z € TM

R(X,Y)Z = Mg(Z,Y)X — g(X, Z)Y)

alors
D IREL Ejul® = N lg(u, B E: — (B, u)
i,j=1 i,j=1
= A llg(u, B5)IP = 29(u, B))g(Ei,u)di; + 1g(Ei, )]
ij=1
= Nmllull® = 2lul® + m|u]?]
= 2)\*(m —1)r?
d’ou
2 —3fwP P2 df||?
g = m(m—1DX+2(m— 1)A\%? fur  mw —mnga fl
4 f 212
1+ qr? r? (m—2)w™?

+2(m — 1) ( A+ B)+ B

fawr(1 + qr?) 4+ qr?" fwr(1 + qr?) 2fq



Chapitre 5

(éométrie de la généralisation des
applications F-harmoniques
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Dans ce chapitre, nous donnons la définition des applications F-harmoniques [38] et on
donne la notion des applications F-bi-harmonique, qui est une généralisation des applications
bi-harmoniques [51] et des applications f-bi-harmoniques [40)] entre deux variétés Rieman-
niennes, et nous étudions certains propriétés de conformités et de stabilité. De plus, nous
donnons une formule pour construire quelques exemples d’application F-bi-harmonique. Nos
résultats sont des extensions de [35] et [40].

Considérons une application ¢ : (M, g) — (N, h) de classe C* entre deux variétés Rie-

manniennes. Soit
F:MxR—(0,00), (z,7)— F(x,r), (5.1)

Une fonction de classe C'™ positive, pour tout domaine compact D de M la fonctionnelle
F-énergie de ¢ est définie par

Evlg: D) = / F(z,e(0) (2)) vy, (5.2)

D

ou e(p) est la densité de I’énergie de ¢ définie par

el¢) = 5 h{dples), de(c)), (53
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v, est la forme volume,et {e;} une base orthonormée sur (M, g).

Définition 5.0.1 Une application est dite F-harmonique si ¢’est un point critique de la fonc-
tionnelle F'-énergie sur tout compact D de M.

5.1 Premiére variation d’énergie

Soit F': M x R — (0,00), (z,r) — F(z,r), on note par
9, =0/0r, F' =0,(F), F"=0,(0.(F))

et soit F,, F/, F! définis par

Fy(z) = F(z,e(0)(x)), Fl(o)=F'(z,e(p)(x)), F(z)=F"(z,e(p)()). (5.4)

Théoréme 5.1.1 Soit ¢ : (M, g) = (N, h) une application differentiable et soit {;}re(—ee)
une variation de @ a support dans D. Alors

%EF(QO,:;D)‘ = —/Dh(TF(SO)»U) Vg, (5.5)

t=0

0
ou v = % désigne le champ de vecteur de variation de p,
t=0

Tr(p) = F/7(p) + dp(grad" F), (5.6)
et T(p) est le champ de tension de ¢ défini dans , donné par

7(p) = trace Vdep. (5.7)
Tr(p) est dit le champ F-tension de .

Preuve. On défini ¢ : M x (—¢,€) — N par
oz, t) = o), (z,t) € M X (—¢€,€), (5.8)

Soit V¢ la connection sur le fibré inverse (Pull-back) ¢~*T'N. Tout champ de vecteur X sur
M est considéré comme un champ de vecteurs sur M x (—¢,€), on a

[0, X] = 0. (5.9)
On utilisant ([5.2)) nous obtenons

%EF(%;D)L:O:/Dat(F(x,e(wt)(:c)))

5.10
=0 Ugv ( )
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notons que
(9t(F(J:, e(got)(x))> ‘
Dans un repére normal au point x € M, on a

Oi(e(wr)) = h(vgtd‘%?t(@i)ad@t(@i))
= h(Vfidqzﬁ(at),dgpt(ei)), (5.12)

= dF (di(e(e))| _,, (5.10)

t=0

puis
dF (0(e(¢)))| = Flh(Viv,dp(e:))

= ei(h(v, F)dp(e;)) — h(v, V¢ F dp(e;)), (5.13)

t=0

ou la derniére égalité est obtenue puisque d¢p(0;) = v, on défini une 1-forme sur M par

w(X) =h(v, Flde(X)), X el(TM), (5.14)
de et on a
dF(at(e(%)))L:O = divw — h(v, dg(grad™ F)) (5.15)
—h(v, F/ 7(p)).

En substituant (5.11)),et (5.15)) dans (5.10)), et considérant le théoréme de la divergence, nous
obtenons le résultat du théoréme B.1.1] m

Corollaire 5.1.1 Une application ¢ : (M, g) — (N, h) de classe C* est F-harmonique si et
seulement st
(@) = F.7(p) + dp(grad™ F/) = 0. (5.16)

Dans le cas ou F(z,r) = F(r) on obtient les résultats de Ara [35]

Une application ¢ : (M™,g) — (N, h) est dite conforme s’il existe une fonction \ €
C>(M,R?%) de classe C™ telle que pour tout X,Y € I'(T'M) on a

hdp(X),de(Y)) = Ng(X,Y),

La fonction A est appelée fonction de dilatation associée & . Le champ de tension de I'appli-
cation conforme ¢ est donné par (voir [3]) :

(@) = (2 —m)dp(gradin \) (5.17)
Du corollaire et de la formule (5.17)), on a

Corollaire 5.1.2 Si ¢ : (M, g) — (N, h) est une application conforme de dilatation \, alors

Tr(p) = dgp((? —m)F! grad™ (In \) + grad F;) (5.18)
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Du corollaire [5.1.2l on obtient

Théoréme 5.1.2 Soit p : (M™, g) — (N,h) (m > 3) est une immersion conforme de dila-
tation X\, alors ¢ est F'-harmonique si et seulement si

F(z,r) = C\(z))™ 27, (5.19)
Exemples 5.1.1 :

1) Si F est constante alors toute application harmonique est F-harmonique.

2) En particulier, dans le cas ou F(x,r) = F(r) et ¢ est une immersion isometrique, les
propriétés suivantes sont équivalentes :

i) ¢ est minimale;
1) ¢ est harmonique ;
iii) ¢ est F-harmonique.

3) Dans le cas ot ¢ est une immersion isometrique harmonique, les propriétés suivantes
sont équivalentes :

i) @ est F-harmonique.
it) F=F(r)

4) Dans le cas ot ¢ est une application harmonique, les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

i) grad™ F € kerdyp
i1) @ est F-harmonique.

5) Dans le cas ou ¢ est une submersion Riemannienne harmonique, les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

i) grad™ F! est tangente auz fibres de ¢ ;
ii) @ est F-harmonique.

Théoréme 5.1.3 Soit o : M — N une application de classe C* entre deux variétés Rieman-
nienne et soit i : N — P l’inclusion canonique d’une sous-variété, alors ¢ est F'-harmonique
si et seulement si Tp(io ) est normal & N, ot F € C*(M x R) est une fonction positive de
classe C*.

Preuve. Le champ F-tension de la composition 0 ¢ : M — P est donné par

Tr(iop) = Flr(iop)+ di(dgp(gradM F)))
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puisque le champ de tension de la composition 7 o ¢ est :
T(10p) = di(1(p)) + trace Vdi(dy, dp),
on obtient

tr(iop) = Fldi(t(p))+ F.trace Vdi(dp, dp)
+di(dp(grad )
= di(tr(p)) + F, trace Vdi(dp,dp).

alors 7x(i 0 ) — di(7r(¢p)) est normal & N, et

Tr(p) =0 <= 71p(iop) L N.

Théoréme 5.1.4 Soit ¢ : (M™,9) — (N™, h) (m > 3) une application de classe C*
entre deux variétés Riemannienne. On suppose que F) # 0. Alors ¢ est F-harmonique si et
seulement si @ est harmonique par rapport a la métrique conforme g donnée par

g=(F

2/(m~2)
)

Preuve. Posons A(z) = F/(x,e(y)(x), alors le champ de tension 7(¢) par rapport a la
métrique conforme § = A\?g est donné par

) = Aim{AMT( ) + di(grad(A"2))}
= (F’) " 2>/m{F’ ) + de(grad(F))}

= (F;)(m 2)/mTF(80)-

5.2 Deuxiéme formule de variation

Théoréme 5.2.1 Soit ¢ : (M, g) — (N, h) une application f-harmonique entre deuz variétés
Riemanniennes et {Qq s} se(—ee) une variation a deux parametres a support compact dans D,

aSOt s a(;pt s

= : = : . 5.20
v Ot li=s=0’ v 0s lt=s=0 ( )
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Awvec la notation ci-dessus, nous avons ce qui suit

82
Y g S;D’ — — | W(Jp(0),w)v,, 5.21
s DI __ == [ me)wyv, (5.21)
ou Jp(v) € T(¢ 'TN) donné par
Jp(v) = —F! trace RN (v,dyp)dy — trace V¥ F/ V¥
—trace V¥ < V¥%uv,dp > F!dp. (5.22)

<, > désigne le produit sur T*M @ ¢ 'T'N et RV est le tenseur de courbure de (N, h).

Preuve. On défini ¢ : M x (—¢,€) X (—€,€) — N par
gb([E,t,S) = @t,s(x)7 (I,t,S) €M x (_676) X (_6’6)7 (523>

soit V¢ la connexion sur le fibré inverse (pull-back) sur ¢=*T'N. Notons que pour tout champ
de vecteur X sur M est considéré comme un champ de vecteur sur M X (—€,€) X (—¢,€), on
a

[0, X] =0, [0s5,X]=0, [0,0 =0, (5.24)
Alors, de on a
0? 0?
8t(9$EF(%7S; D)‘t:szo B /D 81583F(x’ e(prs)()) tmsm0 9 (5:25)
D’abord, notons que
9 Pl clo)(@)) = dP@1lelir.). (5.26)
dF(9,(e(¢1s)) = (Vi do(es), dole;)) F, (5.27)
on passant a la dérivée seconde, on obtient
o 5 _ b o /
(2, pualw) (o) (@) = +A(VE, V5 do(e), do(e:)) F;

<

+h(V do(e;), V5 do(e:)) F)
+h(V5,dd(e;), do(e;) Os(F)). (5.28)

<

De (5.25) et la définition du tenseur de courbure de (N, h) on a

W4 VG do(e), doe)FY| = FLR(RY (w, dilen))v, dg(e.)

+E W(VEVE do(0), diplen)|

(5.29)
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de (5.29)), la propriété du tenseur de courbure de (N,h) et la compatibilité de V¢ avec la

métrique h on a

(V5 V5 dd(e;), dd(e;)) F] = —F h(R(v,dp(e;))dp(e;), w)

t=s=0

+ei(h(V5,d0(0,), FLdp(er)|

)
t=s=0

~h(V5.d¢(,), V¥ F. dp(e;))

)
t=s5=0

(5.30)
WV dd(e;), V5 do(e;)F, . = GlMENv,w) = W(VEE Vv, w).
t=s=
(5.31)
Notons que
Os(Fy) = 0s(Fl(z, e(prs)()))
= +dF/(9s(e(prs))), (5.32)
par un simple calcul, nous avons
AR 0.ceu)|__ = P R(TEw dp(en) (5.33)
alors
W(V5do(e). do(e))Ou(F)| = +<VPude> Fh(VEw,dp(e)
t=s5=
= +ei(h(w,< Vfu,dp > F'dp(e;)))
—h(w, V& < V¥, dp > Fdp(e;)).
(5.34)

A partir des formules (5.25),(5.28),(5.30)),(5.31)),(5.34), le théoréme de la divergence et la F-
harmonicité de ¢, on obtient le théoréme [5.2.1]
u

Lemme 5.2.1

— /h(trace V¢ EINV?v,w), = /F;’ < V¥u,dp > < V?w,dp > .v,. (5.35)

Preuve. On a:
—h(trace V¥ F/V¥v,w) = —h(VE F VEv,w) (5.36)

—ei(h(F/ Ve v,0)) + h(F Ve v, VE w)
= —divw+F < V90, Vew > (5.37)
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ou: w(X)=F h(V§ivw).
—  N(trace V¥ < V¥u,dp > F'dp,w) =
= ~h(VE < V¥v,dp > Fdp(e;), w)
= —ei(h(< Veu,dp > F! d@(@i)aw))
+h(< VPv,dp > Fdp(e;), VE w)
= —divn+ F < VPudp>< VPw,dp > (5.38)
ol : n(X)=F <V?v,dp > h(dp(X),w).

Par l'integration et le théoréme de divergence on obtient ({5.35)).

Du théoréme B.2.11 et du lemme [5.2.1] :
Corollaire 5.2.1
82
Otds

d 2
E(prs; D)) = / F,f’(%) < V*u,dp >< V¥w,dp > v,
t=s=0 D

2
—/ F;<|dg0| )h(traee RN (v, dp)dp, w) v,
D 2

d 2
+/ F;(%) < V%, V¥fw > v, (5.39)
D

(Dans le cas ot F' = F(r) on a le résultat obtenu par M. Ara dans [35].)

Définition 5.2.1 Une application F-harmonique est appelée stable si I(V,V) >0 pour tout
champ V' a support compact le long de ¢ ot

92
(97583E(S0t’8; D) t=5=0

I(V,W) =

De la définition [F.2.1] et du corollaire [5.2.1] on obtient

Théoréme 5.2.2 Soit ¢ : M™ — N™ une application F-harmonique entre deuzr variétés
Riemanniennes. Si F! > 0 et N est a courbure non positive, alors ¢ est stable.

Soient MV, V, BV et SV désignent les connexions Levi-Civita sur M, ¢~ 1T7'S", R et
S™ respectivement. Soit R, B et A le tenseur de courbure, la seconde forme fondamentale
et I'opérateur de Shape de S™. Si X, Y € T(T'S") et W € (T'S™)*, alors pour = € S™ on a

BX,)Y)=—-<X,Y>.a, e <AYX)Y>=-<XY><z,W>.
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Lemme 5.2.2 Si V est un champ parallel dans R™,alors pour x € S™ on a
VxVT = AV (dp(X)), et < VxV', dp(X)>=—|dp(X)]> <z, V >.
pour tout X € I'(T'M).
Preuve. On a
VxVT = V4V’
= ("VaVT)'
= ("Vap (Vv =vhH)'
= —("Vap V)’
= A (dg(X)).
<VxVT dp(X) > = < AV (dp(X)),dp(X) >
= —ldp(X)]? <2, V*+ >
—ldp(X)]? <2,V >
]

Du lemme 5.2.2] on obtient

Lemme 5.2.3 Si V est un champ parallel dans R", alors pour x € S™ on a

VxVTP = |dp(X)]* <@,V >
pour tout X € I'(T'M).

De la courbure sectionnelle de S™, on obtient

Lemme 5.2.4 SiV € T'(R") alors
<S RV, dp(X))dp(X), VT 3= [de(X)RIVT P < dp(X), V7 2

pour tout X € I'(TM).

Proposition 5.2.1 Soit {E,};*! une base locale orthonormée dans R"*, alors

n+1

S HELED = [ 1agl{1gP P, elel@) + 2 = n) o elola) oy

k=1
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Preuve. Soit {e;}; une base locale orthonormée sur M et z € S™,de[5.2.2[5.2.3| et [5.2.4]
on obtient

n+1 m m n+1
Z<Z<€eiEkT,dg0(ei)>>2 = <Z\dgpel ) Z<x B, >?
k=1 = i=1 i=1
= |dp||zf?
|del*. (5.40)
n+l m n+1
ZZ|661EI;|—|2 = ZZ|d<¢0 6Z <x7Ek: >2
k=1 i=1 k=1 i=1
= |do|?|z?
= |dyp|. (5.41)

n+l m n+l m
>3 < R(E dete))dgte. B > = ZZ(W e)PIE] 2= < dplei), By >* )

= k=1

n+1

= —|dol® +|de* > |E{|?
k=1
n+1

= —ldel® +|de* Y |Ex — Bl
k=1
n+1

= —|dp* + |do* Y _ | Ex— < Ex, x> f?
k=1
n+1

= —ldol* + |de* > (IEx’— < B,z > %)
k=1
n+1

= —ldol + |de? > (1- < B,z > |?)
k=1

n+1
= —|dol* +|de(n+1-)" < B,z > )
k=1
—|dpl? + |dp[* (n + 1 — |z]?)
(n — 1)|del? (5.42)

Du corollaire et les formules (5.40)), (5.41)) et (5.42) on obtient la propriété [5.2.1] .
m De la Proposition 5.2.1{on a

Théoréme 5.2.3 Soit o : M™ — S™ une application F'-harmonique d’une variété compacte
M. Si

| Ve {laePF . elote) + @ = mFl,elet@) oy < 0

alors ¢ est instable.
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Théoréme 5.2.4 Soit o : M™ — S™ (n > 3) une application F-harmonique d’une variété
compacte M. St
F'<0, et F.>0

alors ¢ est instable.

Théoréme 5.2.5 Si F' <0, F/ >0, et n>3 or F <0, et n = 2. alors toute application
F-harmonique stable d’une variété compacte a S™ est constante .

5.3 Applications F-biharmoniques.

Définition 5.3.1 Une généralisation naturelle des applications F'-harmoniques est donnée
en intégrant le carré de la norme du champ F-tension.Plus précisément,la fonctionnelle F'-
bi-énergie d’une application ¢ : (M, g) — (N, h) de classe C*, est définie par

ParleiD) =5 [ (o) vy (5.43)

Une application est dite F-bi-harmonique si elle est un point critique de la fonctionnelle
F-bi-énergie pour tout domaine compact D de M.

Théoréme 5.3.1 [Premiére variation de la F-bi-énergie |.
Soit p : (M, g) — (N, h) une application de classe C™ entre deuz variétés Riemanniennes, D

un domaine compact de M et soit {@}ie(—c.e) une variation de classe C* a support compact
dans D. Alors

d
GEeD)| = [ brarlo)v)u, (5.44)
t=0 D
ot
Tor(p) = —F! trace RN (1p(p), dp)dp — trace V¥ F.V? 71(p)
—trace V¥ < V¥ 71r(p),dp > F!dp. (5.45)
5.46)
Tor(p) est dit F-bi-tension de .
Preuve. Soit ¢ : M x (—€,€) — N par ¢(x,t) = p;(x). Notons que
d
GEarleiD) = [ H(Vh (o). (o) vy (5.47)
D
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Calculons dans un repére normal & x € M on a
VgﬁF(%) = Vgtvfiﬂ dpi(e;) (5.48)
par la définition du tenseur de courbure de (N, h) on a
Vo, Ve F doie:) = F/ RY(do(y), dp(es))dpi(es) + VE V5, F dpy(es), (5.49)
de la compatibilité de V¢ avec h on a

WVE VG E dpe), Tr(en)) = e(M(VGF dpie:) Tr(¢0)))

~h(V,Fldpd(e:), VETr(pr), (5.50)
le deuxiéme terme sur la gauche de est
—h(VgtFr’ dpq(eq), ijp(got)) = —0i(F)) h(dpy(es), ijp(got))
—F h(V§,dpi(e:), VETr(er), (5.51)
par un simple calcul nous avons
0(Fy) = d(0:)(Fy) + F h(VE d(0,), dgi(e;)), (5.52)

le premier terme sur la gauche de (5.51)) est

—0(F)) M(dpy(e:), VETr(er) = —e;(h(do(0y), F! h(dei(e;), Ve Tr(r)) dpi(e;)))
+h(do(0,), VE Eh(dgi(es), VETr(r)) dpi(e;)),
(5.53)

le deuxiéme terme sur la gauche de (5.51)) est
—F W(Vg,dei(e:), VeTe(e) = —ei(h(do(r), FVEe(er)),
+h(do(0,), VEFIN L Tr(e1)), (5.54)

a partir de (5.47),(5.48)),(5.49),(5.50),(5.51)), (5.53),(5.54),0 = dep(d;) ot t = 0 et le théoréme
de la divergence, on obtient le théoréeme [5.3.1
[

Corollaire 5.3.1 soit ¢ : (M,g) — (N,h) une application entre deux variétés Rieman-
niennes. Alors ¢ est F-bi-harmonique s’il satisfait les équations d’Euler-Lagrange associées

mr(p) = —F traceg RY(1r(¢), dp)dy — trace, V2 F; V7 7p(p)
—trace, V¥ < VP 71r(p),dp > Fdp
=0 (5.55)

Du corollaire [5.3.1] et le corollaire B.1.2 on a
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Théoréme 5.3.2 Soit ¢ : (M™,g) — (N,h) une application conforme a dilatation . le
champ F'-bi-tension de ¢ est donné par

o () = (m — 2)F trace, V*Fld¢ (grad1ln \) — F trace, V2d¢ (gradF})
+ (m — 2)F trace, RN (F!d¢ (gradIn \) , d¢) dp — F!trace, RY (d¢ (gradf) ,d¢) dp
+ (m — 2)V gragr Fd¢ (gradIn X) — V graqp do (gradFy)
+ (m — 2) F" trace, V* < V* dgb(F’ grad™ (in X) + grad” F, ) do > do
(5.56)

Théoréme 5.3.3 Soit ¢ : (M™, g) — (N, h) une application conforme a dilatation X. Alors,
le champ F-bi-tension de ¢ est définit par

Tor(¢) = (m — 2)(F!)?de (grad (AIn X)) — (m — 2)*(F))*V gradinrde (gradIn )
+4(m — 2)FN graapd (gradln X) + (m — 2)F, (AF)) d¢ (gradIn \)
— Fldé (grad (AS)) + 2(m — 2)(F))? (Vde, VdIn \) — 2F' (Vd, VdF')
+ (m — 2) |gradF.)? dé (gradin A) — V graqm de (gradF))
+2(m — 2)(F})*d¢ (Ricci™ (grad1n \)) — 2F!d¢ (Ricci™ (gradF))) .

+ (m — 2) F! trace, V? < V¥d¢ (F,f grad™ (In \) + grad F;) ,do > do

Preuve. Fixons 2o € M et soit {e;}, ., un repeére orthonormal, telle que Ve; =0, a
xo pour tout ¢, j. Calculons a xg, on a

Tr,V?Fldg (gradln\) = V., V. Fldp(gradln))
+ € (F) V., do (gradlnX) + e; (e; (F))) dp (gradln X)
= F/TryV?d¢ (gradln\) + 2V geamdé (gradln )
+ (AF))d¢ (gradln \). (5.57)

Notons que (voir [51])

TryV?de (gradln \) = d¢ (grad (Aln X)) + 2d¢ (Ricci™ (gradIn \))
+ (2 = m)V gragimrdo (gradln X) 4+ 2 (Vdep, Vdln ) (5.58)
— Tr,RY (d¢ (gradIn \) , d¢) de,

ou
(Vdp,VdIn ) = Vdo (e;,e;) VdIn A (e;, e;) .

On substituant (5.58]) dans (5.57)), on conclu que
TryV°Fld¢ (gradln \) = Fld¢ (grad (Aln \)) + 2F/d¢ (Ricci™ (gradln \))
+ (2 =m)FV gragin2dd (gradln ) + 2F (Vdp, VdIn \)

+ F/TryRY (d¢ (gradIn N) , d¢) dp + 2V graarde (gradln \)
+ (AF)) d¢ (gradIn ).

(5.59)
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TryV?de (gradf) = d¢ (grad (AF))) + 2d¢ (Ricci™ (gradf))
+ (2 = m)Vgraardd (gradln X) + 2 (Vde, VAF,) (5.60)
+ TryRY (d¢ (gradF) , d¢) dé.

Finalement, on a

Vraar F)do (gradIn X) = F)V grqard¢ (gradin X)

: (5.61)
+ |gradF)|” d¢ (gradln ).

On substituant ((5.59)),(5.60) et (5.61f) dans (5.56)), nous obtenons le résultat du théoréme
D.0.0)

En particulier, on a

Corollaire 5.3.2 Soit (M™, g) une variété Riemannienne plate. Alors Idy : M — M est
F-bi-harmonique propre si et seulement si la fonction F satisfait I’équation

Flgrad(AF)) +igrad (|gradF,f|2) + F!'grad(AF)) = 0.
grad F! # 0.

Remarque : Du corollaire [5.3.2] on obtient de nombreux exemples d’applications F-bi-
harmoniques propres.

Par exemple si F'(x,r) = h(x;)f(r), Alors Idgm est F-bi-harmonique propre si et seule-

ment si h(z;) = Se etK:_w%%gwa

Kzi ot @ = (21, ..., ), C = const



Bibliographie

[1] Aso K., Notes on some Properties of the Sectional Curvature of the Tangent
Bundle,Yokohama Math. J. 29 (1981), 1-5.

[2] Baird P., Harmonic maps between Riemannain manifolds.Clarendon Press Oxford 2003.
[3] Baird P. and J. C. Wood, Harmonic morphisms between Riemannain manifolds , Oxford

Sciences Publications (2003).

[4] Benyounes, M., Loubeau, E. and Wood, C. M., The geometry of generalised cheeger-
Gromoll metrtics, Tokyo J.Math.32 (2009), 1-26

[5] Cengiz N.and Salimov A.A., Diagonal lift in the tensor bundle and its applications. Appl.
Math. Comput. 142, no.2-3, 309-319 (2003).

[6] Cheeger J. and Gromoll D.; On the structure of complete manifolds of nonnegative
curvature,Ann. of Math. (2) 96 (1972), 413-443.

[7] Cherif A.M., and Djaa M., Geometry of energy and bienergy variations between Rie-
mannian manifolds, Kyungpook Mathematical Journal, 55(2015), pp 715-730.

[8] Cherif A. M and M. Djaa,On generalized fharmonic morphisms, Co-
ment.Math.Univ.Carolin. 55,1 (2014) pp17-27

[9] Course, .N, f-harmonic maps which map the boundary of the domain to one point in the
target ; New York Journal of Mathematics. 13, (2007), 423-435.
[10] Djaa M.and Gancarzewicz J., The geometry of tangent bundles of order r, Boletin Aca-
demia , Galega de Ciencias,Espagne, 4 (1985), 147-165.

[11] Djaa .M, A. M. Cherif, K. Zegga And S. Ouakkas, on the generalized of harmonic and
bi-harmonic maps, international electronic journal of geometry, volume 5 no. 1 pp. 1-11
(2012).

[12] Djaa M., Latti F., Non linear analysis on manifolds on generalized F-energy variation,
between Riemannian manifolds, AIP Conference Proceedings 2074, 020021 (2019)

[13] Djaa M., Géométrie Riemannienne et Analyse Harmonique sur les variétés (Mastre -
Doctorat) Centre universitaire de Relisane (2017).

[14] Djaa N.E.H., Boulal A. and Zagane A., Generalized warped product manifolds and Bi-
harmonic maps, Acta Math. Univ. Comenianae ; Vol. LXXXI, 2 (2012), 283-298.

[15] Djaa N.E.H., Ouakkas S. and Djaa M., Harmonic sections on tangent bundle of order
two.Annales Mathematicae et Informaticae 38 (2011), 5-25.

[16] Dombrowski P., On the geometry of tangent bundle, J.Rrine Angew .Math.210
(1962),pp.73-88.



BIBLIOGRAPHIE 104

17)
18]
i
[20]
[21)
[22]
23]
[24]
[25)
[26]
[27)
28]
[20]
30]
31)

32|

33]
[34]

[35]
36]

Eells J. and Sampson J.H., Harmonic mappings of Riemannian manifolds. Amer. J.
Maths.86 (1964), 109-160.

Elhendi H., Géométrie harmonique des fibrés tangents. Thése de Doctorat Université
d’Oran 2015.

Fuglede B., Harmonic morphisms between Riemannian manifolds, Ann. Inst. Fourier
(Grenoble) 28 (1978) 107-144

Gezer A., On the tangent bundle with deformed Sasaki metric, Int. Electron. J. Geom.
Volume 6 No. 2 (2013),19-31.

Gudmundsson S., An Introduction to Riemannian Geometry,(version 1.224 - 23 January
2004).

Gudmundsson S. and Kappos E.; On the Geometry of the Tangent Bundle with the
Cheeger-Gromoll metric, Tokyo J.Math. 25, no.1, 75-83, (2002).

Gudmunsson S. and Kappos E., On the Geometry of Tangent Bundles, Expo.Math
.20(2002), pp.1-41.

Ishihara T., Harmonic sections of tangent bundles, J. Math. Univ. Tokushima 13
(1979),pp.23-27.

Jiang G.Y., Harmonic maps and their first and second variational formulas. Chinese

Ann.Math. Ser. A. 7, (1986), 389-402.

Jian W.and Yong W., On the Geometry of Tangent Bundles with the Rescaled Metric
arXiv :1104.5584v1 [math.DGJ| 29 Apr 2011.

Kobayashi S. and Nomizu K., Fondation of Diferential Geometry ,vol.I. Intersciense, New
York-London 1963.

Kobayashi S. and Nomizu K., Fondation of Diferential Geometry ,vol.Il. Intersciense,
New York-London 1963.

Kowalski O., Curvature of the Induced Riemannian Metric on the Tangent Bundle of a
Riemannian Manifold, J. Reine Angew. Math. 250 (1971), 124-129.

Kowalski O. and Sekizawa M., Natural Transformations of Riemannian Metrics on Ma-
nifolds to Metrics on Tangent Bundles, Bull. Tokyo Gakugei Univ. (4) 40 (1988),1-29.

Kowalski O. and Sekizawa M., On tangent sphere bundles with small or large constant
radius, Ann. Global. Anal. Geom. 18 (2000), no. 3-4, 207-219.

Lakehal B. ;Hichem E. H and Latti F.,On the geometry of the tangent bundel whith verti-
cal rescaled generalized Cheegeer-Gromoll metric. Bulletin of the Transilvania University
of Brasov. Vol 12(61), No. 2-2019

Latti F., Djaa M. and Zagane A., Mus-Sasaki Metric and Harmonicity. Mathematical
Sciences and Applications E-Notes 6 (1) 29-36 (2018) ¢ Msaen.

Lichnerowicz A., Applications harmoniques et varitettes klahleriennes, Symposia Mathe-
matica, Vol. IIT ;| Academic Press, London, 1968/1969, pp. 341U402.

M. Ara,Geometry of F-harmonic maps, Kodai Math. J. 22 (1999), 243.263.

Morimoto A., Liftings of tensors fields and connections to tangent bundles of Higher
order, Nogoya Math. Jour.,40 (1970),pp.99-120.



BIBLIOGRAPHIE 105

[37] Musso E. and Tricerri F., Riemannian metrics on tangent bundles, Ann.Mat.Purz
Appl.(4),150(1988),1-10.

[38] Nour Elhouda Djaa, Fethi Latti., Geometry of Generalized F-harmonic maps. Bulletin
of the Transilvania University of Brasov.Vol 13(62), No. 1 - 2020

[39] Nouhaud O., Applications harmoniques d’une variété riemannienne dans son fibré tan-
gent. Généralisation, C. R. Acad. Sci. Paris Sér. A-B 284 (1977), A815-A818.

[40] S. Ouakkas, R. Nasri and M. Djaa. On the f-harmonic and f-biharmonic maps. J. P.
Journal. of Geom. and Top., 10 No. 1, (2010), 11-27.

[41] Salimov A. and Agca F., Some Properties of Sasakian Metrics in Cotangent Bundles.
Mediterranean Journal of Mathematics; 8(2) (2011). 243-255.

[42] Salimov A.and Gezer A., On the geometry of the (1,1)-tensor bundle with Sasaki type
metric. Chinese Annals of Mathematics, Series B May 2011, Volume 32, Issue 3, pp
369-386.

[43] Salimov A., Gezer A. and Akbulut K., Geodesics of Sasakian metrics on tensor bundles.
Mediterr. J. Math. 6, no.2,135-147 (2009).

[44] Salimov A.A. and Kazimova S., Geodesics of the Cheeger-Gromoll Metric, Turk J Math
33 (2009) , 99 - 105.

[45] Sasaki S., On the differential geometry of tangent bundles of Riemannian manifolds.
Tohoku Math. J. 10, 338-354, (1958).

[46] Sekizawa M., Curvatures of Tangent Bundles with Cheeger-Gromoll Metric, TokyoJ.
Math. 14, No. 2 (1991), 407-417.

[47] Yano K. and Ishhara S., Tangent and Cotangent Bundles ( Marecel Dekker.Inc. New
York 1973),1-171.

[48] Yano K. and Ishhara S.,Horizontal lifts of tonsors fields and connexion to the tangent
bendles. jour .Math. and Mech.16(1967),1015-1030.

[49] Yano K. and Kobayashi S., Prolongations of tensor fields and connections to tangent
bundles, Jour. Math. Soc. Japan I, (194-201), II,(236-246), 18,(1966), III, 19 (1967)(486-
488).

[50] Yano K. and Kon M., Structures on Manifolds, Series in Pure Math., Vol 3, World
Sci.,1984.

[51] Y.-J. Chiang and H. Sun,Biharmonic maps on V-manifolds, Int. J. Math. Math. Sci. 27,
8 (2001), 477-484.

[52] Zagane A. and Djaa M., On Geodesics of Warped Sasaki Metric. Mathematical Sciences
and Applications E-Notes 5 (1) 85-92 (2017) ¢ Msaen.

[53] Zagane A. and Djaa M., Geometry of Mus-Sasaki metric. Communications in Mathema-
tics 26 (2018) 113-126.



"ozl yunldoll A"
pasle]!
doj=ty B3y Lygpo B pdiiwy ¢ Mus-Sasaki (wlbde i &b ulie puds ¢ Joadl s (3
Cheeger Gromoll (slhis :daub (31 Bhiir unlie @3 ¢ ddad! Gebidall 1dg) uwlie 0sSdmlanl!
¢ dwdig)l LagiuSyi yoydi > eonall Mus-Gradient wlbdaeg
O 5‘)[:«.(‘- 90_9 c&ﬁl.l.ﬁ\ a,jé\}ﬁ\-F .L:jb:ic.” 5)5..9 gb.ajj ¢ W|}‘U|-F Jaf!b:'eJ‘ u::sj.u" @.wjb Lad ¢ U3 d
Olayy Olegin oy (8l el gl A5L3 syl oess
dus-lide LS
doyzelle sl duwlasd! doj=dlcMus-Gradient wbis «Cheeger Gromollwlas cMus-Sasaki_whie
L4488 giI-F Jas|y3dl (o gas duwslanl!

« Sur les métriques Naturelles»
Résumé :
Dans ce travail on introduit des nouvelles métriques naturelles : la métrique de Mus-Sasaki
sur le fibré tangent , et on va donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’un
champ de vecteurs soit harmonique pour cette nouvelle métrique , puis d’autres nouvelles
métrique naturelles : la métrigue de Cheeger Gromollgénéralisée el ma métrique de Mus-
Gradient généralisée ou on érudit leurs géométries ,

Par la suite nous étendons la définition des applications F-harmoniques et, ondonne la
notion de applications F-bi-harmonique, qui est une généralisation des applications bi-
harmoniques entre deux variétés Riemanniennes.

Mots clés: métrique de Mus-sasaki, métrique de Cheeger Gromoll généralisée,
métrique de Mus-gradient, champ de vecteurs horizontal,champ de vecteurs
vertical ,application —F-harmonique,application —F-biharmonique.

« On The Natural Metrics»
Abstract :

In this work we introduce new natural metrics: the Mus-Sasaki metric on the
tangent bundle, and we will give a necessary and sufficient condition for a vector
field to be harmonic for this new metric, then other new metrics natural: the
Cheeger Gromoll metric and my generalized Mus-Gradient metric where we learn
their geometries,

Subsequently we extend the definition of F-harmonic maps and, we give the notion
of F-bi-harmonic maps, which is a generalization of bi-harmonic maps between two
Riemannian manifolds.

Key words :

Mus-sasaki metric, generalized Cheeger Gromoll metric, Mus-gradient metric,

horizontal vector field, vertical vector field, F-harmonic map, F-biharmonic map
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