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Introduction

D’une part

La géométrie des fibrés tangents constitue un champs fertile de recherche en géométrie
Riemannienne. Les fibrés tangents munis de métriques naturelles forment une large classe de
variétés qui possèdent des propriétés géométriques intéressantes et un grand nombre d’appli-
cations à la fois en géométrie différentielle et en physique mathématique.

Les efforts dans cette direction ont commencé dans les années 1950, lorsque S.Sasaki a
introduit sa fameuse métrique g̃ sur le fibré tangent d’une variété Riemannienne (M, g) définie
par

g̃(XH , Y H) = g(X, Y ) ◦ π,
g̃(XH , Y V ) = 0,

g̃(XV , Y V ) = g(X, Y ) ◦ π,

où X, Y ∈ Γ(TM)
Par la suite, la métrique de Sasaki a été intensément étudiée par plusieurs géomètres. Cepen-
dant la métrique a montré une ‘rigidité extrême’.

Le succès universel de la géométrie Riemannienne du fibré tangent a conduit certains
géomètres à généraliser des métriques connues dans le contexte du fibré tangent moins rigides
que la métrique de Sasaki. Parmi les métriques qui ont été généralisées on trouve la métrique
de Cheeger-Gromoll ĝ :

ĝ(XH , Y H) = g(X, Y ) ◦ π,
ĝ(XH , Y V ) = 0,

ĝ(XV , Y V ) =
1

1 + r2
(g(X, Y ) + g(X, u)g(Y, u)) ◦ π,

Où r = ‖u‖ =
√
g(u, u)

On introduit d’autres métriques naturelles dans cette thèse : la métrique de Mus-Sasaki,
la métrique de Mus-Gradient et la métrique de Cheeger-Gromoll Généralisée, et on
étudie leurs géométries.
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D’une autre part

Les applications harmoniques sont les correspondances entre les variétés Riemanniennes
ou pseudo-riemanniennes qui extrémisent la fonctionnelle énergie naturelle

E(ϕ;D) =
1

2

∫
D

|dϕ|2vg,

où |dϕ| est la norme de Hilbert Schmidt de la différentielle dϕ, généralisant ainsi l’ intégrale
de Dirichlet. Ces applications sont en faite des solutions des équations d’Euler-Lagrange
(équations harmoniques) :

τ(ϕ) = traceg∇dϕ = 0.

L’étude des applications harmoniques a débuté vers les années 1964 par J. Eells, J.H.
Sampson, L.Lemaire [17] [19] et A.Lichnerowicz [34]. En 1993, J.Eells a donné une générali-
sation aux applications p-harmoniques et exponentiellement-harmoniques

E(ϕ;D) =

∫
D

F (
1

2
|dϕ|2)vg,

où F est une fonction polynomiale (resp exponentielle), puis en 1999 M.Ara [35] a intro-
duit les applications F -harmoniques, en considérant les applications F : R →]0,+∞[. Une
généralisation naturelle des applications harmoniques est obtenue en considérant les points
critiques de la fonctionnelle bi-énergie :

E2(ϕ;D) =
1

2

∫
D

|τ(ϕ)|2vg.

La notion des applications f -harmonique entre deux variétés Riemanniennes est introduite
par N.Course[9], S.Ouakkas, R.Nasri et M.Djaa[40],[11]. Ces applications correspondant au
points critiques des fonctionnelles f -énergie (resp. f -bi-énergie) donnée par

Ef (ϕ;D) =
1

2

∫
D

f(x)|dϕ|2vg,

respectivement

E2,f (ϕ;D) =
1

2

∫
D

|τf (ϕ)|2vg,

où f : M →]0,+∞[.

Puis M.Djaa et A.M.Cherif ont étudier une extension appelée applications f -harmonique
généralisées et f -bi-harmonique généralisées correspondant aux points critiques des fonction-
nelle f -énergie (respectivement f -bi-énergie) donnée par

Ef (ϕ;D) =
1

2

∫
D

f(x, ϕ(x))|dϕ|2vg,

respectivement

E2,f (ϕ;D) =
1

2

∫
D

|τf (ϕ)|2vg,
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où f : M ×N →]0,+∞[ une fonction de classe C∞.

Dans cette thèse on introduit une extension encore plus large, les applications F -harmoniques,
ces applications correspondant au points critiques des fonctionnelles F -energies (respective-
ment F -bi-énergie) :

EF (ϕ;D) =

∫
D

F
(
x, e(ϕ)(x)

)
,

respectivement

E2,F (ϕ;D) =
1

2

∫
D

|τF (ϕ)|2vg,

où f : M × R→]0,+∞[ une fonction de classe C∞.
et nous étudions certains propriétés de conformités et de stabilité des applications F -harmonique.
De plus , nous donnons une formule pour construire quelques exemples d’application F -bi-
harmonique propre.

Ainsi, le contenu de la thèse se résume comme suit :

Dans le chapitre 1, nous étudions le relèvement vertical, complet et horizontal des fonc-
tions, champ de vecteurs, forme différentielle et champ de tenseurs de type quelconque d’une
variété au fibré tangent. Cette étude est parue dans l’article de Sasaki S. [45] et développée
par Dombrowski P. [16], Yano K. et Ishihara S. [47] et Yano K. et Kobayashi S. [49]. Nous
définissons ensuite la métrique naturelle, la métrique de Sasaki et la métrique de Cheeger-
Gromoll.

Dans le chapitre 2, on définit la métrique de Mus-Sasaki [33]
Définition :
Soient (M, g) une variété Riemannienne et f : M × R →]0,+∞[ de classe C∞. Sur le fibré
tangent TM , on définit la métrique de Mus-Sasaki notée gSf par :

1. gSf (XH , Y H)(x,u) = gx(X, Y ),
2. gSf (XH , Y V )(x,u) = 0,
3. gSf (XV , Y V )(x,u) = f(x, r)gx(X, Y ),

où X, Y ∈ Γ(TM), (x, u) ∈ TM et r = g(u, u). f est dite fonction de torsion.
Notons que si f = 1 alors gSf est la métrique de Sasaki, [45].

en donnant les formules relative aux connexions induites en établissant les théorèmes
suivants :
Théorème :[53]

Soit (M, g) une variété Riemannienne. Si f(x, r) = F (α(x), β(r)) et ∇ (resp. ∇̃) désigne la
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connexion de Levi-Civita associée à (M, g) (resp. (TM, gSf )), alors :

1. (∇̃XHY H)p = (∇XY )Hp −
1

2
(Rx(X, Y )u)V ,

2. (∇̃XHY V )p = (∇XY )Vp +
f(x, r)

2
(Rx(u, Y )X)H +

1

2
X(α)

∂ lnF

∂s
(α(x), β(r))Y V

p ,

3. (∇̃XV Y H)p =
f(x, r)

2
(Rx(u,X)Y )H +

1

2
Y (α)

∂ lnF

∂s
(α(x), β(r))XV

p ,

4. (∇̃XV Y V )p = β′(r)
∂ lnF

∂t
(α(x), β(r))

[
gx(Y, u)XV

p + gx(X, u)Y V
p − gx(X, Y )UV

p

]
−1

2
gx(X, Y )

∂F

∂s
(α(x), β(r))(gradMα)Hp ,

pour tous champs de vecteurs X, Y ∈ Γ(TM) et p = (x, u) ∈ TM , où R désigne le tenseur
de courbure de la variété (M, g).

Ensuite nous étudions aussi les sections harmoniques de la métrique de Mus-Sasaki, en
établissant les théorèmes suivants :

Théorème[33]
Soient (M, g) une variété Riemannienne de dimension m et (TM, gSf ) son fibré tangent équipé
de la métrique de Mus-Sasaki, tel que f(x, r) = F (α(x), β(r)). Alors le champ de tension
associé à X ∈ Γ(TM) est donnée par :

τ(X) =
m

f(x, r)

∂F

∂s
(α(x), β(r))(∇gradMαX)V +

[
tracegA(X)

]V
+
[
tracegB(X)

]H
, (1)

où A(X) et B(X) sont des applications bilinéaires définies par :

A(X) = ∇2X +
β′(r)

f(x, r)

∂F

∂t
(α(x), β(r))

[
2g(∇X,X)∇X − g(∇X,∇X)X

]
,

B(X) = f(x, r)R(X,∇X) ∗ −1

2
g(∇X,∇X)

∂F

∂s
(α(x), β(r))gradMα.

Nous donnons une condition nécessaire et suffisante pour qu’ un X ∈ Γ(TM) est harmo-
nique, nous avons :

Théorème[33]
Soient (M, g) une variété Riemannienne de dimension m et (TM, gSf ) son fibré tangent équipé
de la métrique de Mus-Sasaki et X ∈ Γ(TM). Alors X est harmonique si et seulement si

0 = traceg
{
∇2X +

β′(r)

f(x, r)

∂F

∂t
(α(x), β(r))

[
2g(∇X,X)∇X − g(∇X,∇X)X

]}
+

m

f(x, r)

∂F

∂s
(α(x), β(r))∇gradMαX,

et

0 = traceg
{
f(x, r)R(X,∇X) ∗ −1

2

∂F

∂s
(α(x), β(r))g(∇X,∇X)gradMα

}
,

(2)
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où r = g(Xx, Xx) = ‖Xx‖2.

Si M est compact, alors :

Théorème[33]
Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension m et (TM, gSf ) son fibré tan-
gent équipé de la métrique de Mus-Sasaki et X ∈ Γ(TM). Alors X est harmonique si et
seulement si X est parallèle (i.e ∇X = 0).

Théorème[33]
Soient (Rm, g0) l’espace réel euclidien et (TRm, gS0f ) son fibré tangent équipé de la métrique de
Mus-Sasaki, tel que f(x, r) = F (α(x), β(r)). Si X = (X1, · · · , Xm) et un champ de vecteurs
sur Rm, alors X est harmonique si est seulement si

0 =
m∑
i=1

[ m

f(x, ‖X‖2)
∂F

∂s
(α(x), β(‖X‖2)) ∂α

∂xi
(x)

∂Xk

∂xi
+
∂2Xk

∂(xi)2
]

+
β′(‖X‖2)
f(x, ‖X‖2)

∂F

∂t
(α(x), β(‖X‖2))

m∑
i,j=1

[
2Xj ∂X

j

∂xi
∂Xk

∂xi
−Xk(

∂Xj

∂xi
)2
]
,

0 =
∂α

∂xk
(x)

∂F

∂s
(α(x), β(‖X‖2))

m∑
i,j=1

(
∂Xj

∂xi
)2,

(3)

pour tout k = 1,m.

Corollaire[33]
Soient (Rm, g0) l’espace réel euclidien et (TRm, gS0f ) son fibré tangent équipé de la métrique
de Mus-Sasaki. Si α est une fonction constante, alors X = (X1, · · · , Xm) est un champ de
vecteurs harmonique sur Rm si et seulement si X vérifier le système d’équations suivant :

m∑
i=1

[ ∂2Xk

∂(xi)2
+

β′(‖X‖2)
f(x, ‖X‖2)

∂F

∂t
(α(x), β(‖X‖2))

m∑
i,j=1

[
2Xj ∂X

j

∂xi
∂Xk

∂xi
−Xk(

∂Xj

∂xi
)2
]

= 0,

pour tout k = 1,m.

En utilisant ce corollaire ,on peut construire plusieurs exemples non triviaux de champs
de vecteurs harmoniques.

Dans le chapitre 3, on définit la métrique de Mus-Gradient : Définition
Soient (M, g) une variété Riemannienne et f : M →]0,+∞[. Sur le fibré tangent TM , on
définit la métrique de Sasaki gradient notée gf par :

1. gf (XH , Y H)(x,u) = gx(X, Y )

2. gf (XH , Y V )(x,u) = 0

3. gf (XV , Y V )(x,u) = gx(X, Y ) +Xx(f)Yx(f)



Introduction 8

où X, Y ∈ Γ(TM), (x, u) ∈ TM .

En donnant les formules relative aux connexions induites et des courbures (tenseur de cour-
bure, courbure sectionelle et courbure scalaire), puis on étudie la biharmonicité en illustrant
avec des exemples d’applications biharmoniques propres. En fin de chapitre nous étudions la
géodésie de cette métrique

Dans le chapitre 4, on définit la métrique de Cheeger-Gromoll généralisée Gf par [32] :

Gf (XH , Y H)(x,u) = gx(X, Y )

Gf (XH , Y V )(x,u) = 0

Gf (XV , Y V )(x,u) = f(x)ωp(gx(X, Y ) + qgx(X, u)gx(Y, u))

où X, Y ∈ Γ(TM), et r2 = ‖u‖ =
√
g(u, u), avec ω = (1 + ‖u‖2)−1, p, q ∈ R et q positive.

Nous donnons les formules relative aux connexions induites, les tenseurs de courbures,
la courbure sectionnelle et la courbure scalaire de cette métrique

Dans le chapitre 5[38], nous étendons la définition des applications F -harmoniques
[35], on donne la notion de applications F -bi-harmonique, qui est une généralisation des
applications bi-harmoniques entre deux variétés Riemanniennes [51] et des applications f -
bi-harmoniques [40] et nous étudions certains propriétés de conformités et de stabilité des
applications F -harmonique. De plus, nous donnons une formule pour construire quelques
exemples d’application F -bi-harmonique en établissant ce qui suit :

Considérons une application ϕ : (M, g) → (N, h) de classe C∞ entre deux variétés Rie-
mannienne.Soit

F : M × R→ (0,∞), (x, r) 7→ F (x, r), (4)

Une fonction de classe C∞ positive,pour tout domaine compact D de M la fonctionnelle
F -énergie de ϕ est définie par

EF (ϕ;D) =

∫
D

F
(
x, e(ϕ)(x)

)
vg, (5)

où e(ϕ) est la densité de l’énergie de ϕ définie par

e(ϕ) =
1

2
h
(
dϕ(ei), dϕ(ei)

)
, (6)

vg est la forme volume,et {ei} est une base orthonormée sur (M, g).

Définition : Une application est dite F -harmonique si c’est un point critique de la fonc-
tionnelle F -énergie sur chaque compact D de M .

Corollaire : Une application ϕ : (M, g) → (N, h) de classe C∞ est F -harmonique si et
seulement si

τF (ϕ) = F ′r τ(ϕ) + dϕ
(

gradM F ′r
)

= 0. (7)
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Corollaire :
Si ϕ : (M, g)→ (N, h) est une application conforme de dilatation λ, alors

τF (ϕ) = dϕ
(

(2−m)F ′r grad
M (ln λ) + gradM F ′r

)
. (8)

Théorème : Soit ϕ : (Mm, g) → (Nm, h) (m ≥ 3) est une immersion conforme de
dilatation λ, alors ϕ est F -harmonique si et seulement si

F (x, r) = C(λ(x))(m−2).r. (9)

Théorème : Soit ϕ : M → N une application de classe C∞entre deux variétés Rieman-
nienne et soit i : N ↪→ P l’inclusion canonique d’une sous-variétés , alors ϕ est F -harmonique
si et seulement si τF (i ◦ ϕ) est normal à N , où F ∈ C∞(M × R) est une fonction positive de
classe C∞ .

Théorème :Soit ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) (m ≥ 3) une application de classe C∞ entre
deux variétés Riemannienne. on suppose que F ′r 6= 0. alors ϕ est F -harmonique si et seulement
si ϕ est harmonique par rapport à la métrique conforme g̃ donnée par

g̃ =
(
F ′r

)2/(m−2)
.g

Théorème : Soit ϕ : Mm −→ Nn une application F -harmonique entre deux variétés
Riemanniennes. Si F ′′r ≥ 0 et N est a courbure non positive, alors ϕ est stable.

Théorème : Soit ϕ : Mm −→ Sn une application F -harmonique d’une variété compacte
M . Si ∫

M

|dϕ|2
{
|dϕ|2F ′′r (x, e(ϕ(x)) + (2− n)F ′r(x, e(ϕ(x))

}
vg < 0,

alors ϕ est instable.

Théorème : Soit ϕ : Mm −→ Sn (n ≥ 3) une application F -harmonique d’une variété
compacte M . Si

F ′′r ≤ 0, et F ′r > 0

alors ϕ est instable.

Théorème : Si F ′′r ≤ 0, F ′r > 0, et n ≥ 3 or F ′′r < 0, and n = 2. alors toute application
F -harmonique stable d’une variété compacte à Sn est constante .

Ensuite nous étudions les applications F -bi-harmoniques :
Corollaire : soit ϕ : (M, g)→ (N, h) une application entre deux variétés Riemanniennes.

Alors ϕ est F -bi-harmonique si :

τ2,F (ϕ) = −F ′r traceg R
N(τF (ϕ), dϕ)dϕ− traceg ∇ϕ F ′r∇ϕ τF (ϕ)

− traceg ∇ϕ < ∇ϕ τF (ϕ), dϕ > F ′′r dϕ

= 0. (10)
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Théorème : Soit φ : (Mn, g)→ (Nn, h) une application conforme a dilatation λ. le champ
F -bi-tension de φ est donné par

τ2,F ′r(φ) = (n− 2)F ′r traceg∇2F ′rdφ (grad lnλ)− F ′r traceg∇2dφ (gradF ′r)

+ (n− 2)F ′r traceg R
N (F ′rdφ (grad lnλ) , dφ) dφ− F ′r traceg R

N (dφ (gradf) , dφ) dφ

+ (n− 2)∇gradfF
′
rdφ (grad lnλ)−∇gradF ′rdφ (gradF ′r)

+ (n− 2)F ′′r traceg ∇φ < ∇φ dφ
(
F ′r grad

M (ln λ) + gradM F ′r

)
, dφ > dφ.

(11)
Du corollaire suivant on peut construire plusieurs exemples d’application F -biharmonique

propre : Corollaire : Soit (Mm, g) une variété Riemannienne plate. Alors IdM : M →M est
F -bi-harmonique propre si et seulement si la fonction F vérifie :{

F ′rgrad(∆F ′r) +1
2
grad

(
|gradF ′r|

2)+ F ′′r grad(∆F ′r) = 0.
grad F ′r 6= 0.



Chapitre 1

Géométrie du Fibré Tangent

Sommaire
1.1 Relèvement Vertical, Complet et Horizontal . . . . . . . . . . . . 11

1.1.1 Relèvement Vertical . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
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Dans ce chapitre on donne la notions de relèvement vertical, complet et horizontal des
fonctions, champ de vecteurs. Nous définissons ensuite la métrique naturelle, la métrique
de Sasaki, la métrique de Cheeger-Gromoll et les β-métrique tout en donnant les formules
relative aux connexions induites et les courbures.

1.1 Relèvement Vertical, Complet et Horizontal
Définition 1.1.1
Soient M une variété Riemannienne et X ∈ Γ(TM) un champ de vecteurs sur M . On définit
les applications

γ : Tqp(M) −→ Tq−1p (TM)

F 7−→ γ(F )

γX : Tqp(M) −→ Tq−1p (TM)

F 7−→ γX(F )
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localement par :

γ(F ) = F
k1···kp
h1···hq y

h1
∂

∂yk1
⊗ · · · ⊗ ∂

∂ykp
⊗ dxh2 ⊗ · · · ⊗ dxhq ,

γX(F ) = F
k1···kp
h1···hqX

h1
∂

∂yk1
⊗ · · · ⊗ ∂

∂ykp
⊗ dxh2 ⊗ · · · ⊗ dxhq ,

où q ≥ 1, F = F
k1···kp
h1···hq

∂
∂xk1
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xkp
⊗ dxh1 ⊗ · · · ⊗ dxhq et X = Xj ∂

∂xj
.

Propriétés 1.1.1

1) La Définition 1.1.1 est indépendante de la carte choisie,
2) Si F est un champ de tenseurs de type (1, 1) sur la variétéM , alors γ(F ) (resp. γX(F ))

est un champ de vecteurs sur TM , tel que localement :

γ(F ) = yjF i
j

∂

∂yi
resp. γX(F ) = XjF i

j

∂

∂yi
,

où F = F i
j
∂
∂xi
⊗ dxj et X = Xj ∂

∂xj
,

3) Si f ∈ C∞(M) et X ∈ Γ(TM), on pose γ(f) = γX(f) = 0,
4) Si ∇ est une connexion linéaire sur la variété M et f ∈ C∞(M), alors ∇f = df ,

γ(df) = γ(∇).

Proposition 1.1.1
Si F,G ∈ T1

1(M) alors [γ(F ), γ(G)] = γ(G ◦ F )− γ(F ◦G).

Preuve.

[γ(F ), γ(G)] = [yjF i
j

∂

∂yi
, ykGs

k

∂

∂ys
]

= yjF i
jy

kGs
k[
∂

∂yi
,
∂

∂ys
] + yjF i

j

∂

∂yi
(ykGs

k)
∂

∂ys
− ykGs

k

∂

∂ys
(yjF i

j )
∂

∂yi

= yjF i
jG

s
kδ
k
i

∂

∂ys
− ykGs

kF
i
j δ
j
s

∂

∂yi

= yjGs
iF

i
j

∂

∂ys
− ykF i

jG
j
k

∂

∂yi

= yj(G ◦ F )sj
∂

∂ys
− yk(F ◦G)ik

∂

∂yi

= γ(G ◦ F )− γ(F ◦G).
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1.1.1 Relèvement Vertical

Définition 1.1.2
Soit (TM, π,M) le fibré vectoriel tangent, si f : M −→ R est une fonction de classe C∞, on
définit le relèvement vertical fV par :

fV = f ◦ π : TM −→ R
(x, v) 7−→ fV (x, v) = (f ◦ π)(x, v) = f(x)

Propriété 1.1.1
Soient f, g ∈ C∞(M), on a :

1. (f + g)V = fV + gV ,
2. (fg)V = fV gV .

Définition 1.1.3
Un champ de vecteurs X̃ ∈ Γ(T (TM)) est dit champ de vecteur vertical si et seulement si
pour toute fonction f ∈ C∞(M), on a :

X̃(fV ) = 0.

Si

(
X̃h

1

X̃k
2

)
sont les composantes de X̃ par rapport à une carte induite (π−1(U), xh, yh) sur

TM , alors pour toute fonction f ∈ C∞(M), on a :

X̃(fV ) = (X̃h
1

∂

∂xh
+ X̃k

2

∂

∂yk
)(fV ) = X̃h

1

∂f

∂xh
.

d’où

Proposition 1.1.2
Soit X̃ ∈ Γ(TTM). X̃ est un champ de vecteur vertical sur TM si et seulement si relativement
à une carte induite (π−1(U), xh, yh) sur TM , les composantes de X̃ vérifient la condition(

X̃h
1

X̃k
2

)
=

(
0

X̃k
2

)
.

Remarques 1.1.1
On a :
1.

π : TM → M

(x, v) 7→ π(x, v) = x

d(x,v)π : T(x,v)(TM) → TxM

Z = Zi ∂

∂xi
|(x,v) + Z

j ∂

∂yi
|(x,v) 7→ d(x,v)π(Z) = Zi ∂

∂xi
|x
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2. V(x,v) = Ker(d(x,v)π) est un sous espace vectoriel de T(x,v)(TM), appelé sous espace vertical,
3. Localement V(x,v) est engendré par ( ∂

∂y1
|(x,v), · · · , ∂

∂ym
|(x,v)),

4. V =
⋃

(x,v)∈TM

V(x,v) est un sous fibré vectoriel de T (TM),

5. X̃ ∈ Γ(T (TM)) est un champ de vecteurs vertical si et seulement si dπ(X̃) = 0,
6. Si F ∈ T1

1(M), alors γ(F ) et γX(F ) sont des champs de vecteurs verticaux.

Définition 1.1.4
Soit X ∈ Γ(TM) un champ de vecteurs sur M , On définit le relèvement vertical de X noté
XV au fibré tangent TM , par pour toute fonction f ∈ C∞(M) par :

XV (df) = (X(f))V . (1.1)

localement si (X i)i=1,m, (X̃h
1 , X̃

k
2 ) désignent les composantes de X ∈ Γ(TM), XV respective-

ment et pour toute fonction f ∈ C∞(M).

On a pour tout (x, y) ∈ TM, y = yi
∂

∂xi

df(x, y) = y(f) = yi
∂f

∂xi
(x),

X̃(df) = X̃h
1

∂2f

∂xhxi
yi + X̃k

2

∂f

∂xk
.

Alors de la formule 1.1, on obtient :

X̃h
1

∂2f

∂xhxi
yi + X̃k

2

∂f

∂xk
=

∂f

∂xk
Xk,

d’où
X̃h

1 = 0, X̃k
2 = Xk,

pour tout h, k = 1,m.

Proposition 1.1.3
Localement si le champ de vecteurs X a pour composantes (Xh)h=1,m relativement à une carte
(U, xh)h=1,m sur M . Alors le relèvement vertical XV de X a pour composantes

XV :

(
0
Xh

)
, (1.2)

par rapport à la carte induite (π−1(U), xh, yh) sur TM . i.e

XV = Xh ∂

∂yh
,

De plus, on a : pour tout h = 1,m :

(
∂

∂xh
)V =

∂

∂yh
.
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Exemple 1.1.1
Dans la variété R2, TR2 = R4. En considère le champ de vecteurs

X : R2 −→ TR2

(x1, x2) 7−→ (X1
(x1,x2), X

2
(x1,x2))

Dans les cartes (R2, x1, x2) et (R4, x1, x2, y1, y2), on a

XV = X1 ∂

∂y1
+X2 ∂

∂y2

Remarque 1.1.1
Le relèvement vertical XV de X au fibré TM est un champ de vecteur vertical, et on a :

XV (fV ) = 0, (1.3)

pour tout X ∈ Γ(TM) et f ∈ C∞(M).

Propriété 1.1.2
Soient X, Y ∈ Γ(TM), F ∈ T1

1(M) et f ∈ C∞(M), on a :
1. (X + Y )V = XV + Y V ,
2. (fX)V = fVXV ,
3. [XV , Y V ] = 0,
4. [XV , γ(F )] = γX(F ).

Preuve.
Les propriétés 1), 2) et 3) sont des conséquences directes de la Proposition 1.1.3.
4) Localement, si X = X i ∂

∂xi
et F = F s

j
∂
∂xs
⊗ dxj, on a :

[XV , γ(F )] = [X i ∂

∂yi
, yjF s

j

∂

∂ys
]

= X iyjF s
j [

∂

∂yi
,
∂

∂ys
] +X i ∂

∂yi
(yjF s

j )
∂

∂ys
− yjF s

j

∂

∂ys
(X i)

∂

∂yi

= X iF s
i

∂

∂ys

= γX(F ).

Remarques 1.1.2
1. V(x,u) = {XV

(x,u);X ∈ Γ(TM)},
2. Soient u ∈ TxM et X ∈ Γ(TM) tel que Xx = u, on note :

uV = XV
(x,u)

appelé relèvement vertical de u. D’après la formule (1.2) cette définition est indépendante du
choix de X,
3. L’application (x, u) ∈ TM 7→ uV ∈ T(x,u)TM ⊂ TTM est une section de classe C∞ sur
TM , donc un champ de vecteurs sur TM ,
4. Soient x ∈M et v ∈ TxM , alors L’application u ∈ TxM → uV ∈ V(x,v) est un isomorphisme
linéaire.
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Définition 1.1.5
Soit F un champ de tenseurs de type (1, 1) sur la variété M , On définit le champ de vecteurs
vertical V F de F sur TM par :

V F : TM → T (TM)

(x, u) 7→ V F (x, u) = (Fx(u))V ,

Localement, relativement à une carte induite (π−1(U), xi, yi), si F = F j
i

∂
∂xj
⊗ dxi on a :

V F = yi(F (
∂

∂xi
))V = yiF j

i

∂

∂yj
.

Exemple 1.1.2
Dans la variété R2, TR2 = R4. En considère un champ de tenseurs , F = F j

i
∂
∂xj
⊗dxi de type

(1, 1), suivent les cartes (R2, x1, x2) et (R4, x1, x2, y1, y2), on a

V F = yiF j
i

∂

∂yj
= (y1F 1

1 + y2F 1
2 )

∂

∂y1
+ (y1F 2

1 + y2F 2
2 )

∂

∂y1
.

1.1.2 Relèvement Complet

Définition 1.1.6
Soit f une fonction de M . On définit le Relèvement Complet de f noté fC de M au fibré TM
par :

fC : TM −→ R
(x, y) 7−→ dxf(y).

Relativement à une carte induite (π−1(U), xh, yh) sur TM , on a :

fC(x, y) = yi
∂f

∂xi
(x) = (∂f)(x).

Proposition 1.1.4
Soient X̃ et Ỹ deux champs de vecteurs sur TM . Si pour tout fonction f ∈ C∞(M), on a :

X̃(fC) = Ỹ (fC),

Alors X̃ = Ỹ .

Propriétés 1.1.2
Soit X ∈ Γ(TM) et g, f ∈ C∞(M), on a :

XV (fC) = (X(f))V , (1.4)
(gf)C = gCfV + gV fC , (1.5)

(f + g)C = fC + gC , (1.6)
(γF )(fC) = γ(df ◦ F ). (1.7)
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Preuve.
1) Les formules (1.4), (1.5) et (1.6) sont des conséquences directes de la formule (1.2) et la
Définition 1.1.6.
2) Localement, si F = F j

i
∂
∂xj
⊗ dxi, on a :

γ(F )(fC) = yiF j
i

∂

∂yj
(ys

∂f

∂xs
)

= yiF j
i δ

s
j

∂f

∂xs

= yiF s
i

∂f

∂xs

= yi(df ◦ F )si
= γ(df ◦ F ).

Définition 1.1.7
Le relèvement Complet d’un champ de vecteurs X sur M est l’unique champ de vecteurs
XCsur le fibré TM tel que :

XCfC = (X(f))C , (1.8)
pour tout f ∈ C∞(M).

Proposition 1.1.5
Si X est un champ de vecteurs de composantes Xh par rapport à une carte (U, xh) sur M ,
alors le relèvement complet XC de X a pour composantes

XC :

(
Xh

∂Xh

)
,

relativement à la carte induite (π−1(U), xh, yh) sur TM , où ∂Xh = yi ∂X
h

∂xi
.

Preuve.

Si Xh désignent les composantes de X par rapport à une carte (U, xi) sur M et

(
X̃h

1

X̃k
2

)
les

composantes de XC par rapport à la carte induite (π−1(U), xh, yh) sur TM . De la formule
(1.8) on a, pour toute f ∈ C∞(M)

XC(fC) = X̃j
1(

∂2f

∂xj∂xi
)yi + X̃j

2

∂f

∂xj
,

(X(f))C = yi
∂

∂xi
(Xj ∂f

∂xj
)

= (yi
∂Xj

∂xi
)
∂f

∂xj
+Xjyi(

∂2f

∂xj∂xi
),

d’où pour tout j = 1,m, on a : X̃j
1 = Xj et X̃j

2 = yi ∂X
j

∂xi
= ∂Xj.

On pose localement, pour tout i = 1,m

XC = X i ∂

∂xi
+ ∂X i ∂

∂yi
.
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Remarque 1.1.2
Relativement à une carte induite (π−1(U), xh, yh) sur TM , on a : pour tout i = 1,m :

(
∂

∂xi
)C =

∂

∂xi
.

Exemple 1.1.3
Dans la variété R2, TR2 = R4. En considère le champ de vecteurs

X : R2 −→ TR2

(x1, x2) 7−→ (X1
(x1,x2), X

2
(x1,x2))

Dans les cartes (R2, x1, x2) et (R4, x1, x2, y1, y2), on a

XC = X1 ∂

∂x1
+X2 ∂

∂x2
+ ∂X1 ∂

∂y1
+ ∂X2 ∂

∂y2
,

= X1 ∂

∂x1
+X2 ∂

∂x2
+ (y1

∂X1

∂x1
+ y2

∂X1

∂x2
)
∂

∂y1
+ (y1

∂X2

∂x1
+ y2

∂X2

∂x2
)
∂

∂y2
.

Proposition 1.1.6
Soient f ∈ C∞(M), X ∈ Γ(TM) et ω ∈ Γ(T ∗M), on a :

XC + Y C = (X + Y )C , (1.9)
(fX)C = fCXV + fVXC , (1.10)
XCfV = (X(f))V . (1.11)

Preuve.
1)Les formules (1.9) et (1.10) sont des conséquences directes des formules (1.8), (1.4) et (1.5).
2) Localement, si X = X i ∂

∂xi
, on a :

XC(fV ) = X i ∂

∂xi
(f) + yj

∂X i

∂xj
∂

∂yi
(f)

= X i ∂

∂xi
(f)

= (X(f))V .

Proposition 1.1.7
Soient X, Y ∈ Γ(TM), on a :

1) [XV , Y V ] = 0,

2) [XV , Y C ] = [X, Y ]V ,

3) [XC , Y C ] = [X, Y ]C ,

4) [XC , γF ] = γ(LXF ).
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Preuve.
Les formules 1) , 2) et 3) sont des conséquences directes des formules (1.3), (1.5) et (1.8).
4) En utilisant la formule (1.8), on a :

[XC , γ(F )] = [Xs ∂

∂xs
+ yi

∂Xs

∂xi
∂

∂ys
, ykF j

k

∂

∂yj
]

= ykXs∂F
j
k

∂xs
∂

∂yj
+ yi

∂Xs

∂xi
δksF

j
k

∂

∂yj
− ykF j

k δ
i
j

∂Xs

∂xi
∂

∂ys

= ykXs∂F
j
k

∂xs
∂

∂yj
+ yi

∂Xs

∂xi
F j
s

∂

∂yj
− ykF j

k

∂Xs

∂xj
∂

∂ys

= yiXs∂F
j
i

∂xs
∂

∂yj
+ yi

∂Xs

∂xi
F j
s

∂

∂yj
− yiF s

i

∂Xj

∂xs
∂

∂yj

= yi
(
Xs∂F

j
i

∂xs
+
∂Xs

∂xi
F j
s −

∂Xj

∂xs
F s
i

) ∂

∂yj

= γ(LXF ).

d’autre part, on a :

LXF =
(
LXF

)j
i

∂

∂xj
⊗ dxi

=
(
Xs∂F

j
i

∂xs
− F s

i

∂Xj

∂xs
+ F j

s

∂Xs

∂xi
) ∂

∂xj
⊗ dxi.

1.1.3 Relèvement Horizontal

Dans cette section, on suppose que M est une variété de dimension m munie d’une
connexion linéaire ∇.

Définition 1.1.8
On définit la connexion opposée à ∇ notée ∇̂, par pour tous X, Y ∈ Γ(TM) :

∇̂XY = ∇YX + [X, Y ].

Remarques 1.1.3

1. Soient T et T̂ les tenseurs de torsion, R et R̂ les tenseurs de courbure associés à ∇ et
∇̂ respectivement, alors on a : T̂ = T,

2. Si ∇ est sans torsion, alors ∇̂ = ∇ et R̂ = R.

Définition 1.1.9
Si f est une fonction sur M , on pose :

fH = fC − γ(∇f),
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application de classe C∞ sur TM dite relèvement horizontal de la fonction f .
De la 4èmme propriété des Propriétés 1.1.1, on rappel que, pour tout f ∈ C∞(M), on a :

γ(df) = γ(∇f) = fC = ∂(f).

Alors :
fH = 0.

Définition 1.1.10
Soit X un champ de vecteurs sur M . On définit Relèvement Horizontal de X noté XH au
fibré TM par :

XH = XC −∇γX,

où ∇γX = γ(∇X).

Si (Xh) désignent les coordonnées de X ∈ Γ(TM) et Γhji les coefficients de Christoffel associés
à la connexion ∇ relativement à la carte (U, xh) sur M , on a :

∇X = (
∂Xh

∂xj
+X iΓhji)

∂

∂xh
⊗ dxj,

∇γX = (
∂Xh

∂xj
+X iΓhji)y

j ∂

∂yh
,

XC = Xh ∂

∂xh
+ yj

∂Xh

∂xj
∂

∂yh
,

XH = Xh ∂

∂xh
− yjΓhjiX i ∂

∂yh
.

par rapport à la carte induite (π−1(U), xh, yh) sur TM , d’où

Proposition 1.1.8
Si X un champ de vecteurs sur TM de composantes (Xh) par rapport à une carte (U, xh) sur
M , alors le relèvement horizontal XH a pour composantes

XH :

(
Xh

−yjΓhjiX i

)
, (1.12)

relativement à la carte induite (π−1(U), xh, yh) sur TM . De plus, on a : pour tout h = 1,m

(
∂

∂xh
)H =

∂

∂xh
− yjΓhji

∂

∂yh
.

Exemple 1.1.4
On considère sur R la métrique g = exdx2.
Les symboles de Christoffel de la connexion de Levi-cita associe à g sont

Γ1
11 =

1

2
g11(

∂g11
∂x1

+
∂g11
∂x1
− ∂g11
∂x1

) =
1

2

Soit le champ de vecteurs X = f
∂

∂x1
, Dans les cartes (R, x) et (R2, x, y), on a

XH = f
∂

∂x
− yfΓ1

11

∂

∂y
= f(

∂

∂x
− 1

2
y
∂

∂y
).
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Exemple 1.1.5
On considérons l’espace hyperbolique (H2, g) de courbure sectionnelle constante −c2 < 0

H2 = {z = (x1, x2) ∈ R2 : x2 > 0},

h =
1

(cx2)2
((dx1)

2 + (dx2)
2).

Les symboles de Christoffel ne sont pas nuls de la connexion de Levi-cita associe à g sont

Γ2
11 =

1

x2
= −Γ1

12 = −Γ2
22

Soit le champ de vecteurs X = X1
∂

∂x1
+X2

∂

∂x2
, Dans les cartes (H2, x1, x2) et (TH2, x1, x2, y1, y2),

on a

XH = X1
∂

∂x1
+X2

∂

∂x2
+ (X1

y2
x2

+X2
y1
x2

)
∂

∂y1
− (X1

y1
x2
−X2

y2
x2

)
∂

∂y2
.

Remarque 1.1.3
Pour tout X ∈ Γ(TM), on a : dπ ◦XH = X ◦ π.

Définition 1.1.11
Soit (x, v) ∈ TM , alors :

H(x,v) = {XH
(x,v), X ∈ Γ(TM)} (1.13)

est un sous espace vectoriel de T(x,v)(TM) appelé espace horizontal associé à ∇.

H =
⋃

(x,v)∈TM

H(x,v)

est un sous fibré vectoriel de T (TM) appelé fibré horizontal associé à ∇.

Remarque 1.1.4
Des formules (1.12) et (1.13), localement pour tout v ∈ TM , on obtient :

H(x,v) = {ai ∂
∂xi
|(x,v) − Γkjia

iyj
∂

∂yk
|(x,v); a1, · · · , am ∈ R}.

Proposition 1.1.9

T (TM) = H⊕ V ,

T(x,w)(TM) = H(x,w) ⊕ V(x,w),

où (x,w) ∈ TM .
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En effet : localement, si w = wi
∂

∂xi
∈ TxM et X̃ = ai

∂

∂xi
+ bi

∂

∂yi
∈ T(x,w)(TM), alors :

X̃ = (ai
∂

∂xi
− aiwjΓkij

∂

∂yk
) + (bk + aiwjΓkij)

∂

∂yk
∈ T(x,w)(TM),

avec :
X̃h = ai

∂

∂xi
− aiwjΓkij

∂

∂yk
∈ H(x,w) est la partie horizontale de X̃,

X̃v = (bk + aiwjΓkij)
∂

∂yk
∈ V(x,w) est la partie verticale de X̃.

Définition 1.1.12
Soit w ∈ TxM , le relèvement horizontal de w est défini par :

wH = XH
(x,w),

où X ∈ Γ(TM) tel que Xx = w. De la formule (1.12) cette définition est indépendante du
champ de vecteurs X choisi, d’où

Proposition 1.1.10
Soit v ∈ TxM ,l’application

TxM → H(x,v)

w = wH

est un isomorphisme linéaire.

Définition 1.1.13
Un champ de vecteurs X̃ ∈ Γ(T (TM)) est dit horizontal, si pour tout (x, v) ∈ TM , on a :

X̃(x,v) ∈ H(x,v).

Proposition 1.1.11
Un champ de vecteurs X̃ ∈ Γ(T (TM)) est horizontal, si seulement si localement, pour tout
h = 1,m, on a :

X̃h
2 + ΓhijX̃

j
1y

i = 0,

où X̃ = X̃ i
1
∂
∂xi

+ X̃ i
2
∂
∂yi

.

Preuve.
Soit (x, v) ∈ TM , on a :

X̃(x,v) = (X̃h
1

∂

∂xh
|(x,v) − yiΓhijX̃

j
1

∂

∂yh
|(x,v)) + (X̃h

2 + yiΓhijX̃
j
1)

∂

∂yh
|(x,v),

X̃ est horizontal ⇔ X̃(x,v) ∈ H(x,v) ⇔ X̃h
2 + ΓhijX̃

j
1y

i = 0.

Lemme 1.1.1
Pour tout X, Y ∈ Γ(TM), on a :

(∇Y ) ◦ (∇X)− (∇X) ◦ (∇Y ) = ∇̂Y ∇̂X − ∇̂X∇̂Y − LY (∇X) + LX(∇Y )− [LY ,LX ].



1.1 Relèvement Vertical, Complet et Horizontal 23

Preuve.

(∇Y ) ◦ (∇X)Z =(∇Y ) ◦ (∇ZX)

=(∇Y )(∇̂XZ − [X,Z])

=(∇Y )(∇̂XZ)− (∇Y )(LXZ)

=(∇̂Y )(∇̂XZ)− LY (∇̂XZ)− (∇Y )(LXZ)

=(∇̂Y )(∇̂XZ)− (LY )(LX)Z − (LY )(∇X)Z − (∇Y )(LXZ),

{(∇Y ) ◦ (∇X)− (∇X) ◦ (∇Y )}Z ={∇̂Y ∇̂XZ − ∇̂X∇̂YZ} − {(LY )(LX)Z − (LX)(LY )Z}
− {(LY )(∇X)Z − (∇X)(LYZ)}
+ {(LX)(∇Y )Z − (∇Y )(LXZ)}

={∇̂Y ∇̂X − ∇̂X∇̂Y }Z − [LY ,LX ]Z

− LY (∇X)Z + LX(∇Y )Z

={∇̂Y ∇̂X − ∇̂X∇̂Y − LY (∇X) + LX(∇Y )− [LY ,LX ]}Z.

Proposition 1.1.12
Pour tout X, Y ∈ Γ(TM) et f ∈ C∞(M), on a :

(X + Y )H = (X)H + (Y )H , (1.14)
(fX)H = (f)VXH , (1.15)
XH(fV ) = (X(f))V , (1.16)

[XV , Y H ] = [X, Y ]V − γX(∇Y ), (1.17)

[XH , Y H ] = [X, Y ]H − γR̂(X, Y ), (1.18)

où R̂ est le tenseur de courbure associé à ∇̂ .

Preuve.
1) Les formules (1.14), (1.15) sont des conséquences directes de la formule (1.12).

XH(fV ) = (XC −∇γX)(fV )

= XC(fV )−∇γX(fV )

= XC(fV ) puisque ∇γX est un champ de vecteurs vertical
= (X(f))V ,

[XV , Y H ] = [XV , Y C − γ(∇Y )]

= [XV , Y C ]− [XV , γ(∇Y )]

= [XV , Y C ]− γX(∇Y ),
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[XH , Y H ] = [XC − γ(∇X), Y C − γ(∇Y )]

= [XC , Y C ]− [XC , γ(∇Y )]− [γ(∇X), Y C ] + [γ(∇X), γ(∇Y )]

= [X, Y ]H + γ(∇[X, Y ])− γ(LX(∇Y )) + γ(LY (∇X))

+γ((∇Y ) ◦ (∇X)− (∇X) ◦ (∇Y ))

= [X, Y ]H + γ(∇̂[X,Y ] − L[X,Y ]) + γ(LY (∇X)− LX(∇Y ))

+γ((∇Y ) ◦ (∇X)− (∇X) ◦ (∇Y )),

Du Lemme 1.1.1 on obtient :

[XH , Y H ] = [X, Y ]H + γ(∇̂[X,Y ] − L[X,Y ]) + γ(LY (∇X)− LX(∇Y ))

+γ(∇̂Y ∇̂X − ∇̂X∇̂Y − LY (∇X) + LX(∇Y )− [LY ,LX ])

= [X, Y ]H − γ(∇̂X∇̂Y − ∇̂Y ∇̂X − ∇̂[X,Y ])− γ(L[X,Y ] + [LY ,LX ])

= [X, Y ]H − γR̂(X, Y ), où L[X,Y ] + [LY ,LX ] = 0.

Remarque 1.1.5
Pour tous X, Y ∈ Γ(TM) : ∇̂XY = ∇YX + [X, Y ].

1) γX(∇Y ) = (∇XY )V

2) Si ∇ est sans torsion i.e ∇̂ = ∇ et R̂ = R, alors γR̂(X, Y ) = (R(X, Y )u)V .
En effet, si X = X i ∂

∂xi
, Y = Y i ∂

∂xi
et u = yi ∂

∂xi

1) On a :

∇Y = (
∂Y h

∂xj
+ Y iΓhji)

∂

∂xh
⊗ dxj

alors

γX(∇Y ) = Xj(
∂Y h

∂xj
+ Y iΓhji)

∂

∂yh

= Xj(
∂Y h

∂xj
+ Y iΓhji)(

∂

∂xh
)V

= (Xj(
∂Y h

∂xj
+ Y iΓhji)

∂

∂xh
)V

= (∇XY )V .

2) On a :

R̂(X, Y ) = R(X, Y ) = X iY jRl
ijk

∂

∂xl
⊗ dxk
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alors

γ(R̂(X, Y )) = ykX iY jRl
ijk

∂

∂yl

= ykX iY jRl
ijk(

∂

∂xl
)V

= ykX iY j(Rl
ijk

∂

∂xl
)V

= ykX iY j(R(
∂

∂xi
,
∂

∂xj
)
∂

∂xk
)V

= (R(X, Y )u)V .

Définition 1.1.14
Soit F un champ de tenseurs de type (1, 1) sur la variété M , On définit le champ de vecteurs
horizontal HF de F sur TM par :

HF : TM → TTM

(x, u) 7→ HF (x, u) = (Fx(u))H ,

est un champ de vecteurs sur TM . Localement, relativement à une carte induite (π−1(U), xi, yi),
si F = F h

i
∂
∂xh
⊗ dxi on a :

HF = yi(F (
∂

∂xi
))H = yiF h

i

∂

∂xh
− yiyjF l

iΓ
k
jl

∂

∂yk
.

1.2 Métrique Naturelle

1.2.1 Métrique Naturelle

Définition 1.2.1
Soit (M, g) une variété Riemannienne . Une métrique Riemannienne ḡ sur le fibré tangent
TM de M est dite naturelle par rapport à g si :

ḡ(XH , Y H) = g(X, Y ) ◦ π,
ḡ(XH , Y V ) = 0,

pour tous X, Y ∈ Γ(TM).

Remarque 1.2.1
De la Définition 1.2.1, on déduit que pour tout champ de vecteurs vertical Ỹ ∈ Γ(T (TM)) et
X ∈ Γ(TM), on a :

ḡ(XH , Ỹ ) = 0,

où ḡ est une métrique naturelle sur le fibré tangent TM .
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Proposition 1.2.1
Soit (M, g) une variété Riemannienne de connexion de Levi-Civita ∇. Si ḡ est une métrique
naturelle sur TM de connexion de Levi-Civita ∇, alors :

1)ḡ(x,u)(∇XHY H , ZH) = ḡ(x,u)((∇XY )H , ZH),

2)ḡ(x,u)(∇XHY H , ZV ) = −1

2
ḡ(x,u)({R(X, Y )u}V , ZV ),

3)ḡ(x,u)(∇XHY V , ZH) = −1

2
ḡ(x,u)({R(Z,X)u}V , Y V ),

4)ḡ(x,u)(∇XHY V , ZV ) =
1

2

(
XH(ḡ(Y V , ZV ) + ḡ(ZV , (∇XY )V )− ḡ(Y V , (∇XZ)V

)
(x,u)

,

5)ḡ(x,u)(∇XV Y H , ZH) =
1

2
ḡ(x,u)({R(Y, Z)u}V , XV ),

6)ḡ(x,u)(∇XV Y H , ZV ) =
1

2

(
Y H(ḡ(ZV , XV )− ḡ(ZV , (∇YX)V )− ḡ(XV , (∇YZ)V

)
(x,u)

,

7)ḡ(x,u)(∇XV Y V , ZH) =
1

2

(
− ZH(ḡ(XV , Y V )) + ḡ(Y V , (∇ZX)V ) + ḡ(XV , (∇ZY )V )

)
(x,u)

,

8)ḡ(x,u)(∇XV Y V , ZV ) =
1

2

(
XV (ḡ(Y V , ZV ) + Y V (ḡ(ZV , XV )− ZV (ḡ(XV , Y V )

)
(x,u)

,

pour tous champs de vecteurs X, Y, Z ∈ Γ(TM) et (x, u) ∈ TM , où R désigne le tenseur de
courbure de (M, g).

Preuve.
la preuve découle immédiatement de la formule de Kozul.

1) 2ḡ(∇XHY H , ZH) =XH ḡ(Y H , ZH) + Y H ḡ(ZH , XH)− ZH ḡ(XH , Y H)

+ ḡ(ZH , [XH , Y H ]) + ḡ(Y H , [ZH , XH ])− ḡ(XH , [Y H , ZH ])

=XH(g(Y, Z)V ) + Y H(g(Z,X)V )− ZH(g(X, Y )V ) + ḡ(ZH , [X, Y ]H)

+ ḡ(Y H , [Z,X]H)− ḡ(XH , [Y, Z]H)

={Xg(Y, Z) + Y g(Z,X)− Zg(X, Y ) + g(Z, [X, Y ])

+ g(Y, [Z,X])− g(X, [Y, Z])}V

=2g(∇XY.Z)V

=2ḡ((∇XY )H , ZH).

2) 2ḡ(∇XHY H , ZV ) =XH ḡ(Y H , ZV ) + Y H ḡ(ZV , XH)− ZV ḡ(XH , Y H)

+ ḡ(ZV , [XH , Y H ]) + ḡ(Y H , [ZV , XH ])− ḡ(XH , [Y H , ZV ])

=− ZV (g(X, Y )V ) + ḡ(ZV , [X, Y ]H)− ḡ(ZV , γ(R̂(X, Y )))

+ ḡ(Y H , [Z,X]V − (∇ZX)V )− ḡ(XH ,−[Z, Y ]V + (∇ZY )V )

=− ḡ(ZV , γ(R̂(X, Y ))).
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D’après la Remarque 1.1.5, la connexion ∇ est symétrique alors γ(R̂(X, Y )) = (R(X, Y )u)V .
On déduit :

2ḡ(∇XHY H , ZV ) =− ḡ((R(X, Y )u)V , ZV )

Les autres égalités se démontrent de la même façon voir [23].

1.2.2 Métrique de Sasaki

Définition 1.2.2
Soit (M, g) une variété Riemannienne. La métrique de Sasaki associée à g est l’unique mé-
trique naturelle notée gS sur le fibré tangent TM telle que, pour tous X, Y ∈ Γ(TM)

1) gS(XH , Y H) = g(X, Y ) ◦ π,
2) gS(XH , Y V ) = 0,

3) gS(XV , Y V ) = g(X, Y ) ◦ π.

Connexion de Levi-Civita

De la Proposition 1.2.1 et la Définition 1.2.2, on obtient :

Proposition 1.2.2
Soit (M, g) une variété Riemannienne et gS la métrique de Sasaki associée à g sur TM . Si
∇ (resp.∇̂) désigne la connexion de Levi-Civita sur (M, g) ( resp. sur (TM, gS)) alors on a :

1)gS(x,u)(∇̂XHY H , ZH) = gS(x,u)((∇XY )H , ZH),

2)gS(x,u)(∇̂XHY H , ZV ) = −1

2
gS(x,u)({R(X, Y )u}V , ZV ),

3)gS(x,u)(∇̂XHY V , ZH) =
1

2
gS(x,u)({R(u, Y )X}V , ZH),

4)gS(x,u)(∇̂XHY V , ZV ) = gS(x,u)((∇XY )V , ZV ),

5)gS(x,u)(∇̂XV Y H , ZH) =
1

2
gS(x,u)({R(u,X)Y }H , ZH),

6)gS(x,u)(∇̂XV Y H , ZV ) = 0,

7)gS(x,u)(∇̂XV Y V , ZH) = 0,

8)gS(x,u)(∇̂XV Y V , ZV ) = 0,

pour tous champs de vecteurs X, Y, Z ∈ Γ(TM) et (x, u) ∈ TM , où R désigne le tenseur de
courbure de (M, g).

Proposition 1.2.3
Soit (M, g) une variété Riemannienne et gS la métrique de Sasaki associée à g sur TM . Si
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∇ (resp.∇̂) désigne la connexion de Levi-Civita sur (M, g) (resp. sur (TM, gS)) alors on a :

1) (∇̂XHY H)(x,u) = (∇XY )H(x,u) −
1

2
(Rx(X, Y )u)V ,

2) (∇̂XHY V )(x,u) = (∇XY )V(x,u) +
1

2
(Rx(u, Y )X)H ,

3) (∇̂XV Y H)(x,u) =
1

2
(Rx(u,X)Y )H ,

4) (∇̂XV Y V )(x,u) = 0,

pour tous X, Y ∈ Γ(TM) et (x, u) ∈ TM , où R désigne le tenseur de courbure de (M, g).

Preuve.
La preuve découle immédiatement de la Proposition 1.2.2.

Proposition 1.2.4
Soit (M, g) une variété Riemannienne. Si ∇̂ désigne la connexion de Levi-Civita associée à
la métrique de Sasaki gS, associée à g. Si F est un champ de tenseurs de type (1, 1) sur M ,
alors :

1) (∇̂XV V F )(x,u) = (F (X))V(x,u),

2) (∇̂XVHF )(x,u) = (F (X))H(x,u) +
1

2
(Rx(u,Xx)Fx(u))H ,

3) (∇̂XHHK)(x,u) = H(XF )(x,u) −
1

2
(Rx(Xx, Fx(u))u)V ,

4) (∇̂XHV K)(x,u) = V (∇XF )(x,u) +
1

2
(Rx(u, Fx(u))Xx)

H ,

où (x, u) ∈ TM et X ∈ Γ(TM).

Preuve.
Soit (x, u) ∈ TM , u = ui ∂

∂xi
et U = ui ∂

∂xi
est un champ de vecteurs constant. De la Proposition

1.2.3, localement, on a :

1) (∇̂XV V F )(x,u) = (∇̂XV yi(F (
∂

∂xi
))V )(x,u)

= (XV (yi)(F (
∂

∂xi
))V )(x,u)

= (X i(F (
∂

∂xi
))V )(x,u)

= (F (X))V(x,u).

2) (∇̂XVHF )(x,u) = (∇̂XV yi(F (
∂

∂xi
))H)(x,u)

= (XV (yi)(F (
∂

∂xi
))H)(x,u) + (yi∇̂XV (F (

∂

∂xi
))H)(x,u)

= (X i(F (
∂

∂xi
))H)(x,u) + ui

1

2
(Rx(u,Xx)Fx(

∂

∂xi
))H

= (F (X))H(x,u) +
1

2
(Rx(u,Xx)Fx(u))H .



1.2 Métrique Naturelle 29

Les autres égalités se démontrent de la même façon.

1.2.3 Métrique de Cheeger-Gromoll

Définition 1.2.3
Soit (M, g) une variété Riemannienne. La métrique de Cheeger-Gromoll ĝ est une métrique
naturelle définie sur le fibré tangent TM par :

1) ĝp(X
H , Y H) = gx(X, Y ),

2) ĝp(X
H , Y V ) = 0,

3) ĝp(X
V , Y V ) =

1

1 + r2
(
gx(X, Y ) + gx(X, u)gx(Y, u)

)
,

où X, Y ∈ Γ(TM), p = (x, u) ∈ TM et r = ‖u‖ =
√
g(u, u). Par la suite, on pose α = 1+r2.

Lemme 1.2.1
Soient (M, g) une variété Riemannienne et f : R→ R une fonction de classe C∞.
Pour tous X ∈ Γ(TM), p = (x, u) ∈ TM et r2 = g(u, u), on a :

1. XH
p (f(r2)) = 0,

2. XV
p (f(r2)) = 2f ′(r2)gx(X, u).

Preuve.
Localement, si U : x ∈ M → Ux = u = ui ∂

∂xi
∈ TM est un champ de vecteurs constant sur

chaque fibre TxM , alors d’après les formules (1.2) et (1.12) on obtient :

1. XH
p (f(r2)) =

[
X i ∂

∂xi
(f(r2))− ΓkijX

iyj
∂

∂yk
(f(r2))

]
p

=
[
X if ′(r2)

∂

∂xi
(r2)− f ′(r2)ΓkijX iyj

∂

∂yk
(r2)

]
p

= f ′(r2)
[
X i ∂

∂xi
(gsty

syt)− ΓkijX
iyj

∂

∂yk
(gsty

syt)
]
p

= f ′(r2)
[
Xg(U,U)x − 2(ΓkijX

iyjgsky
s)p
]

= f ′(r2)[Xg(U,U)x − 2g(U,∇XU)x]

= 0.

2. XV
p (f(r2)) = [X if ′(r2)

∂

∂yi
(gsty

syt)]p

= 2f ′(r2)X igitu
t

= 2f ′(r2)g(X, u)x.

Lemme 1.2.2
Soit (M, g) une variété Riemannienne. Pour tous X, Y ∈ Γ(TM), p = (x, u) ∈ TM , on a :

1. XH
p (g(u, u)) = 0,
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2. XV
p (g(u, u)) = 2gx(X, u),

3. XH
p (g(Y, u)) = gx(∇XY, u),

4. XV
p (g(Y, u)) = gx(X, Y ).

Preuve.
Les propriétés 1. et 2. sont des conséquences directes du Lemme 1.2.1.

3. XH
p (g(Y, u)) =

[
X i ∂

∂xi
(gstY

syt)− ΓkijX
iyj

∂

∂yk
(gstY

syt)
]
p

= Xg(Y, U)x − (ΓkijX
iyjgskY

s)p

= Xg(Y, U)x − g(Y,∇XU)x

= g(∇XY, U)x.

4. XV
p (g(Y, u)) = [X i ∂

∂yi
(gstY

syt)]p

= X igsiY
s

= g(X, Y )x.

Connexion de Levi-Civita

Proposition 1.2.5
Soit (M, g) une variété Riemannienne et ĝ la métrique de Cheeger-Gromoll associée à g sur
TM . Si ∇ (resp.∇̂) désigne la connexion de Levi-Civita associée à (M, g) (resp. (TM, ĝ))
alors on a :

1) (∇̂XHY H)p = (∇XY )Hp −
1

2
(Rx(X, Y )u)V ,

2) (∇̂XHY V )p = (∇XY )Vp +
1

2α
(Rx(u, Y )X)H ,

3) (∇̂XV Y H)p =
1

2α
(Rx(u,X)Y )H ,

4) (∇̂XV Y V )p = − 1

α

(
ĝp(X

V , UV )Y V
p + ĝp(Y

V , UV )XV
p

)
+

1 + α

α
ĝp(X

V , Y V )UV
p −

1

α
ĝp(X

V , UV )ĝp(Y
V , UV )UV

p ,

pour tous champs de vecteurs X, Y ∈ Γ(TM) et p = (x, u) ∈ TM , où R désigne le tenseur
de courbure de (M, g).

Preuve.
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De la Proposition 1.2.1 et les Lemmes 1.2.1 et 1.2.2, on a :

1) ĝ(∇̂XHY H , ZH) =ĝ((∇XY )H , ZH).

2) ĝ(∇̂XHY H , ZV ) =− 1

2
ĝ((R(X, Y )u)V , ZV ).

3) ĝ(∇̂XHY V , ZH) =− 1

2
ĝ(x,u)((R(Z,X)u)V , Y V )

=− 1

2α

(
g(R(Z,X)u, Y ) + g(R(Z,X)u, u)g(Y, u)

)
=

1

2α
g(R(u, Y )X,Z)

=
1

2α
ĝ((R(u, Y )X)H , ZH).

4) ĝ(∇̂XHY V , ZV ) =
1

2

(
XH(ĝ(Y V , ZV ) + ĝ(ZV , (∇XY )V )− ĝ(Y V , (∇XZ)V

)
.

Des Lemmes 1.2.1 et 1.2.2, on a : XH(
1

α
) = 0, ainsi

XH(ĝ(Y V , ZV )) = ĝ((∇XY )V , ZV ) + ĝ(Y V , (∇XZ)V ),

ĝ(∇̂XHY V , ZV ) =
1

2

(
ĝ((∇XY )V , ZV ) + ĝ(Y V , (∇XZ)V ) + ĝ(ZV , (∇XY )V )

− ĝ(Y V , (∇XZ)V
)

=ĝ((∇XY )V , ZV ).

5) ĝ(∇̂XV Y H , ZH) =
1

2
ĝ((R(Y, Z)u)V , XV )

=
1

2α
g(R(Y, Z)u,X)

=
1

2α
ĝ((R(u,X)Y )H , ZH).

6) ĝ(∇̂XV Y H , ZV ) =
1

2

(
Y H(ĝ(ZV , XV )− ĝ(ZV , (∇YX)V )− ĝ(XV , (∇YZ)V

)
=

1

2

(
ĝ(ZV , (∇YX)V ) + ĝ(XV , (∇YZ)V )− ĝ(ZV , (∇YX)V )

− ĝ(XV , (∇YZ)V
)

=0.

7) ĝ(∇̂XV Y V , ZH) =
1

2

(
− ZH(ĝ(XV , Y V )) + ĝ(Y V , (∇ZX)V ) + ĝ(XV , (∇ZY )V )

)
=

1

2

(
− ĝ(XV , (∇ZY )V )− ĝ(Y V , (∇ZX)V ) + ĝ(Y V , (∇ZX)V )

+ ĝ(XV , (∇ZY )V )
)

=0.
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8) ĝ(∇̂XV Y V , ZV ) =
1

2

(
XV (ĝ(Y V , ZV ) + Y V (ĝ(ZV , XV )− ZV (ĝ(XV , Y V )

)
,

Des Lemmes 1.2.1 et 1.2.2, on a : XV (
1

α
) = − 2

α2
g(X, u), ainsi

XV (ĝ(Y V , ZV )) = − 2

α
g(X, u)ĝ(Y V , ZV ) +

1

α

(
g(X, Y )g(Z, u) + g(X,Z)g(Y, u)

)
,

De la Définition 1.2.3, on a pour tout X ∈ Γ(TM)

ĝ(XV , UV ) =
1

α

(
g(X,U) + g(X, u)g(U, u)

)
= g(X, u),

ĝ(∇̂XV Y V , ZV ) =− 1

α
g(X, u)ĝ(Y V , ZV ) +

1

2α

(
g(X, Y )g(Z, u) + g(X,Z)g(Y, u)

)
− 1

α
g(Y, u)ĝ(XV , ZV ) +

1

2α

(
g(X, Y )g(Z, u) + g(Y, Z)g(X, u)

)
+

1

α
g(Z, u)ĝ(XV , Y V )− 1

2α

(
g(Y, Z)g(X, u) + g(X,Z)g(Y, u)

)
=− 1

α
g(X, u)ĝ(Y V , ZV )− 1

α
g(Y, u)ĝ(XV , ZV )

+
1

α
g(Z, u)ĝ(XV , Y V ) +

1

α
g(Z, u)g(X, Y )

ĝ(∇̂XV Y V , ZV ) =− 1

α
ĝ(XV , UV )ĝ(Y V , ZV )− 1

α
ĝ(Y V , UV )ĝ(XV , ZV )

+
1

α
ĝ(ZV , UV )ĝ(XV , Y V ) + ĝ(ZV , UV )ĝ(XV , Y V )

− 1

α
ĝ(XV , UV )ĝ(Y V , UV )ĝ(ZV , UV )

=ĝ
(
− 1

α

(
ĝ(XV , UV )Y V + ĝ(Y V , UV )XV

)
+

1 + α

α
ĝ(XV , Y V )UV − 1

α
ĝ(XV , UV )ĝ(Y V , UV )UV , ZV

)
.

Lemme 1.2.3
Soit (M, g) une variété Riemannienne. Si ∇ (resp. ∇̂) désigne la connexion de Levi-Civita
associée à (M, g) (resp. (TM, ĝ)), alors :

1) ∇̂XHUV =0,

2) ∇̂XV UV =
1

α
[XV + g(X, u)UV ],

pour tous X,U ∈ Γ(TM) et Ux = u = ui ∂
∂xi
∈ TxM et p = (x, u) ∈ TM .
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Preuve.

1) ∇̂XHUV =∇̂XH (yk(
∂

∂xk
)V )

=XH(yk)(
∂

∂xk
)V + yk∇̂XH (

∂

∂xk
)V

=−X iyjΓkij(
∂

∂xk
)V + yk

[ 1

2α
(R(u,

∂

∂xk
)X)H + (∇X(

∂

∂xk
))V
]

=− (∇XU)V +
1

2α
(R(u, u)X)H + (∇XU)V

=0.

2) ∇̂XV UV =∇̂Xi( ∂

∂xi
)V (yk(

∂

∂xk
)V )

=X i(
∂

∂xi
)V (yk)(

∂

∂xk
)V + ykX i∇̂( ∂

∂xi
)V (

∂

∂xk
)V

=X i ∂

∂yi
(yk)(

∂

∂xk
)V

+ ykX i
[
− 1

α

[
ĝ((

∂

∂xi
)V , UV )(

∂

∂xk
)V + ĝ((

∂

∂xk
)V , UV )(

∂

∂xi
)V
]

+
1 + α

α
ĝ((

∂

∂xi
)V , (

∂

∂xk
)V )UV − 1

α
ĝ((

∂

∂xi
)V , UV )ĝ((

∂

∂xk
)V , UV )UV

]

∇̂XV UV =XV − 1

α

[
g(X, u)UV + (α− 1)XV

]
+

1 + α

α
g(X, u)UV − α− 1

α
g(X, u)UV

=
1

α
[XV + g(X, u)UV ].

Remarque 1.2.2
1) [XH , UV ] = 0,
2) [XV , UV ] = XV ,
où X,U ∈ Γ(TM) et Ux = u = ui ∂

∂xi
∈ TxM et (x, u) ∈ TM .

Proposition 1.2.6
Soit (M, g) une variété Riemannienne. Si ∇̂ désigne la connexion de Levi-Civita associée à
la métrique de Cheeger-Gromoll ĝ, associée à g. Si K est un champ de tenseurs de type (1, 1)
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sur M , alors :

1) (∇̂XHHK)p =H(∇XK)p −
1

2

(
R(X,K(u))u

)V
p
,

2) (∇̂XHV K)p =V (∇XK)P +
1

2α
(R(u,K(u))X)Hp ,

3) (∇̂XVHK)p =(K(X))Hp +
1

2α

(
R(u,X)K(u)

)H
p
,

4) (∇̂XV V K)p =(K(X))Vp −
1

α

(
ĝp(X

V , UV )(V K)p + ĝp(V K,U
V )XV

p

)
+

1 + α

α
ĝp(X

V , V K)UV
p −

1

α
ĝp(X

V , UV )ĝp(V K,U
V )UV

p ,

pour tous p = (x, u) ∈ TM et X,U ∈ Γ(TM) et Ux = u ∈ TxM .

Preuve.
Soit p = (x, u) ∈ TM , u = ui ∂

∂xi
et U = ui ∂

∂xi
est un champ de vecteurs constant. De la

Définition 1.2.3 et la Proposition 1.2.5, on a :

1) (∇̂XHHK)p =
[
∇̂XHyk(K(

∂

∂xk
))H
]
p

=
[
XH(yk)(K(

∂

∂xk
))H + yk∇̂XHK(

∂

∂k
)H
]
p

=−X iujΓkij(K(
∂

∂xk
))Hp + uk(∇XK(

∂

∂k
))Hp − uk

1

2

(
R(X,K(

∂

∂xk
))u
)V
p

=− (K(∇XU))Hp + (∇XK(U))Hp −
1

2

(
R(X,K(u))u

)V
p

=((∇XK)(U))Hp −
1

2

(
R(X,K(u))u

)V
p

=(H(∇XK))p −
1

2

(
R(X,K(u))u

)V
p
.

2) (∇̂XHV K)p =
[
∇̂XHyk(K(

∂

∂xk
))V
]
p

=
[
XH(yk)(K(

∂

∂xk
))V + yk∇̂XHK(

∂

∂k
)V
]
p

=−X iujΓkij(K(
∂

∂xk
))Vp +

uk

2α
(R(u,K(

∂

∂xk
))X)Hp + uk(∇XK(

∂

∂xk
))Vp

=− (K(∇XU))Vp +
1

2α
(R(u,K(u))X)Hp + (∇XK(U))Vp

=((∇XK)(U))Vp +
1

2α
(R(u,K(u))X)Hp

=V (∇XK)P +
1

2α
(R(u,K(u))X)Hp .

Les autres égalités se démontrent de la même façon.
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Dans ce chapitre, on étudie la géoémtrie de la métrique de Mus-Sasaki et on donne une
carctérisation des sections harmoniques relativement à la métrique Mus-Sasaki.[33]

2.1 Métrique de Mus-Sasaki
Définition 2.1.1
Soient (M, g) une variété Riemannienne et f : M × R →]0,+∞[ de classe C∞. Sur le fibré
tangent TM , on définit la métrique de Mus-Sasaki notée gSf par :

1. gSf (XH , Y H)(x,u) = gx(X, Y ),
2. gSf (XH , Y V )(x,u) = 0,
3. gSf (XV , Y V )(x,u) = f(x, r)gx(X, Y ),

où X, Y ∈ Γ(TM), (x, u) ∈ TM et r = g(u, u). f est dite fonction de torsion.
Notons que si f = 1 alors gSf est la métrique de Sasaki, [45].

Lemme 2.1.1
Soient (M, g) une variété Riemannienne, F : (s, t) ∈ R2 → F (s, t) ∈]0,+∞[, α : M →]0,+∞[
et β : R→]0,+∞[ sont des fonctions lisses. Si f(x, r) = F (α(x), β(r)), alors

1. XV (f)(x,u) = 2β′(r)gx(X, u)∂F
∂t

(α(x), β(r)),
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2. XH(f)(x,u) = gx(gradMα,X)∂F
∂s

(α(x), β(r)) = X(α)∂F
∂s

(α(x), β(r)),
où X ∈ Γ(TM) , (x, u) ∈ TM et r = gx(u, u).

Preuve.
Du Lemme 1.2.2, on a :

1) XV (f)(x,u) =X i ∂

∂yi
F (α(x), β(r))|(x,u)

=X i
[∂F
∂s

(α(x), β(r))
∂α

∂yi
(x) +

∂F

∂t
(α(x), β(r))

∂β

∂yi
(r)
]
(x,u)

=X i
[∂F
∂t

(α(x), β(r))
∂β

∂r
(r)

∂

∂yi
g(u, u)

]
(x,u)

=β′(r)
∂F

∂t
(α(x), β(r))XV (g(u, u))(x,u)

=2β′(r)gx(X, u)
∂F

∂t
(α(x), β(r)).

2) XH(f)(x,u) =(X i ∂

∂xi
−X iyjΓkij

∂

∂yk
)F (α(x), β(r))|(x,u)

=X i
[∂F
∂s

(α(x), β(r))
∂α

∂xi
(x) +

∂F

∂t
(α(x), β(r))

∂β

∂xi
(r)
]
(x,u)

−X iyjΓkij
[∂F
∂s

(α(x), β(r))
∂α

∂yk
(x) +

∂F

∂t
(α(x), β(r))

∂β

∂yk
(r)
]
(x,u)

=
∂F

∂s
(α(x), β(r))Xx(α) +

∂F

∂t
(α(x), β(r))

[
X i∂β

∂r
(r)

∂

∂xi
g(u, u)

]
(x,u)

−X iyjΓkij
∂F

∂t
(α(x), β(r))

[∂β
∂r

(r)
∂

∂yk
g(u, u)

]
(x,u)

=Xx(α)
∂F

∂s
(α(x), β(r)) + β′(r)

∂F

∂t
(α(x), β(r))XH(g(u, u))(x,u)

=Xx(α)
∂F

∂s
(α(x), β(r)).

Par la suite, on considère f(x, r) = F (α(x), β(r)), où F : (s, t) ∈ R2 → F (s, t) ∈]0,+∞[,
α : M →]0,+∞[ et β : R→]0,+∞[ sont des fonctions lisses.

2.2 Connexion de Levi-Civita de la métrique de Mus-
Sasaki

Lemme 2.2.1
Soit (M, g) une variété Riemannienne. Si f(x, r) = F (α(x), β(r)) et ∇ (resp. ∇̃) désigne la
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connexion de Levi-Civita associée à (M, g) (resp. (TM, gSf )), alors :

1) gSf (∇̃XHY H , ZH) =gSf ((∇XY )H , ZH),

2) gSf (∇̃XHY H , ZV ) =− 1

2
gSf ((R(X, Y )u)V , ZV ),

3) gSf (∇̃XHY V , ZH) =gSf (
f

2
(R(u, Y )X)H , ZH),

4) gSf (∇̃XHY V , ZV ) =gSf (
1

2
X(α)

∂ lnF

∂s
Y V + (∇XY )V , ZV ),

5) gSf (∇̃XV Y H , ZH) =gSf ((
f

2
R(u,X)Y )H , ZH),

6) gSf (∇̃XV Y H , ZV ) =gSf (
1

2
Y (α)

∂ lnF

∂s
XV , ZV ),

7) gSf (∇̃XV Y V , ZH) =gSf (−1

2
g(X, Y )

∂F

∂s
(grad(α)H , ZH),

8) gSf (∇̃XV Y V , ZV ) =β′
∂ lnF

∂t
gSf

(
g(X, u)Y V + g(Y, u)XV − g(X, Y )UV , ZV

)
.

pour tous X, Y, Z ∈ Γ(TM) et (x, u) ∈ TM , où R désigne le tenseur de courbure de (M, g).

Preuve.
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De la Proposition 1.2.1 et le Lemme 2.1.1,on a :

1) gSf (∇̃XHY H , ZH) =gSf ((∇XY )H , ZH).

2) gSf (∇̃XHY H , ZV ) =− 1

2
gSf ((R(X, Y )u)V , ZV ).

3) gSf (∇̃XHY V , ZH) =− 1

2
gSf ((R(Z,X)u)V , Y V )

=gSf (
f

2
(R(u, Y )X)H , ZH).

4) gSf (∇̃XHY V , ZV ) =
1

2

[
XH(gSf (Y V , ZV )) + gSf (ZV , (∇XY )V )− gSf (Y V , (∇XZ)V )

]
=

1

2

[
XH(f)g(Y, Z) + fX(g(Y, Z)) + fg(Z,∇XY )− fg(Y,∇XZ)

]
=

1

2

[
XH(f)g(Y, Z) + 2fg(Z,∇XY )

]
=

1

2

[
X(α)

∂F

∂s
g(Y, Z) + 2fg(Z,∇XY )

]
=gSf (

1

2
X(α)

∂ lnF

∂s
Y V + (∇XY )V , ZV ).

5) gSf (∇̃XV Y H , ZH) =
1

2
gSf ((R(Y, Z)u)V , XV )

=gSf ((
f

2
R(u,X)Y )H , ZH).

6) gSf (∇̃XV Y H , ZV ) =
1

2

[
Y H(gSf (XV , ZV ))− gSf (ZV , (∇YX)V )− gSf (XV , (∇YZ)V )

]
=

1

2

[
Y H(f)g(X,Z) + fY (g(X,Z))− fg(Z,∇YX)− fg(X,∇YZ)

]
=gSf (

1

2
Y (α)

∂ lnF

∂s
XV , ZV ).

7) gSf (∇̃XV Y V , ZH) =
1

2

[
− ZH(gSf (XV , Y V )) + gSf (Y V , (∇ZX)V ) + gSf (XV , (∇̃ZY )V )

]
=

1

2

[
− ZH(f)g(X, Y )− fZ(g(X, Y )) + fg(Y,∇ZX) + fg(X,∇ZY )

]
=− 1

2
g(X, Y )

∂F

∂s
Z(α)

=gSf (−1

2
g(X, Y )

∂F

∂s
(grad(α)H , ZH).

8) gSf (∇̃XV Y V , ZV ) =
1

2

[
XV (gSf (Y V , ZV )) + Y V (gSf (XV , ZV ))− ZV (gSf (XV , Y V ))

]
=

1

2

[
XV (fg(Y, Z)) + Y V (fg(X,Z))− ZV (fg(X, Y ))

]
= β′

∂F

∂t

[
g(Y, Z)g(X, u) + g(X,Z)g(Y, u)− g(X, Y )g(Z, u)

]
= β′

∂ lnF

∂t
gSf

(
g(X, u)Y V + g(Y, u)XV − g(X, Y )UV , ZV

)
.
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Théorème 2.2.1
Soit (M, g) une variété Riemannienne. Si f(x, r) = F (α(x), β(r)) et ∇ (resp ∇̃) désigne la
connexion de Levi-Civita associée à (M, g) (resp (TM, gSf ) ), alors :

1. (∇̃XHY H)p = (∇XY )Hp −
1

2
(Rx(X, Y )u)V ,

2. (∇̃XHY V )p = (∇XY )Vp +
f(x, r)

2
(Rx(u, Y )X)H +

1

2
X(α)

∂ lnF

∂s
(α(x), β(r))Y V

p ,

3. (∇̃XV Y H)p =
f(x, r)

2
(Rx(u,X)Y )H +

1

2
Y (α)

∂ lnF

∂s
(α(x), β(r))XV

p ,

4. (∇̃XV Y V )p = β′(r)
∂ lnF

∂t
(α(x), β(r))

[
gx(Y, u)XV

p + gx(X, u)Y V
p − gx(X, Y )UV

p

]
−1

2
gx(X, Y )

∂F

∂s
(α(x), β(r))(gradMα)Hp ,

pour tous champs de vecteurs X, Y ∈ Γ(TM) et p = (x, u) ∈ TM , où R désigne le tenseur
de courbure de la variété (M, g).

Preuve.
La preuve du Théorème 2.2.1 découle directement du Lemme 2.2.1.

Proposition 2.2.1
Soient (M, g) une variété Riemannienne et ∇̃ la connexion de Levi-Civita du fibré tangent
(TM, gsf ) equippé de la métrique Mus-Sasaki. Si K est un champ de tenseurs de type (1, 1)
sur M , alors :

1) (∇̃XHHK)p = H(∇XK)p −
1

2
(Rx(Xx, Kx(u))u)V ,

2) (∇̃XHV K)p = V (∇XK)p +
f(x, r)

2
(Rx(u,Kx(u))Xx)

H

+
1

2
X(α)

∂ lnF

∂s
(α(x), β(r))(V K)p,

3) (∇̃XVHK)p = (K(X))Hp +
f(x, r)

2
(Rx(u,Xx)Kx(u))H

+
1

2
gx(gradMα,Kx(u))

∂ lnF

∂s
(α(x), β(r))XV

p ,

4) (∇̃XV V K)p = (K(X))Vp −
1

2
gx(X,Kx(u))

∂F

∂s
(α(x), β(r))(gradMα)Hp

+β′(r)
∂ lnF

∂t
(α(x), β(r))

[
gx(Kx(u), u)XV

p ) + gx(X, u)(V K)p

−gx(X,Kx(u))UV
p

]
,

où p = (x, u) ∈ TM et X ∈ Γ(TM).
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Preuve.
Soit p = (x, u) ∈ TM , u = ui ∂

∂xi
et U = ui ∂

∂xi
est un champ de vecteurs constant.

De la Définition 2.1.1 et le Théorème 2.2.1 on a :

1) (∇̃XHHK)p = (∇̃XHyk(K(
∂

∂xk
))H)p

= (XH(yk)(K(
∂

∂xk
))H + yk∇̃XHK(

∂

∂k
)H)p

= (−X iyjΓkij(K(
∂

∂xk
))H)p + uk(∇XK(

∂

∂k
))Hp

−uk 1

2
(Rx(Xx, Kx(

∂

∂xk
))u)V

= −K(∇XU)Hp + (∇XK(U))Hp −
1

2
(Rx(Xx, Kx(u))u)V

= ((∇XK)(U))Hp −
1

2
(Rx(Xx, Kx(u))u)V

= (H(∇XK))p− 1

2
(Rx(Xx, Kx(u))u)V .

2) (∇̃XHV K)p = (XH(yk)(K(
∂

∂xk
))V + yk∇̃XHK(

∂

∂k
)V )p

= (−X iyjΓkij(K(
∂

∂xk
))V )p + uk(∇XK(

∂

∂k
))Vp

+uk
f(x, r)

2
(Rx(u,Kx(

∂

∂xk
))Xx)

H

+uk
1

2f(x, r)
gx(gradMα,X)

∂F

∂s
(α(x), β(r))(Kx(

∂

∂xk
)Vp

= −K(∇XU)Vp + (∇XK(U))Vp +
f(x, r)

2
(Rx(u,Kx(u))Xx)

H

+
1

2f(x, r)
gx(gradMα,X)

∂F

∂s
(α(x), β(r))(Kx(u)Vp

= (V (∇XK))p+
f(x, r)

2
(Rx(u,Kx(u))Xx)

H

+
1

2f(x, r)
gx(gradMα,X)

∂F

∂s
(α(x), β(r))(V K)p.

Les autres égalités se démontrent de la même façon.

2.3 Sections harmoniques de la métrique de Mus-Sasaki
Définition 2.3.1 (Seconde forme fondamentale)
Soient (M, g), (N, h) deux variétés Riemannienne et ϕ : (M, g) −→ (N, h) une application
différentiable de classe C∞. La seconde forme fondamentale de l’application ϕ est la dérivée
covariante de la 1-forme vectoriel dϕ, définie par :

∇dϕ(X, Y ) = ∇ϕ
Xdϕ(Y )− dϕ(∇M

X Y ),
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pour tous X, Y ∈ Γ(TM).

Propriété 2.3.1
Soit ϕ : (M, g) −→ (N, h) une application différentiable, la seconde forme fondamentale de
l’application ϕ est symétrique. C’est-à-dire :

∇dϕ(X, Y ) = ∇dϕ(Y,X), ∀X, Y ∈ Γ(TM).

Définition 2.3.2
Soient (M, g) et (N, h) des variétés Riemanniennes. Une application ϕ : (M, g) −→ (N, h)
est dite totalement géodésique si ∇dϕ = 0.

Définition 2.3.3
Soit ϕ : (M, g) −→ (N, h) une application de classe C∞. La trace de la seconde forme
fondamentale de l’application ϕ est appelé champ de tension de l’application ϕ, noté par :

τ(ϕ) = trg∇dϕ.

Relativement à une base orthonormée (ei) sur M, on a :

τ(ϕ) = ∇ϕ
ei
dϕ(ei)− dϕ(∇M

ei
ei). (2.1)

Lemme 2.3.1
Soient (M, g) une variété Riemannienne, X, Y ∈ Γ(TM) deux champs d’un vecteurs sur M
et (x, u) ∈ TM tel que Xx = u, alors :

dxX(Yx) = Y H
(x,u) + (∇YX)V(x,u).

Preuve.
Soient (U, xi) une carte sur M et (π−1(U), xi, yj) la carte induite sur TM , si Xx = X i(x) ∂

∂xi
|x

et Yx = Y i(x) ∂
∂xi
|x, alors :

dxX(Yx) = Y i(x)
∂

∂xi
|(x,Xx) + Y j(x)

∂Xk

∂xi
(x)

∂

∂yk
|(x,Xx),

d’où la partie horizontale

(dxX(Yx))
h = Y i(x)

∂

∂xi
|(x,Xx) − Y i(x)Xj(x)Γkij(x)

∂

∂yk
|(x,Xx)

= Y H
(x,Xx),

et la partie verticale

(dxX(Yx))
v = {Y j(x)

∂Xk

∂xi
(x) + Y i(x)Xj(x)Γkij(x)} ∂

∂yk
|(x,Xx)

= (∇YX)V(x,Xx).
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Définition 2.3.4
Soient (M, g) une variété Riemannienne et (TM, gSf ) son fibré tangent équipé de la métrique
de Mus-Sasaki et X ∈ Γ(TM).
La densité d’énergie associée à X est définie par : pour tous x ∈M et p = (x, u) ∈ TM

e(X)x =
1

2
tracegg

S
f (dX(∗), dX(∗))p.

L’énergie associée à X sur une partie compact D de M est définie par :

E(X,D) =

∫
D

e(X)vM .

Le champ de tension associé à X est défini par :

τ(X) = traceg(∇dX).

Lemme 2.3.2
Soient (M, g) une variété Riemannienne de dimension m, (TM, gSf ) son fibré tangent équipé
de la métrique de Mus-Sasaki et X ∈ Γ(TM). Alors la densité d’énergie associée à X est
donnée par :

e(X) =
m

2
+
f

2
tracegg(∇X,∇X). (2.2)

Preuve.
Soit (E1, · · · , Em) une base orthonormée locale sur M , alors :

e(X) =
1

2

m∑
i=1

gSf (dX(Ei), dX(Ei)).

En utilisant le Lemme 2.3.1

e(X) =
1

2

m∑
i=1

gSf (EH
i + (∇EiX)V , EH

i + (∇EiX)V )

=
1

2

m∑
i=1

[
(gSf (EH

i , E
H
i ) + gSf ((∇EiX)V , (∇EiX)V ))

]
=

1

2

m∑
i=1

[
(g(Ei, Ei) + fg(∇EiX,∇EiX))

]
=

m

2
+
f

2
tracegg(∇X,∇X),

Théorème 2.3.1
Soient (M, g) une variété Riemannienne de dimension m et (TM, gSf ) son fibré tangent équipé
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de la métrique de Mus-Sasaki, tel que f(x, r) = F (α(x), β(r)). Alors le champ de tension
associé à X ∈ Γ(TM) est donnée par :

τ(X) =
m

f(x, r)

∂F

∂s
(α(x), β(r))(∇gradMαX)V +

[
tracegA(X)

]V
+
[
tracegB(X)

]H
.

où A(X) et B(X) sont des applications bilinéaires définies par :

A(X) = ∇2X +
β′(r)

f(x, r)

∂F

∂t
(α(x), β(r))

[
2g(∇X,X)∇X − g(∇X,∇X)X

]
,

B(X) = f(x, r)R(X,∇X) ∗ −1

2
g(∇X,∇X)

∂F

∂s
(α(x), β(r))gradMα.

Preuve.
Soient x ∈ M , p = (x, u) ∈ TM et {Ei}i=1,m est une base orthonormée sur M telles que
(∇M

Ei
Ei)x = 0 et Xx = u, alors :

τ(X)x = traceg(∇dX)p

=
m∑
i=1

{∇X
Ei
dX(Ei)− dX(∇M

Ei
Ei)}p

=
m∑
i=1

∇̃dX(Ei)dX(Ei)p

=
m∑
i=1

∇̃(EHi +(∇EiX)V )(E
H
i + (∇EiX)V )p

=
m∑
i=1

{∇̃EHi
EH
i + ∇̃EHi

(∇EiX)V + ∇̃(∇EiX)V (Ei)
H + ∇̃(∇EiX)V (∇EiX)V }p.

Du Théorème 2.2.1, on obtient :

(∇̃EHi
EH
i )p = 0,

(∇̃EHi
(∇EiX)V )p =

f(x, r)

2
(Rx(Xx,∇EiX)Ei)

H +
1

2f(x, r)

∂F

∂s
(α(x), β(r))(∇gradMαX)Vp

+(∇Ei∇EiX)Vp ,

(∇̃(∇EiX)VE
H
i )p =

f(x, r)

2
(Rx(Xx,∇EiX)Ei)

H +
1

2f(x, r)

∂F

∂s
(α(x), β(r))(∇gradMαX)Vp ,

(∇̃(∇EiX)V (∇EiX)V )p = −1

2
gx(∇EiX,∇EiX)

∂F

∂s
(α(x), β(r))(gradMα)Hp

+
β′(r)

f(x, r)

∂F

∂t
(α(x), β(r))

[
2gx(∇EiX,Xx)(∇EiX)Vp

−gx(∇EiX,∇EiX)XV
p

]
,
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τ(X) =
m∑
i=1

[
f(x, r)(Rx(Xx,∇EiX)Ei)

H +
1

f(x, r)

∂F

∂s
(α(x), β(r))(∇gradMαX)Vp

+(∇Ei∇EiX)Vp −
1

2
gx(∇EiX,∇EiX)

∂F

∂s
(α(x), β(r))(gradMα)Hp

+
β′(r)

f(x, r)

∂F

∂t
(α(x), β(r))

[
2gx(∇EiX,Xx)(∇EiX)Vp − gx(∇EiX,∇EiX)XV

p

]]

τ(X) =
m

f(x, r)

∂F

∂s
(α(x), β(r))(∇gradMαX)V

+
[
traceg

[
∇2X +

β′(r)

f(x, r)

∂F

∂t
(α(x), β(r))

[
2g(∇X,X)∇X − g(∇X,∇X)X

]]]V
+
[
traceg

[
f(x, r)R(X,∇X) ∗ −1

2
g(∇X,∇X)

∂F

∂s
(α(x), β(r))gradMα

]]H
.

Théorème 2.3.2
Soient (M, g) une variété Riemannienne de dimension m, (TM, gSf ) son fibré tangent équipé
de la métrique de Mus-Sasaki et X ∈ Γ(TM). Alors X est harmonique si et seulement si

0 = traceg
{
∇2X +

β′(r)

f(x, r)

∂F

∂t
(α(x), β(r))

[
2g(∇X,X)∇X − g(∇X,∇X)X

]}
+

m

f(x, r)

∂F

∂s
(α(x), β(r))∇gradMαX,

et

0 = traceg
{
f(x, r)R(X,∇X) ∗ −1

2

∂F

∂s
(α(x), β(r))g(∇X,∇X)gradMα

}
.

(2.3)

où r = g(Xx, Xx) = ‖Xx‖2.

Preuve.
La preuve découle directement du Théorème 2.3.1.

Corollaire 2.3.1
Soient (M, g) une variété Riemannienne de dimension m, (TM, gSf ) son fibré tangent équipé
de la métrique de Mus-Sasaki et X ∈ Γ(TM). Si X est parallèle (i.e ∇X = 0), alors X est
harmonique.

Théorème 2.3.3
Soient (M, g) une variété Riemannienne compacte de dimension m, (TM, gSf ) son fibré tan-
gent équipé de la métrique de Mus-Sasaki et X ∈ Γ(TM). Alors X est harmonique si et
seulement si X est parallèle (i.e ∇X = 0).

Preuve.
D’après le Corollaire 2.3.1, on a : (∇X = 0)⇒ (τ(X) = 0).
Inversement,on suppose que X et harmonique, comme M est une variété compacte, alors

φ : R×M −→ TxM

(t, x) 7−→ φ(t, x) = Xt(x) = (t+ 1)Xx
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est une variation de X à support compacte.
du Lemme 2.3.2, on a :

e(Xt) =
m

2
+ f(x, r)

(t+ 1)2

2
tracegg(∇X,∇X).

X est harmonique alors :

0 =
∂

∂t
E(Xt)|t=0

=
∂

∂t

[ ∫
M

[m
2

+ f(x, r)
(t+ 1)2

2
tracegg(∇X,∇X)

]
vM
]
t=0

=
∂

∂t

[m
2
vol(M)

]
t=0

+
∂

∂t

[(t+ 1)2

2

∫
M

f(x, r)tracegg(∇X,∇X)vM
]
t=0

=
∂

∂t

[(1 + t)2

2

]
t=0

∫
M

f(x, r)tracegg(∇X,∇X)vM

=

∫
M

f(x, r)tracegg(∇X,∇X)vM .

Puisque f(x, r) > 0 donc tracegg(∇X,∇X) = 0.
On déduit ∇X = 0.

Exemple 2.3.1
Soit S2 × R équipé de la métrique canonique produit

g = dα2 + sin2(α)dψ2 + dt2,

alors le champ X =
∂

∂t
est harmonique.

En effet :si X est parallèle ,alors X est harmonique,
c’est a dire ∇ ∂

∂α
X = 0 , ∇ ∂

∂ψ
X = 0 et ∇ ∂

∂t
X = 0, alors X est harmonique.

Puisque les symboles de Christoffel suivants :

Γ1
13 = Γ2

13 = Γ3
13 = Γ1

23 = Γ2
23 = Γ3

23 = Γ1
33 = Γ2

33 = Γ3
33 = 0.

On obtient :X est harmonique.

Exemple 2.3.2
Soit Rn équipé de la métrique canonique est une variété plate et non compacte
Soit le champ de vecteurs :

X : Rn −→ TRn ,

x = (x1, · · · , xn) 7−→ Xx = (X1
x, · · · , Xn

x )

on a :

τ(X) =
n∑
i=1

(
∂2X1

∂x2i
, · · · , ∂

2Xn

∂x2i
).

1) Si X est constant alors X et harmonique,
2) Si X i = aixi et ai 6= 0, alors X est harmonique (τ(X) = 0) mais

∇X =
∑
i

ai
∂

∂xi
⊗ dxi 6= 0.
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Remarque 2.3.1
En générale , du Corollaire 2.3.1 et le Théorème 2.3.3, on peut construire plusieurs exemples
de champs de vecteurs harmoniques.

Théorème 2.3.4 [33]
Soient (Rm, g0) l’espace réel euclidien et (TRm, gS0f ) son fibré tangent équipé de la métrique de
Mus-Sasaki, tel que f(x, r) = F (α(x), β(r)). Si X = (X1, · · · , Xm) et un champ de vecteurs
sur Rm, alors X est harmonique si est seulement si

0 =
m∑
i=1

[ m

f(x, ‖X‖2)
∂α

∂xi
(x)

∂Xk

∂xi
∂F

∂s
(α(x), β(‖X‖2)) +

∂2Xk

∂(xi)2
]

+
β′(‖X‖2)
f(x, ‖X‖2)

∂F

∂t
(α(x), β(‖X‖2))

m∑
i,j=1

[
2Xj ∂X

j

∂xi
∂Xk

∂xi
−Xk(

∂Xj

∂xi
)2
]
,

0 =
∂α

∂xk
(x)

∂F

∂s
(α(x), β(‖X‖2))

m∑
i,j=1

(
∂Xj

∂xi
)2,

(2.4)

pour tout k = 1,m.

Preuve.
Soit { ∂

∂xi
}i=1,m la base canonique de Rm.

Du Théorème 2.3.2, on a : X est harmonique si et seulement si

m

f(x, r)

∂F

∂s
(α(x), β(r))∇gradMαX + tracegA(X) = 0 et tracegB(X) = 0,

∇gradMαX = ∇ ∂α

∂xi
∂

∂xi
Xk ∂

∂xk
=

m∑
i,k=1

∂α

∂xi
(x)

∂Xk

∂xi
∂

∂xk
,

m

f(x, r)

∂F

∂s
(α(x), β(r))∇gradMαX =

m∑
i,k=1

[ m

f(x, ‖X‖2)
∂F

∂s
(α(x), β(‖X‖2)) ∂α

∂xi
(x)

∂Xk

∂xi
∂

∂xk
,

tracegA(X) =traceg
[
∇2X +

β′(r)

f(x, r)

∂F

∂t
(α(x), β(r))[2g(∇X,X)∇X − g(∇X,∇X)X]

]
=

m∑
i=1

[
∇ ∂

∂xi
∇ ∂

∂xi
X +

β′(‖X‖2)
f(x, ‖X‖2)

∂F

∂t
(α(x), β(‖X‖2))

× [2g(∇ ∂

∂xi
X,Xj ∂

∂xj
)∇ ∂

∂xi
X − g(∇ ∂

∂xi
X,∇ ∂

∂xi
X)Xj ∂

∂xj
]
]

=
m∑

i,k=1

∂2Xk

∂(xi)2
∂

∂xk
+

β′(‖X‖2)
f(x, ‖X‖2)

∂F

∂t
(α(x), β(‖X‖2))

×
m∑

i,j,k=1

[
2Xj ∂X

j

∂xi
∂Xk

∂xi
∂

∂xk
−Xj(

∂Xk

∂xi
)2

∂

∂xj
]
.
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Alors,on obtient :

m

f(x, r)
∂F
∂s

(α(x), β(r))∇gradMαX + tracegA(X) = 0

⇔
m∑
i=1

[ m

f(x, ‖X‖2)
∂F

∂s
(α(x), β(‖X‖2)) ∂α

∂xi
(x)

∂Xk

∂xi
+
∂2Xk

∂(xi)2
]

+
β′(‖X‖2)
f(x, ‖X‖2)

∂F

∂t
(α(x), β(‖X‖2))

m∑
i,j=1

[
2Xj ∂X

j

∂xi
∂Xk

∂xi
−Xk(

∂Xj

∂xi
)2
]

= 0,

pour tout k = 1,m.

tracegB(X) = traceg
[
f(x, r)R(X,∇X) ∗ −1

2
g(∇X,∇X)

∂F

∂s
(α(x), β(r))gradMα

]
=

m∑
i=1

−1

2
g(∇ ∂

∂xi
X,∇ ∂

∂xi
X)

∂F

∂s
(α(x), β(‖X‖2)) ∂α

∂xi
∂

∂xi

=
m∑

i,j,k=1

−1

2
(
∂Xj

∂xi
)2
∂F

∂s
(α(x), β(‖X‖2)) ∂α

∂xk
∂

∂xk
,

tracegB(X) = 0⇔
m∑

i,j=1

∂F

∂s
(α(x), β(‖X‖2)) ∂α

∂xk
(x)(

∂Xj

∂xi
)2 = 0

⇔ ∂α

∂xk
(x)

∂F

∂s
(α(x), β(‖X‖2))

m∑
i,j=1

(
∂Xj

∂xi
)2 = 0,

pour tout k = 1,m.

Corollaire 2.3.2
Soient (Rm, g0) l’espace réel euclidien et (TRm, gS0f ) son fibré tangent équipé de la métrique de
Mus-Sasaki. Si α et β sont des fonctions constantes, ou F est une fonction constante, alors
X = (X1, · · · , Xm) est un champ de vecteurs harmonique sur Rm si et seulement si pour tout
i = 1,m X i est harmonique.

Corollaire 2.3.3
Soient (Rm, g0) l’espace réel euclidien et (TRm, gS0f ) son fibré tangent équipé de la métrique
de Mus-Sasaki. Si (gradMα 6= 0) et (∂F

∂s
6= 0), alors X = (X1, · · · , Xm) est un champ de

vecteurs harmonique sur Rm si et seulement si X est constant.

Corollaire 2.3.4
Soient (Rm, g0) l’espace réel euclidien et (TRm, gS0f ) son fibré tangent équipé de la métrique
de Mus-Sasaki. Si α est une fonction constante, alors X = (X1, · · · , Xm) est un champ de
vecteurs harmonique sur Rm si et seulement si X vérifier le système d’équations suivant :

m∑
i=1

[ ∂2Xk

∂(xi)2
+

β′(‖X‖2)
f(x, ‖X‖2)

∂F

∂t
(α(x), β(‖X‖2))

m∑
i,j=1

[
2Xj ∂X

j

∂xi
∂Xk

∂xi
−Xk(

∂Xj

∂xi
)2
]

= 0,

pour tout k = 1,m.
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Remarque 2.3.2
En utilisant le Corollaire 2.3.4, on peut construire plusieurs exemples non triviaux de champs
de vecteurs harmoniques.

Exemple 2.3.3
Si Rn équipé de la métrique canonique et TRm son fibré tangent équipé de la métrique de
Mus-Sasaki , telle que F (s, t) = t (i.e f(x, r) = β(r)). Du Corollaire 2.3.4, on déduit
X = (h(x1), 0, · · · , 0) est un champ de vecteurs harmonique sur Rm si et seulement si h est
solution de l’équation différentielle :

h′′ +
β′(h2)

β(h2)
h(h′)2 = 0, (2.5)

Dans le cas où β(t) = t, la solution de l’équation (2.5) est donnée par : h(x1) = ±
√
ax1 + b,

Dans le cas où β(t) =
1

t
, la solution de l’équation (2.5) est donnée par : h(x1) = beax1.
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Métrique de Mus-Gradient
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Dans ce chapitre on définit la métrique de Mus-Gradient Métrique, en donnant les formules
relative aux connexions induites et des courbures,puis on étudie la biharmonicité en illustrant
avec des exemples d’applications biharmoniques propres. En fin de chapitre nous étudions la
géodésie de cette métrique

3.1 Métrique de Mus-Gradient
Définition 3.1.1
Soient (M, g) une variété Riemannienne et f : M →]0,+∞[. Sur le fibré tangent TM , on
définit la métrique de Sasaki gradient notée gf par :

1. gf (XH , Y H)(x,u) = gx(X, Y )

2. gf (XH , Y V )(x,u) = 0

3. gf (XV , Y V )(x,u) = gx(X, Y ) +Xx(f)Yx(f)

où X, Y ∈ Γ(TM), (x, u) ∈ TM .

Remarque 3.1.1
1) Si f est constant,alors gf est la métrique de Sasaki.
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2) gf (XH , (grad f)H) = g(X, grad f) = X(f).
3) gf (XV , (grad f)V ) = (1 + ‖grad f‖2)X(f) = αX(f), où α = 1 + ‖grad f‖2.
4) gf (XV , Y V )− gf (XH , Y H) = X(f)Y (f).
où X, Y ∈ Γ(TM).
Par la suite, on considère α = 1 + ‖grad f‖2 = 1 + g(grad f, grad f).

Lemme 3.1.1
Soit (M, g) une variété Riemannienne. Pour tous X, Y et Z ∈ Γ(TM), on a

1. XV gf (Y V , ZV ) = 0

2. XHgf (Y V , ZV ) = gf ((∇XY )V , ZV ) + gf ((Y V ,∇XZ)V ) + Y (f)gf ((∇Xgrad f)H , ZH)

+g(Y,∇Xgrad f)gf ((grad f)H , ZH). (3.1)

3. XHgf (Y V , ZV ) = gf ((∇XY )V , ZV ) + gf ((Y V ,∇XZ)V ) + Y (f)gf ((∇Xgrad f)V , ZV )

+
1

α

[
g(Y,∇Xgrad f)− 1

2
X(α)Y (f)

]
gf ((grad f)V , ZV ). (3.2)

Preuve.

1. XV gf (Y V , ZV ) = XV
[
g(Y, Z) + Y (f)Z(f)

]
= XV g(Y, Z) +XV (Y (f)Z(f))

= 0.

2. XHgf (Y V , ZV ) = XH
[
g(Y, Z) + Y (f)Z(f)

]
= XHg(Y, Z) +XH(Y (f)Z(f))

= g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ)

+g(∇XY, grad f)Z(f) + g(Y,∇Xgrad f)Z(f)

+Y (f)g(∇XZ, grad f) + Y (f)g(Z,∇Xgrad f)
]

= gf ((∇XY )V , ZV ) + gf ((Y V ,∇XZ)V )

+g(Y,∇Xgrad f)Z(f) + Y (f)g(Z,∇Xgrad f)

= gf ((∇XY )V , ZV ) + gf ((Y V ,∇XZ)V )

+g(Y,∇Xgrad f)gf ((grad f)H , ZH) + Y (f)gf ((∇Xgrad f)H , ZH).

3. XHgf (Y V , ZV ) = gf ((∇XY )V , ZV ) + gf ((Y V ,∇XZ)V )

+
1

α
g(Y,∇Xgrad f)gf ((grad f)V , ZV )

+Y (f)
[
gf ((∇Xgrad f)V , ZV )− (∇Xgrad f)(f)Z(f)

]
= gf ((∇XY )V , ZV ) + gf ((Y V ,∇XZ)V )

+
1

α
g(Y,∇Xgrad f)gf ((grad f)V , ZV )

+Y (f)gf ((∇Xgrad f)V , ZV )− 1

2α
Y (f)X(α)gf ((grad f)V , ZV )

= gf ((∇XY )V , ZV ) + gf ((Y V ,∇XZ)V ) + Y (f)gf ((∇Xgrad f)V , ZV )

+
1

α

[
g(Y,∇Xgrad f)− 1

2
X(α)Y (f)

]
gf ((grad f)V , ZV ).
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3.2 Connexion de levi-Civita de la métrique de Mus-Gradient
Proposition 3.2.1
Soit (M, g) une variété Riemannienne. Si ∇ (resp. ∇f) désigne la connexion de Levi-Civita
associée à (M, g) (resp. (TM, gf )), alors :

1) gf (∇f
XHY

H , ZH) =gf ((∇XY )H , ZH)

2) gf (∇f
XHY

H , ZV ) =− 1

2
gf ((R(X, Y )u)V , ZV )

3) gf (∇f
XHY

V , ZH) =
1

2
gf ((R(u, Y )X)H + Y (f)(R(u, grad f)X)H , ZH)

4) gf (∇f
XHY

V , ZV ) =gf ((∇XY )V , ZV ) +
1

2
Y (f)gf ((∇Xgrad f)V , ZV )

+
1

2α

[
g(Y,∇Xgrad f)− 1

2
X(α)Y (f)

]
gf ((grad f)V , ZV )

5) gf (∇f
XV Y

H , ZH) =
1

2
gf ((R(u,X)Y )H +X(f)(R(u, grad f)Y )H , ZH)

6) gf (∇f
XV Y

H , ZV ) =
1

2
X(f)gf ((∇Y grad f)V , ZV )

+
1

2α

[
g(X,∇Y grad f)− 1

2
Y (α)X(f)

]
gf ((grad f)V , ZV )

7) gf (∇f
XV Y

V , ZH) =− 1

2
gf
(
X(f)(∇Y grad f)H + Y (f)(∇Xgrad f)H , ZH

)
8) gf (∇f

XV Y
V , ZV ) =0

Preuve.

1) 2gf (∇f
XHY

H , ZH) =XHgf (Y H , ZH) + Y Hgf (ZH , XH)− ZHgf (XH , Y H)

+ gf (ZH , [XH , Y H ]) + gf (Y H , [ZH , XH ])− gf (XH , [Y H , ZH ])

=Xg(Y, Z) + Y g(Z,X)− Zg(X, Y ) + g(Z, [X, Y ])

+ g(Y, [Z,X])− g(X, [Y, Z])

=2g(∇XY.Z)

=2gf ((∇XY )H , ZH)

2) 2gf (∇f
XHY

H , ZV ) =XHgf (Y H , ZV ) + Y Hgf (ZV , XH)− ZV gf (XH , Y H)

+ gf (ZV , [XH , Y H ]) + gf (Y H , [ZV , XH ])− gf (XH , [Y H , ZV ])

=gf (ZV , [XH , Y H ])

=− gf ((R(X, Y )u)V , ZV )
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3) 2gf (∇f
XHY

V , ZH) =XHgf (Y V , ZH) + Y V gf (ZH , XH)− ZHgf (XH , Y V )

+ gf (ZH , [XH , Y V ]) + gf (Y V , [ZH , XH ])− gf (XH , [Y V , ZH ])

=gf (Y V , [ZH , XH ])

=− gf ((R(Z,X)u)V , Y V )

=− g(R(Z,X)u, Y )− Y (f)(R(Z,X)u)(f)

=g(R(u, Y )X,Z) + Y (f)g(R(u, grad f)X,Z)

=gf ((R(u, Y )X)H + Y (f)(R(u, grad f)X)H , ZH)

4) 2gf (∇f
XHY

V , ZV ) =XHgf (Y V , ZV ) + Y V gf (ZV , XH)− ZV gf (XH , Y V )

+ gf (ZV , [XH , Y V ]) + gf (Y V , [ZV , XH ])− gf (XH , [Y V , ZV ])

=XHgf (Y V , ZV ) + gf (ZV , [XH , Y V ]) + gf (Y V , [ZV , XH ])

=gf ((∇XY )V , ZV ) + gf (Y V , (∇XZ)V ) + Y (f)gf ((∇Xgrad f)V , ZV )

+
1

α

[
g(Y,∇Xgrad f)− 1

2
X(α)Y (f)

]
gf ((grad f)V , ZV )

+ gf (ZV , (∇XY )V )− gf (Y V , (∇XZ)V )

=2gf ((∇XY )V , ZV ) + Y (f)gf ((∇Xgrad f)V , ZV )

+
1

α

[
g(Y,∇Xgrad f)− 1

2
X(α)Y (f)

]
gf ((grad f)V , ZV )

5) 2gf (∇f
XV Y

H , ZH) =XV gf (Y H , ZH) + Y Hgf (ZH , XV )− ZHgf (XV , Y H)

+ gf (ZH , [XV , Y H ]) + gf (Y H , [ZH , XV ])− gf (XV , [Y H , ZH ])

=− gf (XV , [Y H , ZH ])

=gf ((R(Y, Z)u)V , XV )

=g(R(Y, Z)u,X) +X(f)(R(Y, Z)u)(f)

=g(R(u,X)Y, Z) +X(f)g(R(u, grad f)Y ), Z)

=gf ((R(u,X)Y )H +X(f)(R(u, grad f)Y )H , ZH)

6) 2gf (∇f
XV Y

H , ZV ) =XV gf (Y H , ZV ) + Y Hgf (ZV , XV )− ZV gf (XV , Y H)

+ gf (ZV , [XV , Y H ]) + gf (Y H , [ZV , XV ])− gf (XV , [Y H , ZV ])

=Y Hgf (ZV , XV ) + gf (ZV , [XV , Y H ])− gf (XV , [Y H , ZV ])

=gf ((∇YX)V , ZV ) + gf (XV , (∇YZ)V ) +X(f)gf ((∇Y grad f)V , ZV )

+
1

α

[
g(X,∇Y grad f)− 1

2
Y (α)X(f)

]
gf ((grad f)V , ZV )

− gf (ZV , (∇YX)V )− gf (XV , (∇YZ)V )

=X(f)gf ((∇Y grad f)V , ZV )

+
1

α

[
g(X,∇Y grad f)− 1

2
Y (α)X(f)

]
gf ((grad f)V , ZV )
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7) 2gf (∇f
XV Y

V , ZH) =XV gf (Y V , ZH) + Y V gf (ZH , XV )− ZHgf (XV , Y V )

+ gf (ZH , [XV , Y V ]) + gf (Y V , [ZH , XV ])− gf (XV , [Y V , ZH ])

=− ZHgf (XV , Y V ) + gf (Y V , [ZH , XV ])− gf (XV , [Y V , ZH ])

=− gf ((∇ZY )V , XV )− gf ((Y V ,∇ZX)V )

− Y (f)gf ((∇Zgrad f)H , XH)− g(Y,∇Zgrad f)gf ((grad f)H , XH)

+ gf (Y V , (∇ZX)V ) + gf (XV , (∇ZY )V )

=− Y (f)g(∇Zgrad f,X)− g(Y,∇Zgrad f)X(f)

=− Y (f)g(∇Xgrad f, Z)− g(Z,∇Y grad f)X(f)

=− gf
(
X(f)(∇Y grad f)H + Y (f)(∇Xgrad f)H , ZH

)
8) 2gf (∇f

XV Y
V , ZV ) =XV gf (Y V , ZV ) + Y V gf (ZV , XV )− ZV gf (XV , Y V )

+ gf (ZV , [XV , Y V ]) + gf (Y V , [ZV , XV ])− gf (XV , [Y V , ZV ])

=0

Théorème 3.2.1
Soit (M, g) une variété Riemannienne. Si ∇ (resp. ∇f) désigne la connexion de Levi-Civita
associée à (M, g) (resp. (TM, gf )), alors :

1. (∇f
XHY

H)p = (∇XY )Hp −
1

2
(R(X, Y )u)Vp ,

2. (∇f
XHY

V )p =
1

2
(R(u, Y )X)Hp +

1

2
Yx(f)(R(u, grad f)X)Hp +

1

2
Yx(f)(∇Xgrad f)Vp

+(∇XY )Vp +
1

2α

[
gx(Y,∇Xgrad f)− 1

2
Xx(α)Yx(f)

]
(grad f)Vp

3. (∇f
XV Y

H)p =
1

2
(R(u,X)Y )Hp +

1

2
Xx(f)(R(u, grad f)Y )Hp +

1

2
Xx(f)(∇Y grad f)Vp

+
1

2α

[
gx(X,∇Y grad f)− 1

2
Yx(α)Xx(f)

]
(grad f)Vp

4. (∇f
XV Y

V )p = −1

2
Xx(f)(∇Y grad f)Hp −

1

2
Yx(f)(∇Xgrad f)Hp .

pour tous champs de vecteurs X, Y ∈ Γ(TM) et p = (x, u) ∈ TM , où R désigne le tenseur
de courbure de la variété (M,g).

Preuve.
La preuve du Théorème 3.2.1 découle directement de la formule de Kozul, le Lemme 3.1.1 et
la proposition 3.2.1.

Définition 3.2.1
Soit F un champ de tenseurs de type (1,1) sur la variété M , On définit le champ de vecteurs
vertical V F et le champ de vecteur horizontal HF de F sur TM par :

V F : TM → TTM
p 7→ (Fx(u))V

et
HF : TM → TTM

p 7→ (Fx(u))H
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Localement ,si (π−1(U), xi, yi) une carte induite sur TM ,on a

(V F )p = yiFx(
∂

∂xi
)V et (HF )p = yiFx(

∂

∂xi
)H

où p = (x, u) ∈ TM, u = yi ∂
∂xi

Proposition 3.2.2
Soient (M, g) une variété Riemannienne .Si ∇ (resp. ∇f) désigne la connexion de Levi-Civita
associée à (M, g) (resp. (TM, gf )) et K est un champ de tenseurs de type (1, 1) sur M , alors :

1) (∇f
XHHK)p = H(∇XK)p −

1

2

(
R(X,K(u))u

)V
p

2) (∇f
XHV K)p =

1

2
(R(u,K(u))X)Hp +

1

2
gx(K(u), grad f)(R(u, grad f)X)Hp

+V (∇XK)p +
1

2
gx(K(u), grad f)(∇Xgrad f)Vp

+
1

2α

[
gx(K(u),∇Xgrad f)− 1

2
Xx(α)gx(K(u), grad f)

]
(grad f)Vp

3) (∇f
XVHK)p = (K(X))Hp +

1

2

(
R(u,X)K(u)

)H
p

+
1

2
Xx(f)

(
R(u, grad f)K(u)

)H
p

+
1

2
Xx(f)(∇K(u)grad f)Vp

+
1

2α

[
gx(K(u),∇Xgrad f)− 1

2
gx(K(u), gradα)Xx(f)

]
(grad f)Vp

4) (∇f
XV V K)p = (K(X))Vp −

1

2
Xx(f)(∇K(U)grad f)Hp −

1

2
gx(K(u), grad f)(∇Xgrad f)Hp

où p = (x, u) ∈ TM et X ∈ Γ(TM).

Preuve.
Soit p = (x, u) ∈ TM , u = ui ∂

∂xi
et U = ui ∂

∂xi
est un champ de vecteurs constant. De la

Définition 3.1.1 et le Théorème 3.2.1 on a :

1) (∇f
XHHK)p =

[
∇f
XHy

k(K(
∂

∂xk
))H
]
p

=
[
XH(yk)(K(

∂

∂xk
))H + yk∇f

XHK(
∂

∂k
)H
]
p

= −X iujΓkij(K(
∂

∂xk
))Hp + uk(∇XK(

∂

∂k
))Hp − uk

1

2

(
R(X,K(

∂

∂xk
))u
)V
p

= −(K(∇XU))Hp + (∇XK(U))Hp −
1

2

(
R(X,K(u))u

)V
p

= ((∇XK)(U))Hp −
1

2

(
R(X,K(u))u

)V
p

= (H(∇XK))p −
1

2

(
R(X,K(u))u

)V
p
.
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2) (∇f
XHV K)p =

[
∇f
XHy

k(K(
∂

∂xk
))V
]
p

=
[
XH(yk)(K(

∂

∂xk
))V + yk∇f

XHK(
∂

∂k
)V
]
p

= −X iujΓkij(K(
∂

∂xk
))Vp +

uk

2
(R(u,K(

∂

∂xk
))X)Hp

+
uk

2
Kx(

∂

∂xk
)(f)(R(u, grad f)X)Hp + uk(∇XK(

∂

∂xk
))Vp

+
uk

2
Kx(

∂

∂xk
)(f)(∇Xgrad f)Vp

+
1

2α

[
ukgx(K(

∂

∂xk
),∇Xgrad f)− uk

2
Xx(α)Kx(

∂

∂xk
)(f)

]
(grad f)Vp

= −(K(∇XU))Vp +
1

2
(R(u,K(u))X)Hp +

1

2
Kx(u)(f)(R(u, grad f)X)Hp

+(∇XK(U))Vp +
1

2
Kx(u)(f)(∇Xgrad f)Vp

+
1

2α

[
gx(K(u),∇Xgrad f)− 1

2
Xx(α)Kx(u)(f)

]
(grad f)Vp

=
1

2
(R(u,K(u))X)Hp +

1

2
gx(K(u), grad f)(R(u, grad f)X)Hp

+((∇XK)(U))Vp +
1

2
gx(K(u), grad f)(∇Xgrad f)Vp

+
1

2α

[
gx(K(u),∇Xgrad f)− 1

2
Xx(α)gx(K(u), grad f)

]
(grad f)Vp

=
1

2
(R(u,K(u))X)Hp +

1

2
gx(K(u), grad f)(R(u, grad f)X)Hp

+V (∇XK)p +
1

2
gx(K(u), grad f)(∇Xgrad f)Vp

+
1

2α

[
gx(K(u),∇Xgrad f)− 1

2
Xx(α)gx(K(u), grad f)

]
(grad f)Vp
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3) (∇f
XVHK)p =

[
∇f
XV y

k(K(
∂

∂xk
))H
]
p

=
[
XV (yk)(K(

∂

∂xk
))H + yk∇f

XVK(
∂

∂k
)H
]
p

= Xk(K(
∂

∂xk
))Hp +

uk

2
(R(u,X)K(

∂

∂xk
))Hp

+
uk

2
Xx(f)(R(u, grad f)K(

∂

∂xk
))Hp +

uk

2
Xx(f)(∇K( ∂

∂xk
)grad f)Vp

+
1

2α

[
ukgx(X,∇K( ∂

∂xk
)grad f)− uk

2
Kx(

∂

∂xk
)(α)Xx(f)

]
(grad f)Vp

= (K(X))Hp +
1

2
(R(u,X)K(u))Hp +

1

2
Xx(f)(R(u, grad f)K(u))Hp

+
1

2
Xx(f)(∇K(U)grad f)Vp

+
1

2α

[
gx(X,∇K(U)grad f)− 1

2
Kx(u)(α)Xx(f)

]
(grad f)Vp

= (K(X))Hp +
1

2

(
R(u,X)K(u)

)H
p

+
1

2
Xx(f)

(
R(u, grad f)K(u)

)H
p

+
1

2
Xx(f)(∇K(U)grad f)Vp

+
1

2α

[
gx(K(u),∇Xgrad f)− 1

2
gx(K(u), gradα)Xx(f)

]
(grad f)Vp

4) (∇f
XV V K)p =

[
∇f
XV y

k(K(
∂

∂xk
))V
]
p

=
[
XV (yk)(K(

∂

∂xk
))V + yk∇f

XVK(
∂

∂k
)V
]
p

= Xk(K(
∂

∂xk
))Vp −

uk

2
Xx(f)(∇K( ∂

∂xk
)grad f)Hp

−u
k

2
Kx(

∂

∂xk
)(f)(∇Xgrad f)Hp

= (K(X))Vp −
1

2
Xx(f)(∇K(U)grad f)Hp −

1

2
Kx(u)(f)(∇Xgrad f)Hp

= (K(X))Vp −
1

2
Xx(f)(∇K(U)grad f)Hp −

1

2
gx(K(u), grad f)(∇Xgrad f)Hp
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3.3 Courbures de la métrique de Mus-Gradient
Théorème 3.3.1
Soient (M, g) une variété Riemannienne et (TM, gf )) son fibré tangent équipé de la mé-
trique de Mus-Gradient. Si R (resp Rf dénote le tenseur de courbure associé à (M, g) (resp
(TM, gf )), alors :

1)Rf
p(XH , Y H)Y H =(Rx(X, Y )Y )H +

3

4
(Rx(u,R(X, Y )u)Y )H

+
3

4
gx(R(X, Y )u, grad f)(Rx(u, grad f)Y )H

+
1

2
((∇YR)(X, Y )u)Vp +

3

4
gx(R(X, Y )u, grad f)(∇Y grad f)Vp (3.3)

+
3

8α

[
2gx(R(X, Y )u,∇Y grad f)− Yx(α)gx(R(X, Y )u, grad f))

]
(grad f)Vp .

2)Rf
p(XH , Y V )Y V =− Yx(f)(∇X∇Y grad f)Hp −

1

4
Yx(f)

(
Rx(u, Y + grad f)R(u, Y )X

)H
− 1

2
Yx(f)(Rx(Y, grad f)X)H − 1

4
Yx(f)(Rx(u, Y + Y (f) grad f)R(u, grad f)X)H

+
1

4
Y 2
x (f)(∇(∇X grad f) grad f)Hp + Yx(f)(∇(∇XY ) grad f)Hp

+
Yx(f)

8α

[
gx(Y,∇X grad f − 1

2
X(α) grad f)

]
(gradα)Hp

+
[ 1

8α
Xx(α)Yx(f)− 1 + 3α

4α
gx(Y,∇X grad f)

]
(∇Y grad f)Hp (3.4)

+
1

2
Yx(f)(Rx(X,∇Y grad f)u)V − 1

4
Yx(f)(∇(R(u,Y+Y (f) grad f)X) grad f)Vp

+
1

8α
gx
(
R(u, Y + Y (f) grad f)X, Y (f) gradα−∇Y grad f

)
(grad f)Vp .

3)−Rf
p(XV , Y H)Y H =

1

2
((∇YR)x(u,X)Y )H +

1

2
Xx(f)((∇YR)x(u, grad f)Y )H

+
3

4
Xx(f)(Rx(u,∇Y grad f)Y )H +

3

4
gx(X,∇Y grad f)(Rx(u, grad f)Y )H

+
1

2
Xx(f)

[
∇Y∇Y grad f −∇(∇Y Y ) grad f

]V
p

− 1

4

(
Rx(Y,R(u, (X +X(f) grad f))Y )u

)V
+
[3α + 1

4α
gx(X,∇Y grad f)− 1

8α
Xx(f)Yx(α)

]
(∇Y grad f)Vp (3.5)

+
[ 1

4α
Xx(f)‖∇Y grad f‖2 +

1

2α
gx
(
∇Y∇Y grad f −∇(∇Y Y ) grad f,X

)
− 1

4α
Xx(f)gx(Y,∇Y gradα)− 1

8α2
Xx(f)(Yx(α))2

− 3α + 2

8α2
Yx(α)gx(X,∇Y grad f)

]
(grad f)Vp .
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4)Rf
p(XV , Y V )Y V =

1

4
(Rx(u, Y )(∇(

X(f)Y+Y (f)X
) grad f))H − 1

2
Yx(f)(Rx(u,X)(∇Y grad f))H

+
1

4
Yx(f)

(
Rx(u, grad f)(∇(

Y (f)X−X(f)Y
) grad f)

)H
+

1

8α
gx
(
∇(

X(f)Y−Y (f)X
) grad f, (Y (f) gradα + 2∇Y grad f)

)
(grad f)Vp

(3.6)

+
1

4
Yx(f)

(
∇(∇(

Y (f)X−X(f)Y

) grad f) grad f
)V
p

pour tout p = (x, u) ∈ TM et , X, Y, Z ∈ Γ(TM).

Dans la suite on note Qf (V,W ) le carré de l’aire du parallélogramme de côtés V et W
pour V,W ∈ Γ(TTM)

Qf (V,W ) = gf (V, V )gf (W,W )− |gf (V,W )|2. (3.7)

Soit Gf un tenseur de type (2, 0) sur le fibré tangent TM , pour V,W ∈ Γ(TTM) donné par

Gf (V,W ) = gf (Rf (V,W )W,V ). (3.8)

Kf (V,W ) =
Gf (V,W )

Qf (V,W )

Lemme 3.3.1
Soit (M, g) une variété Riemannienne et (TM, gf )) son fibré tangent équipé de la métrique
de Mus-Gradient. Alors, pour tous champs de vecteurs orthonormés X, Y ∈ Γ(TM) on a :

1) Qf (XH , Y H) =1

2) Qf (XH , Y V ) =1 + |Y (f)|2

3) Qf (XV , Y V ) =1 + |X(f)|2 + |Y (f)|2

Preuve.
L’énoncé est une conséquence directe de la définition 3.1.1 est de l’equation (3.7).

Lemme 3.3.2
Soit (M, g) une variété Riemannienne et (TM, gf )) son fibré tangent équipé de la métrique
de Mus-Gradient. Alors, pour tous champs de vecteurs orthonormés X, Y ∈ Γ(TM) on a :

1) Gf (XH , Y H) =g(R(X, Y )Y,X)− 3

4
‖R(X, Y )u‖2 − 3

4
|g(R(X, Y )u, grad f)|2
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2) Gf (XH , Y V ) =Y (f)
[
g(∇X grad f,∇XY )− g(∇X∇Y grad f,X)

+
1

4α
X(α)g(∇X grad f, Y ) +

1

2
g(R(u, Y )X,R(u, grad f)X)

]
+ |Y (f)|2

[1
4
‖R(u, grad f)X‖2 +

1

4
‖∇X grad f‖2 − 1

16α
|X(α)|2

]
+

1

4
‖R(u, Y )X‖2 − 3α + 1

4α
|g(∇X grad f, Y )|2

3) Gf (XV , Y V ) =
1

4
|Y (f)|2‖∇X grad f‖2 +

1

4
|X(f)|2‖∇Y grad f‖2

− 1

2
X(f)Y (f)g(∇X grad f,∇Y grad f)

Preuve.
L’énoncé est une conséquence directe de la définition 3.1.1, théorème 3.3.1 est de l’equation
(3.8).

Proposition 3.3.1
Soit (M, g) une variété Riemannienne et (TM, gf )) son fibré tangent équipé de la métrique de
Mus-Gradient. Si K (resp., Kf) désigne la courbure sectionnelle de (M, g) (resp., (TM, gf )),
alors pour tous champs de vecteurs orthonormés X, Y ∈ Γ(TM) on a :

1)Kf (XH , Y H) =K(X, Y )− 3

4
‖R(X, Y )u‖2 − 3

4
|g(R(X, Y )u, grad f)|2

2)Kf (XH , Y V ) =
Y (f)

1 + |Y (f)|2
[
g(∇X grad f,∇XY )− g(∇X∇Y grad f,X)

+
1

4α
X(α)g(∇X grad f, Y ) +

1

2
g(R(u, Y )X,R(u, grad f)X)

]
+
|Y (f)|2

1 + |Y (f)|2
[1
4
‖R(u, grad f)X‖2 +

1

4
‖∇X grad f‖2 − 1

16α
|X(α)|2

]
+

1

1 + |Y (f)|2
[1
4
‖R(u, Y )X‖2 − 3α + 1

4α
|g(∇X grad f, Y )|2

]

3)Kf (XV , Y V ) =
1

1 + |X(f)|2 + |Y (f)|2

[
− 1

2
X(f)Y (f)g(∇X grad f,∇Y grad f)

+
1

4
|Y (f)|2‖∇X grad f‖2 +

1

4
|X(f)|2‖∇Y grad f‖2

]
Preuve.
La division de Gf (X i, Y j) par Qf (X i, Y j) pour i, j ∈ {H,V } donne le résultat.

Proposition 3.3.2
Soit (M, g) une variété Riemannienne de courbure sectionnelle constante λ et (TM, gf )) son
fibré tangent équipé de la métrique de la métrique de Mus-Gradient. Si Kf désigne la courbure
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sectionnelle de (TM, gf ), alors pour tous champs vecteurs orthonormés X, Y ∈ Γ(TM) on
a :

1)Kf (XH , Y H) =λ− 3λ2

4

[
|g(X, u)|2 + |g(Y, u)|2|+ |X(f)g(Y, u)− Y (f)g(X, u)|2

]
2)Kf (XH , Y V ) =

λ2

4(1 + |Y (f)|2)

[
2|Y (f)|2|g(X, u)|2 − 2X(f)Y (f)g(X, u)g(Y, u)

+ |g(X, u)|2 + |X(f)|2|Y (f)|2‖u‖2 − 2X(f)|Y (f)|2u(f)g(X, u)

+ (α− 1)|Y (f)|2|g(X, u)|2
]
− 3α + 1

4α(1 + |Y (f)|2)
|g(∇X grad f, Y )|2

+
|Y (f)|2

1 + |Y (f)|2
[1
4
‖∇X grad f‖2 − 1

16α
|X(α)|2

]
+

Y (f)

1 + |Y (f)|2
[
g(∇X grad f,∇XY )− g(∇X∇Y grad f,X)

+
1

4α
X(α)g(∇X grad f, Y )

]
3)Kf (XV , Y V ) =

1

1 + |X(f)|2 + |Y (f)|2

[
− 1

2
X(f)Y (f)g(∇X grad f,∇Y grad f)

+
1

4
|Y (f)|2‖∇X grad f‖2 +

1

4
|X(f)|2‖∇Y grad f‖2

]
Preuve.
La preuve de la proposition 3.3.2 est déduite de la proposition 3.3.1 est des equations sui-
vantes :

R(X, Y )Z = λ
[
g(Y, Z)X − g(X,Z)Y

]
, ∀X, Y, Z ∈ Γ(TM).

‖R(X, Y )u‖2 = ‖λ
[
g(Y, u)X − g(X, u)Y

]
‖2

= λ2
[
g(X, u)|2 + |g(Y, u)|2

]
|g(R(X, Y )u, grad f)|2 = |g(λ

[
g(Y, u)X − g(X, u)Y

]
, grad f)|2

= λ2|X(f)g(Y, u)− Y (f)g(X, u)|2

g(R(u, Y )X,R(u, grad f)X) = λ2g(g(X, Y )u− g(u,X)Y, g(X, grad f)u− g(u,X) grad f)

= λ2
[
Y (f)|g(X, u)|2 −X(f)g(X, u)g(Y, u)

]
‖R(u, Y )X‖2 = ‖λ

[
g(Y,X)u− g(u,X)Y

]
‖2

= λ2|g(u,X)|2

‖R(u, grad f)X‖2 = ‖λ
[
g(grad f,X)u− g(u,X) grad f

]
‖2

= λ2
[
|X(f)|2‖u‖2 − 2X(f)U(f)g(X, u) + (α− 1)|g(X, u)|2

]
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Lemme 3.3.3
Soit (E1, ..., Em) une base locale orthonormée de champs de vecteurs sur (M, g). Si grad f 6= 0
on pose :

E1 =
grad f

‖ grad f‖
, Fi = EH

i , Fm+1 =
1√
α
EV

1 et Fm+j = EV
j , i = 1,m , j = 2,m.

Alors :
1) (F1, ..., F2m) est une base locale orthonormée sur (TM, gf ),
2) Qf (Fa, Fb) = 1 , Kf (Fa, Fb) = Gf (Fa, Fb) , a, b = 1, 2m,
3) E1(f) =

√
α− 1 , Ej(f) = 0 , j = 2,m,

4) g(∇Ei grad f, grad f) =
1

2
Ei(α) , i = 1,m,

5) ∇grad f grad f =
1

2
gradα,

6) g(∇Ei∇grad fgrad f, Ei) =
1

2
g(∇Eigrad α,Ei) , i = 1,m.

Lemme 3.3.4
Soit (M, g) une variété Riemannienne (TM, gf )) son fibré tangent équipé de la métrique de
Mus-Gradient. Si (E1, ..., Em) (resp., (F1, ..., Fm)) une base locale orthonormée sur M (resp.,
TM), alors pour tout i, j = 1,m et k, l = 2,m, on a :

1)Kf (Fi, Fj) =K(Ei, Ej)−
3

4
‖R(Ei, Ej)u‖2 −

3

4
|g(R(Ei, Ej)u, grad f)|2

2)Kf (Fi, Fm+1) =
α + 3

4α
‖∇Ei grad f‖2 − α2 − α + 4

16α2(α− 1)
|Ei(α)|2

+
α

4(α− 1)
‖R(u, grad f)Ei‖2 −

1

2α
g(∇Eigrad α,Ei)

3)Kf (Fi, Fm+l) =
1

4
‖R(u,El)Ei‖2 −

3α + 1

4α
|g(∇Ei grad f, El)|2

4)Kf (Fm+k, Fm+1) =
α− 1

4α
‖∇Ek grad f‖2

5)Kf (Fm+k, Fm+l) =0

Preuve.
En utilisant la proposition 3.3.1 et le lemme 3.3.3.
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1) Application directe.

2)Kf (Fi, Fm+1) =Gf (EH
i ,

1√
α(α− 1)

(grad f)V )

=
1

α(α− 1)
Gf (EH

i , (grad f)V )

=
1

α(α− 1)

[
(α− 1)

[
g(∇Ei grad f,∇Ei grad f)− g(∇Ei∇grad f grad f, Ei)

+
1

4α
Ei(α)g(∇Ei grad f, grad f) +

1

2
g(R(u, grad f)Ei, R(u, grad f)Ei)

]
+ (α− 1)2

[1

4
‖R(u, grad f)Ei‖2 +

1

4
‖∇Ei grad f‖2 − 1

16α
|Ei(α)|2

]
+

1

4
‖R(u, grad f)Ei‖2 −

3α + 1

4α
g(∇Ei grad f, grad f)

]]

=
α + 3

4α
‖∇Ei grad f‖2 − α2 − α + 4

16α2(α− 1)
|Ei(α)|2

+
α

4(α− 1)
‖R(u, grad f)Ei‖2 −

1

2α
g(∇Eigrad α,Ei)

3)Kf (Fi, Fm+l) =Kf (EH
i , E

V
l )

=
1

4
‖R(u,El)Ei‖2 −

3α + 1

4α
|g(∇Eigrad f, El)|2

]

4)Kf (Fm+k, Fm+1) =Gf (EV
k ,

1√
α(α− 1)

(grad f)V )

=
1

α(α− 1)
Gf (EH

k , (grad f)V )

=
1

α(α− 1)

(α− 1)2

4
‖∇Ek grad f‖2

=
α− 1

4α
‖∇Ek grad f‖2

5) application directe.

Lemme 3.3.5
Soit (E1, ..., Em) une base locale orthonormée sur M , alors pour tout i, j = 1,m, on a :

m∑
i,j=1

‖R(u,Ei)Ej‖2 =
m∑

j,s=1

‖R(Ei, Ej)u‖2.
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Preuve.

m∑
i,j=1

‖R(u,Ei)Ej‖2 =
m∑

i,j=1

g(R(u,Ei)Ej, R(u,Ei)Ej)

=
m∑

i,j,k,l,s=1

ukulg(R(Ek, Ei)Ej, Es)g(R(El, Ei)Ej, Es)

=
m∑

i,j,k,l,s=1

ukulg(R(Ej, Es)Ek, Ei)g(R(Ej, Es)El, Ei)

=
m∑

i,j,s=1

g(R(Ej, Es)u, g(R(Ej, Es)u,Ei)Ei)

=
m∑

i,j=1

‖R(Ei, Ej)u‖2

Théorème 3.3.2
Soit (M, g) une variété Riemannienne et (TM, gf )) son fibré tangent équipé de la métrique
de Mus-Gradient. Si σ (resp., σf) désigne la courbure scalaire de (M, g) (resp., (TM, gf )),
alors pour toute base locale orthonormée (E1, ..., Em) sur M on a :

σf =σ − α2 − α + 4

8α2(α− 1)
‖ gradα‖2

− 1

4

m∑
i,j=1

‖R(Ei, Ej)u‖2 −
3

4

m∑
i,j=1

|g(R(Ei, Ej)u, grad f)|2 − 3α + 1

2α

m∑
i,j=1

|g(∇Ei grad f, Ej)|2

+
α + 1

α

∑
i

‖∇Ei grad f‖2 − 1

2

∑
i

‖R(u, grad f)Ei‖2 −
1

α

∑
i

g(∇Ei gradα,Ei) (3.9)

Preuve.
En utilisant les lemmes 3.3.3 , 3.3.4 et 3.3.5.

σf =
2m∑
s,t=1

Kf (Fs, Ft)

=
m∑

i,j=1

Kf (Fi, Fj) + 2
m∑

i,j=1

Kf (Fi, Fm+j) +
m∑

i,j=1

Kf (Fm+i, Fm+j)

=
m∑

i,j=1

Kf (Fi, Fj) + 2
m∑
i=1

Kf (Fi, Fm+1) + 2
m∑

i=1,j=2

Kf (Fi, Fm+j) + 2
m∑
i=1

Kf (Fm+i, Fm+1)

+
m∑

i,j=2

Kf (Fm+i, Fm+j)
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σf =
m∑

i,j=1

[
K(Ei, Ej)−

3

4
‖R(Ei, Ej)u‖2 −

3

4
|g(R(Ei, Ej)u, grad f)|2

]
+ 2

m∑
i=1

[α + 3

4α
‖∇Ei grad f‖2 − α2 − α + 4

16α2(α− 1)
|Ei(α)|2

+
α

4(α− 1)
‖R(u, grad f)Ei‖2 −

1

2α
g(∇Eigrad α,Ei)

]
+ 2

m∑
i=1,j=2

[1

4
‖R(u,Ej)Ei‖2 −

3α + 1

4α
|g(∇Ei grad f, Ej)|2

]
+ 2

m∑
i=2

α− 1

4α
‖∇Ei grad f‖2

(3.10)

=σ − 3

4

m∑
i,j=1

‖R(Ei, Ej)u‖2 −
3

4

m∑
i,j=1

|g(R(Ei, Ej)u, grad f)|2

+
α + 3

2α

m∑
i=1

‖∇Ei grad f‖2 − α2 − α + 4

8α2(α− 1)

m∑
i=1

|Ei(α)|2

+
α

2(α− 1)

m∑
i=1

‖R(u, grad f)Ei‖2 −
1

α

m∑
i=1

g(∇Ei gradα,Ei)

+
1

2

m∑
i=1,j=2

‖R(u,Ej)Ei‖2 −
3α + 1

2α

m∑
i,j=2

g(∇Ei grad f, Ej)|2 +
α− 1

2α

m∑
i=1

‖∇Ei grad f‖2

(3.11)
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=σ − 1

4

m∑
i,j=1

‖R(Ei, Ej)u‖2 −
3

4

m∑
i,j=1

|g(R(Ei, Ej)u, grad f)|2

+
α + 1

α

m∑
i=1

‖∇Ei grad f‖2 − α2 − α + 4

8α2(α− 1)

m∑
i=1

|Ei(α)|2

+
α

2(α− 1)

m∑
i=1

‖R(u, grad f)Ei‖2 −
1

2

m∑
i=1

‖R(u,E1)Ei‖2

− 1

α

m∑
i=1

g(∇Ei gradα,Ei)−
3α + 1

2α

m∑
i,j=1

g(∇Ei grad f, Ej)|2

=σ − 1

4

m∑
i,j=1

‖R(Ei, Ej)u‖2 −
3

4

m∑
i,j=1

|g(R(Ei, Ej)u, grad f)|2

− 3α + 1

2α

m∑
i,j=1

|g(∇Ei grad f, Ej)|2 −
α2 − α + 4

8α2(α− 1)
‖ gradα‖2

+
α + 1

α
‖∇ grad f‖2 − 1

2
traceg(R(u, grad f)2)− 1

α
traceg(∇ gradα)

Corollaire 3.3.1
Soit (M, g) une variété Riemannienne de courbure sectionnelle constante λ et (TM, gf )) son
fibré tangent équipé de la métrique de Mus-Gradient. Si σf désigne la courbure scalaire de
(TM, gf ), alors pour toute base locale orthonormée (E1, ..., Em) sur M on a :

σf =m(m− 1)λ+ λ2
[2α−m− 1

2
‖u‖2 − |g(u, grad f)|2

]
− 3α + 1

2α

m∑
i,j=1

|g(∇Ei grad f, Ej)|2 −
α2 − α + 4

8α2(α− 1)
‖ gradα‖2

+
α + 1

α
‖∇ grad f‖2 − 1

α
traceg(∇ gradα)

Preuve.
Du fait que : σ = m(m− 1)λ et pour tous champs de vecteurs X, Y, Z ∈ TM

R(X, Y )Z = λ(g(Z, Y )X − g(X,Z)Y )

alors :
m∑

i,j=1

‖R(Ei, Ej)u‖2 =2(m− 1)λ2‖u‖2 (3.12)

m∑
i,j=1

|g(R(Ei, Ej)u, grad f)|2 = 0 (3.13)
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traceg(R(u, grad f)2) =− 2λ2
[
(α− 1)‖u‖2 − |g(u, grad f)|2

]
(3.14)

Du théorème (3.3.2) et des formules (3.12), (3.13) et (3.14) on déduit

σf =m(m− 1)λ+ λ2
[2α−m− 1

2
‖u‖2 − |g(u, grad f)|2

]
− 3α + 1

2α

m∑
i,j=1

|g(∇Ei grad f, Ej)|2 −
α2 − α + 4

8α2(α− 1)
‖ gradα‖2

+
α + 1

α
‖∇ grad f‖2 − 1

α
traceg(∇ gradα)

3.4 Biharmonicité de la métrique de Mus-Gradient

Soit φ : (Mm, g) → (Nn, h) une application differentiable entre deux variétés Rieman-
nienne, alors la fonctionnelle energie est définie par

E(φ) =

∫
K

e(φ)dvg (3.15)

sur tout compact K ⊂M .

e(φ) =
1

2
traceg(φ

∗h) =
1

2
tracegh(dφ, dφ) (3.16)

est la densité de φ.
Une application est dite harmonique si c’est un point critique de la fonctionnelle énergie.

Pour tout variation {φt}t∈I de φ avec φ0 = φ et V =
d

dt
φt

∣∣∣
t=0

, on a

d

dt
E(φt)

∣∣∣
t=0

= −
∫
K

h(τ(φ), V )dvg (3.17)

où
τ(φ) = traceg∇dφ (3.18)

est le champ de tension de φ. Alors φ est harmonique si et seulement si τ(φ) = 0.

Le champ bitension de ϕ est donné par

τ2(ϕ) = − traceg R
N(τ(ϕ), dϕ)dϕ− traceg

(
∇ϕ∇ϕτ(ϕ)−∇ϕ

∇M τ(ϕ)
)
. (3.19)

et ϕ est dite biharmonique si et seulement si τ2(ϕ) = 0
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Lemme 3.4.1 Soit (M, g) une variété Riemannienne et (TM, gS)) sont fibré tangent équipé
de la métrique de Sasaki alors la projection canonique π : (TM, gS) 7→ (M, g) est harmonique.

Théorème 3.4.1 Soit (M, g) une variété Riemannienne, f : M →]0,+∞[ telle que f ∈
C∞(M) et (TM, gf )) sont fibré tangent équipé de la métrique de Mus-Gradient.alors le champ
de tension de la projection canonique π : (TM, gf ) 7→ (M, g) est donnée par

τ f (π) =
1

α
∇grad f grad f =

gradα

2α
(3.20)

et π est harmonique si et seulement si ‖ grad f‖ = Const.

Preuve. Du lemme 3.3.3, si (E1, ..., Em) est une base orthonormée sur (M, g) tel que
E1 = grad f

‖ grad f‖ , alors (EH
1 , ..., E

H
m ,

1√
α
EV

1 , ..., E
V
m) est une base orthonormée sur (TM, gf ). Du

théorème 3.2.1 on a

τ f (π) =
m∑
i=1

∇EiEi −
m∑
i=1

dπ(∇f

EHi
EH
i )−

m∑
i=2

dπ(∇f

EVi
EV
i )− 1

α
dπ(∇f

EV1
EV

1 )

=
m∑
i=2

Ei(f)∇Ei grad f +
1

α
E1(f)∇E1 grad f

= ∇∑m
i=1 Ei(f)Ei

grad f +
1− α
α

E1(f)∇E1 grad f

= ∇grad f grad f +
1− α
α

E1(f)∇E1 grad f

= ∇grad f grad f +
1− α
α
‖ grad f‖∇ grad f

‖ grad f‖
grad f

= ∇grad f grad f +
1− α
α
∇grad f grad f

=
1

α
∇grad f grad f

=
gradα

2α
.

Théorème 3.4.2 Soit (M, g) une variété Riemannienne, f une fonction de classe C∞ sur
M tel que grad f 6= 0 en tout point sur M , et (TM, gf ) son fibré tangent équipé de la métrique
de Mus-Gradient. Alors la projection canonique π : (TM, gf ) −→ (M, g) est biharmonique si
et seulement si

Ricci(grad lnα) +
1

2
grad(∆ lnα) +

1

8
grad(‖ grad lnα‖2) = 0. (3.21)

Preuve. Soit (E1, ..., Em) est une base orthonormée sur (M, g) tel que E1 = grad f
‖ grad f‖ ,

de sorte que (EH
1 , ..., E

H
m ,

1√
α
EV

1 , ..., E
V
m) est une base orthonormée sur (TM, gf ). Puisque

dπ(XH) = X et dπ(XV ) = 0 pour tout X ∈ Γ(TM), on obtient

− tracegf R(τ(π), dπ)dπ = − 1

2α

m∑
i=1

R(gradα,Ei)Ei,
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Par la definition du tenseur de Ricci de (M, g) avec 1
α

gradα = grad lnα, on a

− tracegf R(τ(π), dπ)dπ = −1

2
Ricci(grad lnα).

le terme − tracegf ∇π∇πτ(π) est donné par

− tracegf ∇π∇πτ(π) = −1

2

m∑
i=1

∇π
EHi
∇π
EHi

grad lnα

= −1

2

m∑
i=1

∇Ei
∇Ei

grad lnα.

Pour le dernier terme tracegf ∇π
∇f τ(π) on a

tracegf ∇π
∇f τ(π) =

1

2

m∑
i=1

∇π

∇f
EH
i

EHi
grad lnα +

1

2α
∇π

∇f
EV1

EV1
grad lnα

+
1

2

m∑
i=2

∇π

∇f
EV
i

EVi
grad lnα, (3.22)

Selon le théorème 3.2.1, on a

(∇f

EHi
EH
i )(x,u) = (∇EiEi)

H
x −

1

2
(Rx(Ei, Ei)u)V = (∇EiEi)

H
x , for all 1 ≤ i ≤ m

(∇f

EV1
EV

1 )(x,u) = −E1(f)x(∇E1 grad f)Hx = −(∇grad f grad f)Hx ,

(∇f

EVi
EV
i )(x,u) = −Ei(f)x(∇Ei grad f)Hx = 0, for all 2 ≤ i ≤ m,

où (x, u) ∈ TM . Remplaçant les dernières formules dans (3.22), avec∇grad f grad f = 1
2

grad(‖ grad f‖2),
on trouve que

tracegf ∇π
∇f τ(π) =

1

2

m∑
i=1

∇∇EiEi grad lnα− 1

4α
∇grad(‖ grad f‖2) grad lnα

=
1

2

m∑
i=1

∇∇EiEi grad lnα− 1

4
∇grad lnα grad lnα

=
1

2

m∑
i=1

∇∇EiEi grad lnα− 1

8
grad(‖ grad lnα‖2).

Notons que la projection canonique π est biharmonique si et seulement si

τ2(π) = − tracegf R(τ(π), dπ)dπ − tracegf
(
∇π∇πτ(π)−∇π

∇τ(π)
)

= 0,

est équivalente à :

0 = −1

2
Ricci(grad lnα)− 1

2

m∑
i=1

∇Ei
∇Ei

grad lnα

+
1

2

m∑
i=1

∇∇EiEi grad lnα− 1

8
grad(‖ grad lnα‖2).
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Le théorème 3.4.2 découle de la dernière équation et du faite que

traceg∇2 grad lnα = Ricci(grad lnα) + grad(∆ lnα).

Corollaire 3.4.1 Soit (M, g) une variété d’Einstein (i.e. Ricci(X) = λX pour tout X dans
Γ(TM) où λ ∈ R), f est une fonction positive de classe C∞sur M tel que grad f 6= 0 en tout
points sur M , et (TM, gf ) son fibré tangent équipé de la métrique de Mus-Gradient. Alors la
projection canonique π : (TM, gf ) −→ (M, g) est biharmonique si et seulement si

λ lnα +
1

2
∆ lnα +

1

8
‖ grad lnα‖2 = Const. (3.23)

D’après le corollaire 3.4.1, nous avons l’exemple suivant :

Exemple 3.4.1 Soit M = (1,∞) × Rm−1 équipé de la métrique Riemannienne g = dt2 +∑m−1
i=1 dx2i . notant que, (M, g) est une variété d’Einstein avec λ = 0. On pose

f(t, x) =

∫ √
t4 − 1dt, pour tout (t, x) dans M.

On a, grad f =
√
t4 − 1 ∂t, ‖ grad f‖ =

√
t4 − 1, α(t, x) = t4, pour tout (t, x) dans M , de

sorte que

∆ lnα = − 4

t2
et ‖ grad lnα‖2 =

16

t2
.

Utilisant le corollaire3.4.1, la projection canonique π : (TM, gf ) −→ (M, g) est biharmonique
propre. Le champ de tension de π et la métrique de Mus-Gradient gf sont donnés par :

τ(π) =
2

t
∂t et gf = dt2 +

m−1∑
i=1

dx2i + t4dy21 +
m−1∑
i=1

dy2i .

3.5 Géodésiques de la Métrique de Mus-gradient
Définition 3.5.1
Soit x : I →M une courbe sur une variété M .
On définit une courbe C : I → TM par ∀t ∈ I, C(t) = (x(t), y(t)) où y(t) ∈ Tx(t)M
C’est-à-dire y(t) est un champ de vecteurs le long de la courbe x(t).

Définition 3.5.2
Soient (M, g) une variété Riemannienne et x une courbe sur M .
Alors la courbe C(t) = (x(t), ẋ(t)) est dite relèvement naturel de la courbe x(t) à TM .
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Définition 3.5.3
Soient (M, g) une variété Riemannienne et ∇ désigne la connexion de Levi-Civita associée à
g.Si x(t) une courbe sur M ,alors la courbe C(t) = (x(t), y(t)) est dite relèvement horizontal
de la courbe x(t) à TM si et seulement si ∇ẋy = 0.

Lemme 3.5.1
Soient (M, g) une variété Riemannienne et ∇ désigne la connexion de Levi-Civita associée à
g.Si x(t) une courbe sur M et C(t) = (x(t), ẋ(t)) une courbe sur TM . alors

Ċ = ẋH + (∇ẋy)V (3.24)

Proposition 3.5.1
Soient (M, g) une variété Riemannienne et ∇ (resp. ∇f) désigne la connexion de Levi-

Civita associée à (M, g) (resp. (TM, gf )).Si x(t) une courbe sur M et C(t) = (x(t), y(t)) une
courbe sur TM alors :

∇f

Ċ
Ċ =

[
∇ẋẋ+R(y,∇ẋy)ẋ+ g(∇ẋy, grad f)R(y, grad f)ẋ

− g(∇ẋy, grad f)
(
∇(∇ẋy)grad f

)]H

+

[
∇ẋ∇ẋy + g(∇ẋy, grad f)∇ẋgrad f

+
1

α

[
g(∇ẋy,∇ẋgrad f)− g(∇ẋgrad f, grad f)g(∇ẋy, grad f)

]
grad f

]V
(3.25)

Preuve.
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∇f

Ċ
Ċ = ∇f

[ẋH + (∇ẋy)V ]
[ẋH + (∇ẋy)V ]

= ∇f

ẋH
ẋH +∇f

ẋH
(∇ẋy)V +∇f

(∇ẋy)V
ẋH +∇f

(∇ẋy)V
(∇ẋy)V

= (∇ẋẋ)H − 1

2
(R(ẋ, ẋ)y)V

+
1

2
(R(y,∇ẋy)ẋ)H +

1

2
(∇ẋy)(f)(R(y, grad f)ẋ)H

+(∇ẋ∇ẋy)V +
1

2
(∇ẋy)(f)(∇ẋgrad f)V

+
1

2α

[
g(∇ẋy,∇ẋgrad f)− 1

2
ẋ(α)(∇ẋy)(f)

]
(grad f)V

+
1

2
(R(y,∇ẋy)ẋ)H +

1

2
(∇ẋy)(f)(R(y, grad f)ẋ)H

+
1

2
(∇ẋy)(f)(∇ẋgrad f)V

+
1

2α

[
g(∇ẋy,∇ẋgrad f)− 1

2
ẋ(α)(∇ẋy)(f)

]
(grad f)V

−1

2
(∇ẋy)(f)(∇(∇ẋy)grad f)H − 1

2
(∇ẋy)(f)(∇(∇ẋy)grad f)H
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∇f

Ċ
Ċ = (∇ẋẋ)H + (R(y,∇ẋy)ẋ)H + (∇ẋy)(f)(R(y, grad f)ẋ)H

+(∇ẋ∇ẋy)V + (∇ẋy)(f)(∇ẋgrad f)V

+
1

α

[
g(∇ẋy,∇ẋgrad f)− 1

2
ẋ(α)(∇ẋy)(f)

]
(grad f)V

−(∇ẋy)(f)(∇(∇ẋy)grad f)H
]

=

[
∇ẋẋ+R(y,∇ẋy)ẋ+ g(∇ẋy, grad f)R(y, grad f)ẋ

− g(∇ẋy, grad f)
(
∇(∇ẋy)grad f

)]H

+

[
∇ẋ∇ẋy + g(∇ẋy, grad f)∇ẋgrad f

+
1

α

[
g(∇ẋy,∇ẋgrad f)− 1

2
ẋ(α)g(∇ẋy, grad f)

]
grad f

]V

=

[
∇ẋẋ+R(y,∇ẋy)ẋ+ g(∇ẋy, grad f)R(y, grad f)ẋ

− g(∇ẋy, grad f)
(
∇(∇ẋy)grad f

)]H

+

[
∇ẋ∇ẋy + g(∇ẋy, grad f)∇ẋgrad f

+
1

α

[
g(∇ẋy,∇ẋgrad f)− g(∇ẋgrad f, grad f)g(∇ẋy, grad f)

]
grad f

]V

Théorème 3.5.1
Soient (M, g) une variété Riemannienne et (TM, gf ) son fibré tangent équipé de la métrique
de Mus-gradient Si x(t) une courbe sur M et C(t) = (x(t), y(t)) une courbe sur TM alors :
C(t) est une géodésique sur TM ssi
∇ẋẋ = −R(y,∇ẋy)ẋ− g(∇ẋy, grad f)R(y, grad f)ẋ

+g(∇ẋy, grad f)
(
∇(∇ẋy)grad f

)
∇ẋ∇ẋy = −g(∇ẋy, grad f)∇ẋgrad f

− 1

α

[
g(∇ẋy,∇ẋgrad f)− g(∇ẋgrad f, grad f)g(∇ẋy, grad f)

]
grad f

(3.26)

Preuve.
La preuve du Théorème (3.5.1) découle directement de la définition d’une géodésique et la
proposition (3.5.1).
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Corollaire 3.5.1
Soient (M, g) une variété Riemannienne et (TM, gf ) son fibré tangent équipé de la métrique
de Mus-gradient. Le relèvement naturel C(t) = (x(t), ẋ(t)) d’une géodésique x(t) sur M est
une géodésique sur TM .

Corollaire 3.5.2
Soient (M, g) une variété Riemannienne et (TM, gf ) son fibré tangent équipé de la métrique
de Mus-gradient et C(t) = (x(t), y(t)) un relèvement horizontal de la courbe x(t) à TM
(i.e.∇ẋy = 0 ).Alors C(t) est une géodésique sur TM ssi x(t) est une géodésique sur M .

Remarque 3.5.1
Si C(t) = (x(t), y(t)) un relèvement horizontal de la courbe x à TM .
Localement on a

∇ẋy = 0 ⇔ y = exp(−A).y0 , y0 ∈ Rn, A = [akj] , akj =
n∑
i=1

dxi

dt
Γkij

Exemple 3.5.1
On considère sur R la métrique g = exdx2.
Les symboles de Christoffel de la connexion de Levi-cita associe à g sont

Γ1
11 =

1

2
g11(

∂g11
∂x1

+
∂g11
∂x1
− ∂g11
∂x1

) =
1

2

Donc les géodésiques c(t) telles que c(0) = x, c′(0) = v de g vérifient l’équation

c′′ +
1

2
(c′)2 = 0

d’où c′(t) =
2v

2 + vt
et donc c(t) = x+ 2 ln(1 +

vt

2
)

Le relèvement naturel C(t) = (c(t), ċ(t)) est géodésique sur TR. où ċ(t) = c′(t)
d

dt

Exemple 3.5.2
On considère le demi-plan supérieur

R2
+ = {(x, y) ∈ R2, y > 0}

muni de la métrique g définie par

g11 = 1 , g22 = y2 , g12 = g21 = 0

Les symboles de Christoffel de la connexion de Levi-cita associe à g sont

Γ1
11 = Γ1

12 = Γ1
21 = Γ1

22 = 0 , Γ2
11 = Γ2

12 = Γ2
21 = 0 , Γ2

22 =
1

y

Soit C(t) = (γ(t), δ(t)) un relèvement horizontal de la courbe γ(t) = (x(t), y(t))
et δ(t) = (u(t), v(t)), alors

A =

0 0

0
y′

y

 , δ(t) = (0, k exp(
y′

y
)) et C(t) =

(
x(t), y(t), 0, k exp(

y′

y
)
)
,k ∈ R.
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Exemple 3.5.3
On considère R3 r {0} muni de la métrique h définie par

h11 = x2 , h22 = y2 , h33 = z2 , hij = 0,∀i 6= j , (x, y, z) 6= (0, 0, 0)

Les symboles de Christoffel de la connexion de Levi-cita associe à h sont

Γ1
11 =

1

x
, Γ2

22 =
1

y
, Γ3

33 =
1

z
, Γkij = 0 ∀(i, j, k) ∈ {1, 2, 3}3 r {(1, 1, 1), (2, 2, 2), (3, 3, 3)}

Soit C(t) = (γ(t), δ(t)) un relèvement horizontal de la courbe γ(t) = (x(t), y(t), z(t))
et δ(t) = (u(t), v(t), w(t)), alors

A =


x′

x
0 0

0
y′

y
0

0 0
z′

z

 , δ(t) =
(
k1 exp(

x′

x
), k2 exp(

y′

y
), k3 exp(

z′

z
)
)

et C(t) =
(
x(t), y(t), z(t), k1 exp(

x′

x
), k2 exp(

y′

y
), k3 exp(

z′

z
)
)
, k1, k2, k3 ∈ R.

Théorème 3.5.2
Soient (M, g) une variété Riemannienne et (TM, gf ) son fibré tangent équipé de la métrique de
Mus-gradient,et x(t) une géodésique sur M .Si la courbe C(t) = (x(t), y(t)) est une géodésique
sur TM telle que ∇ẋy 6= 0 alors :

grad f = 0 ou ∇ẋgrad f = 0 (3.27)

i.e f est constante ou grad f est parallèle le long de la courbe x(t).

Preuve.
Soit x(t) une géodésique sur M , alors ∇ẋẋ = 0.En utilisant la première équation de la
formule (3.26) on obtient :

g(∇ẋẋ, ẋ) = 0 ⇒ g(R(y,∇ẋy)ẋ, ẋ)− g(∇ẋy, grad f)g(R(y, grad f)ẋ, ẋ)

+g(∇ẋy, grad f)g
(
∇(∇ẋy)grad f, ẋ

)
= 0

⇒ g(∇ẋy, grad f)g
(
∇ẋgrad f,∇ẋy

)
= 0

⇒ grad f = 0 ou ∇ẋgrad f = 0

Corollaire 3.5.3
Soient (M, g) une variété Riemannienne et (TM, gf ) son fibré tangent équipé de la métrique
de Mus-gradient et x(t) une courbe sur M et ∇ẋgrad f = 0 .Si la courbe C(t) = (x(t), y(t))
est une géodésique sur TM telle que ∇ẋy 6= 0 Alors{

g(∇ẋẋ, ẋ) = 0
∇ẋ∇ẋy = 0

(3.28)
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Preuve.
La preuve découle directement du Théorème (3.5.1).

Corollaire 3.5.4
Soient (M, g) une variété Riemannienne et (TM, gf ) son fibré tangent équipé de la métrique de
Mus-gradient et x(t) une géodésique sur M et ∇ẋgrad f = 0 .Si la courbe C(t) = (x(t), y(t))
est une géodésique sur TM telle que ∇ẋy 6= 0 alors :

∇ẋ∇ẋy = 0 (3.29)

Preuve.
La preuve découle directement du Théorème (3.5.1).
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Dans ce chapitre on définit la métrique de Cheeger-Gromoll généralisée, en donnant les
formules relative aux connexions induites et des différents types de courbures [32].

4.1 Métrique de Cheeger-Gromoll généralisée
Définition 4.1.1 Soit (M, g) une variété Riemannienne et f : M →]0,+∞[ une fonction de
classe C∞ strictement positive. On définit la metrique de Cheeger-Gromoll généralisée Gf sur
le fibré tangent TM par

Gf (XH , Y H)(x,u) = gx(X, Y ),

Gf (XH , Y V )(x,u) = 0,

Gf (XV , Y V )(x,u) = f(x)ωp(gx(X, Y ) + qgx(X, u)gx(Y, u)),

où X, Y ∈ Γ(TM), et r2 = ‖u‖ =
√
g(u, u), avec ω = (1 + ‖u‖2)−1, p, q ∈ R et q positive.

Remarque 4.1.1

1. Si f = 1, p = q = 1, alors Gf est la métrique de Cheeger-Gromoll.
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2. Si f = 1, p = q = 0, alors Gf est la metrique de Sasaki .
3. Gf (XV , UV ) = fωpg(X, u)(1 + qr2).
4. Gf (UV , UV ) = fωpr2(1 + qr2).

où X,U ∈ Γ(TM) et Ux = u = ui
∂

∂xi
∈ TxM et (x, u) ∈ TM .

Lemme 4.1.1 ([4]) Soit (M, g) une variété Riemannienne et TM son fibré tangent. alors,
pour tout (x, u) ∈ TM et pour chaque fonction h a valeurs réelles sur M , on a :

1. XH
(x,u)(h(r2)) = 0,

2. XV
(x,u)(h(r2)) = 2h′(r2)g(X, u),

3. XV (g(X, u) = g(X, Y ),
4. XH(g(Y, u) = g(∇XY, u),
5. XH(g(Y, Z) = X(g(Y, Z)).

pour tout X, Y, Z ∈ Γ(TM).

Lemme 4.1.2 Soit (M, g) une variété Riemannienne et (TM,Gf ) son fibré tangent équipé
de la métrique de Cheeger-Gromoll généralisée, alors

XH(Gf (Y V , ZV )) =
X(f)

f
Gf (Y V , ZV ) +Gf ((∇XY )V , ZV ) +Gf ((∇XZ)V , Y V ),

XV (Gf (Y V , ZV )) = −2pfωp+1g(X, u)
[
g(Y, Z) + g(Y, u)g(Z, u)

]
+qfωp

[
g(X, Y )g(Z, u) + g(X,Z)g(Y, u)

]
,

pour tout X, Y, Z ∈ Γ(TM).

Preuve. En utilisant le lemme 4.1.1, on a
—

XH(Gf (Y V , ZV )) = XH(f)ωp
[
g(Y, Z) + qg(Y, u)g(Z, u)

]
+fωpXH

[
g(Y, Z) + qg(Y, u)g(Z, u)

]
= X(f)ωp

[
g(Y, Z) + qg(Y, u)g(Z, u)

]
+fωp

[
g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ)

+qg(∇XY, u)g(Z, u) + qg(∇XZ, u)g(Y, u)
]

=
X(f)

f
Gf (Y V , ZV ) +Gf ((∇XY )V , ZV )

+ Gf ((∇XZ)V , Y V ).
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—

XV (Gf (Y V , ZV )) = XV (ωp)f
[
g(Y, Z) + qg(Y, u)g(Z, u)

]
+ + fωpXV

[
g(Y, Z) + qg(Y, u)g(Z, u)

]
= −2pfωp+1g(X, u)

[
g(Y, Z) + g(Y, u)g(Z, u)

]
+qfωp

[
g(X, Y )g(Z, u) + g(X,Z)g(Y, u)

]
.

4.2 Connexion de Levi-Civita de Gf

Lemme 4.2.1 Soit (M, g) une variété Riemannienne. Si ∇ (resp. ∇) désigne la connexion
de Levi-Civita de (M, g) (resp. (TM,Gf )), alors

1. Gf (∇XHY H , ZH) = Gf ((∇XY )H , ZH),

2. Gf (∇XHY H , ZV ) = −1

2
Gf (ZV , (R(X, Y )u)V ),

3. Gf (∇XHY V , ZH) = Gf (fωp(R(u, Y )X)H , ZH),

4. Gf (∇XHY V , ZV ) = Gf (X(f)
f
Y V + 2(∇XY )V , ZV ),

5. Gf (∇XV Y H , ZH) = Gf (
f

2
ωp(R(u,X)Y )H , ZH),

6. Gf (∇XV Y H , ZV ) =
Y (f)

f
Gf
(
ZV , XV ),

7. Gf (∇XV Y V , ZH) = Gf (− 1

f
Gf (XV , Y V )(gradf)H , ZH),

8. Gf (∇XV Y V , ZV ) = −2
pω−p+1

f(1 + qr2)
Gf (

[
Gf (XV , UV )Y V +Gf (Y V , UV )XV

]
, ZV )

+2
(pω + q)ω−p

f(1 + qr2)
Gf (XV , Y V )Gf (ZV , UV )

−2
q2ω−2p

f 2(1 + qr2)3
Gf (XV , UV )Gf (Y V , UV )Gf (ZV , UV ),

pour tout X, Y, Z ∈ Γ(TM).

Preuve. On utilise la formule de Koszul pour la connexion de Levi-Civita ∇

2Gf (∇XiY j, Zk) = X i(Gf (Y j, Zk)) + Y j(Gf (Zk, X i))− Zk(Gf (X i, Y j))

− Gf (X i, [Y j, Zk]) +Gf (Y j, [Zk, X i]) +Gf (Zk, [X i, Y j])
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pour tout X, Y, Z ∈ Γ(TM) et i, j, k ∈ {H,V }.
Le résultat est une conséquence directe des calculs suivants en utilisant la définition 4.1.1 et
le lemme 4.1.2

2Gf (∇XHY H , ZH) = X(g(Y, Z)) + Y (g(Z,X))− Zg(g(X, Y ))

−g(X, [Y, Z]) + g(Y, [Z,X]) + g(Z, [X, Y ])

= 2g(∇XY Z)

= 2Gf ((∇XY )H , ZH).

2Gf (∇XHY H , ZV ) = Gf (ZV , [XH , Y H ])

= −Gf (ZV , (R(X, Y )u)V ).

2Gf (∇XHY V , ZH) = Gf (Y V , [ZH , XH ])

= −Gf (Y V , (R(Z,X)u)V )

= Gf ((R(X,Z)u)V , Y V )

= fωp(g(R(X,Z)u, Y ) + qg(R(X,Z)u, u).g(Y, u))

= Gf (fωp(R(u, Y )X)H , ZH).

2Gf (∇XHY V , ZV ) = XH(Gf (Y V , ZV ))

−Gf (Y V , (∇XZ)V ) +Gf (ZV , (∇XY )V )

= Gf (
X(f)

f
Y V + 2(∇XY )V , ZV ).

2Gf (∇XV Y H , ZH) = −Gf (XV , [Y H , ZH ])

= Gf (XV , (R(Y, Z)u)V )

= fωp
[
g(R(u,X)Y, Z) + qg(R(Y, Z)u, u)g(X, u)

]
= Gf (fωp(R(u,X)Y )H , ZH).

2Gf (∇XV Y H , ZV ) = Y H(Gf (ZV , XV ))

− Gf (XV , (∇YZ)V )−Gf (ZV , (∇YX)V )

= Y H(Gf (XV , ZV )) +Gf (XV , (∇YZ)V ) +Gf (ZV , (∇YX)V )

−Gf (XV , (∇YZ)V )−Gf (ZV , (∇YX)V )

=
Y (f)

f
Gf (ZV , XV ).

2Gf (∇XV Y V , ZH) = −ZH(Gf
(
XV , Y V ))

+ Gf (XV , (∇ZY )V ) +Gf (Y V , (∇ZX)V )

= −Z(f)

f
Gf (XV , Y V )

= Gf (− 1

f
Gf (XV , Y V )(gradf)H , ZH).
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Du lemme 4.1.1, on a

2Gf (∇XV Y V , ZV ) = XV (Gf (Y V , ZV ) + Y V (Gf (ZV , XV ))− ZV (Gf (XV , Y V ))

= −2fpωp+1g(X, u) (g(Y, Z) + qg(Y, u)g(Z, u))

+qfωp(g(X, Y )g(Z, u) + g(X,Z)g(Y, u))

−2fpωp+1g(Y, u) (g(X,Z) + qg(X, u)g(Z, u))

+qfωp(g(X, Y )g(Z, u) + g(Y, Z)g(X, u))

+2fpωp+1g(Z, u) (g(Y,X) + qg(Y, u)g(X, u))

−qfωp(g(Y, Z)g(X, u) + g(X,Z)g(Y, u))

= −2fpqωp+1g(X, u)g(Y, u)g(Z, u)

+2fωp(pω + q)g(X, Y )g(Z, u)

−2fpωp+1
[
g(X, u)g(Y, Z) + g(Y, u)g(X,Z)

]
.

2Gf (∇f
XV Y

V , ZV ) = − 2pω−p+1

f(1 + qr2)

[
Gf (XV , UV )Y V +Gf (Y V , UV )XV

]
+

2(pω + q)ω−p

f(1 + qr2)
Gf (XV , Y V )

− 2q2ω−2p

f 2(1 + qr2)3
Gf (XV , UV )Gf (Y V , UV )UV .

Utilisant le lemme 4.2.1, on a

Théorème 4.2.1 Soit (M, g) une variété Riemannienne et ∇ la connexion de Levi-Civita
du fibré tangent (TM,Gf ). Alors

(∇XHY H)(x,u) =
(
∇XY

)H
− 1

2

(
R(X, Y )u

)V
,

(∇XHY V )(x,u) =
f

2
ωp
(
R(u, Y )X

)H
+
X(f)

2f
Y V +

(
∇XY

)V
,

(∇XV Y H)(x,u) =
f

2
ωp
(
R(u,X)Y

)H
+
Y (f)

2f
XV ,

(∇XV Y V )(x,u) = − pω−p+1

f(1 + qr2)

[
Gf (XV , UV )Y V +Gf (Y V , UV )XV

]
+

(pω + q)ω−p

f(1 + qr2)
Gf (XV , Y V )UV

− q2ω−2p

f 2(1 + qr2)3
Gf (XV , UV )Gf (Y V , UV )UV

− 1

2f
Gf (XV , Y V )

(
gradf

)H
,

pour tout X, Y ∈ Γ(TM) et (x, u) ∈ TM , où R désigne le tenseur de courbure de (M, g).
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Définition 4.2.1 Soit (M, g) une variété Riemannienne et soit K un champ tenseur de
type (1, 1) sur M . On définit les champs de vecteurs horizontals et verticals KV : TM →
TTM,KH : TM → TTM de K par

KV (η) =
m∑
i=1

ηiK(∂i)V

et

KH(η) =
m∑
i=1

ηiK(∂i)H

où
∑m

i=1 ηi∂i ∈ π−1(V ) est une carte locale de η ∈ C∞(TM).

De la définition 4.2.1 et du théorème 4.2.1, on a

Proposition 4.2.1 Soit (M, g) une variété Riemannienne et soit ∇ la connexion de Levi-
Civita du fibré tangent (TM,Gf ). Si K est un champ de tenseur de type (1, 1) sur M , alors

(∇XHKH)(x,u) =
(
∇XK

)H
− 1

2

(
R(X,K(u))u

)V
(∇XHKV )(x,u) =

f

2
ωp
(
R(u,K(u))X

)H
+
X(f)

2f
K(u)V +

(
∇XK(u)

)V
(∇XVKH)(x,u) =

(
K(X)

)H
+
f

2
ωp
(
R(u,X)K(u)

)H
+

1

2f
g(K(u), gradf)XV

(∇XVKV )(x,u) =
(
K(X)

)V
− pω−p+1

f(1 + qr2)

[
Gf (XV , UV )K(u)V +Gf (K(u)V , UV )XV

]
+

(pω + q)ω−p

f(1 + qr2)
Gf (XV , K(u)V )UV

− q2ω−2p

f 2(1 + qr2)3
Gf (XV , UV )Gf (K(u)V , UV )UV

− 1

2f
Gf (XV , K(u)V )

(
gradf

)H
pour tout X, Y ∈ Γ(TM) et (p, u) ∈ TM .

4.3 Tenseur de Courbure de la métrique de Cheeger-Gromoll
généralisée

Théorème 4.3.1 Soit (M, g) une variété Riemannienne et (TM,Gf ) son fibré tangent équippé
de la metrique Cheeger-Gromoll généralisée. Si R (resp R) désigne le tenseur de courbure as-
socié à M (resp(TM,Gf )), alors pour tout X, Y, Z ∈ Γ(TM) et p = (x, u) ∈ TM , on a les
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formules suivantes

R(XH , Y H)ZH =
(
R(X, Y )Z

)H
+
fωp

2

(
R(u,R(X, Y )u)Z

)H
+
fωp

4

(
R(u,R(X,Z)u)Y

)H
− fωp

4

(
R(u,R(Y, Z)u)X

)H
+

1

2

(
∇ZR)(X, Y )u

)V
− X(f)

4f

(
R(u,R(Y, Z)u

)V
+
Y (f)

4f

(
R(u,R(X,Z)u

)V
+
Z(f)

2f

(
R(X, Y )u

)V
,

R(XH , Y V )ZV = −ω
p

2

[
g(Y, Z) + qg(Y, u)g(Z, u)

](
∇Xgradf

)H
+
ωp

4

[
g(Y, Z) + qg(Y, u)g(Z, u)

](
R(X, gradf)u

)V
−fpω

p+1

2

[
− g(Y, u)

(
R(u, Z)X

)H
+ g(Z, u)

(
R(u, Y )X

)H]
−fω

p

2

(
R(Y, Z)X

)H
−f

2ω2p

4

(
R(u, Y )R(u, Z)X

)H
− ωp

4
g(R(u, Z)X, gradf)Y V

+X(f)
ωp

4f

[
g(Y, Z) + qg(Y, u)g(Z, u)

](
gradMf

)H
,

R(XV , Y V )ZH =
fωp

2

(
R(X, Y )Z

)H
−pfωp+1

[
g(X, u)

(
R(u, Y )Z

)H
− g(Y, u)

(
R(u,X)Z

)H]
+
f 2ω2p

4

[(
R(u,X)R(u, Y )Z

)H
−
(
R(u, Y )R(u,X)Z

)H]
+
ωp

4

[
g(R(u, Y )Z, gradf)XV − g(R(u,X)Z, gradf)Y V

]
,
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R(XH , Y V )ZH =
ωp

2
X(f)

(
R(u, Y )Z

)H
+
ωp

4
Z(f)

(
R(u, Y )X

)H
+
fωp

2

(
(∇XR)(u, Y )Z

)H
− ωp

4
g(Y,R(X,Z)u)

(
gradf

)H
+

1

2

(
R(X,Z)Y

)V
− fωp

4

(
R(X,R(u, Y )Z)u

)V
+
[ 1

2f
X(Z(f))− 1

4f 2
X(f)Z(f)− 1

2f
(∇XZ)(f)

]
Y V

−pω
2
g(Y, u)

(
R(X,Z)u

)V
+

pω + q

2(1 + qr2)
g(Y,R(X,Z)u)UV

R(XHY H)ZV =
fωp

2

(
(∇XR)(u, Z)Y

)H
− fωp

2

(
(∇YR)(u, Z)X

)H
+
ωp

4
X(f)

(
R(u, Z)Y

)H
− ωp

4
Y (f)

(
R(u, Z)X

)H
−ω

p

2
g(R(X, Y )u, Z)

(
gradf

)H
+
(
R(X, Y )Z

)V
−fω

p

4

(
R(X,R(u, Z)Y )u

)V
+
fωp

4

(
R(Y,R(u, Z)X)u

)V
−pωg(Z, u)

(
R(X, Y )u

)V
+ (

pω + q

1 + qr2
)g(R(X, Y )u, Z)UV

R(XV , Y V )ZV = Ag(Z, u)
[
g(Y, u)XV − g(X, u)Y V

]
+ B

[
g(Y, Z)XV − g(X,Z)Y V

]
+ C

[
g(X, u)g(Y, Z)− g(Y, u)g(X,Z)

]
UV

− fω2p

4

[
g(Z, Y )(R(u,X)gradf)H − g(X,Z)(R(u, Y )gradf)H

]
− qfω2p

4
g(Z, u)

[
g(Y, u)(R(u,X)gradf)H

−g(X, u)(R(u, Y )gradf)H
]

avec

A =
pω((p+ 2q − 2)ω − q)

1 + qr2
− qωp

4f
‖gradf‖2

B =
p2ω2 − p(p− 2)ω + q

1 + qr2
− ωp

4f
‖gradf‖2

C =
p(p− 2)(1− q)ω2 + pq(p− 3)ω − q2

(1 + qr2)2
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Notons que A, B et C sont liés par la relation : A− qB = C(1 + qr2).

4.3.1 Courbure Sectionnelle de la métrique de Cheeger-Gromoll gé-
néralisée

Dans la suite, on considère pour tout V,W ∈ Γ(TTM), V 6= W

Q(V,W ) = G(V, V )G(W,W )− |G(V,W )|2

G(V,W ) = G(R(V,W )W,V )

K(V,W ) =
G(V,W )

Q(V,W )

Lemme 4.3.1 Soit (M, g) une variété riemannienne et (TM,Gf ) sont fibré tangent équippé
de la metrique de Cheeger-Gromoll généralisée, alors pour tout champs de vecteurs orthonor-
més X, Y ∈ Γ(TM), on a

1. Q(XH , Y H) = 1,

2. Q(XH , Y V ) = fωp
[
1 + q|g(Y, u)|2

]
,

3. Q(XV , Y V ) = f 2ω2p
(

1 + q|g(X, u)|2 + q|g(Y, u)|2
)
.

Preuve. La preuve est une conséquence directe de la définition 4.1.1.

Lemme 4.3.2 Soit (M, g) une variété riemannienne et (TM,Gf ) sont fibré tangent équippé
de la metrique de Cheeger-Gromoll généralisée, alors pour tout champs de vecteurs orthonor-
més X, Y ∈ Γ(TM), on a

1. G(XH , Y H) = g(R(X, Y )Y,X)− 3fωp

4
‖R(X, Y )u‖2,

2. G(XH , Y V ) =
[
|X(f)|2ωp

4f
− ω2

2
g(∇Xgradf,X)

][
1 + q|g(Y, u)|2

]
+f2ω2p

4
‖R(u, Y )X‖2,

3. G(XV , Y V ) = fωp
[
A(|g(Y, u)|2 + |g(X, u)|2) +B

]
.

Les constants A et B sont celles du théorème 4.3.1.

Proposition 4.3.1 Soit (M, g) une variété riemannienne et (TM,Gf ) sont fibré tangent
équippé de la metrique de Cheeger-Gromoll généralisée. Si K(resp., K) désigne la courbure
sectionnelle de (M, g)(resp., (TM,Gf )), alors pour tout champs de vecteurs orthonormés
X, Y ∈ Γ(TM), on a

1. K(XH , Y H) = K(X, Y )− 3fωp

4
‖R(X, Y )u‖2,

2. K(XH , Y V ) =
fωp

4(1 + q|g(Y, u)|2)
‖R(u, Y )X)‖2 + |X(f)|2

4f2
− ω−p+2

2f
g(∇Xgradf,X),

3. K(XV , Y V ) =
ω−p

fq(1 + g(X, u)|2 + |g(Y, u)|2)

[
A(|g(Y, u)|2 + |g(X, u)|2) +B

]
.
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Proposition 4.3.2 Soit (M, g) une variété Riemannienne de courbure constante λ et (TM,Gf )
son fibré tangent équipé de la metrique de Cheeger-Gromoll généralisée. Si K désigne la cour-
bure sectionnelle de TM , alors pour tout champs de vecteurs orthonormé X, Y ∈ Γ(TM), on
a

1. K(XH , Y H) = λ− 3λ2fωp

4

[
|g(X, u)|2 + |g(Y, u)|2

]
,

2. K(XH , Y V ) =
fωpλ2

4
|g(X,u)|2

(1+q|g(Y,u)|2) +
|X(f)|2

4f 2
− ω−p+2

2f
g(∇Xgradf,X),

3. K(XV , Y V ) =
ω−p

fq(1 + g(X, u)|2 + |g(Y, u)|2)

[
A(|g(Y, u)|2 + |g(X, u)|2) +B

]
.

Preuve. La preuve de la proposition 4.3.2 est déduite de la proposition 4.3.1 et des
équations suivantes

R(X, Y )Z = λ
[
g(Y, Z)X − g(X,Z)Y

]
‖R(X, Y )u‖2 = ‖λ

[
g(Y, u)X − g(X, u)Y

]
‖2

= λ2[|g(X, u)|2 + |g(y, u)|2]

‖R(u, Y )X‖2 = ‖λ
[
g(Y,X)u− g(X, u)Y

]
‖2

= λ2|g(X, u)|2

Lemme 4.3.3 Soit (x, u) un point de TM avec u 6= 0 and (E1, ..., Em) une base locale or-
thonormée de champs de vecteurs sur M telle que E1 = u

‖u‖ . Alors (F1, ..., F2m) est une base
locale orthonormée de champs de vecteurs sur (TM,Gf ).
où Fi = EH

i , Fm+1 = 1√
fωp(1+qr2)

EV
1 et Fm+j =

√
ω−p

f
EV
j , i = 1,m, j = 2,m.

Lemme 4.3.4 Soit (M, g) une variété Riemannienne et (TM,Gf ) son fibré tangent équipé
de la metrique de Cheeger-Gromoll généralisée. Si (E1, ..., Em), (resp (F1, .., F2m)) une base
locale orthonormée de champs de vecteurs sur M (resp., TM), alors pour tout i, j = 1,m et
k, l = 2,m, on a

1. K(Fi, Fj) = K(Ei, Ej)−
3fωp

4
‖R(Ei, Ej)‖2,

2. K(Fi, Fm+1) = |Ei(f)|2
4f2

− ω−p+2

2f
g(∇Eigradf, Ei),

3. K(Fi, Fm+l) = 1
4
‖R(u,El)Ei)‖2 +

|Ei(f)|2

4f 2
− ω−p+2

2f
g(∇Eigradf, Ei),

4. K(Fm+k, Fm+1) = 1+qr2

fqωp(1+qr2)+qr2

[
r2

fωp(1+qr2)
A+B

]
,

5. K(Fm+k, Fm+l) = ω−p

fq
B.
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Lemme 4.3.5 Si (E1, ..., Em) est une base locale orthonormée de champs de vecteurs sur M ,
alors pour tout i, j = 1,m, on a

m∑
i,j=1

‖R(u,Ei)Ej‖2 =
m∑

i,j=1

‖R(Ei, Ej)u‖2.

Preuve.
m∑

i,j=1

‖R(u,Ei)Ej‖2 =
m∑

i,j=1

g(R(u,Ei, Ej, R(u,Ei)Ej)

=
m∑

i,j,k,l,s=1

ukulg(R(Ek, Ei)Ej, Es)g(R(Ek, Ei)Ej, Es)

=
m∑

i,j,k,l,s=1

ukulg(R(Ej, Es)Ek, Ei)g(R(Ej, Es)El, Ei)

=
m∑

i,j,s=1

g(R(Ej, Es)u, g(Ej, Es)u,Ei)Ei)

=
m∑

i,j=1

‖R(Ei, Ej)u‖2

Proposition 4.3.3 Soit (M, g) une variété Riemannienne et (TM,Gf ) son fibré tangent
équipé de la metrique de Cheeger-Gromoll généralisée.Si σ (resp.,σ) désigne la courbure sca-
laire de (M, g) (resp.,(TM,Gf )),alors pour tout base locale orthonormée (E1, ..., Em),on a

σ = σ +
2− 3fωp

4

m∑
i,j=1

‖R(Ei, Ej)‖2 −
mω−p+2

f
∆(f) +

m‖gradf‖2

2f 2

+2(m− 1)

[
1 + qr2

fqωp(1 + qr2) + qr2
(

r2

fωp(1 + qr2)
A+B) +

(m− 2)ω−p

2fq
B

]

Preuve. Utilisant le lemme 4.3.4

σ =
2m∑
s,t=1

K(Fs, Ft)

=
m∑

i,j=1,i 6=j

K(Fi, Fj) + 2
m∑

i,j=1

K(Fi, Fm+j) +
m∑

i,j=1,i 6=j

K(Fm+i, Fm+j)

=
m∑

i,j=1,i 6=j

K(Fi, Fj) + 2
m∑
i=1

K(Fi, Fm+1) + 2
m∑

i=1,j=2

K(Fi, Fm+j)

+ 2
m∑
i=1

K(Fm+i, Fm+1) +
m∑

i,j=2,i 6=j

K(Fm+i, Fm+j)
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σ =
m∑

i,j=1,i 6=j

[K(Ei, Ej)−
3fωp

4
‖R(Ei, Ej)‖2]

+2
m∑
i=1

[
|Ei(f)|2

4f 2
− ω−p+2

2f
g(∇Eigradf, Ei)]

+2
m∑

i=1,j=2

[
1

4
‖R(u,Ej)Ei)‖2 +

|Ei(f)|2

4f 2
− ω−p+2

2f
g(∇Eigradf, Ei)]

+2
m∑
i=1

[
1 + αr2

fqωp(1 + qr2) + qr2
[

r2

fωp(1 + qr2)
A+B]]

+
m∑

i,j=2,i 6=j

[
ω−p

fq
B]

= σ −
m∑

i,j=1,i 6=j

3fωp

4
‖R(Ei, Ej)‖2 +

‖gradf‖2

2f 2
− ω−p+2

f
traceg(∇gradf)

+
2

4

m∑
i=1,j=2

‖R(u,Ej)Ei‖2 + (m− 1)
‖gradf‖2

2f 2

− (m− 1)ω−p+2

f
traceg(∇gradf)

+2(m− 1)[
1 + qr2

fqωp(1 + qr2) + qr2
[

r2

fωp(1 + qr2)
A+B]

+(m− 2)(m− 1)[
ω−p

fq
B]

Par conséquent,

σ = σ +
2− 3fωp

4

m∑
i,j=1

‖R(Ei, Ej)‖2 −
mω−p+2

f
∆(f) +

m‖gradf‖2

2f 2

+2(m− 1)

[
1 + qr2

fqωp(1 + qr2) + qr2
(

r2

fωp(1 + qr2)
A+B) +

(m− 2)ω−p

2fq
B

]

Corollaire 4.3.1 Soit (M, g) une variété Riemannienne de courbure sectionnelle constante
λ et (TM,Gf ) son fibré tangent équipé de la métrique de Cheeger-Gromoll généralisée. Si σ
désigne la courbure scalaire de (TM,Gf ), alors pour tout base locale orthonormée (E1, ..., Em)
sur M , on a

σ = +2(m− 1)

[
1 + qr2

fqωp(1 + qr2) + qr2
(

r2

fωp(1 + qr2)
A+B)

+
mλ

2
+ λ2r2

2− 3fωp

4
+

(m− 2)ω−p

2fq
B

]
+
m

f

[
−ω−p+2∆(f) +

‖gradf‖2

2f

]
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Preuve. Du fait que σ = m(m− 1)λ et pour tout champs de vecteurs X, Y, Z ∈ TM

R(X, Y )Z = λ(g(Z, Y )X − g(X,Z)Y )

alors
m∑

i,j=1

‖R(Ei, Ej)u‖2 = λ2
m∑

i,j=1

‖g(u,Ej)Ei − g(Ei, u)Ej‖2

= λ2
m∑

i,j=1

[|g(u,Ej)|2 − 2g(u,Ej)g(Ei, u)δij + |g(Ei, u)|2]

= λ2[m‖u‖2 − 2‖u‖2 +m‖u‖2]
= 2λ2(m− 1)r2

d’où

σ = m(m− 1)λ+ 2(m− 1)λ2r2
2− 3fωp

4
− mω−p+2

f
∆(f) +

m‖gradf‖2

2f 2

+2(m− 1)

[
1 + qr2

fqωp(1 + qr2) + qr2
(

r2

fωp(1 + qr2)
A+B) +

(m− 2)ω−p

2fq
B

]



Chapitre 5

Géométrie de la généralisation des
applications F -harmoniques
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Dans ce chapitre, nous donnons la définition des applications F -harmoniques [38] et on
donne la notion des applications F -bi-harmonique, qui est une généralisation des applications
bi-harmoniques [51] et des applications f -bi-harmoniques [40] entre deux variétés Rieman-
niennes, et nous étudions certains propriétés de conformités et de stabilité. De plus, nous
donnons une formule pour construire quelques exemples d’application F -bi-harmonique. Nos
résultats sont des extensions de [35] et [40].

Considérons une application ϕ : (M, g) → (N, h) de classe C∞ entre deux variétés Rie-
manniennes. Soit

F : M × R→ (0,∞), (x, r) 7→ F (x, r), (5.1)

Une fonction de classe C∞ positive, pour tout domaine compact D de M la fonctionnelle
F -énergie de ϕ est définie par

EF (ϕ;D) =

∫
D

F
(
x, e(ϕ)(x)

)
vg, (5.2)

où e(ϕ) est la densité de l’énergie de ϕ définie par

e(ϕ) =
1

2
h
(
dϕ(ei), dϕ(ei)

)
, (5.3)
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vg est la forme volume,et {ei} une base orthonormée sur (M, g).

Définition 5.0.1 Une application est dite F -harmonique si c’est un point critique de la fonc-
tionnelle F -énergie sur tout compact D de M .

5.1 Première variation d’énergie

Soit F : M × R→ (0,∞), (x, r) 7→ F (x, r), on note par

∂r = ∂/∂r, F ′ = ∂r(F ), F ′′ = ∂r
(
∂r(F )

)
et soit Fr, F ′r, F ′′r définis par

Fr(x) = F
(
x, e(ϕ)(x)

)
, F ′r(x) = F ′

(
x, e(ϕ)(x)

)
, F ′′r (x) = F ′′

(
x, e(ϕ)(x)

)
. (5.4)

Théorème 5.1.1 Soit ϕ : (M, g) → (N, h) une application differentiable et soit {ϕt}t∈(−ε,ε)
une variation de ϕ à support dans D. Alors

d

dt
EF (ϕt;D)

∣∣∣
t=0

= −
∫
D

h(τF (ϕ), v) vg, (5.5)

où v =
∂ϕt
∂t

∣∣∣
t=0

désigne le champ de vecteur de variation de ϕ,

τF (ϕ) = F ′r τ(ϕ) + dϕ
(

gradM F ′r
)
, (5.6)

et τ(ϕ) est le champ de tension de ϕ défini dans (2.1), donné par

τ(ϕ) = trace∇dϕ. (5.7)

τF (ϕ) est dit le champ F -tension de ϕ.

Preuve. On défini φ : M × (−ε, ε)→ N par

φ(x, t) = ϕt(x), (x, t) ∈M × (−ε, ε), (5.8)

Soit ∇φ la connection sur le fibré inverse (Pull-back) φ−1TN . Tout champ de vecteur X sur
M est considéré comme un champ de vecteurs sur M × (−ε, ε), on a

[∂t, X] = 0. (5.9)

On utilisant (5.2) nous obtenons

d

dt
EF (ϕt;D)

∣∣∣
t=0

=

∫
D

∂t

(
F
(
x, e(ϕt)(x)

))∣∣∣
t=0

vg, (5.10)
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notons que
∂t

(
F
(
x, e(ϕt)(x)

))∣∣∣
t=0

= dF
(
∂t(e(ϕt))

)∣∣∣
t=0
, (5.11)

Dans un repère normal au point x ∈M , on a

∂t(e(ϕt)) = h
(
∇φ
∂t
dϕt(ei), dϕt(ei)

)
= h

(
∇φ
ei
dφ(∂t), dϕt(ei)

)
, (5.12)

puis

dF
(
∂t(e(ϕt))

)∣∣∣
t=0

= F ′r h
(
∇ϕ
ei
v, dϕ(ei)

)
= ei

(
h(v, F ′r dϕ(ei))

)
− h
(
v,∇ϕ

ei
F ′r dϕ(ei)

)
, (5.13)

où la dernière égalité est obtenue puisque dφ(∂t)
∣∣∣
t=0

= v, on défini une 1-forme sur M par

ω(X) = h(v, F ′r dϕ(X)), X ∈ Γ(TM), (5.14)

de (5.13) et (5.14) on a

dF
(
∂t(e(ϕt))

)∣∣∣
t=0

= divω − h
(
v, dϕ(gradM F ′r)

)
(5.15)

−h
(
v, F ′r τ(ϕ)

)
.

En substituant (5.11),et (5.15) dans (5.10), et considérant le théorème de la divergence, nous
obtenons le résultat du théorème 5.1.1.

Corollaire 5.1.1 Une application ϕ : (M, g)→ (N, h) de classe C∞ est F -harmonique si et
seulement si

τF (ϕ) = F ′r τ(ϕ) + dϕ
(

gradM F ′r
)

= 0. (5.16)

Dans le cas où F (x, r) = F (r) on obtient les résultats de Ara [35]

Une application ϕ : (Mm, g) −→ (N, h) est dite conforme s’il existe une fonction λ ∈
C∞(M,R∗+) de classe C∞ telle que pour tout X, Y ∈ Γ(TM) on a

h(dϕ(X), dϕ(Y )) = λ2g(X, Y ),

La fonction λ est appelée fonction de dilatation associée à ϕ. Le champ de tension de l’appli-
cation conforme ϕ est donné par (voir [3]) :

τ(ϕ) = (2−m)dϕ(grad ln λ) (5.17)

Du corollaire 5.1.1 et de la formule (5.17), on a

Corollaire 5.1.2 Si ϕ : (M, g)→ (N, h) est une application conforme de dilatation λ, alors

τF (ϕ) = dϕ
(

(2−m)F ′r grad
M (ln λ) + gradM F ′r

)
. (5.18)
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Du corollaire 5.1.2 on obtient

Théorème 5.1.2 Soit ϕ : (Mm, g) → (N, h) (m ≥ 3) est une immersion conforme de dila-
tation λ, alors ϕ est F -harmonique si et seulement si

F (x, r) = C(λ(x))(m−2).r. (5.19)

Exemples 5.1.1 :

1) Si F est constante alors toute application harmonique est F -harmonique.

2) En particulier, dans le cas où F (x, r) = F (r) et ϕ est une immersion isometrique, les
propriétés suivantes sont équivalentes :

i) ϕ est minimale ;
ii) ϕ est harmonique ;
iii) ϕ est F -harmonique.

3) Dans le cas où ϕ est une immersion isometrique harmonique, les propriétés suivantes
sont équivalentes :{

i) ϕ est F -harmonique.
ii) F = F (r)

4) Dans le cas où ϕ est une application harmonique, les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :{

i) gradM F ′r ∈ ker dϕ
ii) ϕ est F -harmonique.

5) Dans le cas où ϕ est une submersion Riemannienne harmonique, les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :{

i) gradM F ′r est tangente aux fibres de ϕ ;
ii) ϕ est F -harmonique.

Théorème 5.1.3 Soit ϕ : M → N une application de classe C∞ entre deux variétés Rieman-
nienne et soit i : N ↪→ P l’inclusion canonique d’une sous-variété, alors ϕ est F -harmonique
si et seulement si τF (i ◦ ϕ) est normal à N , où F ∈ C∞(M ×R) est une fonction positive de
classe C∞.

Preuve. Le champ F -tension de la composition i ◦ ϕ : M → P est donné par

τF (i ◦ ϕ) = F ′rτ(i ◦ ϕ) + di(dϕ(gradM Fr))
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puisque le champ de tension de la composition i ◦ ϕ est :

τ(i ◦ ϕ) = di(τ(ϕ)) + trace ∇di(dϕ, dϕ),

on obtient

τF (i ◦ ϕ) = F ′rdi(τ(ϕ)) + F ′r trace ∇di(dϕ, dϕ)

+di(dϕ(gradM F ′r))

= di(τF (ϕ)) + F ′r trace ∇di(dϕ, dϕ).

alors τF (i ◦ ϕ)− di(τF (ϕ)) est normal à N , et

τF (ϕ) = 0 ⇐⇒ τF (i ◦ ϕ)⊥N.

Théorème 5.1.4 Soit ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) (m ≥ 3) une application de classe C∞
entre deux variétés Riemannienne. On suppose que F ′r 6= 0. Alors ϕ est F -harmonique si et
seulement si ϕ est harmonique par rapport à la métrique conforme g̃ donnée par

g̃ =
(
F ′r

)2/(m−2)
.g

Preuve. Posons λ(x) = F ′r(x, e(ϕ)(x), alors le champ de tension τ̃(ϕ) par rapport à la
métrique conforme g̃ = λ2g est donné par

τ̃(ϕ) =
1

λm
{
λ(m−2)τ(ϕ) + dϕ(grad(λ(m−2)))

}
=

(
F ′r
)(m−2)/m{

F ′rτ(ϕ) + dϕ(grad(F ′r)
}

=
(
F ′r
)(m−2)/m

τF (ϕ).

5.2 Deuxième formule de variation

Théorème 5.2.1 Soit ϕ : (M, g)→ (N, h) une application f -harmonique entre deux variétés
Riemanniennes et {ϕt,s}t,s∈(−ε,ε) une variation à deux paramètres à support compact dans D,

v =
∂ϕt,s
∂t

∣∣∣
t=s=0

, w =
∂ϕt,s
∂s

∣∣∣
t=s=0

. (5.20)
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Avec la notation ci-dessus, nous avons ce qui suit

∂2

∂t∂s
E(ϕt,s;D)

∣∣∣
t=s=0

= −
∫
D

h(JF (v), w) vg, (5.21)

où JF (v) ∈ Γ(ϕ−1TN) donné par

JF (v) = −F ′r trace RN(v, dϕ)dϕ− trace ∇ϕ F ′r∇ϕ v

− trace ∇ϕ < ∇ϕ v, dϕ > F ′′r dϕ. (5.22)

< , > désigne le produit sur T ∗M ⊗ ϕ−1TN et RN est le tenseur de courbure de (N, h).

Preuve. On défini φ : M × (−ε, ε)× (−ε, ε)→ N par

φ(x, t, s) = ϕt,s(x), (x, t, s) ∈M × (−ε, ε)× (−ε, ε), (5.23)

soit ∇φ la connexion sur le fibré inverse (pull-back) sur φ−1TN . Notons que pour tout champ
de vecteur X sur M est considéré comme un champ de vecteur sur M × (−ε, ε)× (−ε, ε), on
a

[∂t, X] = 0, [∂s, X] = 0, [∂t, ∂s] = 0, (5.24)

Alors, de (5.2) on a

∂2

∂t∂s
EF (ϕt,s;D)

∣∣∣
t=s=0

=

∫
D

∂2

∂t∂s
F
(
x, e(ϕt,s)(x)

)∣∣∣
t=s=0

vg, (5.25)

D’abord, notons que
∂

∂t
F
(
x, e(ϕt,s)(x)

)
= dF (∂t(e(ϕt,s))), (5.26)

dF (∂t(e(ϕt,s))) = h(∇φ
∂t
dφ(ei), dφ(ei))F

′
r, (5.27)

on passant à la dérivée seconde, on obtient

∂2

∂t∂s
F
(
x, ϕt,s(x), e(ϕt,s)(x)

)
= +h(∇φ

∂s
∇φ
∂t
dφ(ei), dφ(ei))F

′
r

+h(∇φ
∂t
dφ(ei),∇φ

∂s
dφ(ei))F

′
r

+h(∇φ
∂t
dφ(ei), dφ(ei)) ∂s(F

′
r). (5.28)

De (5.25) et la définition du tenseur de courbure de (N, h) on a

h(∇φ
∂s
∇φ
∂t
dφ(ei), dφ(ei))F

′
r

∣∣∣
t=s=0

= F ′r h(RN(w, dϕ(ei))v, dϕ(ei))

+F ′r h(∇φ
ei
∇φ
∂s
dφ(∂t), dϕ(ei))

∣∣∣
t=s=0

,

(5.29)
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de (5.29), la propriété du tenseur de courbure de (N, h) et la compatibilité de ∇φ avec la
métrique h on a

h(∇φ
∂s
∇φ
∂t
dφ(ei), dφ(ei))F

′
r

∣∣∣
t=s=0

= −F ′r h(RN(v, dϕ(ei))dϕ(ei), w)

+ei(h(∇φ
∂s
dφ(∂t), F

′
r dϕ(ei)))

∣∣∣
t=s=0

,

−h(∇φ
∂s
dφ(∂t),∇ϕ

ei
F ′r dϕ(ei))

∣∣∣
t=s=0

,

(5.30)

h(∇φ
∂t
dφ(ei),∇φ

∂s
dφ(ei))F

′
r

∣∣∣
t=s=0

= ei(h(F ′r∇ϕ
ei
v, w))− h(∇ϕ

ei
F ′r∇ϕ

ei
v, w).

(5.31)

Notons que

∂s(F
′
r) = ∂s

(
F ′r(x, e(ϕt,s)(x))

)
= +dF ′r

(
∂s(e(ϕt,s))

)
, (5.32)

par un simple calcul, nous avons

dF ′r
(
∂s(e(ϕt,s))

)∣∣∣
t=s=0

= F ′′r h(∇ϕ
ei
w, dϕ(ei)), (5.33)

alors

h(∇φ
∂t
dφ(ei), dφ(ei))∂s(F

′
r)
∣∣∣
t=s=0

= + < ∇ϕv, dϕ > F ′′r h(∇ϕ
ei
w, dϕ(ei))

= +ei(h(w,< ∇ϕv, dϕ > F ′′r dϕ(ei)))

−h(w,∇ϕ
ei
< ∇ϕv, dϕ > F ′′r dϕ(ei)).

(5.34)

À partir des formules (5.25),(5.28),(5.30),(5.31),(5.34), le théorème de la divergence et la F -
harmonicité de ϕ, on obtient le théorème 5.2.1.

Lemme 5.2.1

−
∫
h(trace ∇ϕ F ′r∇ϕ v, w)vg =

∫
F ′′r < ∇ϕ v, dϕ >< ∇ϕw, dϕ > .vg. (5.35)

Preuve. On a :

−h(trace ∇ϕ F ′r∇ϕ v, w) = −h(∇ϕ
ei
F ′r∇ϕ

ei
v, w) (5.36)

= −ei
(
h(F ′r∇ϕ

ei
v, w)

)
+ h(F ′r∇ϕ

ei
v,∇ϕ

ei
w)

= − div ω + F ′r < ∇ϕ v,∇ϕw > (5.37)
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où : ω(X) = F ′r h(∇ϕ
X v, w) .

− h(trace ∇ϕ < ∇ϕ v, dϕ > F ′′r dϕ,w) =

= −h(∇ϕ
ei
< ∇ϕ v, dϕ > F ′′r dϕ(ei), w)

= −ei
(
h(< ∇ϕ v, dϕ > F ′′r dϕ(ei), w)

)
+h(< ∇ϕ v, dϕ > F ′′r dϕ(ei),∇ϕ

ei
w)

= − div η + F ′′r < ∇ϕ v, dϕ >< ∇ϕw, dϕ > (5.38)

où : η(X) = F ′′r < ∇ϕ v, dϕ > h(dϕ(X), w).

Par l’integration et le théorème de divergence on obtient (5.35).

Du théorème 5.2.1 et du lemme 5.2.1 :

Corollaire 5.2.1
∂2

∂t∂s
E(ϕt,s;D)

∣∣∣
t=s=0

=

∫
D

F ′′r

( |dϕ|2
2

)
< ∇ϕv, dϕ >< ∇ϕw, dϕ > vg

−
∫
D

F ′r

( |dϕ|2
2

)
h(trace RN(v, dϕ)dϕ,w) vg

+

∫
D

F ′r

( |dϕ|2
2

)
< ∇ϕv,∇ϕw > vg (5.39)

(Dans le cas où F = F (r) on a le résultat obtenu par M. Ara dans [35].)

Définition 5.2.1 Une application F -harmonique est appelée stable si I(V, V ) ≥ 0 pour tout
champ V à support compact le long de ϕ où

I(V,W ) =
∂2

∂t∂s
E(ϕt,s;D)

∣∣∣
t=s=0

De la définition 5.2.1 et du corollaire 5.2.1 on obtient

Théorème 5.2.2 Soit ϕ : Mm −→ Nn une application F -harmonique entre deux variétés
Riemanniennes. Si F ′′r ≥ 0 et N est a courbure non positive, alors ϕ est stable.

Soient M∇, ∇̃, R∇ et S∇ désignent les connexions Levi-Civita sur M , ϕ−1TSn, Rn+1 et
Sn respectivement. Soit SR, B et A le tenseur de courbure, la seconde forme fondamentale
et l’opérateur de Shape de Sn. Si X, Y ∈ Γ(TSn) et W ∈ (TSn)⊥, alors pour x ∈ Sn on a

B(X, Y ) = − < X, Y > .x, et < AW (X), Y >= − < X, Y >< x,W > .
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Lemme 5.2.2 Si V est un champ parallel dans Rn,alors pour x ∈ Sn on a

∇̃XV
> = AV

⊥
(dϕ(X)), et < ∇̃XV

>, dϕ(X) >= −|dϕ(X)|2 < x, V > .

pour tout X ∈ Γ(TM).

Preuve. On a

∇̃XV
> = S∇dϕ(X)V

>

=
(R∇dϕ(X)V

>)>
=

(R∇dϕ(X)(V − V ⊥)
)>

= −
(R∇dϕ(X)V

⊥)>
= AV

⊥
(dϕ(X)).

< ∇̃XV
>, dϕ(X) > = < AV

⊥
(dϕ(X)), dϕ(X) >

= −|dϕ(X)|2 < x, V ⊥ >

= −|dϕ(X)|2 < x, V >

Du lemme 5.2.2 on obtient

Lemme 5.2.3 Si V est un champ parallel dans Rn, alors pour x ∈ Sn on a

|∇̃XV
>|2 = |dϕ(X)|2 < x, V >2

pour tout X ∈ Γ(TM).

De la courbure sectionnelle de Sn, on obtient

Lemme 5.2.4 Si V ∈ Γ(Rn) alors

<S R
(
V >, dϕ(X)

)
dϕ(X), V > >= |dϕ(X)|2|V >|2− < dϕ(X), V >2

pour tout X ∈ Γ(TM).

Proposition 5.2.1 Soit {Ek}n+1
k=1 une base locale orthonormée dans Rn+1, alors

n+1∑
k=1

I(E>k , E
>
k ) =

∫
M

|dϕ|2
{
|dϕ|2F ′′r (x, e(ϕ(x)) + (2− n)F ′r(x, e(ϕ(x))

}
vg.
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Preuve. Soit {ei}mi=1 une base locale orthonormée surM et x ∈ Sn,de 5.2.2, 5.2.3 et 5.2.4
on obtient

n+1∑
k=1

( m∑
i=1

< ∇̃eiE
>
k , dϕ(ei) >

)2
=

( m∑
i=1

|dϕ(ei)|2
)2 n+1∑

k=1

< x,Ek >
2

= |dϕ|4|x|2

= |dϕ|4. (5.40)

n+1∑
k=1

m∑
i=1

|∇̃eiE
>
k |2 =

n+1∑
k=1

m∑
i=1

|dϕ(ei)|2 < x,Ek >
2

= |dϕ|2|x|2

= |dϕ|2. (5.41)

n+1∑
k=1

m∑
i=1

<S R
(
E>k , dϕ(ei)

)
dϕ(ei), E

>
k > =

n+1∑
k=1

m∑
i=1

(
|dϕ(ei)|2|E>k |2− < dϕ(ei), Ek >

2
)

= −|dϕ|2 + |dϕ|2
n+1∑
k=1

|E>k |2

= −|dϕ|2 + |dϕ|2
n+1∑
k=1

|Ek − E⊥k |2

= −|dϕ|2 + |dϕ|2
n+1∑
k=1

|Ek− < Ek, x > x|2

= −|dϕ|2 + |dϕ|2
n+1∑
k=1

(
|Ek|2− < Ek, x > |2

)
= −|dϕ|2 + |dϕ|2

n+1∑
k=1

(
1− < Ek, x > |2

)
= −|dϕ|2 + |dϕ|2

(
n+ 1−

n+1∑
k=1

< Ek, x > |2
)

= −|dϕ|2 + |dϕ|2
(
n+ 1− |x|2

)
= (n− 1)|dϕ|2 (5.42)

Du corollaire 5.2.1 et les formules (5.40), (5.41) et (5.42) on obtient la propriété 5.2.1 .
De la Proposition 5.2.1 on a

Théorème 5.2.3 Soit ϕ : Mm −→ Sn une application F -harmonique d’une variété compacte
M . Si ∫

M

|dϕ|2
{
|dϕ|2F ′′r (x, e(ϕ(x)) + (2− n)F ′r(x, e(ϕ(x))

}
vg < 0

alors ϕ est instable.
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Théorème 5.2.4 Soit ϕ : Mm −→ Sn (n ≥ 3) une application F -harmonique d’une variété
compacte M . Si

F ′′r ≤ 0, et F ′r > 0

alors ϕ est instable.

Théorème 5.2.5 Si F ′′r ≤ 0, F ′r > 0, et n ≥ 3 or F ′′r < 0, et n = 2. alors toute application
F -harmonique stable d’une variété compacte à Sn est constante .

5.3 Applications F -biharmoniques.

Définition 5.3.1 Une généralisation naturelle des applications F -harmoniques est donnée
en intégrant le carré de la norme du champ F -tension.Plus précisément,la fonctionnelle F -
bi-énergie d’une application ϕ : (M, g)→ (N, h) de classe C∞, est définie par

E2,F (ϕ;D) =
1

2

∫
D

|τF (ϕ)|2 vg. (5.43)

Une application est dite F -bi-harmonique si elle est un point critique de la fonctionnelle
F -bi-énergie pour tout domaine compact D de M .

Théorème 5.3.1 [Première variation de la F -bi-énergie ].
Soit ϕ : (M, g)→ (N, h) une application de classe C∞ entre deux variétés Riemanniennes, D
un domaine compact de M et soit {ϕt}t∈(−ε,ε) une variation de classe C∞ à support compact
dans D. Alors

d

dt
E2(ϕt;D)

∣∣∣
t=0

=

∫
D

h(τ2,F (ϕ), v) vg, (5.44)

où

τ2,F (ϕ) = −F ′r trace RN(τF (ϕ), dϕ)dϕ− trace ∇ϕ F ′r∇ϕ τF (ϕ)

− trace ∇ϕ < ∇ϕ τF (ϕ), dϕ > F ′′r dϕ. (5.45)
(5.46)

τ2,F (ϕ) est dit F -bi-tension de ϕ.

Preuve. Soit φ : M × (−ε, ε)→ N par φ(x, t) = ϕt(x). Notons que

d

dt
E2,F (ϕt;D) =

∫
D

h(∇φ
∂t
τF (ϕt), τF (ϕt)) vg. (5.47)
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Calculons dans un repère normal à x ∈M on a

∇φ
∂t
τF (ϕt) = ∇φ

∂t
∇φ
ei
F ′r dϕt(ei) (5.48)

par la définition du tenseur de courbure de (N, h) on a

∇φ
∂t
∇φ
ei
F ′r dϕt(ei) = F ′r R

N(dφ(∂t), dϕt(ei))dϕt(ei) +∇φ
ei
∇φ
∂t
F ′r dϕt(ei), (5.49)

de la compatibilité de ∇φ avec h on a

h(∇φ
ei
∇φ
∂t
F ′r dϕt(ei), τF (ϕt)) = ei

(
h(∇φ

∂t
F ′r dϕt(ei), τF (ϕt))

)
−h(∇φ

∂t
F ′r dϕt(ei),∇φ

ei
τF (ϕt)), (5.50)

le deuxième terme sur la gauche de (5.50) est

−h(∇φ
∂t
F ′r dϕt(ei),∇φ

ei
τF (ϕt)) = −∂t(F ′r)h(dϕt(ei),∇φ

ei
τF (ϕt))

−F ′r h(∇φ
∂t
dϕt(ei),∇φ

ei
τF (ϕt)), (5.51)

par un simple calcul nous avons

∂t(F
′
r) = dφ(∂t)(F

′
r) + F ′′r h(∇φ

ej
dφ(∂t), dϕt(ej)), (5.52)

le premier terme sur la gauche de (5.51) est

−∂t(F ′r)h(dϕt(ei),∇φ
ei
τF (ϕt)) = −ej

(
h(dφ(∂t), F

′′
r h(dϕt(ei),∇φ

ei
τF (ϕt)) dϕt(ej))

)
+h
(
dφ(∂t),∇φ

ej
F ′′r h(dϕt(ei),∇φ

ei
τF (ϕt)) dϕt(ej)

)
,

(5.53)

le deuxième terme sur la gauche de (5.51) est

−F ′r h(∇φ
∂t
dϕt(ei),∇φ

ei
τF (ϕt)) = −ei

(
h(dφ(∂t), F

′
r∇φ

ei
τF (ϕt))

)
,

+h(dφ(∂t),∇φ
ei
F ′r∇φ

ei
τF (ϕt))

)
, (5.54)

à partir de (5.47),(5.48),(5.49),(5.50),(5.51), (5.53),(5.54),v = dφ(∂t) où t = 0 et le théorème
de la divergence, on obtient le théorème 5.3.1.

Corollaire 5.3.1 soit ϕ : (M, g) → (N, h) une application entre deux variétés Rieman-
niennes. Alors ϕ est F -bi-harmonique s’il satisfait les équations d’Euler-Lagrange associées

τ2,F (ϕ) = −F ′r traceg R
N(τF (ϕ), dϕ)dϕ− traceg ∇ϕ F ′r∇ϕ τF (ϕ)

− traceg ∇ϕ < ∇ϕ τF (ϕ), dϕ > F ′′r dϕ

= 0. (5.55)

Du corollaire 5.3.1 et le corollaire 5.1.2 on a
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Théorème 5.3.2 Soit φ : (Mm, g) → (N, h) une application conforme a dilatation λ. le
champ F -bi-tension de φ est donné par

τ2,F ′r(φ) = (m− 2)F ′r traceg∇2F ′rdφ (grad lnλ)− F ′r traceg∇2dφ (gradF ′r)

+ (m− 2)F ′r traceg R
N (F ′rdφ (grad lnλ) , dφ) dφ− F ′r traceg R

N (dφ (gradf) , dφ) dφ

+ (m− 2)∇gradfF
′
rdφ (grad lnλ)−∇gradF ′rdφ (gradF ′r)

+ (m− 2)F ′′r traceg ∇φ < ∇φ dφ
(
F ′r grad

M (ln λ) + gradM F ′r

)
, dφ > dφ

(5.56)

Théorème 5.3.3 Soit φ : (Mm, g)→ (N, h) une application conforme a dilatation λ. Alors,
le champ F -bi-tension de φ est définit par

τ2,F (φ) = (m− 2)(F ′r)
2dφ (grad (∆ lnλ))− (m− 2)2(F ′r)

2∇grad lnλdφ (grad lnλ)

+ 4(m− 2)F ′r∇gradfdφ (grad lnλ) + (m− 2)F ′r (∆F ′r) dφ (grad lnλ)

− F ′rdφ (grad (∆f)) + 2(m− 2)(F ′r)
2 〈∇dφ,∇d lnλ〉 − 2F ′r 〈∇dφ,∇dF ′r〉

+ (m− 2) |gradF ′r|
2
dφ (grad lnλ)−∇gradF ′rdφ (gradF ′r)

+ 2(m− 2)(F ′r)
2dφ

(
RicciM (grad lnλ)

)
− 2F ′rdφ

(
RicciM (gradF ′r)

)
.

+ (m− 2)F ′′r traceg ∇φ < ∇ϕ dφ
(
F ′r grad

M (ln λ) + gradM F ′r

)
, dφ > dφ

Preuve. Fixons x0 ∈ M et soit {ei}1≤i≤m un repère orthonormal, telle que ∇eiej = 0, à
x0 pour tout i, j. Calculons à x0, on a

Trg∇2F ′rdφ (grad lnλ) = ∇ei∇eiF
′
rdφ (grad lnλ)

+ ei (F
′
r)∇eidφ (grad lnλ) + ei (ei (F

′
r)) dφ (grad lnλ)

= F ′rTrg∇2dφ (grad lnλ) + 2∇gradF ′rdφ (grad lnλ)

+ (∆F ′r) dφ (grad lnλ) . (5.57)

Notons que (voir [51])

Trg∇2dφ (grad lnλ) = dφ (grad (∆ lnλ)) + 2dφ
(
RicciM (grad lnλ)

)
+ (2−m)∇grad lnλdφ (grad lnλ) + 2 〈∇dφ,∇d lnλ〉
− TrgRN (dφ (grad lnλ) , dφ) dφ,

(5.58)

où
〈∇dφ,∇d lnλ〉 = ∇dφ (ei, ej)∇d lnλ (ei, ej) .

On substituant (5.58) dans (5.57), on conclu que

Trg∇2F ′rdφ (grad lnλ) = F ′rdφ (grad (∆ lnλ)) + 2F ′rdφ
(
RicciM (grad lnλ)

)
+ (2−m)F ′r∇grad lnλdφ (grad lnλ) + 2F ′r 〈∇dφ,∇d lnλ〉
+ F ′rTrgR

N (dφ (grad lnλ) , dφ) dφ+ 2∇gradF ′rdφ (grad lnλ)

+ (∆F ′r) dφ (grad lnλ) .

(5.59)
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Trg∇2dφ (gradf) = dφ (grad (∆F ′r)) + 2dφ
(
RicciM (gradf)

)
+ (2−m)∇gradF ′rdφ (grad lnλ) + 2 〈∇dφ,∇dF ′r〉
+ TrgR

N (dφ (gradF ′r) , dφ) dφ.

(5.60)

Finalement, on a

∇gradF ′rF
′
rdφ (grad lnλ) = F ′r∇gradF ′rdφ (grad lnλ)

+ |gradF ′r|
2
dφ (grad lnλ) .

(5.61)

On substituant (5.59),(5.60) et (5.61) dans (5.56), nous obtenons le résultat du théorème
5.3.3.

En particulier, on a

Corollaire 5.3.2 Soit (Mm, g) une variété Riemannienne plate. Alors IdM : M → M est
F -bi-harmonique propre si et seulement si la fonction F satisfait l’équation{

F ′rgrad(∆F ′r) +1
2
grad

(
|gradF ′r|

2)+ F ′′r grad(∆F ′r) = 0.
grad F ′r 6= 0.

Remarque : Du corollaire 5.3.2, on obtient de nombreux exemples d’applications F -bi-
harmoniques propres.

Par exemple si F (x, r) = h(xi)f(r), Alors IdRm est F -bi-harmonique propre si et seule-
ment si h(xi) = C

K
eKxi où x = (x1, ..., xm), C = const et K = −2f ′(m/2)+f ′′(m/2)

f ′(m/2)
.
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 "على المقاييس الطبيعية"
 :الملخص

 
مقياس   جديدة:  طبيعية  مقاييس  نقدم   ، العمل  هذا  ي 

لا  Mus-Sasakiف  وكافيًا  وريًا  ض  ا 
ً
ط شر وسنقدم  لحزمة ، 

مقياس  المماسية  طبيعية:  أخرى  جديدة  مقاييس  ثم   ، الجديد  المقياس  لهذا  ا 
ً
متناسق   Cheeger Gromollليكون 

 الهندسية ،   ندرس تركيبتهما  المعمم حيث   Mus-Gradientومقياس  
الخرائط   تعريف  بتوسيع  قمنا   ، ذلك  الخرائط  F-بعد  فكرة  ونعطي   ، عن  F-التوافقية  عبارة  وهي  الثنائية،  التوافقية 

 تعميم للخرائط ثنائية التوافقية بي   اثني   من منوعات ريمان. 
 :مفتاحية كلمات
الحزمة  ،الحزمة المماسية أفقية ،Mus-Gradientمقياس ،Cheeger Gromollمقياس، Mus-Sasakiمقياس

 .التوافقيةF-الخرائط ، المماسية عمودية
 

« Sur les métriques Naturelles» 

Résumé : 

Dans ce travail on introduit des nouvelles métriques naturelles : la métrique de Mus-Sasaki 

sur le fibré tangent , et on va donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’un 

champ de vecteurs soit harmonique pour cette nouvelle métrique , puis d’autres  nouvelles 

métrique naturelles :  la métrique de Cheeger Gromollgénéralisée el ma métrique de Mus-

Gradient  généralisée où on érudit leurs géométries ,  

Par la suite nous étendons la définition des applications F-harmoniques et, ondonne la 

notion de applications F-bi-harmonique, qui est une généralisation des applications bi-

harmoniques entre deux variétés Riemanniennes. 

Mots clés : métrique de Mus-sasaki, métrique de Cheeger Gromoll généralisée, 
métrique de Mus-gradient, champ de vecteurs horizontal,champ de vecteurs 
vertical ,application –F-harmonique,application –F-biharmonique. 
 

« On The Natural Metrics» 

Abstract : 

In this work we introduce new natural metrics: the Mus-Sasaki metric on the 

tangent bundle, and we will give a necessary and sufficient condition for a vector 

field to be harmonic for this new metric, then other new metrics natural: the 

Cheeger Gromoll metric and my generalized Mus-Gradient metric where we learn 

their geometries, 

Subsequently we extend the definition of F-harmonic maps and, we give the notion 

of F-bi-harmonic maps, which is a generalization of bi-harmonic maps between two 

Riemannian manifolds. 

Key words : 

Mus-sasaki metric, generalized Cheeger Gromoll metric, Mus-gradient metric, 

horizontal vector field, vertical vector field, F-harmonic map, F-biharmonic map 
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