République Algérienne Démocratique et Populaire

Ministére de 1’enseignement supérieur et de la recherche scientifique Algérie

N°Attribué par la bibliothéque

5 UNIVERSITY 5 UNIVERSITY
£1/01.of SAIDA £1/01.of SAIDA
‘_hg ”0;'.\‘:3'4\11 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘_H? oL “.:,4 -
.\';_,"__. — .\':.r"_.. —

Année: 2022

Estimation non-paramétrique des processus
semi-markoviens a temps discret et ses

applications

Mémoire présenté en vue de I'obtention du diplome de

Master Académique

Université de Saida - Dr Moulay Tahar

Discipline : Mathématiques

Spécialité : Analyse stochastique, statistique des processus et
applications (ASSPA)
par
Bendjellal Houari Charaf eddine
Sous la direction de
Professeur Saadia Rahmani

Soutenue le 20/06/2022 devant le jury composé de

Dr. Fatiha Mokhtari Université Dr. Moulay Tahar. Saida Présidente
Pr. Saddia Rahmani Université Dr. Moulay Tahar. Saida Encadreur
Dr. Fatima Benziadi Université Dr. Moulay Tahar. Saida Examinatrice

1. e-mail : charafeddinehouari1l997@Qgmail.com



Dédicace

Je dédie ce modeste travail

A ma chére Professeur Saadia Rahmani, ma grande support, et qui m’a

enseignée a etre solide et modeste.

A ma chére mére, ma raison d’étre, ma raison de vivre, la lanterne qui éclaire

mon chemin de douceur et d’amour.

A mon cher pére. en signe d’encouragement et de gratitude pour les soutiens et les

sacrifices dont il a fait preuve d mon égard.
A mon précieux et aimable frére Ahmed.

Aucun mot ne pourra décrire vos dévouements et vos sacrifices qu’ils m’accordent

de confiance et de fierté.
A toute ma famille et les proches.

A tous mes amis, Amine Houbad, Zaoui Chams Eddine, Bourahla Youssef, Aissa
Malek, Mohamed Salim Chalbi mon amie Tunisien, Mohammad de U'Iraq Mahmoud Al
Qedara mon ami Paléstinien, Talal mon ami de la Lybie, Heset Brahimi de la Kosovo, et
finalement mon ami Sakib du Bangladesh en témoignage de l'amitié sincére qui nous a

liés et les bons moments passés ensemble.



Remerciements

Avant de commencer & vous présenter ce modeste travail, je tiens tout d’abord & remercier
sans fin notre Dieu ALLAH le tout puissant de m’avoir donné la foi et de m’avoir permis
d’en arriver la.

Je tiens a présenter tout mon respect et ma gratitude a ma directrice Professeur Saddia
Rahmani, ma directrice de mémoire qui est a l'origine de ce travail, pour son support, ses
idées constructives, sa guidance valeureuse, et pour son encouragement et patience tout

au long de I’élaboration de ce mémoire.

Je veut adresser a remercier aussi bien les membres de jury pour le temps et I’attention
qu’ils ont bien voulu me consacrer pour cette évaluation, Docteur Fatiha Mokhtari et
Docteur Fatima Benziadi, J’ai une profonde dette de gratitude envers vous et envers
notre université, le Laboratoire des Modeles Stochastiques, Statistiques et Appli-

cation ainsi que ses membres pour nous avoir donné 'opportunité de terminer ce travail.

Je tiens a présenter mon vif remerciement & Melle Chafiaa Ayhar, Melle Boubred
Maroua, Docteur Mokhtar Kadi, Docteur Yahiaoui Lahcen et & tous les personnes

qui ont contribué, de pés ou de loin, au bon déroulement de mon projet.
Merci a mes chers amis ici et mes amis étrangers, pour les souvenirs inoubliables
qu’on a passé ensemble et a toute ma promotion 2021/2022. Merci a la flamme qui m’a

toujours éclairée, a la plus parfaite Maman qui m’a toujours orienté, soutenue, et supporté.

Merci a toute ma famille je suis honoré de vous voir fiere de moi.



Table des matiéres

Remerciements
Table des figures
Notations

1 Introduction générale
1.1 Motivation et contexte bibliographique . . . . . . . .. ... ... ... ...
1.2 Organisation du mémoire . . . . . . . . . . ..o

1.3 Préliminaires . . . . . . . . .

2 Généralités sur les chaines de Markov
2.1 Définitions . . . . . . ...
2.2 Exemplede CM . . . . . . .. e
2.3 Graphe associé a une matrice de transition . . . .. ... ... ... .. ..
2.4 Caractérisations d’une chaine de Markov homogene . . . . . . . . . ... ..
2.4.1 Propriétés fondamentales . . . . . . ... ... oL
2.4.2 Equations de Chapman Kolmogorov . . . . .. ... ... ......
2.4.3 Classification des états . . . . . . . . .. . ... . ..

3 Chaine semi-markovienne
3.1 Chaines de renouvellement de Markov et chaines semi-markoviennes

3.1.1 Chailne de renouvellement markovienne . . . . ... ... ... ...

10
10
12
13

16
16
18
20
21
21
22
23

27
27



TABLE DES MATIERES

3.2 Temps deséjour . . . . . . . . 30
3.2.1 Lois du temps de séjour . . . . . . . .. ... 30
3.3 Chalne semi-markovienne . . . . .. .. ... ... L 0o 32
3.3.1 Fonction de transition de la chaine semi-markovienne . . . ... .. 33
3.4 Equation de renouvellement semi-markovien . . . . . . . .. ... ... ... 34
Estimation non-paramétrique des chaine semi-markoviennes 37
4.1 Processus de comptage associés a la chaine de renouvellement markovien . . 37
4.2 Construction des estimateurs . . . . .. .. ... oL 38
4.3 Propriétés asymptotiques des estimateurs . . . . .. ... 43
4.3.1 Convergence presque SUIre . . . . .« .« v v v v v v e 43
4.3.2 Normalité asymptotique . . . . . . . .. ..o 48
Application et conclusion 60
5.1 Concept général de la fiabilité et les mesures associées . . . . . . .. .. .. 60
5.2 Fiabilité des systémes via les chaines semi-markoviennes & temps discret . . 62
5.2.1 Estimation non paramétrique de la fiabilité et Propriétés asympto-
tiques . . . oL 66
5.2.2  Exemple numérique . . . . ... Lo 68
5.3 Conclusion . . . . .. . 71
Bibliographie 73




Table des figures

2.1
2.2
2.3
2.4

3.1

5.1
5.2
5.3
0.4
9.5

5.6
5.7

Graphe associé au modele de diffusion d’Ehrenfest. . . . . . ... ... ... 20
Graphe associé a une matrice de transition a deux états. . . . . . . . . . .. 20
Graphe associé a la matrice de transition Po. . . . . . . . . ... ... ... 25
Graphe de transition. . . . . . . ... L Lo 26
Une trajectoire d’un chaine SM . . ... ... ... ........... 28
Graphe de la fiabilité. . . . . . . . .. ... 61
Une fonction de disponibilité typique. . . . . . . . .. ... ... .. 61
Taux de défaillance. . . . . . . . . . 62
Un systeme semi-markovien a temps discret a trois états. . . . .. ... .. 69
Distribution du temps de séjour pour I'état actuel i="2" et le prochain état

LSS 70
Estimateur de la fiabilité : intervalle de confiance au niveau 95 .. . . . . . . 70
Estimation empirique de la fiabilité. . . . . . ... ... ... ... ... .. 71



Notations

Abréviations
CM

CSM

CRM

CMI

NSM

ERM

EMV

LFGN

TCL
Probabilistes

P

Chaine de Markov

Chaine semi-markovienne

Chaine de Renouvellement markovien
Chaine de Markov Immergée

Noyau Semi-markovien

Equation de Renouvellement markovien
Estimateur du maximum de vraisemblance
Loi forte des grands nombres

Théoréme Centrale Limite

Probabilité

Ensemble de nombres naturels positifs
Espace de probabilité

Espérance a I’égard de P

Espace d’état fini

Ensemble des matrices réelles sur E x E
Fonctions matricielles définies sur N,
avec des valeurs dans Mg

Chaine semi-markovienne (CSM)

Chaine de renouvellement de Markov (CRM)



TABLE DES FIGURES

Nij(k, M)

P = (Pij)ijcE

q := (¢ij(k))ijeE keN
Q = (Qij(k))ijer keN
f:=(fij(k))ijcE keN

F = (Fij(K))ijen.reN

h := (hi(k))icE,keN

H := (Hi(k))icE keN
H := (Hi(k))icE keN
P := (P;j) (k)i jeE reN

v = (v(j)jer)

a = ()i

Etats visités, chaine de Markov Immergée (CMI)
Temps de saut

Temps de séjour

Temps de censure fixe

Nombre de sauts de Z dans l’intervalle de temps [[1, M]]
Nombre de visites a ’état i de la CMI,

jusqu’a temps M

Nombre de transitions de I’état 7 a I’état j

de CMI, jusqu’a l’instant M

Nombre de transitions de 1’état ¢ a ’état j jusqu’a
P’instant M, avec un temps de séjour dans I’état 7 égal a k
Matrice de transition de la CMI J

Noyau semi-markovien

Noyau semi-markovien cumulé

Distribution conditionnelle du temps de séjour

dans I’état i, avant de visiter 1’état j

Distribution conditionnelle du temps de séjour cumulé
dans ’état i, avant de visiter 1’état j

Distribution du temps de séjour dans I’état
Distribution cumulée du temps de séjour dans I’état i
Fonction de survie a 1’état i

Fonction de transition de la chaine semi-markovienne Z
Temps moyen du premier passage de 1’état ¢ a 1’état j,
pour le processus semi-markovien Z

Temps moyen du premier passage de 1’état i a 1’état j,
pour la chaine de Markov Immergée J

Distribution stationnaire de la CMI J

Distribution initiale du processus semi-markovien 7




TABLE DES FIGURES

A
v.a.

Symboles divers

[y

1

Convergence

s

i

AN

o

Produit de convolution matricielle en temps discret de A, B
Convolution n fois de A € Mg(N)

Variable aléatoire

symbole de Kronecker
vecteur ou chaque élément vaut 1

fonction indicatrice d’un sous-ensemble A

Convergence presque siire
Convergence en loi
Convergence en probabilité

Indépendantes, identiquement distribuées




Chapitre

Introduction générale

1.1 Motivation et contexte bibliographique

Les processus semi-markoviens sont une généralisation des processus de Markov, ayant
une méthode d’investigation propre et un domaine d’application. Dans les années 1950,
certains problemes pratiques, en particulier les problémes du service de masse, ont obligé
les chercheurs a rechercher une description mathématique adéquate. Les tentatives d’appli-
cation des modeles de Markov a ces problemes ont parfois été insatisfaisantes en raison de
conclusions injustifiées sur la distribution exponentielle des intervalles de temps correspon-
dants. Afin de réduire cette limitation, P. Lévy [10] and B. Smith [18] ont proposé presque
simultanément la classe des processus étagés, appelés processus semi-markoviens. Pour ces
processus, la propriété de Markov par rapport a un instant de temps fixé non aléatoire
n’est pas satisfaite dans les cas généraux, mais ils restent des processus de Markov par
rapport a certains temps aléatoires, par exemple, les temps de saut de leurs trajectoires.
Par conséquent, un tel processus n’est pas un processus de Markov, bien qu’il hérite de
certaines propriétés importantes des processus de Markov. D’autre part, dans plusieurs
secteurs, tels que la fiabilité de logiciel et les réseaux de communication, les centrales nu-
cléaires. . ., les systémes deviennent de plus en plus complexes. par conséquent, au cours
des dernieres années, on voit un intérét croissant pour ’évaluation de la performance de
ces systemes complexes. L’évolution d’un certain systéme est modélisée par un processus

stochastique.
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1. INTRODUCTION GENERALE

Parmi les outils standards pour décrire I’évolution d’un systéme, on peut citer les mo-
deles markoviens et les modéles semi-markoviens. Et comme il était déja mentionné que les
modeles semi-markoviens sont plus généraux que les modeles markoviens car ces derniers
sont limités par I’hypotheése markovienne. La condition markovienne est tres forte puisque
les lois des temps entre deux sauts successifs du systeme sont supposées exponentielles en
temps continu (resp. géométriques en temps discret), ce qui caractérise ’absence de mé-
moire. En revanche, les modeles semi-markoviens permettent se s’affranchir de 'hypothese
markovienne. Pour les systémes semi-markoviens, les lois des temps de séjour peuvent étre
des lois quelconques, et I’évolution future dépend du temps passé au travers de la derniere
transition. En outre, le processus semi-Markov s’est avéré étre une description appropriée
de systémes isolés avec un nombre dénombrable d’états et des distributions arbitraires de
temps de séjour. Le processus semi-markovien peut étre défini, de maniere tres simple, par
un processus de renouvellement markovien a deux dimensions ot une variable représente
les états et Iautre le temps des changements d’état (temps de saut). Ainsi toutes les pro-
priétés du processus semi-markovien sont déja contenues dans la définition de ce processus
de renouvellement. Cette définition, dans sa forme habituelle, requiert essentiellement a
deux choses : Une condition de Markov restrictive qui provoque I'invariance du processus
de renouvellement sous décalage temporel (stationnarité), et ’homogénéité, c’est-a-dire
I'indépendance des probabilités de transition du nombre de renouvellements. Les pro-
cessus semi-markoviens s’appliquent aux systémes ou les distributions de probabilité des
durées de séjour dans les états ne dépendent pas du moment ou le systeme entre dans un
état. Une condition nécessaire est que le systéme soit physiquement isolé; les transitions
d’état sont dues uniquement a des mécanismes internes et les effets du vieillissement sont
négligeables.

La théorie des processus semi-markoviens a été introduite par Pyke [11] et [15]. Pour
des références récentes dans ce domaine ainsi que des applications statistiques, voir, par
exemple, Limnios et Oprisan, [12] et Barbu et Limnios [1]. L’estimation non paramétrique
du noyau semi-markovien et de la probabilité de transition conditionnelle a fait ’objet de
plusieurs recherches pendant de nombreuses années, ce qui a conduit au développement
d’une grande variété de méthodes, voir, par exemple, Limnios [11] et les références qui

s’y trouvent. Récemment, et plus précisément, en cette année (2022), le probleme de
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1. INTRODUCTION GENERALE

I'estimation non-paramétrique par la méthode a noyau a été attaquée par Ayhar et al. [1]

Comme nous ’avons mentionné précédemment, la transition vers le prochain état ne
dépend pas de I'histoire du processus avant son entrée dans I’état actuel. Par conséquent,
la premiére composante du processus de renouvellement markovien forme une chaine de
Markov, dit chaine de Markov immergée. Etant donné Iétat du systéme, les temps de
séjour, qui déterminent la deuxiéme composante de ce processus sont indépendants puisque
la loi du temps de séjour dans I’état actuel ne dépend pas de ’histoire du processus avant
d’entrer dans cet état.

Nous nous intéressons, également dans ce mémoire au concept de fiabilité qui est de plus
en plus utilisé dans le monde scientifique et technique. Il est souvent utilisé pour évaluer la
durée de vie d’'un composant d’un systeme simple ou complexe. Plusieurs chercheurs ont
étudié les mesures de fiabilité des processus semi-markoviens. Des exemples de processus
semi-Markov en temps discret avec les mesures de fiabilité associées et les sujets statistiques
ont été abordés par Barbu et al. [2], qui ont proposé un modele d’utilisation de la chaine
semi-markovienne en temps discret, et ils ont fourni des formules analytiques pour la
moyenne et variance de la fiabilité a usage unique du systéme. L’évaluation des indicateurs
de fiabilité pour les processus semi-markoviens et I'inférence statistique peut étre trouvée

dans Ouhbi et limnios [13].

1.2 Organisation du mémoire

Notre travail est scindé en cinq chapitres :
Apres une partie introductive comprenant le contexte bibliographique et la motivation,
nous y énoncons les définitions et outils probabilistes auxquels nous avons eu recours tout
au long de ce mémoire.
Concernant le deuxiéme chapitre, nous 'avons consacré a quelques généralités sur les
chaines de Markov, en s’intéressant uniquement au cas discret.
Dans le troisiéme chapitre nous définissons une chaine semi-markovienne ainsi que les me-
sures associées.
Le quatrieme chapitre est consacré a 'inférence statistique des chaines semi-markoviennes.

Plus précisément, nous construisons des estimateur empiriques des différentes mesures as-
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1. INTRODUCTION GENERALE

sociées a la chaine semi-markovienne et nous établissons des propriétés asymptotiques des
estimateurs construits.

Dans le cinquiéme chapitre, nous nous intéressons a la fiabilité et son estimation non-
paramétrique. Certains résultats théoriques obtenus sur la fiabilité sont illustrés a travers
un exemple numérique. Ce chapitre est achevé par une conclusion générale. Une bibliogra-

phie abondante est présentée dans la fin de ce mémoire.

1.3 Préliminaires

Cette section couvre des notions de base, des définitions et des outils nécessaires pour
Pétabli des résul , s d o
etablissement des résultats présentés dans ce memoire.

Toutes les variables (vecteurs) aléatoires sont définis dans un espace de probabilité (2, F, P).

Théoréme 1.1. (Loi Forte des Grands Nombres)[(] Soit (X,,), une suite infinie de

variables aléatoires i.i.d. intégrables d’espérance commune p, alors on a :
1 n
p.S.
— E X, — pu.
n “ 1 n—oo
1=

1 n
Théoréme 1.2. (Glivenko Cantelli) [9] Soit F,(x) = — Z Iy x, <y la fonction de
n <
k=1
distribution empirique d’un échantillon aléatoire i.i.d. X1,...,X,. Soit F' la fonction de

distribution commune de X; ,i=1,...,n. Ainsi

sup | Fy(z) — F(z)] £ 0.

z€R n—oo

Théoréme 1.3. [0] Soit (Y, )n>1 une suite de variables aléatoires et (N (t));>0 un proces-

sus stochastique a valeurs entiers positifs. Supposons que
Y, 25 v et N(t) 25 oo,
n—o00 t—o0

alors,

Définition 1.1. (Produit de convolution matricielle en temps discret)

Soit F = {1,2,...} un espace d’états fini. On note Mg I’ensemble des matrices positives

13



1. INTRODUCTION GENERALE

sur £ x E et Mg(N) I'ensemble des fonctions matricielles définies sur N & valeurs dans
Mg.
Soit A,B € Mpg(N) deux fonctions a valeurs matricielles. Le produit de convolution

matricielle A x B est la fonction matricielle C € Mg(N) définie par

k
Cij(k) =YY Ak —1)By(l), i,j€B, keN,
reE =0

ou, sous forme matricielle,
k

C(k)=>_ A(k-1)B().

1=0
Définition 1.2. Soit 0I = (6;j(k);i,j € E) € Mpg(N) la fonction a valeurs matricielles
définie par
1, sii=j et k=0,
8ij(k) == (1.1)

0, ailleurs.

ou, sous forme matricielle,

I, si k=0,
0, ailleurs.

Alors 01 satisfait

SIxA=Ax6I=A, AcMgN),

c’est-a-dire que 61 est 1’élément d’identité pour le produit de convolution matricielle

en temps discret.

Théoréme 1.4. (Theorem central limit pour martingales) [7]
Soit (X, )nen+ une martingale par rapport a la filtration F = (Fy)nen ; et considérons
la différence martingale Y,, = X,, — X,,_1, n € N* (avec Y1 := X1). Si
IS 2 P, 2
1. E’;E[Yk [ Fa1] = 0% >0;

n
2. Z E[Yk2ﬂ{\yk\>5\/ﬁ}] v 0, pour tout € > 0,
k=1

1
n

14



1. INTRODUCTION GENERALE

alors
BNy
n n—oo
et
1

Théoréme 1.5. (Théoréme d’Anscombe) [5] Soit (Y,,),>1 une suite de variables aléa-

toires et (N(t)):>0 un processus stochastique a valeurs entiers positifs. Supposons que

\FZY —>N(00) et N(t)/t 0,

t—o00

otl 0 est une constante, 0 < 6 < co. Alors,

N(®)
—>NOJ)

/N Z ™t 500
Définition 1.3. (Convergence presque siire) Soit (X,,),>1 une suite de variables aléa-

toires. On dit que cette suite converge presque siirement vers une variable aléatoire X si :

P(lim X, = X)=1. On note X,, =2~ X.
n—oo

Théoréme 1.6. (Théoréme de Slutsky) [5] . Soient X, X,,, Y, n € N, des variables
aléatoires ou vecteurs. Si X, L) XetY, L) ¢, avec ¢ une constante, alors :
n—-ao0 n—aoo

X4+ Yy —5 X 4o,
n——oo

L
~ Y, X, —=— ¢X,
n—oQ

_y—1 £ -1
Y, Xnmc X, pour ¢ # 0.
Le résultat suivant est de Karlin et Taylor (1981) (page 73, Théoreme 1.1).
Proposition 1.7. Pour i et j états récurrents', nous avons
( )/TL —> 1/”117

. p-s. ]k
Nzy (n)/n m pl]/:uu

1. Un état ¢ d’une chaine de Markov J = (Jn)n>0 est dit récurrent si une trajectoire « typique » de la

chaine de Markov passe par i une infinité de fois, sinon 1’état i est dit transitoire.
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Chapitre

(Généralités sur les chaines de

Markov

Un processus stochastique est une suite de variables aléatoires indicées par le temps.
Le cas le plus simple est celui d'une suite de variables aléatoires indépendantes ou ces
variables n’ont aucune influence les unes sur les autres. Ce qui les rends (de point de
vue de la modélisation) inadéquates, car elles ne prennent pas en compte la dynamique
des systemes en évolution, a cause de l'indépendance. Par contre, les chaines de Markov
peuvent introduire cette dynamique. Ce sont des processus aléatoires sans mémoire : a
chaque instant leur évolution future ne dépend que de leur position, et non de leur trajec-
toire passée. Dans ce chapitre, nous considérons uniquement le cas des processus aléatoires

a temps discret et a espace d’états E discret.

Soit (Jn)n>0 un processus stochastique défini sur un espace de probabilité (€2, F,P),
a valeurs dans un espace mesurable (E, ). Sauf indication contraire, nous supposons que

E={1,2,...,s} ou E={1,2,...}.

2.1 Définitions

Dans ce qui suit, nous regroupons quelques définitions et quelques outils qui vont étre

nécessaires a 1’élaboration de ce mémoire, I'outil le plus essentiel est la définition d’une

16



2. GENERALITES SUR LES CHAINES DE MARKOV

chaine de Markov.

Définition 2.1. Soit {.J,,n > 0} une suite de variables aléatoires a valeurs dans

I’ensemble des états E supposé égal a N. On dit que cette suite est une chaine de Markov

(CM) si, pour tout n > 0 et toute suite (ig,1,...,%n—1,%n,j), ON & :
P(Jn+1 =J | Jn =10 Jn-1 =in-1,JIn-2 =tin-2,...,Jo = iO) = P(Jn+1 =J | Ip =1 )
le futur le passé et le présent le futur le présent

Les états successifs d'un systéme peuvent donc étre d’écrits par une chaine de Markov si
la connaissance de I'état du systeme a 'instant présent apporte autant d’information sur
le futur que la connaissance de tout le passé. Les chalnes de Markov sont des processus

sans mémoire.
On définit aussi un outil de base d’une chaine de Markov.

Définition 2.2. (Probabilité de transition ) pour tout i,j € E et n > 0, on définit la

probabilité de transition de I’état ¢ a I’état j entre les instants n et n—+ 1 par la quantité :
pij(n) = P(Jns1 = j|Jn = 1). (2.1)

La probabilité de transition P = (p;;)i; avec (i, j € E) vérifie les propriétés suivantes :
1. pij = 0, pour toute 7,7 € E,

2. Zpij = 1, pour toute ¢ € E.
JjEE
Une matrice de transition, de par sa construction, possede une propriété remarquable, qui
est que chaque ligne correspond a une loi de probabilité.

Si E est fini, on peut représenter la probabilité de transition comme une matrice carrée

(matrice de transition),

P11 - Dis
P = (pij)i,jeE =

Ps1 ' DPss

17



2. GENERALITES SUR LES CHAINES DE MARKOV

Dans les modeéles de Markov, on peut faire différentes hypotheses sur I’évolution du proces-
sus. En particulier, les parametres du modele peuvent dépendre ou non de la durée totale
du suivi : on parle alors de modéle non-homogene et de modele homogene. L’hypothese
d’homogénéité qui rend les forces de transition constantes au cours du temps simplifie
la modélisation et la méthodologie. Dans ce chapitre, on se concentre sur les modeles de

Markov homogenes.

Définition 2.3. Une chaine de Markov est dite homogene (dans le temps), si la probabilité

(2.1) ne dépend pas de n; c’est-a-dire pour tout n > 0, on a :
pij(n) = P(Jny1 = jlJn = 1) = pij = P(J1 = jlJo = 1).
Remarque 2.1. La loi de la chaine de Markov homogene (J,)nen est entierement dé-

terminée par sa matrice de transition P et de la loi initiale de J,, notée mg, pour tout

ieE=1{1,2,...,s},
mo=(P(Jo=1),P(Jo=2),...,P(Jo =5 —1),P(Jy = 5)).

Proposition 2.1. [17] Soit (Jy,)n>0 une chaine de Markov de matrice de transition p.

1. Le temps de séjour de la chaine dans un état i € E est une variable aléatoire géomé-
trique de parameétre 1 — p;.
Pij
— Dii

2. La probabilité que la chaine entre dans I'état j lorsqu’elle quitte I’état i est
(pii #1).

Définition 2.4. (Distribution stationnaire) Une distribution de probabilité v sur E

est dite stationnaire ou invariante pour la chaine de Markov (J,,)n>0 si, pour tout j € E

> w(i)pi; = v(j),
JjEE
ou, sous forme matricielle,

vp =v,

ouv = (v(l),...,v(s)) est un vecteur ligne.

2.2 Exemple de CM

Il y a des modeles classiques de CM homogenes souvent rencontrés, avec les quels, il

est bon de se familiariser des le début. En voici un exemple concret.
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2. GENERALITES SUR LES CHAINES DE MARKOV

Le modéle de diffusion d’Ehrenfest :

On considere 2 urnes A et B. On dispose de a boules numérotées de 1 a a avec a > 1.
Au départ (& I'étape 0), les a boules sont dans I'urne A. A chaque étape, on tire au hasard
un nombre entre 1 et a (avec équiprobabilité) et 'on change d’urne la boule portant le
numéro tiré : par exemple, si on a tiré le nombre 4, on change la boule numéro 4 d’urne
(si la boule 4 est dans A, on la retire de A et on la met dans B; si la boule 4 est dans B,
on la retire de B et on la met dans A). On note J,, le nombre de boules dans l'urne A a
la fin de la niéme étape. L’ensemble des états est donc E = {0,1,...,a}.

(Jn)n>0 est une chaine de Markov, et si a un instant, A contient ¢ boules, 0 < i < a, &
I'instant suivant, elle contiendra ¢ — 1 ou ¢ 4+ 1 boules, avec probabilité respectivement 2

a—1
et . La matrice de transition est donc donnée par :
a

- s j=i—-1,i€{l,...,a},
a .

. , a—1

P(Jns1 = jlJn =1) = si j=i4+1,ie€{l,...,a—1},

0 sinon.

Sous forme matricielle, la matrice de transition est donc donnée par :

0 1 0 0 0 0 O
1/a 0 (a—1)/a 0 0 0 0
P 0 2/a 0 (a—2)/a ... 0 0 O
0 0 0 0 ... (a=1)/a 0 1/a
0 0 0 0 0 1 0

Cette matrice carrée est de dimension a + 1. Elle s’interprete par ligne :

— La premiére ligne donne les probabilités d’avoir 0, 1,.. ., tel que a boules dans I'urne
A & Détape suivante, sachant qu’il y en a 0 dans A.

— La deuxieme ligne donne les probabilités d’avoir 0, 1,. . ., tel que a boules dans I'urne

A & Détape suivante, sachant qu’il y en a 1 dans A4, ....
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2. GENERALITES SUR LES CHAINES DE MARKOV

2.3 Graphe associé a une matrice de transition

A tout matrice de transition d’une chaine de Markov homogene, on peut associer son
graphe, ses sommets sont les états de la chaine et il y a une fleche p;;, entre les sommets
i et j siet seulement si p;; >0 .

Le graphe donne les mémes informations que la matrice de transition mais, comme toute
représentation graphique, il a ’avantage d’étre plus parlant.
Dans ’exemple précédent, le graphe associé a la matrice de transition de la chaine de

Markov est représentée dans la figure suivante suivante :

1 {a-1)/a {a-2)/a 3/a 2/a 1/a

0 1 2 a-2 a-1 a

1/a 2/a 3/a (a-2)/a ‘{a—l]/a 1

FIGURE 2.1 — Graphe associé au modele de diffusion d’Ehrenfest.

Exemple 2.1. (Chaine a deux états)
Dans le cas général d’une chaine de Markov & deux états, représentés par 0 et 1, la matrice

de transition est de la forme :
l-« «
g 1-p
ou 0 < a, B < 1 de telle sorte que toutes les probabilités de transition sont strictement
positives, et E = {1, 2}.

[ =4

7N
1 2 \
IQ\/ \/’17;4

FIGURE 2.2 — Graphe associé a une matrice de transition a deux états.
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2. GENERALITES SUR LES CHAINES DE MARKOV

2.4 Caractérisations d’une chaine de Markov homogene

2.4.1 Propriétés fondamentales

On commence cette partie en donnant quelques propriétés nécessaires.
Proposition 2.2. Soit ig,...,i, € E . Pour tout k € N.
P(Jntk =in, - Jet1 = 01Tk = 10) = Digiy PirioPinis - - - Pin_vin- (2.2)
Preuve. Posons A; = {Jj4; = i;} pour tout j € {0,...,n}. On a:

P(A,NA,—1N...NAp)
P(Ao)

P(Anﬂ...ﬂAlle) =

1
= 1N... 1N...NA
P(An’An 1M ﬂAo)P(An 1M N O)P(Ao)
= P(An’An,1 n...N Ao)P(An,ﬂAn,Q n...N Ao)
1
P(A, oNn...NA .
X ( 2N N 0) P(A())
Ainsi de suite, ce qui conduit au résultat suivant :
1
= P(An’An,1 Nn...N Ao), RN P(A1|A0>P(Ao)m

=P(A,|An—1N,...,NAY)P(An_1|Apn—2N...N Ap),...,P(A1]Ao).
Comme (J,)n est une chaine de Markov homogene de matrice de transition P,
P(Aj|A;1N...NAy) = P(Jpsj =i Jerjor =ij_1 N ...0J, = i)
= P(k4j = 151 k4j—1 = 15-1)
Pij_qij»

pour tout j € {1,...,n}, ce qui permet de conclure. [

La proposition suivant montre que la donnée de la loi initiale mg et de la matrice de

transition P caractérise une chaine de Markov.

Proposition 2.3. (.J,,)n>0 est une chaine de Markov homogene si et seulement siVn € N :

P(Jn =0, .-, JIn = in) = T0Digiy - - - Dip_1in- (2.3)
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2. GENERALITES SUR LES CHAINES DE MARKOV

Preuve. Premiérement, si (J,,),>0 est une chaine de Markov homogene, alors d’apres
(2.2) aveck =0 :
P(Jo=1t0,...,Jn=1n) = P(Jy=rtn,Jn-1=rln-1,...,J1 =1i1]|Jo =i0)P(Jo = ip)
= Tropi()il i 'pinflin’
Deuxiémement, si (2.3) est vérifiée, alors :

P(J() - i(), ey Jn — in, Jn+1 - in+1)
P(Jo =10, Jn =in)

P(Jn+1 = in+1‘J0 = ’io ey Jn = ’Ln)

P(Jo = i0)Pigiy - - - Pip—1inPinini
P(JO = iO)pioil <o Dip_qin

= pinin+1

- P(Jn+1 — in+1|J — Zn)

donc (Jy,)n>0 est une chaine de Markov homogene. [ |

2.4.2 Equations de Chapman Kolmogorov

Les probabilités de transition en n pas sont complétement déterminées par les proba-
bilités de transition en un pas, c’est-a-dire par la matrice de transition. Ceci est explicité

par les équations de Chapman Kolmogorov, que nous allons aborder dans ce qui suit.
Proposition 2.4. Pour tout n >0, P = pn.

Preuve. On montre par récurrence.
Pour n = 0, nous avons P©) = P = I (matrice identité).

Supposons que P™ = P": ce qui implique :

P = (T = 1o = J)

= Y P(Jns1 = j, Jn = k|Jo =)
keE

= Z p(Jn-H = J|Jn = k)p(Jn = k"JO = Z)
keE

1 n
= Y PP
k€E
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2. GENERALITES SUR LES CHAINES DE MARKOV

Ce qui signifie : ) = pMpn) — p p) — p pn — prtt, -

Proposition 2.5. (Relation de Chapman-Kolmogorov)
Pour tout (i,j) € E et tout couple (m,n) d’entiers positifs, on a I'identité :

P(Jngm = jlJo =1) =Y P(Jm = jlJo = )P(Jn = jlJo = k).
keE

ou encore
(ntm) _ (n) 5 (m)
Py =Y PPy
kek

Preuve. Cette identité résulte immédiatement de I'associativité du produit matricielle :

P(n—i—m) _ pm+n — pmpn — P(m)P(n)

2.4.3 Classification des états

Dans cette partie nous définissons la classification des états et nous déduisons des
propriétés des chaines de Markov. Les états d’une chaine de Markov se répartissent en

classes que I'on définit a partir de la matrice de transition.

Définition 2.5. (Etat accessible) On dit que I’état j est accessible depuis I’état 4, et on

Z(.;»l) = P(J, = j|Jo = i) > 0. Nous supposons que chaque état est accessible
(0)
=1

i

notet — jsip

depuis lui-méme puisque p

Définition 2.6. (Etats communicants) Deux états i et j sont dits communicants, notés

1 +— 7 ¢’ils sont accessibles I'un de I'autre. Autrement dit,
14— j signifie i —j et j—>i.
Proposition 2.6. La relation d’accessibilité entre états est réflexive et transitive.

Preuve.

0 _p

a)- Réflexivité : Comme p;;’ = P(Jy = i|Jy = i) = 1 > 0, pour tout état ¢, on a bien
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b)- Transitivité : Supposons que pour les états i, j et k on ait : i — jet j — k :

gn) >0 et p(-z)

ik > 0. D’ou, on

Alors, il existe deux entiers positifs m et n, tels que p

aura

(n) _ (m) (n) (m) (n)
Dj = Zpu Py’ 2 Pij Py >0
leE
Ce qui montre bien que 'on a : ¢ — k une relation transitive.

c)- Symétrie : i — j = j — 4, évident par définition. [
Remarque 2.1. La relation <— est une relation d’équivalence.
Définition 2.7. (Etat absorbant) Un état i d'une chaine de Makov est dit absorbant,

si la chalne ne peut plus quitter cet état une fois qu’elle y est entrée; en d’autre termes si

Pii = 1.

Définition 2.8. (Chaine de Markov absorbante) Un état i € E est dit absorbant si
Pii = 1 (et donc nécessairement P;; = 0 pour tout j # i. Une chaine de Markov est dite

absorbante s’il existe, pour tout état de E, un état absorbant accessible depuis cet état.

Définition 2.9. (Chaine de Markov irréductible) Une chaine de Markov est dite

irréductible si tous les états communiquent entre eux.

Exemple 2.2. Considérons la chaine de Markov & espace d’états E = {0,1,2,3,4} de

matrice de transition :

Pa=10 05 0 05 0
01 03 05 0 0.1

0 0 08 0 02

La chaine comporte trois classes : Cy = {0}, C1 = {1} et Cy = {2,3,4}.

24



2. GENERALITES SUR LES CHAINES DE MARKOV

02

FIGURE 2.3 — Graphe associé a la matrice de transition Ps.

Définition 2.10. (Etat récurrent) Un état est dit récurrent si, chaque fois que nous
quittons cet état, nous reviendrons a cet état dans le futur avec une probabilité de un. En
revanche, si la probabilité de retour est inférieure a un, I’état est dit transitoire. Ici, nous

donnons une définition formelle : Pour tout état ¢, on définit
Gii = P(J, = i,pour certains n > 1|Jy = ).
L’état 7 est récurrent si G;; = 1, et il est transitoire si Gy; < 1.

Définition 2.11. (Périodicité, état apériodique) Un état i € E est dit périodique de
période d > 1, ou d-périodique, si d est égal au plus grand diviseur commun (pged) de

tous les n tel que P(Jp41 =i|J1 =) > 0. Si d = 1, alors I’état i est dit apériodique.

Exemple 2.3. Considérons la chaine de Markov dont le graphe de transition est donné

par : Nous avons :

d(1

=

2

U

3

d

(
(
(
(4

)
)
)
)

I
N e S
N
v»-lk
QCTJ
\.OO
—_— = = e

On constate que la période des états est 2.
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FIGURE 2.4 — Graphe de transition.

Définition 2.12. (Etat ergodique) Un état récurrent apériodique est dit ergodique.
Une chaine de Markov irréductible avec un état ergodique (puis tous les états ergodiques)

est dite ergodique.
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Chapitre

Chalne semi-markovienne

Les chalnes semi-markoviennes constituent une extension des processus de Markov et
des processus de renouvellement. La flexibilité des chaines semi-markoviennes par rapport
a celles de Markov est due au fait qu’ils autorisent des temps de séjour distribués arbi-
trairement au lieu d’étre distribués géométriquement en temps discret. En pratique, il y a
des cas ou ’approche markovienne ne peut étre acceptée et 'extension a un modele semi-
markovien semble naturelle, relachant I’hypotheése markovienne sous-jacente mais, simul-
tanément, ayant toujours I’hypothése markovienne. En particulier, les processus d’espace
d’états finis sont d’un grand intérét pour les applications. Les chaines semi-markoviens ont
été largement utilisés pour construire des modeéles de systémes stochastiques dans diverses

disciplines, telles que la fiabilité des systemes, ’épidémiologie et la finance.

3.1 Chaines de renouvellement de Markov et chaines semi-

markoviennes

Dans ce qui suit, nous regroupons quelques définitions et quelques outils qui vont étre
nécessaires :
On se place, toujours sur un espace d’état fini E = {1,...,s}.
e La chaine de sauts J = (J,,),, o\ & espace d’état E, J,, est I’état du systeme au
n*me temps de saut.

e La chaine de temps de sauts S = (Sy),,cn & espace d’état N, S, est I’état du systeme
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3. CHAINE SEMI-MARKOVIENNE

au n’“™¢ temps de saut. On suppose que Sop = 0 et que 0 < S1 < Sp < ... < S, <
Sn+1 < ....
e La chaine de temps d’inter-sauts X = (Xj),cn & espaces d’états N ou n € N7,

X, =S, —5,_1, et Xo =0 p.s. Donc pour tout n € N*, X,, est le temps de séjour

éme

dans I’état J,,_1 avant le n saut .
Etats
A (X,) : temps de séjour
(J,) : états du systéme
X, (S,) : temps de saut
=i X .
. 1
o1}
Xn+l
{ Iu:k} L]
>
S, S, S, S S Temps

FIGURE 3.1 — Une trajectoire d’un chaine SM .

3.1.1 Chaine de renouvellement markovienne

Définition 3.1. La chaine (J,S) = (Jn, Sp),cn est dite chaine de renouvellement marko-
vienne (CRM) a temps discret si pour tout n € N, pour tout ¢,j € E et pour tout £ € N

elle satisfait presque stirement,
P(Jnt1 = 7,541 — Sn =k|Jo, - .y In; S0y -+, Sn) = P(Jnt1 = 7, Sn+1 — Sn = k| Jn) (3.1)

Cette équation signifie que si I'on connait les états passés visités et les temps de saut
du systeme, ainsi que son état présent, I'état futur visité et le temps de séjour dans
I’état présent ne dépendent que de I’état présent. Autrement dit, on a essentiellement une
hypothese de type markovienne, a la différence que la propriété sans mémoire n’agit pas
sur le temps calendaire (0,1,...,k,k 4+ 1,...) mais sur un temps régie par le processus
de temps de saut J, (Jo, J1,...,Jn, Jnt1,...). C'est ce que nous appelons une hypothese

markovienne plus souple.
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3. CHAINE SEMI-MARKOVIENNE

De plus, si I’équation (3.1) ne dépend pas de n, la chaine (J,S) est dite homogene, et

on peut alors introduire la notion du noyau semi-markovien.

Définition 3.2. (Noyau semi-markovien a temps discret)
Une fonction & valeurs dans I’espace des matrices q = (gi;j(k)) € Mg(N) est un noyau

semi-markovien & temps discret s’il satisfait les trois propriétés suivantes :

1) 0< qu(k) < 17Z.7j S E7k € Na
11) Qij(o) =0,Vi,j € E,

+oo
i) Y qi(k)=1,Vi€E.

k=0 jE€E

Ot le noyau semi-markovien & temps discret q = (g;;(k);4,j € E, k € N) est défini par :
Gij(k) = P(Jpi1 = j, Xny1 = k[ Jn = 10). (3.2)

Cette équation signifie que la probabilité de passer de i en j aprés un temps de séjour de
k unités de temps en 1.
Introduisons le noyau semi-markovien cumulé :

Q = (Q(k),k € N) € Mg(N) est défini, pour tout i,j € E et pour tout k € N, par

K
Qij(k) =P(Jny1 = J, Xnt1 < klJn =) = > qi;(1).
1=0

Définition 3.3. (Chaine de Markov immergée)
Si (J,8S) est une chaine de renouvellement markovien (homogene) alors (J,,),cn st une
chaine de Markov (homogene). Elle est appelée chaine de Markov immergée associée a la

CRM (J,8). La matrice de transition p = (p;;)ijer € Mg(N) de (J,,) est donnée par :

pijZP(Jn_H :j|Jn:i), i,jEE, neN

Remarque 3.1. — Pour tout i, € E p;; = ioqz](k)
— On interdit les transitions instantanées i.e.k?i), J € E,qi;(0) = 0 car la chaine de
temps de saut (S,) est supposée strictement croissante. On interdit également les
transitions vers un méme état i.e. Vi € E. p;; = 0. Cela permet d’identifier un saut

avec un changement d’état.
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3.2 Temps de séjour

soit (Jy, Sp) une CRM homogene et J,, une chaine de Markov de matrice de transition

pij = P(Jny1 = jlJn = 1).

3.2.1 Lois du temps de séjour

Introduisons les définitions de certaines mesures conditionnelles et inconditionnelles

liées au NSM :

Définition 3.4. (Distributions conditionnelles du temps de séjour). Pour tout
i,7 € E, on appelle :
— fij(.), la loi conditionnelle du temps de séjour dans I'Etat 4, étant donné que le

prochain état visité est j, j #i : Vk € N

| aak) 2,
fl]<k:) = P(Xn+1 = k|Jn =1, Jn+1 = j) = Dij

ﬂ{k:oo} sinon.
— Fj;(.), la distribution conditionnelle cumulée du temps de séjour dans I’état 4, étant

donné que le prochain état visité est j, j #i : Vk € N

b Qus(k) si pij #0,
Fij(k) =P(Xnp1 < klJn =i, Jugy1 =) =D _ fi5(1) = Dij
=0 Il{k:oo} sinon.

Définition 3.5. (Distributions du temps de séjour dans un état donné)

— hi(.), la loi du temps de séjour dans 1’état i :

hi(k) = P(Xps1 = k|lJy =1) =Y q;;(k), Yk € N.
jEE
— H;(.), la distribution du temps de séjour cumulée dans ’état i :

k
Hz(k) = P(Xn+1 < k|Jn = Z) = th(l) = ZZQU(Z)?V]{ € N.

=1 =0 jeE

— H;(.), la fonction de survie dans 1’état i :

Hi(k) = P(Xny1 > k|J, = i) = 1 — H;(k),Vk € N.
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La proposition suivante confirme la définition 3.4 et représente la relation entre le

noyau SM et la probabilité de transition ainsi que la distribution du temps de séjours.

Proposition 3.1. Pour tout ¢,j € E et k € N, on définit le noyau semi-markovien par la
quantité :

qij (k) = pij (k) fij (k).

Preuve.
Qij(k) = P(Jn+1 = jaXn—i—l = k‘Jn = Z)

P(']’VH—l = ij’rH-l = kv Jn = Z)
P(Jn =)

P(Jn—i-l = j: Jn = i)P(Xn—H = k"]n-I—l = .j7 Jn = Z)
P<Jn = Z)

= P(‘]n+1 = ]’Jn = i)P(XnJrl = k‘JnJrl = ja In = Z)

= pij(k)fi; (k).
[ |

Définition 3.6. (Convolution n fois en temps discret) Soit A € Mpg(N) une fonction
a valeur matricielle et n € N. La convolution n fois A™ est la fonction a valeur matricielle
définie récursivement par :

1, sii=j et k=0,

0, sinon,

k
n n—1
A k) =33 A4, AL TV (kD), n>2, keN,
rek =0
C’est-a-dire,

AD =51, AW =A et AM=AxACMD,
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Proposition 3.2. [3] Pour tout i,j € E, pour tout n et k € N, on a

P(Jn = J, Sn = Kl Jo = i) = ¢ (k). (3.3)

Preuve. On prouve le résultat par la méthode de récurrence.
— Pour n =10, on a
. . 0
P(Jo = s So = klJo = i) = ayj (k).

Pour k # 0 ou i # j, cette probabilité est nulle. D’autre part, sii = j et £k =0, la

probabilité est un. C’est-a dire :

1 sii=jet k=0,
gy (k) = (@'
0 sinon

= JI)

— Pour n = 1, le résultat est évidemment vrai, en utilisant la définition du noyau

semi-markovien q et de ql(jl)(k‘) C’est-a dire : ql(]l)(k:) = q;j(k)

— Pourn > 2:

k—1
P(Jn =14, =klJo=1) = ZZP(Jn:jaSn:k7J1 =r,8 =1|Jo = 1)
rek =1
k—1
= > Y PUn=4Sn=klJi=r,5=1,Jy=1)
reE =1
P(Ji=r 51 =1Jy=1)

k—1
= S S PUn1 =5, Se1 =k —1|Jo=r)P(Ji =, X1 = 1|Jy = i)

reE =1
0D )
n— n
= > > ay k= Dain(l) = ¢}’ (k).
reE =1
|
3.3 Chaine semi-markovienne
Définition 3.7. Soit (J, S) une chaine de renouvellement de Markov.
La chaine Z = (Zj)ken est une chaine semi-markovienne associée a la CRM (J, S) si
Zy = JN(k)7 k €N, (3.4)

ou N(k) = max{n > 0; S, <k}, est le processus de comptage & temps discret du nombre
de sauts dans [1, k] C N. Donc Zj, donne P'état du systéme a 'instant k.

La formule (3.4) est équivalente & J,, = Zg, , avec S,, = min {k > S,_1|Zx # Zx—1},n € N.
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Le vecteur ligne a = (a1, . .., ais) représente la loi initiale de la chaine semi-markovienne

Z = (Zk)keN- Précisément, o; = P(Z() = Z) = P(J() = i), 1€ E.

Remarque 3.2. La loi initiale « et le noyau semi-markovien q(t) définissent compléte-
ment la CSM.

3.3.1 Fonction de transition de la chaine semi-markovienne

Définition 3.8. La fonction de transition de la chalne semi-markovienne est la fonction

matricielle

P = (Pj(k);i,j € E,k € N) € Mg(N) défini par :

Pi(k) =P(Zy = jlZo=1), i.j€E, keN.

Le résultat suivant consiste en une formule récursive de calcul de la fonction de transition
P de la chaine semi-markovienne Z. Cette équation est le premier exemple d’équation de

renouvellement de Markov.

Proposition 3.3. [3] Pour tout i,j € E et k € N, on a :

k
Pyj(k) =045 x [1 = Hy(k)] 4+ > Y qir () Prj(k — 1), (3.5)
rek (=0

Pour tout k € N, définissons H(k) := diag(H;(k);i € E), H = (H(k);k € N). Dans la

notation des fonctions matricielles, ’équation (3.5) devient :

P(k) = (I-H)(k) +q*P(k), keN. (3.6)
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3. CHAINE SEMI-MARKOVIENNE

Preuve. Pour tout 1,5 € Eet Kk € N, on a
Pij(k) = P(Zy =jlZo=1)
= P(Zk:j,Sl §k|ZOZi)+P(Zk:j,Sl >k§|ZQZi)

P(Zy =j,Zs, = 1,51 =1|Zy = 1) + 6i5(1 — H;(k))

<
m
=

|
M= M- I~

P(Zk = j‘Zgl =T, Sl = l,Z() = Z)P(Jl =T, Sl = l|J() = Z) + (5@'(1 — Hz(k'))

<
m
=

P(Zk_l = j|Z0 = T‘)P(Jl =7r X = l|J0 = Z) + 5@'(1 — Hz(k‘))

ﬁ
m
e
Il
=)

k
= 6;(1— Hi(k))+ > Prj(k — Dair(l).

rek =0

3.4 Equation de renouvellement semi-markovien

Dans cette section, nous étudierons des équations telles que I’équation (3.5) (ou, de ma-~
niére équivalente, ’équation (3.6)) données dans la section précédente, appelées équations

de renouvellement semi- markovienne (EMR).

Définition 3.9. Soit L = (L;j(k);i,j € E,k € N) € Mg(N) une fonction inconnue a

valeurs matricielles, et U = (Uj;(k);4,j € E,k € N) € Mg(N) soit connu. L’équation

L(k) =U(k) +q+L(k), keN,

est appelée équation de renouvellement de Markov (ERM).

Avant d’introduire la fonction a valeurs matricielles nous avons besoin du lemme sui-

vant.

Lemme 3.4. Soit (J,S) = (Jpn, Sn)nen une chaine de renouvellement de Markov et q €
MEg(N) son noyau semi-markovien associé. Alors, pour tout n,k € N tel quen > k+1 on

a ™ (k) =o0.

Preuve. Comme le processus de temps de saut (S, )nen vérifie la relation S, > n, n € N.

Ecrire 1’équation (3.3) pour n et k € N tels que n > k + 1 achéve le résultat souhaité. m

34



3. CHAINE SEMI-MARKOVIENNE

Définition 3.10. La fonction & valeurs matricielles v = (¢¥(k),k € N) € Mg(N) est

définie par :

k k
¢z] qu :Zqz(y)(k):P<U{Jn:jasn:k}L]O:i)a i,j €E, keN.
n=0

n=0
(3.7)

Remarque 3.3. — Les séries infinies qui apparaissent dans la définition de v s’averent
étre des séries finies du fait que q(”)(k:) = 0 pour tout n et k € N tel que n > k
d’apres le Lemme 3.4.

— La fonction & valeurs matricielles ¢ = (¢(k), k € N) € Mg(N) peut étre définie par

U(k) = (61— q) "' (k) (3.8)

— En utilisant (3.5) et (3.7), 'unique solution de ’équation de renouvellement de Mar-

kovP=1—H+q*P est
Pk)=¢+(I-H)E)=(T—q) '« I-H)(k), k€N (3.9)

Proposition 3.5. La fonction de renouvellement de Markov ¥ = (¥(k),k € N € Mg(N)
est la fonction de renouvellement matriciel de la CRM donné par :

k

Wi (k) =Y wij(l) = E(N;(k)), i,j €E et k€N,
=0

ot Nj(k) est le nombre de visites a I’état j de la chaine de Markov Immergée jusqu’a
linstant k.

k

Preuve. On a N (k) = Z 1,5y = Z 1¢7,—j;S. <k}, alors
= n=0

Uii(k) = EN;(R)] =Eil>_ Ty,—js,<ny]
n=0

= 3" P(Jn = i Su < klJo = i)

n=0

= 2

n=0

=0n

P j, n—l‘J()—Z)

g (1)

- St

N
Il
=)
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3. CHAINE SEMI-MARKOVIENNE

(n)

D’apres le Lemme 3.4, nous savons que 4 (I) =0 pour n > [, et on obtient

k k

k
Ui(k) =33 gl () =3 v 0).
=0

=0 n=0
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Chapitre

Estimation non-paramétrique des

chalne semi-markoviennes

Dans ce chapitre nous nous intéressons au comportement asymptotique des estimateurs
empiriques des mesures liées a la chaine semi-markovienne a temps discret. Ce chapitre est
divisé en trois sections. Dans la premiére section, nous définissons les différents processus de
comptages associés a la CRM. Dans la deuxiéme section, nous construisons des estimateurs
non-paramétriques des différents mesures liées a la CSM. La troisiéme section est consacrée
a D’établissement de la consistance forte et la normalité asymptotique des estimateurs

construits.

4.1 Processus de comptage associés a la chaine de renouvel-

lement markovien

pour tout i,j € E et £ < M, on définit :
N(M)

- Ni(M) := Z Iyy,—p : Clest le nombre de visites a I'état 7, jusqu’a I'instant M.
n=1

N(M)
- N;;j(M) = Z Wy, =i,—jy + Clest le nombre de transitions de i a j, jusqu’a
n=1
I'instant M.
N (M)

— N;j(k,M) := Z Wy, =i Ju=j,Xn=k} : C’est le nombre de transitions de i a j,
n=1
jusqu’a I'instant M, avec un temps de séjour dans I’état i égal a k, 1 < k < M.
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4. ESTIMATION NON-PARAMETRIQUE DES CHAINE SEMI-MARKOVIENNES

Avant de construire les estimateurs, on commence par introduire la définition suivante :

Définition 4.1. (Temps de récurrence en arriére) On définit la suite de temps de

récurrence en arriere (ups)pren+ par
UpN :M_SN(M) VM € N*

ups correspond au temps écoulé entre l'instant M et le dernier temps de saut Sy(pr) ou

encore le temps de séjour censuré dans le dernier état visité Jy(ar)-
Maintenant, on défini la trajectoire d’une chaine semi-markovienne.

Définition 4.2. Considérons une trajectoire de la CRM (J,,, Sy )nen, censuré a un temps

arbitraire M € N*

H(M) = (Jo, X1, Inan—15 Xnanys Inanys war ),

4.2 Construction des estimateurs

Dans cette partie, nous construisons des estimateurs non paramétriques pour les prin-
cipales caractéristiques d’un systeme semi-markovien a temps discret, telles que le noyau
semi-markovien, la matrice de transition de la chaine de Markov immergé, les distributions
conditionnelles des temps de séjour ou les fonction de transition semi-markovienne. Nous
étudions les propriétés asymptotiques de ces estimateurs, a savoir la convergence presque
stre et la normalité asymptotique.

Hypothéses : Dans la suite, nous supposons que les conditions suivantes soient satis-

faites :
A1l La chaine de Markov (Jp,)nen est irréductible.

A2 Les temps de séjour moyens sont finis, c’est-a-dire Z khi(k) < oo pour tout état
k=0
i € E.
A3 Le processus de renouvellement de Markov (J,,, Sy, )nen est apériodique.

Nous prenons une trajectoire H(M) d’'un CRM, pour tout i,5 € E et k € N, k < M.
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4. ESTIMATION NON-PARAMETRIQUE DES CHAINE SEMI-MARKOVIENNES

Définition 4.3. La fonction de vraisemblance correspondant & 'histoire H (M) est

N(M)

L(M) = ay, H Paa S (Xk)FJN(]VI) (unr),
k=1

Puisque uy; < o0, on a Mli;\noo(uM/M) = 0, et pour un grand M, uy; n’ajoute pas d’infor-
mation significative a la fonction de vraisemblance. Pour ces raisons, nous négligerons le
terme H TN (ups) dans Pexpression de la fonction de vraisemblance L(M). D’autre part,
la trajectoire H(M) de la CRM (J,,, Sp)nen ne contient qu'une seule observation de la dis-
tribution initiale « de (J;,)nen, donc information sur a7, n’augmente pas avec M. Comme
nous nous intéressons a ’estimation en grand échantillon des chaines semi-markoviennes,
le terme v, sera également négligé dans I’expression de la fonction de vraisemblance. Par
conséquent, nous nous intéresserons & la maximisation de la fonction de vraisemblance
approchée définie par :

N(M)

Li(M) = H Pa1 e S 10 (Xk). (4.1)
k=1

Proposition 4.1. [3] Pour une trajectoire d’'une CRM (Jy, Sp)neN, censuré au temps M €

N, les estimateurs empiriques p;; (M), ﬁj(k, M) et g;j(k, M), proposés dans les équations :

Niy(M)
Py (M) = { Ni(M) Ni(M) 70, (4.2)

0 si N;(M) = 0.
Nig(k, M)

Fik, M) = Nig(M) N (M) # 0, (4.3)
Nig(k, M)

Gij(k, M) :={  Ni(M) A (4.4)
0 si N;(M) = 0.

sont des estimateurs du maximum de vraisemblance non paramétriques approchés, c’est-

a-dire qu’ils maximisent la fonction de vraisemblance Ly, donnée dans I'équation (4.1).

Preuve.
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Preuve de (4.2) : Nous considérons la fonction de vraisemblance approchée L;(M)

donnée par I’équation (4.1). En utilisant 1’égalité
S
> pi =1, (4.5)
j=1

la fonction de log-vraisemblance approchée peut étre écrite sous la forme :
M s
log(Li(M)) = > > [Nij(M)log(pij) + Niyj(k. M) log(fi; (k)
k=14,j=1

b= Yy (1.6
j=1

ou les multiplicateurs de Lagrange A; sont des constantes choisies arbitrairement.
Afin d’obtenir le EMV approché de p;; nous maximisons la derniére équation par

rapport a p;;, donc

Ni; (M)
log(Li(M)) = =2 — \,.
gy 081 (00) = ==
Ainsi
Ni;j(M)
log(Li(M)) =0 «— 21—
0pij g( 1( )) Pij
Ni;(M)
— DPij = N

et obtenons p;; = N;;(M)/X;. En combinant ce dernier résultat avec I’équation (4.5),

on obtient

S S
Nij (M) — Ni(M)
]_ = p . = J = .
jz:l Y JE:I Ai A
Enfin, on en déduit que les valeurs \; qui maximisent ’équation (4.6) par rapport

a p;;j sont données par \; = N;(M) et on obtient

pij(M) == ]]\\f;:((j\ﬂj; :

Preuve de (4.3) : L’expression de ﬁj(k, M) peut étre obtenue par la méme méthode.

En effet, en utilisant 1’égalité

S fuk) =1, )
k=1
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on écrit la fonction log-vraisemblance approchée sous la forme :

1Og(Ll Z Z 10g pzy) +Nz](k M) log(fl]( ))
k=11,5=1

+ (1 wa (4.8)

ol \;; sont des constantes choisies arbitrairement. En maximisant (4.8) par rapport

a fij(k), on aura

Nij (K, M)
log(Li(M)) = =272 _ )\,
57 oalla (M) = =5 ;
Ainsi
Nz'(K M)
log(Li(K,M)) =0 <+ I = \ij

En utilisant 1’équation (4.7), nous déduisons

1= ifij(k) =

k=1 k=1

i Nij(K,M) Ny (M)

Enfin, on en déduit que les valeurs \;; qui maximisent 1’équation (4.8) par rapport

a fij(k) sont données par \;; = N;;(M), et on obtient
_ Nyj(k, M)
Preuve de (4.4) : L’expression de g;j(k, M) peut étre obtenue par la méme méthode.

En effet, en utilisant 1’égalité
> k) =1, (4.9)
JEE keN

on écrit la fonction log-vraisemblance approchée sous la forme :

N(m)

log(Li(M)) = Y [log(qs,_,,(Xk))]
k=1

3

— Z > [Nij(k, M) log(qij (k)]
k

=1li,jeE
m

= ZZ Nij(k, M) log(qij (k) +X(1 = > > qi(k))] (4.10)
k=114,j€B jEE keN
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ol \; sont des constantes choisies arbitrairement. En maximisant (4.10) par rapport

a ¢;;(k), on obtient

o _ Ny(k.M)
a(hj(k) 1 g(Ll(M)) Qij(k) )\z-
Ainsi
) B Ny(K, M) _
9qi;(k) tog{L1(M)) =0 a5 (k) .
= qjk)= Nij(f\i’ M),

et obtenons g;;(k, M) = N;;(K,M)/\;. En se servant de I’équation (4.9), nous dé-

duisons

N (K, M Ni;j(M) N;(M
1= % 3 g = 3 3 M) - 57 M) - S,

jEE kEN jeE keN v jEE g
Enfin, on en déduit que les valeurs \; qui maximisent 1’équation (4.10) par rapport

a ¢;;(k) sont données par A\; = N;(M) et on obtient
~ NZ (ka M)

Corollaire 4.2. En utilisant la relation
~ k: o~
Wii(k) = vi(l)
=0

Donc 'estimateur W(k, M) de ¢(k) est défini par
R ko ko1
Tk, M) = (1, M) =3¢, M) i,j €E et keN.
1=0 1=0 n=0

La proposition suivante donne la formule de ’estimateur non-paramétrique de la fonction

de transition.

Proposition 4.3. L’estimateur empirique de la fonction de transition est donnée par la

formule suivante :

P(k, M) = (51 G(., M)V » (I - diag(Q(., M).1))(k)

— (., M) * (I - diag(Q(., M).1)(K)).

Lemme 4.4. [!] Pour une CRM qui satisfait les hypothéses Al et A2, nous avons :

42
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1. lim Sy =
i S =00 s

2. lim N(M) = p.s.

M—o0
Preuve.
1. Puisque S,, > n, la conclusion est simple.

2. Le résultat est une conséquence directe de 1. et La définition de N(n) montre que

N(n) > k si et seulement si k < n, donc ’égalité :
P(N(n) > k) = P(Sx <n) est vrai pour tout k£ € N.
Pour tout n € N fixe on a :

P( lim N(k) <n)= lim P(N(k)<n)= lim P(S,>k),

k—o00 k—so00 k— 00
Comme la chaine de renouvellement est récurrente, P(X,, < oo) = 1 pour tout n € N,

donc S, = Xo+ ...+ X,, < oo p.s. pour tout n € N. Enfin, on a
P( lim N(k) <n)= lim P(S,>k)=0,
k—so0 k— o0

ce qui prouve le résultat. [ |

Lemme 4.5. [!] Pour la CRM (J,, Sp)nen. Nous avons

M M- Hiz M M—oo ;4 M M—o0 V(l)u”

ou p;; est le temps de récurrence moyen de l’état i pour le processus semi-markovien

(Zn)nEN-

4.3 Propriétés asymptotiques des estimateurs

Dans cette section, nous étudions les propriétés asymptotiques (consistance et

normalité asymptotique) des estimateurs proposés.

4.3.1 Convergence presque siire

Commencons d’abord par établir la convergence uniforme presque stire des estimateurs

Pij(M), fij(k, M), Fyj(k, M) et Gij(k, M).
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Corollaire 4.6. [3] Pour tout i,j € E, sous Al, on a

~ _ Ny(M) ps,
p’LJ(M)_ Nl(M) M?oopw.

Pour 1,5 € E deux états fixés, définissons également ’estimateur empirique de la distribu-

tion cumulative conditionnelle de (X,)nen+ :

. ko Y Ny (1, M)
Fy(k, M) ==Y fuy(l, M) =Y =902, 4.11
.7( ) — ]( ) — NZ](M) ( )

Le résultat suivant concerne la convergence de ﬁ](K , M) et Ej (K, M).

Proposition 4.7. [3] Pour tout états arbitraires fixés i,j € E, les estimateurs empiriques
ﬁj(h M) et ﬁ}j(k:, M) proposés dans les équations (4.2) et (4.11), sont presque surement

uniformément convergents, c’est-a-dire :

A.. — .. p.s.
1. gjlzené 02};25\4|Fm(k,M) Fij(k)| FYE 0.

& e p.s.
2. {rjl?euE( Oér’lgﬁ/lvw(k?M) fij (k)] m 0.

Preuve. Nous prouvons d’abord la convergence ponctuelle forte des estimateurs en uti-
lisant le Théoréeme LFGN 1.1.

Deuxiemement, nous montrons la consistance uniforme, c’est-a-dire que la convergence ne
dépendent pas de k, ou 0 < k < M choisi. Cette deuxiéme partie se fait au moyen du

Théoréeme de Glivenko-Cantelli 1.2.

Notons {ni,na,... ,nNij(M)} les temps de transition de 1’état ¢ a 1’état j, jusqu'au
temps M. On a
R Ni; (M)
F(k,M)= ——— 1 kb,
et
Ni; (M)

D R

Pour tout [ € {1,2,..., N;;(M)} nous avons
E[l(x,,<ky] = P(Xn, < k) = F;(k),

et
Ell(x,,=k}] = P(Xn, = k) = fi; (k).
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D’apres le Lemme 4.4, on a N;;(M) Mﬁ) 0o. En appliquant le Théoréme des LFGN 1.1

—00

aux suites de variables aléatoires i.i.d {H{angk}}le{l,z,...,Nij(M)} et {]l{an=k}}le{1,2,...,Nij(M)}a

et en utilisant le Théoreme 1.3, on obtient

N;; (M)
~ p.S.
Fij(k, M) = Ny (D) ; Lix,<wy o Bl <my] = Fi(k),
et
N (M)

~ p.s.
FolkoM) = iy 20 Moo 52, Ell, =] = o h)

Afin d’obtenir la convergence uniforme, & partir du Théoréme de Glivenko-Cantelli 1.2,

on a
1 & p.s.
o2, 137 l; Lix, <y = Fig(R)] = 0.
| M
Si on dénote &y = og%)?\/[ i ; Lix, <k} — F;;(k)|, La convergence précédente nous

indique que &y 2% 0. Comme N (M) 2% % (Lemme 4.4), en appliquant le Théoréme
M—o0 M—o0

1.3 on obtient {y () Mﬂ 0, c’est-a-dire
—00

=~ D.S.
Jmax By (kM) = Fy (k)] 25 0.

Comme l’espace d’états E est fini, on prend le maximum par rapport a 7,57 € E et le
résultat souhaité pour ﬁij(k, M) est achevé.

Concernant la convergence uniforme de f;;(k, M), on a

max max |fij(k, M) — fi;(k)] = max max |Fij(k, M) — Fyj(k — 1, M) — Fy;(k) 4+ Fi;(k — 1)]

< Fyi(k, M) — Fy;
< max max [Fij(k, M) — Fi(k)

* B | F3j(k — 1, M) — Fi;(k — 1)],
et le résultat découle de la convergence forte uniforme de ﬁij(k;, M). .

Le résultat suivant concerne la consistance forte de I'estimateur empirique du noyau

semi-markovien.

Proposition 4.8. [3] L’estimateur empirique du noyau semi-markovien proposé dans

I’équation (4.2) est uniformément fortement convergent, c’est-a-dire

Goo(k. M) — a:: (k) —22 5 0.
max max [Gij(k, M) — q;(k)] =0
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Preuve. Premiérement, a partir du Corollaire (4.6), on obtient immédiatement la conver-

gence presque slire de p;;(M). La convergence forte uniforme de g;;(k, M) découle de la

convergence des estimateurs p;; (M), ﬁj(k:, M) (Proposition (4.1)) et de I'inégalité suivante

max max |3;;(k, M) — qij(k)] = max max |pij(M)fij(k, M) — pij (M) fij (k)
+Dij (M) fij (k) — pij fi (k)|

gg)ﬁpm(M) max max | fij(k, M) — fi;(k)|

IN

+max max fij(k) max|pi;(M) — pij]
< max|[pi; (M) — pij| + max max [fij(k, M) — fij(k)].

La conclusion découle de la convergence de p;;j(M) et ﬁj(k, M) . [ ]

Soient Q(k, M) et ¢(k, M) les estimateurs de Q(k) et de ¢ (k) définis par

~

Q(k, M) =

M=

q(l, M) (4.12)
l

Il
—

et
d(k, M) =™ (1, M), (4.13)

=1

~

ot G (k, M) est la convolution n fois de §(k, M) (Définition 3.6). Nous pouvons prouver

la convergence de Q(k:, M) lorsque M tend vers l'infini.
Théoréme 4.9. @ est uniformément fortement convergent, c’est-a-dire :

Qi (t, M) — Q)] —22— 0.
max max |Qi;(t, M) — Qi(t)] = —0

Preuve. On a Q;;(k) = F;(k)pi; et donc @ij(k, M) = ﬁ’ij(k, M)pij(M).

La Preuve est similaire a celle du Théoreme 4.8. En effet, nous avons :

max Og%%IQij(k,M) - Qij(k)] = max Og%%\ﬂj(k,M)pq(M) — Fij(k, M)py;
+Fij(k, M)pij — Fij(k)pijl

< max [pig(M) = pij| + max max [ Fij(k, M) — F;(k)],

et de la consistance de p;; (M) et ﬁij(k, M) (Corollaire 4.6 et Proposition 4.21), on obtient

le résultat désiré. ]

46



4. ESTIMATION NON-PARAMETRIQUE DES CHAINE SEMI-MARKOVIENNES

Proposition 4.10. Pour tout n € N fixé, nous avons

) . (n) p.s.
mex max [0 M) — 0 (0] S 0.

Preuve. Nous allons prouver le résultat par récurrence. Pour n = 1, la convergence

était obtenu dans la Proposition 4.8. Supposons que le résultat soit vrai pour n— 1. Alors,

S S
() (n) _ —~  —~(n-1) (n-1)
max max |3,;" (k, M) - q; (k)‘ = max max Zl(qw*qm g )(k,M)—;(qw*qm )(k)|
_1)
< gggggg;%ZI G * 0" )k, M) = (i + a5 )(h)
—(qir % @ ") (e, M) + (gir Gy ™) (k, M)
S
—~(n—1 (n—1)
< s, e (05— M)
S
o — ) %o (kM
+£2§0g%)§\4;\(% Gir) % ;") (e, M)
< /\.(nfl) (n—=1) M
< g @5 ol ) 5,00 g o 3 )
1
+max max (@ — ar) (k, M”%é’éog}ﬁ%zq” "Dk, M)
< (n=1) _ =Dy ar
< max max [(G a4y )k, M)
+smax max |(Gir — gir)(k, M)
En utilisant I’hypothese de récurrence et la proposition 4.8, la preuve est réalisée. [ |

Théoréme 4.11. Les estimateurs de la fonction matricielle v = ((k),k € N) € Mpg(N)
et celle du renouvellement de Markov W = (¥ (k),k € N) € Mpg(N) sont fortement consis-

tants, c’est-a-dire

N p.s.
max ik, M) wk)] ——=0 (4.14)
ma [Ty, M) = 3 ()| 2 0 (4.15)

Preuve. Puisque 1);;(k) (resp @Eij (k, M)) est une somme finie de qg-L) (k, M) (resp @(]n) (k, M)),

la premiére convergence est une application directe de la proposition 4.10. La deuxiéme

convergence est obtenue selon la méme méthode. [ |
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Théoréme 4.12. L’estimateur de la matrice de transition semi-markovienne est forte-
ment convergent, c’est-a-dire, pour tout états arbitraires fixés i,7 € E et tout entier

positif fixé arbitraire k € N, k < M , on a

max | P (k, M) — Py (k)| 77" 0.
Preuve. On a
Pyj(k, M) — Py(k)| = |[1Z* (I~ diag(Q1))] (kM) — [u+ (I ~ diag(Q1))] <k>\

= [y (I = diag(Q.1)) 5 (k, M) — tbij * (I — diag(Q.1));;(k)
iy o+ diag(Q.1) 5 (k, M) — by x diag(Q-1) j;(k, M)

= (Wi = ig) * Lij(k, M) = (i) — i) = diag(Q.1) 5(k, M)
—ij * (diag(Q.1)j; — diag(Q.1);)(k, M)

Wi (k, M) — ¢ij(k)‘ + ‘(@j — i) x diag(Q.1) 5 (k, M)’

+ [thig * diag((Q — Q).1);(k, M)

IN

Puisque diag(Q(k, M). 1) = ZQN k, M) H(k M) <1 et les estimateurs des fonc-

tions matricielles @ et 1 sont fortement convergents, on obtient le convergence forte de

I'estimateur de la matrice de transition semi-markovienne.

4.3.2 Normalité asymptotique

Dans cette partie, nous prouvons la normalité asymptotique des 'estimateur empi-
riques du noyau semi-markovien, la fonction de renouvellement semi-markovien et la proba-
bilité de transition de la chaine semi-markovienne. Dans ce contexte, nous commengons par
présenter deux preuves différentes de la normalité asymptotique du noyau semi-markovien.
La premiére démonstration est basée sur le TCL pour les chaines de renouvellement de
Markov (Théoréme 4.13) ; et la seconde s’appuie sur le TCL de Lindeberg-Lévy pour les
martingales (Théoreme 1.4).

Nous présentons ensuite le Théoreme LFGN et le théoréeme TCL 4.13 pour les fonc-
tionnelles additives des chaines de renouvellement de Markov.

Soit f une fonction réelle définie sur E x E x N. Définissons, pour chaque M € N, la
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fonctionnelle Wy (M) comme

N(M)
WrM):= > f(Jn-1,Jn, Xn),
n=1
ou d’une maniere équivalente,
s Nij(M)
WiM) =" > f(i,j, Xijn),
ij=1 n=1

ou Xy est le n*®me temps de séjour de la chalne dans I’état i, avant de passer a 1’état j.

Soient les ensembles

Aij = Z f(ivjvx)qz'j(x)a A= ZAij7
=1

j=1
oo S
By = > f(i,4,2)q;(x), B; =Y _Bjj,
r=1 j=1
si les sommes existent. Définissons
id :U’* 7
vy = ZAj o, mf::%
j=1 ,U,]] Mg
il :U’* id ,U,* + ,u,* — ,LL* 0'.2
of = ik D By 42) 3y Awdgpp PR By
=1 Hii 131 ks Horr Mg Wi

ou p;; est le temps récurrent moyen de 'état i pour la chaine de Markov (Jp,)n>0.

Théoréme 4.13. (Théoréme central limite) [16] Pour une chaine de renouvellement

de Markov apériodique qui satisfait les hypothéses Al et A2, nous avons

VM [M/J;\(fjw) — mf} M%OO N(0, By).

Théoréme 4.14. [3] Pour tout états arbitraires fixés i,j € E, et tout entier positif k € N,
k<M, ona
~ L .
VMG (kM) = (k)] =5 N (0,05(.4.8))

avec la variance asymptotique

Jg(i,j, k) = piiqij(k)[1 — qij(k)].
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Preuve. Méthode 1.

g N(M) ‘ .
\/M[@;j(k,M) _ Qz‘j(k)] =M [NZJ(k’M) _ ql,j] — VM [Zn:l ﬂ{Jn:j,Jn_lzz,ank} B qij]

Ni(M)
N(M)
On a N;(M) = Z Uy, ,—q, donc :
n=1

\/M[C./I\ij(kv M) qij (k)]

: %\i

N(M)
NZ [Z W) Xk =iy

=z

Considérons la fonction

f(ma L ’LL) = l{m:i,l:j,u:k:} - Qij(k;)l{m:i}'

En utilisant la notation du TCL de Pyke (Théoréme 4.13), nous avons

N (M) N (M)

N;(M)

N(M)
G Y H{J,lei}]

n=1

~ Ni(M) \ﬁ* Z (=g, x0=k} — €5 (F) g, =iy

WiM) = Y f(Jn1: I Xn) = D (L mixamit — @ (F) Ly, iy
n=1

n=1

Afin d’appliquer le théoréeme central limite de Pyke et Schaufeles pour les chaines de

renouvellement de Markov (Théoreme 4.13), nous devons calculer A, Ap,, Bpy, By, my
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et By pour m,l € E.

Aml = Z f(m7 la U)le(u)a

u=1
= Z n{m il=j,u= k}le Z ﬂ{m Z}qZ] k) qmi(u)
u=1
= 5mi5lj Z ﬂ{u:k}Qij( - mqu Z Q'Ll - Qz] 5mi(5lj - pil)

u=1

Ap = ZAml = Qij(k)5mi[z 51j - Zpu] =0
=1 =1 =1

By = ZfQ(mﬂlau)le(u)

u=1
= Z 11{m i,l=7,u= k}le + Z ]l{m z}Qz] (k)le(u)
u=1 u=1

(o]
=23 Wi jumi @ij (k) g (w)
u=1
= ¢ij(k)Omid; + qz‘Qj(k’)(smipiZ - 2qz‘2j(k)5mi6lj

Bm = Y By = 0migij(k)[1 — qi; (k).
=1
Enfin, on obtient

S

ri =Y Ap M,u“ =0, myg ::%:0’
m=1 mm "
2
s o? _ ai(K)L ~ g5 (k)]
o} = ZB =il —ay®)],  Byi= b= S S

D’apres le Lemme 4.5, N;(M)/M Mﬁ 1/p4i, nous déduisons :
— 00
~ L
VMg (k, M) = qij (k)] = N0, piigij (K)[1 = a5 (K)]).-

|
Méthode 2. Pour i,j € E états arbitrairement fixés et k € N entier positif arbitrai-

rement fixé, on écrit la variable aléatoire V' M[g;;(k, M) — ¢;;(k)] comme

M 1 N(M)
VMG (k, M) — qi;(k)] = N3 VAT ;::1 [H{Jn=j,xn=k} - qz‘j(k)] Ly, =i}

Soit F,, la o-algebre définie par F,, := o(J;, X510 < n),n > 0, et soit Y;, la variable aléatoire

Yo =Ny mindn=j Xo=k} — G (F) g, =i}
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Y, est F,-mesurable et F,, C F,,+1, pour tout n € N. De plus, nous avons

E(Y, | Foo1) = P(hor=14,Jn =7, Xn =k | Foo1) — ¢ (K)P(Jn—1 =i | Frim1)
= gy —aP(Jn =5, X0 =k | Jn1=1) — qij (k)1 —py

= 0.

n
Par conséquent, (Y;,)nen est une différence F,,-martingale et (Z Y))ien est une F-martingale.
=1

En outre, comme Y est borné pour tout [ € N, nous avons

1S,
ﬁ;E(Yz Lyipsevay) =2 O

Pour tout € > 0. En utilisant le TCL pour les martingales (Théoréme 1.4), on obtient

1 n
— YV £ N(0,0%), (4.16)
ot 02 > 0 est donné par
1 n
2 o .
o —gggojﬁglf(lﬁ | Fi1) >0

Comme N(M)/M M& 1/v(l)py, en appliquant le Théoréme d’Anscombe (Théoreme
—00

1.5) on obtient

L N

WA Y v M%;O N(0,02). (4.17)
=1

Pour obtenir 62, nous devons calculer Y;? et E(Y;? | F;_;). D’une part, nous avons

}62 = ]]'{Jlflzile:j:Xl:k} + (qU(k))21]‘{Jl,1:Z} - 2qij(k)]]‘{Jlflzi,Jle,Xl:k}'
Et d’autre part,
EV? | Fio1) = gy ,—agPi=4,Xi=k|J_1=1)
+(qij (k)L =iy — 20 gy —naij(R)P(J = §, Xi = k | Ji—1 =)
= Iy ,—nq(k) + (Qij(k))zﬂ{Jl_lzi} - 2(¢]ij(]€))211{Jl_1:i}

= Ty ,—iqii (k)1 — qi;(k)].

Ainsi, 02 est donné par

0% = lim (\/lﬁ > U =ip)aig (B[ = a3 (k)] = v(0)ai; (k)1 — a5 (k)]
=1

n—o0
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ou v est la loi stationnaire de la chaine de Markov immergée (J,,),en. La variable aléatoire
d’intérét vV M([qij(k, M) — q;;(k)] peut s’écrire
N(M)
M 1 1
VMIGii(k,M) — ¢ij(k)] = —F——=\/N(M)——= Y

M [Ny 1 N
Ny(M)\ M /N(M) ;Yl

Remarquons que d’apres le Lemme 4.5, nous avons

N; s,
M) ps 1
M M—oo

N s,
M M —o0 V(Z)Mii

En combinant ces résultats avec (4.17), nous déduisons que
N L .
VM(Gij(k, M) = gi;(R)] = N(0,00(i,j, k),
M—o0
ol
oo(iy g k) = (pain/ 1/ v (i) v (i) qi; (k)[1 — qij (k)]
piiQig (k)1 — qij (k)]

]
Le résultat suivant s’articule sur la loi limite de la fonction de renouvellement semi-

markovien.
Théoréme 4.15. Pour tout k € Reti,j € E, on a

VM [Py (k, M) — 35 (k)] —=— N(0,03(i, 5, k)),

M—o0

ou

S s s 2
Ui(iaj7 k) = Z Hmm {Z [('QZ%m * wrj)2 * er:| (k) - [Z(wzm * Gmr * wrj)(k)] }
m=1

r=1 r=1

(4.18)

Preuve Comme la fonction matricielle ¢ est la solution de 1’équation de renouvellement
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de Markov 1) = §1 + ¢+ et peut s’écrire sous la forme ¢ = (61 + q)(_l), alors, nous avons

VM [k, M) = $i5(R)] = VM [ — (&% 0)ij + ( + )ig — vy (k)
VA [ (81 = )]sy + (& = 61) * ]3] (k)
VM [=[ 5 iy + [+ T vlig] (B)

= VMY # (3 - q) * ¢]i ()

= VM =) * (@~ q) * Ui (k) + VMW * (G q) = ¥]i; (k)

Pour chaque t € N, t < M , et pour chaque r, [, u, v € FE, \/M((jr\l(t, M) —q.i(t)) converge
en distribution vers une variable aléatoire normale (Théoréme 4.14), lorsque M tend vers
Vinfini, et Py, (£, M) — Py (t) ]\4i>—oo> 0 (Théoreme 4.11). Ainsi, le Théoréeme de Slutsky
(Théoreme 1.6) permet d’obtenir \/M[(tg—z/))*@—q)*@b]ij(k:) ML_N; 0. Par conséquent, en
appliquant a nouveau le Théoréme de Slutsky, nous déduisons VM [@ij(k, M) — wij(k)} a

la méme limite en distribution que v M (1) * (¢— q) *1)i; (k). Le dernier terme peut s’écrire

comme suit :

VM@ (G—q)*¥)ij(k) = VMY (i * (G, M) — q)ir * 1hrj) (k)

I=1r=1
s s
= ZZ 7/)11* lr*wr] VMZ wzl*er*wm()
=1r=1 I=1r=1

= Z Z Z (it * Wy, =1 jp=r, Xn=} * ¥rj) (k)
r=1

nlll

—(1/%5 * QZlﬂ{jnflzl} * QJZ)T]')( )]

Comme N;(M)/M % 1/py (Lemme 4.5), en utilisant le Théoréme de Slutsky, on
—00
obtient que v/ M [t (k, M) — i (k)] & la méme limite en distribution que

Z Z tat Z [ Vi x Ugj = Xp=2 * Urj) (k) — (Ya x que gy, =gy * 1/177‘)(/9)}

n=1 [=1 r=1

NOM) 1

M)
Yo,
VN (M) nz::l

ou les variables aléatoires Y;, sont définies par

Y= Y, [(%l * g5 = Xn= * V) (K) — (u * quellyy, =gy * %j)(k)}
l_

r=1
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Soit F;, la o-algebre définie par F,, = o(J;, X;,1 < n). Notons que Y;, est F,-mesurable,

pour tout n € N, et on peut vérifier que E(Y,,|F,—1) = 0. Par conséquent, (Y},),eN est une
n

Fn-différence martingale et (Z Y)nen est une F,-martingale. Comme Y, est borné pour

I=1
m € N fixe, on a pour tout € > 0

1 ¢ 2
~ D BVl em) o O
=1

n n—00
m

En utilisant le TCL pour les martingales (Théoréme 1.4), on obtient

\FZY —>N(00) (4.19)
ol 02 > 0 est donné par
2
nhi%oﬁ Z_lE (V2| Fn-1) (4.20)

Comme N(M)/M Mp—b> 1/v(D)py (Lemme 4.5), d’apres (4.19) et du Théoréme d’Ans-
— 00

combe (Théoréme 1.5), on peut déduire

1

NG -

Puisque N;(M)/M % 1/v(l)puy pour tout état [ € E , on obtient
—00

N(M)
Z Y, —>N(0 o?).

VM[ij(k, M) — 35 (k)] —=— N(0,02/v (1)) (4.21)

n—o0

Pour obtenir la variance asymptotique ai(i, 4, k), nous devons calculer Y;> , E(Y?|F_1) et

o2

Zlull Z Z Vit *@Z’m k kl)]l{jn 1=l jn=r,Xn=Fk1}

7‘1](,‘10

+]1{jn—1:l} Z Z (¢zl * wnj)(k - kl)((wzl * wmj))(k - k2> X Qirq (kl)QZrz (k2>

r1,r2=1 k1,k2=0

s k
=2 3 > (Wi ey (k= k) (Wi % ryg)) (k= k2) X D, i = X } i (K2)]

r1,r2=1 k1,k2=0

En conséquence, on obtient

s 2
E(Y,?|Fn-1) Zuu - Z(wil i) qr (k) — <Z Vit * Prj *Qh«(k)> ] ;

r=1
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et, en utilisant ’'Equation (4.20) et la Proposition 1.7, nous obtenons

S n S S 2
o’ = Zuﬁ(gggo% Y L =py) X [Z(W ) 5 qup (k) — (Z Vit * Vrj * fﬂr(@) ]
=1 m=1

r=1 r=1
s 2
= Zﬂll’/ [Z iy * @Z)m) * qir (k) — (Z Vit * Py * ‘Zh"(k)> ] .
r=1 r=1

Finalement, cette forme de ¢? avec la convergence (4.21) confirment la convergence de
VM [@j(k:, M) —1;j(k)], lorsque M tend vers I'infini, vers une variable aléatoire normale
& moyenne nulle de variance ai(i, J, k) donnée par I’équation (4.18). [
Pour ce qui concerne la loi limite de ’estimateur empirique de la matrice de transition de
la CSM, on déduit d’abord cet estimateur par le fait que la matrice de transition semi-
markovienne P est I'unique solution de ’équation de renouvellement markovien associée

et qu’elle peut s’écrire
P(k) = (81 — q)"V = (I — H)(k) = ¥ = (I — diag(Q.1))(k),

avec 1 un vecteur colonne de dimension s dont tous les éléments sont égaux a 1. Par

conséquent, nous avons l'estimateur suivant de P(.) :

P(k,M) = (61 —G(, M)V % ((I - diag(Q)(., M).1))(k) = ¥(., M) * (I — diag(Q)(., M).1))(k)

Nous avons donc, le résultat suivant :
Théoréme 4.16. Pour tout kK € N, k < M et i,j € E fixés, nous avons

VM[Py(k, M) — Pij(k)] —=— N'(0,03(i, . k),

M—oo

ou

'L]’ Zﬂmmz mj z] 1_Hj)*wim*wrj]2*chnr(k)

~[Omgthij * Hn(k) = Y (1= Hj) % thim * trj * qmr]* (k) (4.22)
r=1

Preuve. La preuve de ce théoreme est similaire & celle des Théoremes 4.14 et 4.15.

Par conséquent nous avons
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VM[Pyj(k, M) = Py(k)] = VM * (I — diag(Q.1));; — v x (I — diag(Q.1))
+ibij x (I = diag(Q-1)) ;5 — iy * (I — diag(Q.1)) 5
iy * diag(Q1)j; — i * diag(Q-1);5
iy * diag(Q.1) ;5 — ij x diag(Q-1)5](k, M)
= VM[(ghij — ij) * (I = diag(Q.1)); — vy * (diag(Q — Q).1);]
—VM((ij — i) * (diag(Q — Q).1) 5] (k, M).

Le dernier terme peut s’écrire

s k

(Wi = ig) * (diag(Q = Q):1) (k, M) = 3 D" (s — i) (1, M)YAQ (k — 1, M),

I r=11=0
Pour chaque l € N, [ < M | \/M(QZU —;5) (1, M) converge en distribution vers une variable
aléatoire normale (Théoreme 4.15) et AQj.(k — [, M) converge en probabilité vers zéro
(Théoréme 4.9). Ainsi, en utilisant le théoreme de Slutsky (Théoréme 1.6) on obtient que
Vi [(@U i) ¢ (diag(@ — Q).l)j]} (k. M) P 0. Ainsi, /3T [Pk, M) — Py(R)] o
la méme loi limite que
VIE | (G5 = i5) (I = diag(Qu1)); — by (diag(@ - Q1) | (h,20)

D’apres la preuve du Théoreme 4.15, nous savons que VM Wij(k, M) — wij(k)} a la méme
limite en distribution comme M [ * Ag = w]ij (k, M) quand M tend vers linfini. En

écrivant
| NOn
Agij(.) = N,(MD) ; |:]]'{jl—1=i,Jl=j7Xt=.}_Qij(’)]]‘{Jt71=i}]7
R
AQi() = N(M) 2 {]l{jz_lzi,Jl:j,XtS-}_Qij(-)]l{Jt,lzi}]
et

Z wij * AQ]u = Z Z 5njwij * AQnua
u=1

u=1n=1
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on déduit v/ M {ﬁij(k, M) — sz(k)} a la méme limite de distribution que

\/7 {Z Z 1 - %z * ¢ug * Aqm k) - zs: wij * Aqu(k)}

i=1u=1 u=1

ZZZ

n=1 [=1u= 1
X[_ ijwlj (n{jn—lzlyjn:qung} - Qlu()]]‘{c]n—lzl})(k)

+(1 = Hy) * i x hug * (U, =10, =u,x0=) — Qu() L, =1y) (k)]

Puisque Ni(M)/M Ma—s> 1/py (Lemme 4.5), en utilisant le Théoreme de Slutsky on
—00
obtient que V. M [f’ij(k, M) — P;;(k)] a la méme limite de distribution que

Z Z Z p[=0iig * (Mg, =1 1n=uxn<.y — Quu() g, =13)

n= 1 l lu 1
) x i * ug x (Lgj =g 1= Xn=3 — Qu() g, =1)] (k)

i

ou les variables aléatoires Y;, sont définies par

%\H

SO wal=0ij * Ly, =t g—uxn<y — Quu()Lgs, =)k

1=1u=1

(1 = Hy) * tha * by * (Mg, =t gp=u, x=} — Qu() L, =13) (K)]
Comme nous 'avons fait précédemment, soit F,, la o-algebre F,, = o(J;, X;,1 < n) , avec
Y,,, Fn-mesurable pour tout n € N. En utilisant le fait que pour tout [, u € E et k € N on

a
E(Mg, =t Jn=u,x0=) — Q)W =13|Fn-1) =0,
E(Ly, 1=t n=uX<} — Qul) L, =p|Fn-1) = 0.

En remarquant que E(Y,,|F,—1) = 0, on déduit que (Y},)nen est une différence F,,-martingale
n

et (Z Yi)nen est une F,-martingale.
=1
Comme N(M)/M Mﬂ 1/v(l)uy, en utilisant le TCL pour les martingales (Théoréeme
—00

1.4) et le Théoreme d’Anscombe (Théoréeme 1.5), on obtient
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L N
> YV, £ N(0,0?),
=1

MN(M) o M—o0

ot 02 > 0 est donné par
1 n
2 : 2
o :7}5%05 E 1E(Ym\]:m_l).
m=

En utilisant & nouveau le fait que N(M)/M Mﬂ 1/v(1) g, nous obtenons
—00
VMIP(k, M) = Pyj(k)] —=— N (0,02 /v(l)j1a) (4.23)

Pour obtenir la variance asymptotique o5(i, j, k) , nous devons calculer Y;?, E(Y}?|Fi_1) et

o2. En utilisant la Proposition 1.7, nous obtenons

n

1
Jim 3 Lij, y=ny = v(l)

et apres le calcul nous obtenons

o® = D v [0V — (1 — Hy) x P s ] * qu(k)
=1 u=1

s

— 6105 % Hy(k) — > (1 = Hyj) # by * tuj * qu(k)]*}-

u=1
En combinant ce dernier résultat avec la convergence (4.23), nous déduisons la loi limite
\/M[ﬁij(k:,M) — Pi;i(k)] ﬁ N(0,06%(i,7,k)), ott 0%(i, j, k) est donnée par 1’équation
(4.22). ]
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Chapitre

Application et conclusion

Ce dernier chapitre est consacré & une caractéristique tres importante de la sureté de
fonctionnement des composants d’un systéme appelée la fiabilité. Nous nous intéressons a
I'inférence statistique de cette mesure. Dans ce contexte, nous construisons un estimateur
empirique de cette mesure, et nous établissons sa convergence presque siire ainsi que sa loi
limite. Les résultats théorique obtenus sur la fiabilité sont illustrés & travers un exemple

numérique. Nous achevons ce chapitre par un exemple numérique.

5.1 Concept général de la fiabilité et les mesures associées

La fiabilité d’un composant ou d’un systeme est sa capacité a fonctionner correctement
sur une période de temps spécifiée. D’un point de vue mathématique, la fiabilité, R(t),
d’un systéme S peut étre exprimée par : R(t) = P(S fonctionne tres bien dans [0, ¢]).

Soit X la variable aléatoire représentant la durée de vie ou le temps jusqu’a la défaillance
d’un systeme; et soit F' la fonction de distribution de la variable X. Alors la fiabilité du
systéme au temps t est

R(t) = P(X >t)=1—F(t).

Il est courant de supposer que le systéme fonctionne correctement a l'instant ¢ = 0 (c’est-
a-dire, R(0) = 1). Il est possible de tenir compte du cas ou le systeme est défectueux
au départ, de sorte que F(0) = P(X = 0) = p > 0. Alors F(t) est une distribution

de mélange de masse a l'origine égale a p. Nous supposons qu’aucun systéeme ne peut
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fonctionner indéfiniment sans défauts, donc limité : tlg]élo R(t) = 0. Ainsi, R(t) est une
fonction monotone continue non croissante avec des valeurs comprises entre 0 et 1 dans
I'intervalle [0,00). Si nous notons, dans le cas général f(t¢) la densité de probabilité de
la variable aléatoire X, nous avons R(t) = /t - f(t)dt. D’un point de vue graphique, la

fiabilité représente l’aire sous la courbe f(z) de x =t a l'infini (Figure 5.1).

f(x)

R()

T X

FIGURE 5.1 — Graphe de la fiabilité.

Comme il a été déja mentionné, la définition de la fiabilité, R(t), est la probabilité qu’au-
cune défaillance ne se soit produite pendant toute la période [0, ¢].

Nous pouvons définir une autre mesure appelée disponibilité. La disponibilité instanta-
née ou ponctuelle (également appelée disponibilité transitoire) d’un systéme, généralement
notée A(t), est définie comme la probabilité que le systéme fonctionne a linstant ¢, quel
que soit le nombre de fois qu’il a échoué et a été réparé dans l'intervalle [0, ¢]. Si un systéme
n’est pas réparable, la définition de A(t) est équivalente & celle de la fiabilité, R(t); ceci
explique le fait que les notions de fiabilité et de disponibilité sont souvent confondues. La

forme typique de la fonction A(t) pour un systéme réparable est illustrée a la Figure 5.2.

FIGURE 5.2 — Une fonction de disponibilité typique.
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Elle est vaut 1 a l'instant initial, puis décroit en tendant vers une valeur limite constante
dite de disponibilité stationnaire. La disponibilité en régime permanent est une mesure
plus facile & calculer, mais elle manque d’informations importantes qui sont capturées par
la disponibilité transitoire, en particulier pour des valeurs relativement petites de ¢.

Une autre mesure trés importante en fiabilité est le taux de défaillance instantané du
systeme h(t) (le taux de hasard). Si h(t) est une fonction croissante avec ¢ > 0, la fonc-
tion de distribution correspondante F'(t) est appelée distribution IFR (increasing failure
rate). Si le taux de défaillance h(t) est une fonction qui décroit au fur et & mesure que
le composant vieillit, la fonction de distribution correspondante est appelée distribution
DFR (Decreasing Failure Rate). Si la fonction de taux d’échec est indépendante de I’age,

la distribution est CFR (constant failure rate), voir la Figure 5.3.

DFR IFR

CFR

t

FIGURE 5.3 — Taux de défaillance.

Dans la section suivante nous présentons la fiabilité lorsque I’évolution temporelle
du matériel est décrite par une chaine semi-markovienne, et nous limitons notre étude

théorique et pratique sur cette cruciale mesure.

5.2 Fiabilité des systemes via les chaines semi-markoviennes

a temps discret

Considérons un systéme (ou un composant) S dont les états possibles au cours de son

évolution dans le temps sont £ = {1,...,s}. Soit U = {1,...,s1} le sous-ensemble de
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états opérationnels du systeme (les états up) et par D = {s; + 1,..., s} le sous-ensemble
des états de défaillance (les états down), avec 0 < s1 < s (évidemment, E = U U D et ,
UND=0,U#0,D+#0)).On peut penser aux états de U comme différents modes de
fonctionnement ou niveaux de la performance du systéme, alors que les états de D peuvent
étre vus comme des défaillances du systeme avec différents modes.

Nous nous intéressons a 1’étude de la théorie de la fiabilité d’un systéme semi-markovien
a temps discret S . Par conséquent, nous supposons que I’évolution dans le temps du
systéme est gouverné par une chaine semi-markovienne (Zy)ren & espace d’états E. Le
systeme commence a fonctionner a l'instant 0 et 1’état du systeme est donné & chaque
instant {k € N} par (Zy) : I'événement {Z; = i}, pour un certain i € U , signifie que le
systéeme S est en mode de fonctionnement i & l'instant k, alors que {Z; = j}, pour un
certain (j € D), signifie que le systéme n’est pas opérationnel a l'instant k& a cause du
mode de défaillance j ou que le systeme est sous le mode de réparation j .

Selon la partition de I'espace d’états dans les états (up) et (down), nous allons partitionner
les vecteurs, les matrices ou les fonctions matricielles avec lesquelles nous travaillons.

En ce qui concerne a, v, 7, p, q(k), f(k), Q(k), F(k), H(k) et m, nous considérons la
partition matricielle naturelle correspondant a la partition d’espace d’état U et D. Par

exemple, nous avons :

U D U D
p=(Pu P12\ U q(k) = (911 a2 U
p21 P2/ D qa1 Q) D
U D

H(K)=(Hi(k) 0 \U
0  Hk)) D

ot Hy(k) = diag(H;(k))icv, et Ha(k) = diag(H;(k))iep-

Pour ¢ (k) et P(k) nous considérons les restrictions & U x U et D x D induite par les res-
trictions correspondantes du noyau semi-markovien ¢(k). Pour étre plus précis, rappelons
que la fonction matricielle ¢ était exprimée en termes du noyau semi-Markov comme suit

(voir les Equations (3.7) et (3.8)) :
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Y(k) = (6 —q) D (k) =D ¢ (k)

et que la matrice de transition semi-markovienne P a été donnée dans ’équation (3.9)

comme suit
p(k) = x (I = H)(k) = (61 — )"V = (I — diag(Q-1))(k), k € N

En utilisant la partition donnée ci-dessus pour le noyau ¢ , on note :

k
o Yii(k) = (6T —an) (k) = 3 aiP (k)
n=0

k
o Um(k) = (61— az) D (k) = 3 ol (k)
n=0
o Pyy(k) =y (I—Hy)(k) = (61— qu1) ™V * (I - diag(Q.1)11) (k)
o Poo(k) = thag # (I — Hy) (k) = (0T — q22) ™V % (I — diag(Q.1)a2)(k)

Définition 5.1. (Fiabilité) Considérons un systéeme S commengant a fonctionner au
temps t = 0 . La fiabilité de S au temps k£ € N est la probabilité que le systeme ait

fonctionné sans défaillance pendant la période [0, k.

Soit Tp le premier temps de passage dans le sous-ensemble D, appelé la durée de vie du

systeme, c’est-a-dire,
Tp =inf{n € N; Z,, € D}etinf ) = oo
La fiabilité au temps k € N d’un systéme semi-markovien a temps discret est
R(k)=P(Tp >k)=P(Z,€Un=0,...,k)

Pour tout état i € U et k € N, on introduit :
o Ri(k) = P(Tp > k|Zp = i) est la fiabilité conditionnelle du systéme a l'instant k,
étant donné qu’il commence a ’état ¢ € U
e R(k) = (Ry(k),...,Rs, (k)T est le vecteur colonne de toutes les fiabilités condition-
nelles.
Notons que la fiabilité R(k), les fiabilités conditionnelles R;(k) et le vecteur de fiabilité R
sont liés par

R(k) =Y _P(Zy=1i)P(Tp > k|Zo =) = Y_ o;Ri(k) = a1 R(k) (5.1)
€U €U
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Proposition 5.1. La fiabilité d’un systéme semi-markovien a temps discret au temps

k € N est donnée par
R(k) = alpll(k)lsl = alibn * (I — Hl)(k>151 (52)

Preuve. Nous voulons trouver une équation de renouvellement de Markov qui a R comme
son solution unique. On procede comme dans la preuve de la Proposition 3.5. Pour tout

état up ¢ € U et tout entier positif £ € N nous avons
Ri(k) =P;(Tp > k) =P;(Tp > k,S1 > k)+P;(ITp > k,51 <k) (5.3)
Tout d’abord, notons que
P,(Tp > k,S1 > k) =1— H;(k) (5.4)
D’autre part, nous avons

Pi(Tp >k, 51 > k) = ElPi(Tp >k, S > k[S1)]
= Ei[ll{s,<iyPzs, (Tp > k — S1)]

= Z Z n{mgk}Pj(TD >k — m)Pi(Jl = j, Sl = m)
jeUm>1

k
= 3 aj(m)R;(k—m) (5.5)

jeUm=1
Pour tout état haut ¢ € U et tout entier positif k£ € N, les équations (5.3), (5.4) et (5.5)

donnent ’équation de renouvellement de Markov associée a R;

k
Ri(k) =1—Hi(k)+ >_ Y aij(m)R;j(k —m) (5.6)
jeU m=1

L’équation (5.6) peut étre écrite sous forme matricielle comme suit :
R(k) = (I — Hy)(k)1s1 + qpy * R(k)
En résolvant cette équation de renouvellement de Markov, on obtient
R(k) = (6T — qu)) =Y » (I — Hy)(k)1s,

Ainsi, a partir de I’équation (5.1), nous obtenons le résultat souhaité. [ |
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5.2.1 Estimation non paramétrique de la fiabilité et Propriétés asymp-

totiques

Dans cette section, nous présentons un estimateur pour la fiabilité et nous étudions
ses propriétés asymptotiques. Comme nous ’avons déja vu au chapitre 4, la normalité
asymptotique des estimateurs peut étre prouvée par deux techniques différentes, a savoir,
le TCL pour les chaines de renouvellement de Markov ou le TCL de Lindeberg-Lévy pour
les martingales. Nous choisissons ici d’utiliser la deuxieme méthode.

Comme nous ’avons vu, la fiabilité est exprimée en fonction du noyau semi-markovien
q et de ses puissances au sens de la convolution. Par conséquent, ’estimateur de la fiabilité
est immédiatement obtenus en utilisant les estimateurs proposés au Chapitre 4.

En utilisant I’équation (5.2), nous avons l'estimateur suivant pour la fiabilité du sys-

téme
E(k‘,M) == al-ﬁll(kaM)-]-sl
= (., M) x (I = daig(Q(., M).1)11)] ()15,

ot les estimateurs Q et ¢ sont définis respectivement dans (4.12) et (4.13).
Nous établissons dans le théoréme suivant, la convergence presque siire ainsi que la

normalité asymptotique de I'estimateur de fiabilité.

Théoréme 5.2. Pour tout entier positif arbitraire fixé k € N, I'estimateur de la fiabilité
d’un systéme semi-markovien a temps discret a 'instant k est presque surement convergent

et asymptotiquement normal, en ce sens que

Rk, M) 22 R(k)

n—oo

et

~

|R(k, M) — R(k)| —— N(0,0%(k)),

n—oo

avec la variance asymptotique

s

or = Y il > D5 — Lgery Y ou]® * qij(k)
=1

i—1 teU
— D (D5 *ai; — Lery Y awthi * Qij)* (k) }, (5.7)
j=1 teU
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= 37 5 i # gy * (I — daig (Q1)),,

nelU reU

Preuve. La convergence forte de 'estimateur de fiabilité est obtenue a partir de la
convergence forte de I’estimateur de la fonction de transition semi-markovienne ]%(k, M)

(Théoréme 4.12) et de 'inégalité suivante :

IRk, M) = R(E)| = |33 ciPy(k, M) = S° 3" ciPyj(k, M)

i€U jeU i€U jeU
< SN il Bk, M) — Py(k, M)|.
ieU jeU

La preuve de la normalité asymptotique est similaire & la preuve des Théoremes 4.15
et 4.16. En effet, en utilisant la preuve du Théoreme 4.15, nous pouvons montrer que

VM|R(k, M) — R(k)| a la méme loi limite que

S S

VM ZZ Z Z i x P+ (I — daig(Q.1)) 5] * Agr(k)

r=11[=1 €U jeU

VMY Y aii¢ij * AQji (k)

iereU =1

= Z Z Drl * Aqu Z Z Z anwnr * AQT‘I( )
relU =1

r=1[=1 nelU
Puisque N;(M)/M M& 1/, le terme VM| R(k, M) — R(k)| a la méme loi limite que
— 00

NM) s s

1
NiTi Y>> D (g gu=t,X0=y — @1 (g, =) (R)
n=1 r=1[=1
ey O ovtbyy) * (Mg, —r gpmtxn<y — Qe )i, =) (k)]
teU
Ny o1 NeD

- M N(M) n; Yo,

ou les variables aléatoires Y;, sont définies par

S

Vi = > weeD (Mg, mrgnetxoey — @, =) (k)
r=110=1

Liery O awther) * (g, —rgmtxn<t — Qui( g, =rp) (K)].

teU
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Soit Fy, la o-algebre F,, := o(J;, X;;10 < n), n € N. En utilisant le fait que pour tout

l,uceEetkeNona

E(Lys, =t,0n=u,Xn=k} — Qu()Lgs, =3 Fn-1) =0,

E(Mgs,_ =t 0 =u,xp <k} — Quu( )Ny, =ny|Fn-1) =0,
on obtient E(Y,|F,—1) = 0. Ainsi, (Y}, )nen est une différence F,,-martingale et (i Yo )nen
est une F,-martingale. Comme N;(M)/M M%Oo 1/v (1) py et -
1§:E(Y3n{|y> ) — 0,
n & >evnl} ko
pour tout € > 0, en utilisant le TCL des martingales (Théoréme 1.4) et le Théoréme

d’Anscombe (Théoréme 1.5) on obtient

~

|R(k, M) — R(k)| —=— N(0,6°/ (v (r) iry)

n—oo
avec
1
o” = lim ~ m{:l E (V2| Fn1) (5.8)

Aprés avoir calculé Y2, E (Yn%|]:m,1) et pris la limite dans (5.8), on obtient que
VMI[R(k, M) — R(k)] converge en loi, quand M tend & Iinfini vers une variable aléatoire

normale de moyenne nulle et de variance 0% (k) donnée par (5.7).

5.2.2 Exemple numérique

Dans cette partie, nous appliquons les résultats précédents a une une CSM a temps

discret a trois états décrit dans la Figure 5.4.

Considérons que l'espace d’états E = {1,2,3} est partitionné a I'ensemble d’états
(up) U = {1,2} et l'ensemble d'un état (down) D = {3} . Le systeme est défini par la
distribution initiale a = (1,0,0), la matrice de probabilité de transition p de la chaine de

Markov immergée (Jp,)neN

0 1 0
p=1095 0 0.05
1 0 0
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et par les distributions conditionnelles du temps de séjour :

0 fiok) 0
FB)=| for(k) 0 fos(k)|. k€N
fa1(k) 0 0

Nous considérons les distributions suivantes pour le temps de séjour conditionnels :
e f1o est la loi géométrique définie par
. f12(0) =0
- fek) =p(—-p*t, k=1
ou nous prenons p = 0, 8.
o for =Wy, fo3 =Wy, et f31 = Wy, sont des lois de Weibull du premier
type en temps discret, définies par
. Wy(0) =0,
C Wyplk) = g5 =g k=1,
ou nous prenons q; = 0,3, b1 = 0,5, g2 =0,5, b0 =0,7, g3 =0,6, b3 =0,9.

Ge(p)
/ ~ PN
(1 L2
. e N ,/
A e
| e g 1
\ e
‘-. W |
n‘u \-J'{.‘ N, ."‘ H"” ha
AN . /
. \\ //
S S

FI1GURE 5.4 — Un systéme semi-markovien a temps discret a trois états.
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FI1GURE 5.5 — Distribution du temps de séjour pour I'état actuel i="2" et le prochain état
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FIGURE 5.6 — Estimateur de la fiabilité : intervalle de confiance au niveau 95 .

La vraie valeur de la fiabilité, son estimateur empirique et l'intervalle de confiance au
niveau 95 sont donnés dans la Figure 5.6, pour un temps total d’observation M = 5000.

Remarquons que 'intervalle la confiance localise tres bien la vraie valeur de la fiabilité.
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La vraie valeur de la fiabilité
0.9 -
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FIGURE 5.7 — Estimation empirique de la fiabilité.

La Figure 5.7 donne une comparaison entre les estimateurs de la fiabilité obtenus pour
différentes tailles d’échantillon (M = 4000, M = 5000 et M = 10000). Nous constatons

que, lorsque M augmente, les estimateurs se rapprochent de la vraie valeur.

5.3 Conclusion

L’étude des chaines semi-markoviennes permet d’étudier des processus dont le temps
de séjour dans un état peut suivre une loi discrete quelconque, mais qui gardent une évolu-
tion de type markovienne (processus sans mémoire). On peu alors choisir les lois discretes
qui s’adaptent le mieux & l'expérience réelle. Nous avons présenté dans ce mémoire, les
définitions et les propriétés de base liées a un processus semi-markovien a espace d’état
discret.

Afin de se familiariser avec le domaine, nous avons préféré de commencé ce travail par
donner une vision globale sur les chaines de Markov. Ensuite, nous avons défini la chaine
semi-markovienne, ainsi que les différentes mesures associée. Nous nous sommes concen-
trés sur la chaine SM avec un espace d’états fini, via des noyaux semi-markoviens, des
convolutions de fonctions matricielles, des chaines de renouvellement (.J,.S) et de nom-
breuses relations utiles qu’ils vérifient. Le quatriéme chapitre a été consacré a l'inférence

statistique des chalnes SM. Plus précisément, nous avons détaillé la construction des esti-
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mateurs empiriques des différentes mesures liées aussi bien a la chaine de renouvellement
markovienne que la chaine SM. Dans ce méme chapitre, nous avons établi la convergence
presque sure et la normalité asymptotique des estimateurs construits. Le dernier chapitre
a été destiné a utilisation des processus semi-markoviens dans les problémes de fiabilité.
Quelques résultats statistiques concernant I’estimation de la fiabilité sont également éta-
blies. Tout cela montre que les processus semi-markoviens sont bien adaptés pour étudier
les indicateurs de fiabilité. Ce travail a été achevé par un exemple numérique montrant

lefficacité des modeles semi-markoviens dans les applications de la fiabilité.
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