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Résumé

L'objectif de notre travail se situe dans le cadre de I'étude des applications harmoniques
et biharmoniques entre variétés statistiques, de définir les a-connexions et de I'étude de
I'narmonicité et la biharmonicité relativement aux variétés statistiques o-conformément
équivalentes. I'étude et l'existence des applications biharmoniques est plus difficile que
celle des applications harmoniques. Une premiére question naturelle est de savoir quand
est-ce qu'une application biharmonique est harmonique ? Il était alors trés intéressant de
construire des applications biharmoniques non-harmoniques alors, on a pu construire de
nouveaux exemples d'applications biharmoniques en particulier sur I'espace euclidien.

Mot clés : Applications harmoniques, Applications biharmoniques, a-Connexions, Var-
iétés statistiques a-Conformément équivalentes.

Abstract

The objective of our work is within the framework of the study of harmonic and biharmonic
applications between statistical manifolds, to define the a-connections and the study of
harmonicity and biharmonicity relative to statistical manifolds a-according to equivalents.
The study and existence of biharmonic applications is more difficult than that of harmonic
applications. A first natural question is when is a biharmonic application harmonic? It was
then very interesting to build non-harmonic biharmonic applications then, we were able to
build new examples of biharmonic applications in particular on Euclidean space.

Keywords : Harmonic applications, Biharmonic applications, a-Connections, Statistical
varieties a-Correspondingly equivalent.
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Historique

Les notions d’applications harmoniques et biharmoniques sont définies sur des variétés rieman-
niennes munies de leurs connexions de Levi-Civita. Il est tres intéressant de définir ces deux notions
sur des variétés riemanniennes munies d’une connexion affine sans torsion et symétrique (non néces-
sairement de Levi-Civita). Cette these rentre dans ce cadre ot on considere des variétés statistiques
et on essaie de définir 'harmonicité et la biharmonicité sur ce type de variétés. Dans ce contexte,
on note le travail de FATMA MUAZZEZ SIMSIR, intitulé « A NOTE ON HARMONIC MAPS OF
STATISTICAL MANIFOLDS » ou elle montre un résultat d’existence et d’unicité pour une classe
d’applications d’une variété statistique dans une variété riemannienne dans une classe d’homotopie
donnée lorsque la variété riemannienne est de courbure négative sous une condition de non-trivialité
topologique globale, elle montre également qu’en raison de la structure dualistique de la variété de
domaine, le résultat est toujours valable en coordonnées duales. On cite aussi le travail de Keiko
Uohashi intitulé « Harmonic maps relative to a-connections on statistical manifolds » ou l'auteur
a étudié les applications harmoniques relatives aux « -connexions, mais pas nécessairement les ap-
plications harmoniques standards. Une application harmonique standard est définie par la premiere
variation de la fonctionnelle énergie d'une application. Une application harmonique relative a une
a-connexion est définie par une équation similaire a une premiere équation variationnelle, bien qu’elle
ne soit pas induite par la premiere variation de la fonctionnelle d’énergie standard. Une partie de
cette these est une généralisation de ces notions, le cas des variétés riemanniennes munies de leurs

connexions de Levi-Civita devient un cas particulier.




Introduction

Dans la premiere partie du premier chapitre, on rappelle quelques notions fondamentales de la
géométrie riemannienne et on introduit la notion d’applications harmoniques et bihamoniques et nous
citons certaines propriétés de la maniere suivante : On consideére (M™;g) et (N™;h) deux variétés
riemanniennes munies de leurs connexions de Lévi-Civita et soit ¢ : (M™;g) — (N™; h) de classe
C. La fonctionnelle énergie F(¢) de 'application ¢ : (M™;g) — (N"; h) est la fonctionnelle définie
par :

B(¢)= 5 [ 6Py,
2Jp
Ou D est un domaine compact de M. On dit que ¢ est harmonique si elle est un point critique de la

fonctionnelle énergie E(¢), c’est a dire si

d
%E(gbt)‘t:() = 07

Pour toute variation ¢; a support inclus dans D. En appliquant les équations d’Euler-Lagrange a la

fonctionnelle énergie, on obtient la premiere variation de E(¢) donnée par

d
GE@)eo = = [ hv.7(0)de,

ot v = 2¢y(2)|1=0 et T(¢) = TryVde est le champ de tension de I'application ¢. On déduit que ¢
est harmonique si et seulement si son champ de tension est identiquement nul, d’ou I’harmonicité de

¢ est traduite par I’équation suivante :
T(¢) =0
Une généralisation naturelle des applications harmoniques est obtenue en considérant les points

critiques de la fonctionnelle obtenue en intégrant le carré de la norme du champ de tension. La
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bi-énergie Fy(¢) de I'application ¢ : (M™, g) — (N"™, h) est la fonctionnelle définie par :

Bx(6) = 5 [ 176,

Ou D est un domaine compact de M. L’application ¢ est dite biharmonique si elle est un point

critique de la fonctionnelle bi-énergie, c’est a dire

d

EEQ(th)’t:O =0.

les équations d’Euler-Lagrange associées a la bi-énergie nous permettent d’obtenir la premiere varia-

tion de la bi-énergie et qui est donnée par I’équation suivante :

d
%E2(¢t)’t=0 :/Dh(v,7'2(¢))d’0g

72(9) = —Try(V*)*7(9) — TrgR™ (7(¢), do)d,

avec

Try(V%)? = Tr, (VOV° - Ve,)

est le Laplacien sur les sections du fibré ¢ TN et RY désigne le tenseur de courbure sur (N™;h).

L’application ¢ est dite biharmonique si et seulement si

72(¢) = —Try(V?)’1(¢) — TryR™ (7(¢), dg)d¢ = 0.

Dans la deuxieme partie de ce chapitre, on s’intéresse aux variétés statistiques. On rappelle qu'une
variété riemannienne (M™, g) munie d’une connexion V sans torsion telle que Vg est symétrique,
pour ce type de variété, on définit la connexion duale de V relativement a la métrique g qu’on note
*

V par la formule

X(g(Y, 2)) = g(VxY, Z) + g(Y,Vx 2),

pour tous X, Y, Z € I'(T'M). Comme premier résultat, on a :
Si (M, V,g) est une variété statistique, alors (M, V, g) l'est aussi.

Pour les résultats obtenus dans la suite de cette these, on définit un champ de tenseur de type (1, 2),




noté K de la maniére suivante :

K(X,Y)=VxY — VyY

Le champ de tenseur K est appelé le tenseur de différence entre V et V. Le lien entre Vxg, Vxg et

K est donné par la proposition suivante :

Proposition. Soit (M,V,g) une variété statistique et soit V la connexion duale de V relativement
a la métrique g. On a :

(ng>(Y7 Z) - g(K<X7 Y>7Z)

et

(Vxg)(Y, Z) = —g(K(X,Y), 2),

pour tous X,Y,Z € I'(TM).

On a donc

*

(M, V, g) est sans trace si et seulement si (M, V,g) 'est aussi.

g(K(X,Y),Z) :g(K(Z>Y)>X) = g(K(X’ Z>7Y)

et

*

g(R(X,Y)Z W) =—g(R(X, Y)W, Z)

* *
ol R et R sont respectivement les tenseurs de courbure associés aux connexions V et V.

*
*

Enfin, notons qu’on a <V> = V. Le deuxieme chapitre est consacré a 1’étude des a-connexions,

notées V(® (o € R) sur les variétés statistiques qui sont définies par :

1 1—azx
_ Ty, Yy

V(@)
2 2

Ou V est la connexion duale de V. Rappelons que la connexion de Levi-Civita sur (M, g) qu’on note

par V est la seule connexion sans torsion compatible avec la métrique g. Pour « = 0, on a

1 .
v@=2@wv)=v
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En introduisant le champ de tenseur K, on a
Ve =V - 2K
2

Pour @ = 1 et pour @ = —1, on obtient

*

v =v, vil=v.

On démontre les résultats suivants :

*

Proposition. Soit (M™,V, g) une variété statistique de structure duale (V, V, g> . Pour tous champs

de vecteurs X, Y, Z sur M, nous avons :

_BKL&KXKZ»
2 (1)

“;@Kmxxyym+&gﬁK&nqxz».

(VY K) (v, 2) = (VOK) (v.2) - =

*

Pour une structure statistique (V, Vv, g), on note par R, R, R les tenseurs de courbure respec-
tivement a V, V, V et R@ le tenseur de courbure de V(®. Dans un premier résultat, nous allons

établir une relation entre R et R%®) pour tous o, f € R.

Théoréme. Soit (M™,V, g) une variété statistique . La relation entre R et R®) est donnée par :

R@@&Yﬂkzmm@nqz+5;a(W@Kﬂxzy—ﬁga@$m3og@
2 2 (2)
vz - Uk vk (x2),

pour tous X,Y,Z € T'(TM).

Ensuite, on passe a la construction d’applications harmoniques et biharmoniques a 'aide des
a-connexions sur les variétés statistiques en définissant le champ de tension et le champ de bitension
relativement aux connexions données. Soit ¢ : (M™, VM g) — (N", V¥ h) une application entre

deux variétés statistiques. On définit 7(¢, V\®, V(@) par
(6, V9, V) = Vido(e;) — do (Ver)
alors, on obtient

r@ﬁwkvazﬂ@—gT%mWo@@+§ﬂﬂmeMy
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ou
Try(dp o KM) = dg (KM (es,e:)) ,
et

Try(K™ o dg) = K (dg(e:), do(e;))

(¢, VP V() est appelé le champ de tension de I'application ¢ : (M™,V®) g) — (N7, V@ h).

L’application ¢ : (M™, V¥ g) — (N™ V() h) est dite harmonique relativement a (V) V(@) si
(6, V), V@) =0,
De la méme maniere, on définit (¢, VP, V@) par
(6, VO, V) = _ Ty (V)27 (p, VO, v
~Trg R (7(6, V), V) do(.)) do(.).

En utilisant le fait que

(6, VO V) = 7(4) — %F + gdqb(E),
ou
F =Try(KYodg),  E=TryK",
on obtient

(6, VO, V@) = 5(¢) + §EV(7(),7(¢)) + aTrg KN (de(.), VP7(9))
+ §Try (Ve KN) (dg(.), do(.) — S KN (7(0), F)
— BNR(0) + LKN (do(E),7(0)) + 2Tr,(V?)*F
+ §TrR (F,de(.)do(.) — & KN (7(9), F)
— STr KN (do(.), VOF) — < Try (VeK™) (do(.), dg(.))
+ LN F) 4+ BV F — “EKN (do(E), F)
= 5Try(V)Pdg(E) = 5TrgR (do(E), do(.)) do(.)
+ FEN(7(0),do(B)) + FTro KN (do(.), Vedo(E))
+ Try (Vag KV) (dg(.), de(.)) — 4L Tr, KN (d(E), F)

EN4do(E) + L KN (dg(E), dp(E))
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avec

~

72(9) = ~Try (V) 7(6) — Tr, R (7(6), dé(.)) dé(.).

L’application ¢ : (M™, V) g) — (N, V@ h) est dite biharmonique relativement a (V(# V(@)
si

(¢, VI, V) =0,

Théoréme. Soit ¢ : (M™, VM g) — (N", V¥ h) une application entre deux variétés statistiques.
En utilisant Uexpression de (¢, VP, V@) on déduit que

¢ (M™, VP g) — (N", V@ h) est biharmonique relativement a (VP V@) si et seulement si

(0) + $KN (7(9), 7(9)) + aTr KN (dg(.), Vo7 (9))
+ §Trg (Vo KN) (dg(.), de(.) — LKV (7(9), F)
— SVER(@) + LK (dG(E), 7(9)) + §Tre(V9)?F
+ 8Tr R(F,dg())do(.) — S KN (7(¢), F)
— LTr KN (do(.), VOF) — < Try (VeKY) (do(.), dé(.))
+ CREN(FF) + UV F — LKV (dg(E), F)
— STry(VO)do(E) = 5Ty R (dd(E), dg(.)) de(.)
+ KN (7(¢), dg(E)) + L Tr K™ (do(.), Vede(E))
+ LTr, (Vagry KN) (do(.), do()) — 2 Tr, KN (dg(E), F)
S V5de(B) + 2 KN (d$(E), d(E)) = 0.
Dans le cas ot @ = 8 = 0, nous obtenons les notions d’applications harmoniques et applications
biharmoniques relativement aux connexions de Levi-Civita. En particulier, si ¢ est I'application

identité, nous avons le corollaire suivant :

Corollaire. Soient (M™ VM g) une variété statistique et o, 3 € R ou a # B. Alors, Uapplication
identité Id : (M™, V) g) — (M™, V'Y, g) est biharmonique relativement a (V) V@) si et seule-

ment st
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ala - B)

Try(V)2E + Ricci(E) + y

a S PG uE + aTr K (B, ],.) = 0,

K(E,E)

— ~

ou Ricci(E) =Tr,R(E,.).

Corollaire. La méme méthode de calcul nous donne une autre version de la bitharmonicité de [’ap-
plication identité. Soient (M™, V™, g) une variété statistique et o, 3 € R avec o # B. Alors Uappli-
cation identité Id : (M™, VP g) — (M™, V() g) est biharmonique relativement a (V¥ V) s

et seulement si

(a+1)(B-1)
4

%\ 2 *
Tr, (v) E + Ricci(E) + K(E,E)

“ 5 5 6E + (a+ )T K(E, ],) =0,

o

et

*

Ricci(E) = Tr,R(E, .).,

Gréce au corollaire , nous pouvons donner quelques cas particuliers ou «, § € {—1,0,1}.
Dans le troisiéme chapitre, on s’intéresse aux structures conformément équivalentes sur les varié-
tés statistiques. Pour un réel a , deux variétés statistiques (M, V,g) et (M,V,q) sont dites a-
conformément équivalentes s’il existe une fonction v sur M telles que les métriques riemanniennes g

et g sont liées par la relation suivante :
g(X,Y) = eg(X,Y)
et la connexion V est donnée par
VxY =VxY +(1-a)Y()X + (1 —a)X(7)Y — (1 +a)g(X,Y)grady

Pour tous X,Y € I'(T'M).

En utilisant le fait que VY = VyY — %K (X,Y), nous obtenons :
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ViV = Vx5V +(1-a)Y(NX+(1-a)X ()Y

— (I+a)g(X,Y)grady — 3K (X,Y).

Comme premier résultat dans cette section, nous allons établir la relation entre R le tenseur de
courbure sur la variété (M™,V,g) et R le tenseur de courbure associé a la connexion de Lévi-Civita

sur la variété (M™, g).

Théoreme.
Soient (M, V, g) et (M, V,q) deuz variétés statistiques a-conformément équivalentes. Alors la relation

entre R et R est donnée par la formule suivante :

R(X,Y)Z = R(X,Y)Z—(1+a)g(Y,Z)Vxgrady+ (14 a)g(X, Z)Vygrady
+ (1+a)’g(Y, 2)X(7)grady — (1+ a)’9(X, Z)Y (v)grady
+ H2g(Y.Z2) K (X, grady) — 59 (X, Z) K (Y, grady)
+ (1=’ Y()Z(1)X = (1= a?)g(Y, Z)|grady[? X
- (1=a)’X(1)ZMY + (1 - a®)g(X, Z)|grady]’Y
— (1—0a)g(Vygrady, 2) X = 52K (Y, Z) (v) X
+ (1—a)g(Vxgrady,2)Y + 52K (X, 2) (7)Y

— 3 (VxK) (v.2) + 1 (VyEK) (X, 2)

+
INgIE

K (X,K(Y,Z)) - 1K (V,K (X, Z)).

Deuxiemement, on a aussi donné une relation entre R et R les tenseurs de courbure associés

respectivement aux connexions V et V :

Théoréme. Soient (M,V,g) et (M,V,q) deur variétés statistiques a-conformément équivalentes.
La relation entre R et R les tenseurs de courbure associés respectivement aux connexions V et V

est :
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RX,Y)Z = R(X.Y)Z-(1+a)g(Y,Z)Vxgrady+ (1+a)g (X, Z) Vygrady
- (1+a)’g(X,2)Y (y) grady + (1 +a)* g (Y, Z) X (7) grady
— (1=a”)g(Y.2)|grady|" X + (1 = a®) g(X, 2) |grady|'Y
— (1—a)g(Vygrady, Z) X + (1—a) g (Vxgrady, Z) Y
+ (1-a'Y(MNZHNX-(1-a)’X(NZMY

- (I-a)g(K(Y,Z),grady) X + (1 —-a)g(K (X,Z),grady)Y

Corollaire. Le théoréeme|3.2.4 nous donne deux cas particuliers :

1. Sia =1, on obtient

R(X,Y)Z =R(X,Y)Z —2g(Y,Z) Vxgrady + 29 (X, Z) Vygrady
—4g9 (X, 2)Y (v)grady + 49 (Y, Z) X (v)grady,
Ricci (X) = e (Ricci (X) +4 (m — 1) X (y) grady — 2 (m — 1) Vxgrady),
Ric(X,Y) = Ric(X,Y)+4(m —1)X ()Y (7) = 2(m — 1) g (Vxgrady,Y)
Et
Sg=e (Sg+4(m—1)|grady’ = 2(m — 1) (Ay) + (m - 1) E(v)) .

2. S8t a=—1, on obtient

R(X,)Y)Z =R(X,Y)Z —2g(Vygrady,Z) X + 29 (Vxgrady,Z)Y
HAY (1) Z()X = 4X(7)Z(7)Y =29 (K (Y, Z), grady) X
+29 (K (X, Z),grady)Y
Ricci (X) = e ' Ricci (X) — 4e” 27X (7) grady + 2~V x gradry

+ 4™ |grady|? X — 272 (A’y) X—ePE(Y)X
+2e" YK (X, grady),

Ric(X,Y) = Ric(X,Y)—4X (7)Y (v) + 29 (Vxgrady,Y)

+4|grady* g (X,Y) = 2 (Ay) g (X,Y)

—E(7)g(X,Y)+29(K(X,Y),grady)
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Et
Sy =€ 1S, + (m—1) e (4]grady|> = 2 (Av) + E(v))
ot

Ay =g (Vegrady,e;) = e (e (7)) = (Veer) (7).

En reprenant le méme raisonnement utilisé dans le deuxiéme chapitre, on dit que ¢ : (M, V,g) —

(N,V,h) est harmonique relativement a (V, V) si
7(¢) + {(m + 2)a +m — 2} dg(grady) = 0.

En particulier, si on considere I'application identité, I’harmonicité se traduit par 1’équation sui-
vante :

(m+2)a+m-—2=0,

c’est a dire

De méme, l'application ¢ : (M,V,g) — (N,V,h = e*7h) est harmonique relativement & (V,V) si

7(¢) + 2(1 — a)de(grady) — (1 + a)|dg|*(grady) o ¢ = 0.

A la fin de cette these, on définit la biharmonicité relative aux structures a-conformément équiva-

lentes, nous obtenons les théoremes suivants :

Théoréme. L’application identité : Id : (M,V,g) — (M,V,q) est biharmonique relativement a

(V,V) si et seulement si

(m+6)a+m —6

TTgV2 grady — 5

grad (|grady|?)

+{(m —10)a® + 2(m + 2)a + m — 2} |grady|*grady

~ 1
—2(1+a) (A’y) gradry — ?)(Oé;)

(m+2)a+m—2
+

2

E(y)grady

K(gradry, gradry) + Ricci(grady) = 0.

Et
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Théoréme. Soient (M™,V,g) et (M™,V,g = e*g) deur variétés statistiques a-conformément équi-

valentes ou vy est une fonction non constante sur M avec
(m+2)a+m—2%#0.
Alors,lapplication identité Id : (M™,V,g) — (M™,V,g) est biharmonique relativement a (V,V) si

et seulement si

(m+2)a+m—=6

grad (ﬁv) + 5

grad (|grady|?) — 2 {A’y + %E(W)} grady
—2{(m+ 2)a +m — 4} [grady|*grady — 5K (grady, grady)
_%$grad7E + 2@(971(1607/) + TTQK([QTCLCZ’)/, ] ) )

+3Tr K (K (grady,.),.) = 0.
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Chapitre 1

Généralités

1.1 Notions générales de la géométrie riemannienne

Définition 1.1.1. Soit M une variété différentiable, [’ensemble des champs de vecteurs sur M est
noté I'(T'M) et U'ensemble des fonctions de classe C*° sur M est noté C*°(M). Une métrique sur M
est une forme

g:D(TM) xT'(TM) — C*(M)
C°(M)-bilinéaire, symétrique et définie positive. Le couple (M, g) est appelé une variété rieman-
nienne.
Définition 1.1.2. Soit M une variété différentiable, une connexion linéaire sur M est une application

V :T(TM) x T(TM) —s T(TM)

(X,)Y) — VxY
Qui vérifie les propriétés suivantes :
1. Vx(Y+2)=VxY +VxZ
2. VxfY = fVxY + X(f)Y

3. VxspyZ =VxZ+ fVyZ

21
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Pour tous X,Y,Z € I'(TM) et pour toute fonction f € C°(M). Pour une telle connexion V, on

définit un champ de tenseur T' de type (1,2) dit le tenseur de torsion associé a V par
T(X,Y)=VxY —-VyX —[X,Y]

Pour tous X,Y € I'(TM). La connexion linéaire V est dite sans torsion si le champ de tenseur T'

est identiquement nul, c’est a dire : pour tous X,Y € I'(TM), on a
(X, Y] =VyxY —VyX
Notons que T est un champ de tenseur antisymétrique.
On considere (M, g) une variété riemannienne, on a le résultat suivant :

Théoréme 1.1.1. Soit (M, g) une variété riemannienne. L’ application
V:I'(TM)xT(TM) — I'(TM)
(X,)Y) — VxY
définie par l'équation suivante :
29(VxY,2) = X(9(Y,2)) +Y(9(X,2)) - Z(9(X,Y))

(1.1)
+ 9(Z,[X,)Y]) +9(Y.[Z, X]) + 9(X,[Y, Z])

est une connexion linéaire sur M, dite connexion de Lévi-Civita. L’équation est appelée la

formule de Koszul.

Pour cette connexion, on a le résultat suivant, dit théoreme fondamental de la géométrie rieman-

nienne.

Théoréme 1.1.2. Soit (M, g) une variété riemannienne. La connezion de Lévi-Civita est ['unique
connexion linéaire V sur M sans torsion et compatible avec la métrique g. La compatibilité avec la

métrique g est traduite par la formule suivante :
X(g(Y.2)) =g(VxY,Z) + g(Y,VxZ)

Pour tous X,Y,Z € I'(TM). La connexion de Lévi-Civita sur (M,g) est complétement déterminée

par la formule de Koszul.
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Remarque 1.1.1. Soit M une variété différentiable, une connexion linéaire V sur M est compléte-

ment définie par les symboles de Christoffel Ffj donnés par

V o 8:rka

507 Oxd 4 Qg

de plus, si X = X* a?gi etY = Yj% alors :

_xi(Dyryprya) O
VxY =X (axiy +Fijy>8mk.

Dans le cas d’une variété riemannienne munie de la connexion de Lévi-Civita, on a la remarque

suivante :

Remarque 1.1.2. Soit (M™, g) une variété riemannienne de dimension m et soit V la connexion

de Lévi-Civita. Localement, les symboles de Christoffel Ffj sont donnés par la formule suivante :

1 & Ogji ~ Oga  0gj
ko= - Kl i i _ 99
o9 ; g <8$Z * oxi O

Définition 1.1.3. Soit M une variété différentiable munie d’une connexion linéaire V. Le tenseur

de courbure R associé a la connexion V est défini par
R:T(TM)xI(TM)xI(TM) — T'(TM)

(X,Y,Z) — R(X,Y)Z

R(X.Y)Z =VxVyZ —VyVxZ —VixyZ

Remarque 1.1.3. Sur une variété riemannienne (M™,g) de dimension m, le tenseur de courbure

de la connexion de Lévi-Civita est appelé tenseur de courbure riemannienne. Localement, on a

a9 9\ a &, 9
fi (ax ax) gk — 2 Tk

=1

Ou
I 9 9 ol I~
Ry = D (Tx) — O (Tr) + Z(Fiprjk —15,00%)

p=1

Comme propriétés, on a :
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1. R est un champ de tenseurs de type (1,3).
2. g(R(X,Y)Z,W) = g(R(X, Y)W, Z).

3. g(R(X,Y)Z,W) = —g(R(Z,W)X,Y).

B

. R vérifie l'identité algébrique de Bianchi

R(X,Y)Z+R(Y,2)X + R(Z,X)Y =0

v

. R vérifie lidentité différentielle de Bianchi
(VxR)(Y,Z)+ (VyR)(Z,X)+ (VZzR)(X,Y) =0
Pour tous X, Y, Z, W € T'(TM).

Définition 1.1.4. Soit (M™, g) une variété de dimension m, la courbure de Ricci est un champ de
tenseur de type (0,2) définie pour tous X,Y € T'(TM) par

Ric(X,Y)=Tr,R(- X)Y =) g(R(e;, X)Y,¢;)
i=1
O (e;), est une base orthonormée locale sur M . Notons que la courbure de Ricci est une forme
bilinéaire symétrique. De méme, le tenseur de Ricci est un champ de tenseur de type (1,1) défini

pour tout X € I'(T'M) par

m

Y R(X,¢)e;.

i=1

Ricci (X) =Tr,R (X, ") -

Sur la variété riemannienne (M™,g), la courbure de Ricci et le tenseur de Ricci sont liés par la
relation suivante :

Ric(X,Y) = g(Ricci (X),Y).
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1.2 Applications harmoniques

Dans cette section, on considere (M™, g) et (N", h) deux variétés riemanniennes munies de leurs
connexions de Lévi-Civita et soit ¢ : (M™, g) — (N™, h) de classe C*°. On définit le fibré inverse
( appelé fibré pull-back ) qu’on note ¢ *T'N par :
671N = {(z,v) € M x Ty N})

= U {5} x TN

L’ensemble des sections sur le fibré inverse est noté par I'(¢~'TN), cet ensemble est défini de la

maniere suivante :

I'(¢"'TN) = {v . M — TN, V, € TyuN,Va € M}

Ou encore

V el (¢7'TN) <V, € Ty N,Vo € M

Comme exemples, on a

VX € I(TM),d¢(X) € T(¢'TN)

Et

VY € (TN),Y o € T(¢"'TN)
Définition 1.2.1. Sur le fibré inverse I'(¢p~'T'N), on définit la connexion suivante, notée V? par :
Ve :T(TM)xT'(¢""TN) — T(¢p'TN)
(X, V) — V&V
Avec
VS (H 0 ¢) = (Vi) H) 0 0,
pour tout X € T'(TM) et pour tout H € T'(T'N). Comme propriété, on a :

V&do(Y) = Vido(X) + do([X,Y]),

pour tous X,Y € I'(T'M). Localement, on a

d) —_— =
Vs do(55) Ozidxi = Oxt Oxd

B (a?w 06 95°
+
ozt ax]

0
(NFZMB © ¢)> 87/” ° .
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Définition 1.2.2. En utilisant V¢ , on définit la deuzieme forme fondamentale de 'application

¢ (M™, g) — (N™, h), notée Vdo, par :
Vdg : T(TM) x I(TM) — T'(¢'TN)

(X,Y) — Vdo(X,Y)
Ou
Vdp(X,Y) = Vido(Y) — do(VYY)
La seconde forme fondamentale Vd¢ de lapplication ¢ est une forme C°°(M)-bilinéaire symétrique.

L’application ¢ est dite totalement géodésique si sa deuxiéme forme fondamentale est identiquement

nulle.

Définition 1.2.3. Le champ de tension de application ¢ : (M™, g) — (N™, h) noté 7(¢) est défini
par

7(¢) = TryVdo = Vdg(e;, e;) = Vi’idd)(ei) - dqﬁ(Vﬁfei)
Ou (e;)1™, est une base orthonormée sur la variété (M™,g). Localement, on a :

g (0P 9 M 09™ 997 0
= q¥ - v - v —
T@)=g <3$i3xj oxk Ly ox’ 8xj( Fas ©9) oy °¢

Remarque 1.2.1. Si on considére deux applications différentiables

¢ (M™ g) — (N" h) et ¢p: (N" h) — (PP, k), on a la propriété suivante :

Vd(y o ¢) = dip(Vdg) + (Vdy)(do, dg),

et en passant a la trace dans cette derniére équation, il suit que :

T(Y 0 ¢) = dip(7(9)) + Try(Vdi)(dp, dg).

Définition 1.2.4. La densité de Uapplication ¢ : (M™, g) — (N™, h) est la fonction e(¢) : M —

R, définie par : e(¢p) = L|do|?, avec |dp|* la norme de Hilbert-Schmidt de la différentielle dp donnée

2

par la formule suivante :

|d|* = Try¢*h =3 h(de(e;), dd(e:)).
=1
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Ou (e;)1™, est une base orthonormée sur la variété (M™,g). Localement, on a :

0% 0

2 _ P

(hag © @).
Définition 1.2.5. La fonctionnelle énergie E(¢) de lapplication ¢ : (M™,g) — (N™, h) est la
fonctionnelle définie par :
1
B(6) =5 [ |dofay,
Ou D est un domaine compact de M. On dit que ¢ est harmonique si elle est un point critique de la

fonctionnelle énergie E(¢), c’est a dire si
d
%E(qbt”t:() = 07

pour toute variation ¢y a support inclus dans D. En appliquant les équations d’Euler-Lagrange a la

fonctionnelle énergie, on obtient la premiére variation de E(¢) donnée par :

d

SE(0)lo = = [ h(v,7(6))dv,

ou v = %@(l’)\t:o et 7(¢) = Tr,Vde est le champ de tension de lapplication ¢.

On déduit que ¢ est harmonique si et seulement si son champ de tension est identiquement nul. D o1

I’harmonicité de ¢ est traduite par [’équation suivante :
7(¢) =0 (1.2)
Remarque 1.2.2. Si on considére deux applications différentiables ¢ : (M™,g) — (N™, h) et
v (N" h) — (PP, k), l’équation :
T(¢ 0 ¢) = dip(7(9)) + Try(Vdip)(do, do)

montre que la composée de deux applications harmoniques n’est pas nécessairement une application
harmonique, en particulier si ¢ est harmonique et si 1 est totalement géodésique, alors 1 o ¢ est

harmonique.

Définition 1.2.6. Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h) une application de classe C*, le tenseur impulsion-

énergie de ¢ est le champ de tenseur symétrique de type (0,2) sur M défini par :

5(¢) = e(d)g — ¢*h, (1.3)
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Théoréme 1.2.1. Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h) une application de classe C*, la relation de base

entre le tenseur impulsion-énergie et les applications harmoniques est donnée par le résultat suivant :

divS(¢) = —h(r(¢), do) (1.4)

De cette derniere formule, il suit que

Corollaire 1.2.1. Si ¢ : (M™,g) — (N™, h) est harmonique, alors divS(¢) = 0.

De plus si ¢ est une submersion et si divS(¢) =0, alors ¢ est harmonique.

Une généralisation naturelle des applications harmoniques est obtenue en considérant les points

critiques de la fonctionnelle obtenue en intégrant le carré de la norme du champ de tension.

1.3 Applications biharmoniques

Définition 1.3.1. La bi-énergie E5(¢) de Uapplication ¢ : (M™, g) — (N™, h) est la fonctionnelle
définie par :
1
Ba(6) = 5 [ 17(6)dv,
Ou D est un domaine compact de M. L’application ¢ est dite biharmonique si elle est un point
critique de la fonctionnelle bi-énergie, c’est a dire si

d

%E2(¢t)’t:0 - 07

les équations d’Euler-Lagrange associées a la bi-énergie nous permettent d’obtenir la premiere varia-

tion de la bi-énergie et qui est donnée par [’équation suivante :

d
B0l = [ b, 7a(6))dv,
O
7(6) = =T, (V)*r(¢) = Try R (r(0), do)dg

Avec

Try(V)? = Tr, (VOV? = VE,)
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est le Laplacien sur les sections du fibré ¢~'T'N et RN désigne le tenseur de courbure sur (N™;h).

L’application ¢ est dite bitharmonique si et seulement si
o(¢) = =Try(VO)*7(¢) — TryRY (7(¢), dp)d¢ = 0.
Remarque 1.3.1. [ est clair que toute application harmonique est biharmonique.

Comme pour les applications harmoniques, il existe un tenseur symétrique de type (0,2) appelé

le tenseur impulsion bi-énergie associé aux applications biharmoniques et qui a été introduit par

G.Y.Jiang. (voir[10])

Définition 1.3.2. Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h) une application de classe C*, le tenseur impulsion

bi-énergie de ¢ noté So(p) est défini par :

5:(6) = (~3 T + divh(+(6), d0)) g — 2symh(T7(), do) (15)

Ou
symh(Vr(),d6) (X, Y) = L{A(Vx7(6),do(Y)) + h(Vy7(6), d6(X)))

Pour tous X, Y € I'(TM).

Théoréme 1.3.1. Soit ¢ : (M™,g) — (N", h) une application de classe C™, il existe une relation

entre T2(¢) et la divergence de ce tenseur :
divSy(¢) = h(72(¢), do) (1.6)
Comme résultat du Théoreme |1.3.1} nous obtenons :
Corollaire 1.3.1. Si ¢ : (M™,g) — (N™, h) est biharmonique, alors
divSy(¢) = 0.

Si ¢ est une submersion et si divSs(¢) = 0 alors, ¢ est biharmonique.
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1.4 Notions générales sur les variétés statistiques.

Définition 1.4.1. Soit (M™,g) une variété riemannienne.

— Une connexion V sur M est dite sans torsion si
TX,)Y)=VxY —-VyX—-[X,Y]=0

C’est a dire
ViY — Vy X = [X,Y],
pour tous X,Y € I'(T'M).
— On dit que Vg est symétrique si pour tous X,Y,Z € I'(TM), on a
(VX9)<Y7 Z) = (ng)(Xa Z)7
ot
(Vxg)(Y,Z) = X(g(Y. Z2)) = g(VxY, Z) — g(Y,Vx Z).

La symétrie de Vg se traduit par la formule suivante :
X(9(Y.2)) -Y(9(X,2)) — g(VxY = Vy X, Z) + g(X,VyZ) — g(Y,VxZ) = 0.

Définition 1.4.2. Soit (M™,g) une variété riemannienne munie d’une connexion V sans torsion
telle que Vg est symétrique.

— Le couple (V,g) est appelé structure statistique sur M.

— Le triplet (M,V,g) est appelé variété statistique .

Si de plus, on a Try(Vxg)(.,.) =0, alors cette structure est dite sans trace.

Définition 1.4.3. Soit (M,V,g) une variété statistique, on définit la connexion duale de V relati-

vement a la métrique g qu’on note % par la formule

pour tous X,Y,Z € I'(T'M).
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*

Proposition 1.4.1. Si (M,V,g) est une variété statistique, alors (M,V,g) l'est aussi.

Démonstration. Montrons cette proposition en deux étapes.
1. Dans la premiere étape, nous allons montrer que %g est symétrique, c’est a dire
(Vxg)(Y, Z) = (Vyg)(X. 2),
pour tous X, Y, Z € I'(T'M).
Pour cela, calculons (%Xg)(Y, Z) — (6yg)(X, 7). Par définition, on a :
(Vxg)(¥.2) = (Vyg)(X.2) = X(g(¥.2)) = g(VxY.2) = g(Y,VxZ)

— Y(g(X,2Z))+ g(Vy X, Z) + g(X,VyZ)

En utilisant la relation entre la connexion V et sa connexion duale, on obtient
(Vxg)(V,2) = (Vyg)(X.Z) = Y(9(X,2))—g(VyX,Z) —g(X,VyZ)

- X((Y,2) +9(VxY, Z) +g(Y,VxZ).

Enfin la définition de Vg nous ramene a 1’équation suivante :
(Vxg)(Y.2) = (Vyg)(X, 2) = (Vyg)(X. Z) — (Vxg) (¥, Z)
Et comme Vg est symétrique, on déduit que :
(Vxg)(¥. 2) = (Vyg) (X, 2) = 0

D’ou Vg est symétrique.

2. Montrons maintenant que Vg est sans torsion, c’est a dire
VxY - VyX = [XY],

pour tous X,Y € ['(T'M).
Pour tout Z € I'(T'M) , on a :
g(%XY—%yX,Z> = g(%xif,Z) —g(%yX,Z>

= X(Y,2)-Y(9(X,2))
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En utilisant le fait que
(Vxg)(Y,2) = X(g(Y, Z)) — g(VxY, Z) = g(Y,Vx Z)

et

(Vyg)(X,Z) =Y (9(X,Z)) = g(Vy X, Z) — g(X,VyZ)
on obtient

g (VxY = VrX.Z) = (Vxg)(V.2) - (Vyg)(X.2)

+ 9(VxY,Z) —g9(VyX, Z)

Comme Vg est symétrique et
9(VxY,Z) = g(Vy X, Z) = g(VxY — Vy X, Z) = g([X,Y], Z),

on conclut que

VY — VyX = [X,Y].

*

Donc V est sans torsion et par suite (M, V, g) est bien une variété statistique.

]

Définition 1.4.4. Soit (M,V,g) une variété statistique et soit V la connexion duale de V relative-

ment d la métrique g. On définit un champ de tenseur de type (1,2), noté K de la maniére suivante :

K :T(TM) x T(TM) — T'(T M)

(X,Y) — K(X,Y) = VxY — VY

Le champ de tenseur K est appelé le tenseur de différence entre V et V.

Proposition 1.4.2. Soit (M,V, g) une variété statistique et soit V la connezxion duale de V relati-

vement a la métrique g. Le champ de tenseur K ainsi défini, vérifie les propriétés suivantes :

1. K est symétrique,c’est a dire K(X,Y) = K(Y, X).

CK(FX,Y)=K(X,fY) = fK(X,Y).

Pour tous X, Y € I'(T'M) et pour toute fonction f € C*°(M).
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Démonstration. Soit (M,V, g) une variété statistique et soit % la connexion duale de V relativement
a la métrique g.
1. Pour tous X, Y € I'(TM), on a :
K(X,Y)=VyY — VxY
Et
K(Y,X) = VyX — VyX
Il suit que
K(X,Y) — K(Y,X) = VxY — VY — Vy X + Vy X
Comme les deux connexions V et % sont sans torsion, on déduit que
K(X,Y) ~ K(Y,X) =0,
c’est a dire
K(X,Y) =K, X),
et donc K est symétrique.
2. Pour tous X,Y € I'(T'M) et pour toute fonction f € C*°(M), on a :
K(FX.Y) = VixY — VixY = f <%XY - VXY> — FK(X,Y).
Et
K(X,fY) = VyfY —VxfY
= VXY + X(f)Y = fVxY = X(f)Y
— (%XY - VXY>
= fK(X,)Y).
O

Proposition 1.4.3. Soit (M,V, g) une variété statistique et soit V la connezion duale de V relati-

vement d la métrique g, on a pour tous X,Y,Z € T(TM) :

(Vxg)(Y, Z) = g(K(X,Y), Z) et (Vxg)(V, Z) = —g(K(X,Y), Z).




34 Chapitre 1. Généralités

Démonstration. Soit (M,V, g) une variété statistique et soit V la connexion duale de V relativement

a la métrique g et soient X,Y, Z € I'(T'M). Par définition de Vg, on a :

(Vxg)(V,Z) = X(g(Y, 2)) — 9(VxY,Z) — g(Y,VxZ)

*

En utilisant la connexion duale V, on obtient :
X(9(Y,2)) = (Vxg)(Y, Z) + g(VxY, Z) + (Y, Vx Z),

il suit que :
(Vx)(V,2) = (Vxg)(Y:2)+9(VxY, Z) + g(Y,VxZ)
—9(VxY,Z) — g(Y,VxZ)
= X(g(Y.2)) ~ g(VxY.Z) — o(Y.VxZ) + g(VxY, 2)
+9(Y,VxZ) — g(Y,VxZ) — o(VxY. Z)
= X(Y.2)—9(Y,VxZ) —g(VxY, Z)
= (VY. 2) +9(Y.VxZ) — g(VxY. Z) — (Y. Vx2)
—  g(VxY — VY, 2).
=  g(K(X.,Y),2).
Dol
(Vxg)(Y,Z) = g(K(X,Y), Z).
De la preuve de la premiere partie de cette proposition, on déduit que :
(Vxo)(V,2) = (Vxg)(Y,Z) = g(VxY,Z) = g(Y,VxZ)
+9(VxY,Z)+g(Y,VxZ)
= X(g(Y.2)) ~ g(VxY.Z) — (Y, VxZ) — g(VxY, 2)
~g(Y.VxZ) + (Y. VxZ) +g(VxY, 2)
= X(9(v.2) - g(VxY. Z) — (Y. VxZ)
—  g(VxY.Z) — g(VxY, 2)
—  g(VxY — VY, 2).

= _g(K(X,Y),2).
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D’ou

(Vxg)(Y, Z) = —g(K(X,Y), Z).

Remarque 1.4.1. Grice a cette derniére proposition, on a pour tous X,Y,Z € I'(TM) :
(Vxg)(Y, Z) = =(Vxg)(Y, Z),
d’ou :
Tre(Vxg)(.,.) = =Tre(Vxg)(.,.)-

Par suite, on a le résultat suivant :

*

(M,V,qg) est sans trace si et seulement si (M,V,g) est auss.

Remarque 1.4.2. A partir du tenseur K, on peut définir un champ de tenseur de type (0,3), qu’on
note encore K par :

K(X,Y,7) = g(K(X,Y), ),
pour tous X,Y,Z € T'(TM).

Remarque 1.4.3. Pour tous X,Y,Z, W € I'(TM), on a :
9(K(X,)Y),2) = g9(K(Z2,Y),X) = g(K(X,2),Y).

et

*

g(R(X,Y)Z, W) =—g(R(X, Y)W, Z)

* *
ot R et R sont respectivement les tenseurs de courbure associés aux connexions V et V.

*

Enfin, notons qu’on a <%) =V.
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Généralités




Chapitre 2

a-connexion, applications harmoniques et

biharmoniques

2.1 Quelques résultats sur les a-connexions

Définition 2.1.1. Soit o € R. Sur une variété statistique (M, V, g), on définit la c-connexion, notée

V@ par :

1 1—azx
_ Ty, Yy

V(@)
2 2

Ou V est la connexion duale de V.
Rappelons que la connezion de Levi-Civita sur (M, g) qu’on note par V est la seule connexion sans

torsion compatible avec la métriqgue g. Pour o =0, on a

En introduisant le champ de tenseur K, on a :

1 l—ae 1_ =
@10 TG (V) -

v 2 2 2

d’o
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*

Pour oo =1 et pour « = —1, on obtient VIV =V et VD =V,
— * (a)
On a aussi : V") =V + 2K = <V> , dou V@ — VY = K.

C’est a dire, pour tous X, Y € I'(TM),
vely - vy = —aK(X,Y).
Enfin, il est simple de voir que :
— 1 * = 1
VxY =VyY — §K(X, Y)et VxY =VxY + 5K<X7 Y).

Le triplet (M™, V() g) est aussi une variété statistique et V(=) est la connexion duale de V()

de plus nous avons les égalités suivantes :
(@)y _ T o
V'Y =VyxY 2K(X,Y)
En général, pour tous «, f € R, il est tres simple de voir que :

VoY =vPy -

a;%qu) (2.1)

Proposition 2.1.1. [1] Soit (M™,V,g) une variété statistique de structure duale (V, V,g). Pour

tous champs de vecteurs X, Y, Z sur M, nous avons :
(VVE)(v.2)= (VOK) (v.2) - S 2K (X K (v, 2)
(2.2)
a—f B

+ SRR (K (X,Y), 2) + S 2K (VK (X, 7).

Démonstration. Soient X,Y,Z € T'(T'M). Par définition, nous avons :
(VWEK)(V,2)=VYK(Y,2)- K (V{Y,2) - K (Y.V¥ Z).

Les propriétés du tenseur de différence K nous donnent :

(@)

VXK(KZ>:VS?>K<Y,Z>—“;B

K(X,K(Y,Z2)),

(@) B

A(VXKZ):K(V@KZ)—Q%fKQQXJmZ)

Et

K(Y,K(X,2))

A(KV?Z):K(vaw)—&;ﬂ
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alors,

(VY'K)(v,2)=V{K (v,2) -

a—p
2

Finalement, en utilisant le fait que :

O‘;ﬁK(X,K(Y, 7)) - K (V. 2)

+ K(K(X,Y),2)- K (Y,V¥'Z) + K (Y,K (X, 2))

(VOK)(v,2)=VQE (Y, 2)- K (V{V.2) - K (v,v{Z)

On déduit que :

(VYK) (Y, 2) = (VQK) (Y, 2) - a ; Ik (X,K (Y, 2))
+ O‘QBK(K (X,Y),Z)+ a;ﬁK(Y,K(X, 7).

Remarque 2.1.1. Comme cas particulier de l’équation , NOUS aAVONS

(VK. 2) = (VxI)Y,2) = §K(X K(Y, 2) + §K(K(X.Y), Z)
+SK(Y, K(X,Z))
= (VxK)(Y,Z) = S K(X,K(Y, Z)) + 5L K (K (X,Y), Z)
+ 1K (Y, K(X, Z))
= (VxK)(Y,Z) — S2K(X, K(Y, 2)) + S K(K(X,Y), Z)

2

+HLR (Y, K (X, Z))

Pour une structure statistique (V, Vv, g), on note R, R*, R les tenseurs de courbure respective-
* o~
ment & V, V, V et R® le tenseur de courbure de V(). Dans un premier résultat, nous allons établir

une relation entre R et R pour tous «, 8 € R.

Théoréme 2.1.1. [1] Soit (M™,V,g) une variété statistique . La relation entre R et R¥) est

donnée par :

R (X,Y)Z=RP(X,Y)Z + 6;0‘ (VOK) (v, 2) - 5 ; “(VPK) (X, 2)
(2.3)

pour tous X,Y,Z € I'(T'M).
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Démonstration. Soient X,Y,Z € T'(T'M), Par définition, on a :

R(X,Y)Z=VVW 2 -vOvP 7z -V, 2. (2.4)

()

Pour le premier terme VE?)VY Z, nous avons :

B -

Wz =V 7+

Pk (v, 2),

donc,

vevez = vovPz + 5;“%?’[( Y, Z).

Il est simple de voir que
9 (
2

Vv z =vOvz + X, v{2)

Et

VOK (v.2) = VK (v.2)+ K (X K (v.2)

ce qui nous donne

VOV z=vPvPz oo K (X, v2)
B-a (8- a)’ 2
+ TVE’?)K (Y, 2) + "= K (X, K (Y, 7).
Un calcul similaire donne :
vOvez =vOvPz + Lk (v, v 2)
B—a 2 (8—a)’ 20
+ —v K(X.Z)+ K (Y.K(X,2).
Finalement, nous avons
B -«
ViinZ = VivyZ + K (X.Y],2) (2.7)

Si on remplace (2.5 et . dans , on déduit que :

R (X,Y)Z=R®(X,Y)Z+ 5;“%@% Y, 2) - B;O‘V@K (X, 2)

0K (x v0z) - Pk (vivz) - Pk (x0v) 2)

(8- a)’ (8- a)’

K(X,K(Y,Z))— 1 K(Y,K(X,2))
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En utilisant le fait que
VOK (Y, 2)= (VOK) (v, 2)+ K (VOV, 2) + K (v,v{2),

VWK (X, 2)= (VWEK)(X,2)+ K (VPX, 2) + K (X,V{Z)

Et

K(X,Y],2)=K (Vv 2) - K (V{'X, 7),

nous obtenons

R (X,Y)Z=RP(X,Y)Z + ﬁ;a (VOK) (v, 2) - B;O‘ (VYK (X, 2)
+ WK(X,K(Y, 7)) — WK(Y,K(X, 7).

Cas particuliers du Théoreme [2.1.1] nous avons le corollaire suivant :

*

Corollaire 2.1.1. Soit (M™,V, g) une variété statistique de structure duale (V, V, g) . Les relations

entre R, R, R et R* sont données par :

RO(X,Y)Z=R(X,Y)Z - % (VxE) (Y. 2) + % (VyK) (X, 2)

2 2 (2.8)
+ O‘ZK (X, K (Y, Z)) - %K (Y, K (X, 7)),
R (X, Y)Z=R(X,Y)Z+ 1;& (VxK) (Y, Z) — L—a (VyK) (X, Z)
) ) (2.9)
ke onr vz - Bk vk (x,2),
et
RO (X,Y)Z = R(X,Y)z— 11 (%XK> (v, z)+ e (%ﬂ() (X, 2)
2 9 (2.10)
“ZO‘) K(X,K(Y,Z)) - (1+a) K (V,K (X,Z)).

Pour tous X,Y,Z € I' (TM).
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Remarque 2.1.2. Du Théoréme[2.1.1], nous pouvons donner d’autres relations :

1. La relation entre R et R est donnée par (voir [9])

R (X,Y)Z = R" (X,Y)Z +a (R (X,Y)Z - R(X,Y) Z) .

2. La relation entre R©), R et R* est donnée par (voir [9])

1 I —ax
R (X,Y)Z = ;aR(X,Y)Z+ CR(X,Y)Z

2

_ 1;a2K(X,K(Y,Z))+1_4& K(Y,K(X,Z)).

Corollaire 2.1.2. Soit {e;};", une base orthonormée sur (M™,g), pour une structure statistique
<V, %,g) si on mote par :

Ricci® (X) = Tr,R™ (X,-)- = R (X, ¢;) e,
et

Ricci® (X) = Tr,RP (X,)- = R (X, ¢;) e;,

pour tout X € T' (T M), alors la relation entre Ricci'® (X) et Ricci!® (X) est donnée par la formule

suivante :
o o (8 — ) B—a ®)
Ricci'™ (X) = Ricei® (X) + TK (X,E) + TTTQ (VX K) ()
- 5;0‘7’@ (VOKR) (X,) - (B_ZlOé)TrgK (K (X,"),")

ol
Tr, (V'K (1) = (VOK) ().
Try (VOK) (X, ) = (VK) (X, e,
TTQK (K (X’ ) 7') = K<K (X7 ei) 7€i),

et

E=Tr,K =K (e;,e) .

En particulier pour € {—1,0, 1}, nous obtenons :
. 2

Ricci® (X) = Ricei (X) + %K (X,E) — %Trg (/V\XK) ()

2

+ %Trg (V.I) (X, ) — %TTQK (K (X,-),"),
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Ricci® (X) = Ricei (X) + (1;@2}( (X, B) + = 7r, (Vi K) (-,)
0, v (%) - S ke e (. .
et
Ricei'® (X) = Ricei (X) + (1204)2]( (X, B) — % (%XK) (")
MRl (%.K) (X,) — “ZO‘)QT@]K (K(X,-),-).

Exemple 2.1.1. Soit (R?, g) une variété statistique équipée de la métrique riemannienne
g = da* + dy?
et V une connexion affine définie par :
Veer =€, Ve =0, Ve =V.e =e.

Ou {el =2 ey = a%} est une une base orthonormée. Un calcul simple nous donne

*

Velel = —€9, V6262 = O, Veleg = V@el = —€1.
On déduit que
K (er,e1) = =263, K (e2,e2) =0, K (e1,e2) = K (e2,€1) = —2ey,

et

E= T?“gK = K(el,el) + K(€27€2) = —262.

Dans ce cas, nous avons

Vg‘i‘)el = qeo, Vgg)e2 =0, vg?)@ — véﬁ;)el — aey,

R (e1,€2) €2 = —a’ey, R (e2,€1) €1 = —a’ey

et

Ricci' (X) = —a’X, Rid® (X,Y)=—-a’g(X,Y), S =-20a

Alors, <R2, Vi), g) est une variété statistique de courbure constante (—a?).
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Exemple 2.1.2. Soit (H?> = {(x,y) € R*,y > 0}, g) une variété statistique équipée de la métrique

riemannienne
_ i d 2 d 2
g = 2 o+ ay

et soit V une connezion affine définie par :
v6161 - v6262 - 2627 v6162 - 07 Vegel = €1,

ot {er =yL, es =yt est une base orthonormée. Un calcul direct nous donne
ox’ Oy

* * * *

Vee1r =0, Ve =—2e, Ve =—2e, Ve =—e.

Donc

vf;l%l = (14 a)ey, Vg;“)eg = 2aey, Ve =— (1—a)ey, ng)el = we;.

€1

On déduit que :
R (e1,€2) €9 = (a2 — 1) e;, R (e9,€1) €1 = (a2 — 1) €s.
1l suit que

Ricci® (X) = (o’ = 1) X, Ric® (X,Y) = (a®=1)g(X,V), S =2(a’~1).

g

Dans ce cas, (Hz, V(O‘),g) est une variété statistique de courbure constante égale a o — 1.
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2.2 Les a-connexions, applications harmoniques

Soit ¢ : (M™, VM g) — (N", V¥, h) une application entre deux variétés statistiques. On veut
définir le champ de tension de ¢ : (M™, V¥ g) — (N* V(@ h). Pour cela, choisissons {eiticicm

une base orthonormée sur M. Par définition, nous avons

7(¢) = Ve do(e:) —dg (Vie:).

D’ou
Vi dole) = Vdo(es) + 5KV a (does), dp(er))
et
?é‘fei = Vg?)ei + gKM (€, €i)
Il suit que

B

#(6) = ViVd(e) — do(VPe)) + TN a (do(e), dofe)) — 5

do (KM (ei,e:)) .
On définit 7(¢, VP V@) par
(0, V9, V) = Vido(e;) — do (Ver)

alors, on obtient

(¢, VP V@) = 7(¢) — %TTQ(KN o do) + gTrg(dgb o KMy,
ol
Try(de o KM) = dg (KM(% 61’)) )
et

Try(K™ o dg) = KN (dg(e;), do(e;))
(¢, VP V() est appelé le champ de tension de I'application ¢ : (M™,V®) g) — (N7, V@ h).

Définition 2.2.1. L’application ¢ : (M™, VP g) — (N", V¥ h) est dite harmonique relativement
a (VO V) s

(¢, VP, V@) = 0.




46 Chapitre 2. «-connezion, applications harmoniques et biharmoniques

2.3 «a-connections et applications biharmoniques.

2.3.1 Le champ de bi-tension de ¢ : (M™, V¥ g) — (N", V@ h)

Soit ¢ : (M™, VM g) — (N", V¥, h) une application entre deux variétés statistiques, nous
allons donner I’expression du champ de bi-tension de ¢ : (M™, V¥ g) — (N™, V(@ h). Pour tout
V € ¢~'T'N. On définit

Try(V/O)V = VIOV — VI V.,
ou {e; }1<i<m est une base orthonormée locale sur (M™, g) et o, 8 € R.

Grace a la proposition nous avons

VT = VTV — %KN (do(e:), VEV) — %ﬁg KN (dé(e;), V)

€5 €

+fK N (dg(er), K™ (d(er). V),

et le fait que
(VEKY) (dgle), V) = VE KN (do(e), V) — KN (VEd(e:), V) = KN (dg(e;), VEV),
on a, donc
VeEN (do(e), V) = (VEEN) (d(er), V) + KN (VEdd(e:), V) + KN (dg(e;), VEV) .
11 suit que

VIOV = VeV - 2 (VEEN) (d(e), V) - KN (Vi dé(e). V)

i

2
—ak™ (d¢(e:), VE V) + TN (d(er), K™ (do(e), V)
Pour le terme v@(;;ie_v , il est simple de voir que

[0 ENA « v
Ve,V = V% V= K" (d9(Vee), V)

- €4
e; &1

_5
2

Vev + N (o), V),

ou

E =Tr,KM = KM(e;,¢;).
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Nous déduisons que

—~

Try(VOPV = Try(V)V = §Try(Vas(y KV)(d(.). V)
= SKVE®),V) - aTr KN (do(), V°V)
(2.11)
- LT, KN (do(), KV (d6(.),V))
+ OVLV — KN (dg(E), V).

Par le théoréme [2.1.1] on obtient

TryR (V. de(.))de(.) = RO(V,dg(e:))dep(e;)

= TrgR(V,dg())de() — §Try (Vv EN) (de(.), do(.)) 212

+ 5Ty (VoKN) (V,do () + S Trg KN (V, KN (dg(.), de(.)))

— ST KN (do(.), KN (V,dg(.)))

Si nous sommons les deux équations et (2.12)), nous concluons que
Try(VENV + TryRO(V,dp()dé(.) = Try(V)2V + TryR(V,de(.)de(.)

— SKN(7(¢), V) — aTryKN(dg(.), V)
+ 2T KN (V, (KN 0 dg)(.,)) (2.13)

— 8Ty (VvEN) (do(.), de(.))

+ VRV = FEY (do(E),V)

On définit 75(¢p, VP, V(@) par
(6, VP, v(a)) — _Trg(v¢(a))27(¢7 v v@)

~TrgR® (7(6, V), V), do(.)) do(.)
En utilisant le fait que

(6, VP, V@) = () — %F + gdqb(E),

ou

F =Tr, (K" odg), E =Tr,K",
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on obtient

(¢, VO, V@) = #(0) + KN (7(0).7(0)) + alr, KN (d(.), Vo7(¢))
+ 5T (Ve KN) (do(.), do () — S EN(7(9). F)
— OVER(0) + SLKN (d9(E), 7(6)) + §T1,(V*)*F
+ 2T, R(F,dg(.)de(.) — CKN(7(¢), F)
= §Tr KN (do(), VOF) = Ty (VeKN) (do(.), dé(.)) (2.14)
+ CRN(FF)+ ®Y9F — 2KN (dg(E), F)
— 877, (V9)2d$(E) — Tr,R (dp(E), dg(.)) do(.)
+  GRN(7(p),dd(E)) + LTr KN (d¢(.),§¢d¢(E))
+ 227y (Vs K™) (d6(), do(.) — S2Tr, KN (dg (), F)

PN %dp(E) + “Z KN (dp(E), do(E)),
avec

~

72(0) = Ty (V9) 7(6) — Try R (7(0), () do ).

Définition 2.3.1. Soit ¢ : (M™, VM g) — (N", V¥, h) une application entre deux variétés sta-
tistiques. On définit 75(¢, VP, V' )le champ de bi-tension de ¢ : (M™, V¥ g) — (N™ V() h)
par

7'2(gb7 V(B)’ v(a)) — —TTg(V(b(a))QT(gb, V(ﬁ), v(a))
~Tr, R (7(6, 9%, V), do(.)) do()

et ¢: (M™ VB g) — (N", VY h) est dite biharmonique relativement a (V) V(@) s

72(¢, V), V@) = 0
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Théoréme 2.3.1. Soit ¢ : (M™, VM g) — (N™, VN h) une application entre deux variétés statis-
tiques. En utilisant I'expression de 15(¢, VP, V(@) on déduit que

¢: (M™, VB g) — (N", V@ h) est biharmonique relativement a (V) V() si et seulement si

72(0) + SEN(7(9),7(0)) + aTr KN (de(.), Vo7(9))
+ 5Ty (Vo KN) (dé(.), dg () — S KN (7(9), F)
— SVIR() + L KN (d6(E), 7(¢)) + §Try(V9)*F
+ $TrR(Fdg(.)dé(.) — LKV (7(9), F)
— LT KN (de(.), VOF) — 2 Try (VpKN) (do(.), de(.))
+ CEN(FF) + UV F — “LKN (dg(E), F)
— STry(VO)dg(E) — §TryR (d$(E), dg(.)) dg ()
+ KN (7(¢), d¢(E)) + L TryK™ (do(.), Vede(E))
+ 2T, (Vasey KN) (do(.), do () — %2Tr, KN (dp(E), F)

ET%d6(E) + L2 KN (d¢(E), db(E)) = 0.

Remarque 2.3.1. Dans le cas ou o = 8 = 0, nous obtenons les notions d’applications harmoniques

et applications biharmoniques relativement aux connexions de Levi-Civita.

2.3.2 La biharmonicité de ’application Id : (M™ V¥ g) — (M™ V) g)

Si on suppose que 'application ¢ est harmonique relativement aux connexions de Lévi-Civita, on

obtient le résultat suivant :

Corollaire 2.3.1. Soit ¢ : (M™ VM g) — (N", V¥ h) une application entre deur variétés statis-
tiques. Si ¢ est harmonique relativement auz connexions de Lévi-Civita, c’est a dire 7(¢) = 0, alors

¢ (M™, VP g) — (N", V@ h) est biharmonique relativement a (VP V@) si et seulement si
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oTr, (V) F + 2KV (F, F) - %2 KN (d(E), F)

—0Tr, (V%) d6(E) + 2Tr,R(F,dé(.) dé(.) — £ V4dé(E)

—5Tr R (dg(E), dg(.)) d(.) — Tk (dg(.), VOF)

— 2 Try (VeKN) (dg(.),do(.) + L TrgKN (de(.), Vede(E))

— BTy KN (dG(E), F) + LTy (Vag KN) (de(.), dg(.)) + LVGF
+98 KN (dp(E), dp(E)) = 0.

En particulier, si ¢ est 'application identité, on a le corollaire suivant :

Corollaire 2.3.2. Soient (M™, VM g) une variété statistique et o, 3 € R ot a # 3. Alors, lappli-
cation identité Id : (M™, V¥, g) —s (M™ V(@ g) est biharmonique relativement a (V?) V@) si

et seulement si

afa —f)

Try(V)2E + Ricci(E) + .

K(E,E)

—T?EE +aTr,K([E, ],.) =0,

o

-~ ~

Ricci(E) =TryR(E, ).

Démonstration. Par le théoreme Iapplication Id : (M™,V®) g) — (M™, V¥, g) est bihar-

monique relativement a (V¥ V@) si et seulement si

_ g _ . _ 2
a S B , (V) E+ 5 O R(E, ) +O‘<O‘8 5 k(B F)
+5(a4_ 6)’V\EE_ O‘( _6>T7"9K( ,VE)
ala—f)

Utilisons le fait que

et

Try (/V\EK) (.,.) = (/V\EK) (e;,€;) = /V\EE — 2K (/V\Eei,ei)
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Nous déduisons que 'application Id : (M™,V®), g) — (M™,V(®, g) est biharmonique relativement

a (VP V@) si et seulement si

ala - B)

Try(V)2E + Ricci(E) + .

K(E, E)

—O‘;B%E +aTr,K([E,],.) =0

Exemple 2.3.1. Soit (R?, g) une variété statistique équipée de la métrique riemannienne
g = da® + dy?
et V la connexion affine définie par :
Veer=ey, Ve =0, Ve =Ve =e
Ou {61 =0 ey = a%} est une une base orthonormée. Un simple calcul nous donne
66161 = —e9, 66262 =0, %eleg = %6261 = —ej.
On déduit que :

K (e1,e1) = —2e9, K (eg,e2) =0, K (e1,e2) =K (ea,€1) = —2¢;

alors,

E = TT’gK = K(Gl,el) + K(Gg,@g) = —262.

Dans ce cas, Uapplication identité Id : (R?,V?) g) — (R, V(@) g) est toujours biharmonique non-

harmonique relativement a (V) V(@) pour tous o, B € R ot o # 3.

Exemple 2.3.2. Soit (H? = {(z,y) € R?,y > 0},g) une variété statistique équipée de la métrique

TLEMmannienne
o i d 2 d 2
o= s (0407

et V la connexion affine définie par :

Ve er = Ve,ea =2e, Veea=0, Ve =ey,
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ou {el = ya%, ey = ya%} est une structure orthonormée . un long calcul donne

* *

* *
velel = 0, V6262 = —262, Veleg = —261, V62€1 = —€1.
Dans ce cas, on a
K (e1,e1) = —2e9, K (eg,€2) = —4dey, E = —6es.

Alors, Uapplication identité Id : (H?,V®), g) — (H? V@ g) n'est jamais harmonique relativement
a (VP V@) pour tous a, 5 € R ot o # B. En utilisant le corollaire on déduit que Id :
(H?,V®), g) — (H?, V@, g) est biharmonique relativement a (VP V(@) si et seulement si o et 3

sont solutions de [’équation algébrique suivante :
30’ —a—3a8—-1=0,

ce qui nous donne la condition suivante :

302 —a—1
="
a

Exemple 2.3.3. Soit (R3, g) une variété statistique équipée de la métrique riemannienne

3
g= Z de;de;

=1

et soit V la connexion affine définie par :
b
velel - b€17 v6262 - v6363 - 5617 veleQ - V6261 - 562

b
V6163 = Ve3€1 = 563, V6263 = Ve3€2 =0

O {ey, ea,e3} est une base orthonormée et b est une constante non-nulle. Aprés un calcul, on obtient

V31€1 = —bey, v62€2 = v€3€3 = —561, Ve1€2 = vegel = —5€2
* * b * %
Veleg = v6361 = —563, v62€3 ve362 0
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On déduit que :

*

K(€1, 61) == Velel — Velel == —2b61

*

K(€2, 62) = V6262 - V6262 = —b€1

*

K(eg, 63) = Vegeg — V63€3 = —b€1
Donc,

E=Tr,K = K(e,e1) + K(ea, e2) + K(e3, e3) = —4bey

En wutilisant le corollaire on déduit que Id : (R?, VP g) — (R3, V) g) est biharmonique

non-harmonique relativement a (V) V() si et seulement si o = 0, V3 € R*.

En se basant sur les formules suivantes :
o\ 2
Try (V) E = Tr,V?E - IVpE - 1K(E, E) + }Tr, (V.K) (E, )
+ Tr,K(V.E,)+iTr,K(K(E,.),.),

—

Ricci(E) = Ricci(E)+ 1K(E,E)+ 3Tr, (VEK) (.,.)

— i (VK)(B,) - iTr K (K(E,.),.),

et
= 1
ol
TrgV?E =V Ve E—Vy, . E
et

Ricci(E) =Tr,R(E,.).
On a le corollaire suivant :

Corollaire 2.3.3. Soit (M™, V™ g) une variété statistique et soient o, 3 € R avec o # 3. L ap-
plication Id : (M™ V¥ g) — (M™ V(@ g) est biharmonique relativement a (V®), V@) si et

seulement si

Tr,v2E + Ricei(E) + 2= DO =V g gy

4 Y
_Oé;BVEE + (o - V)TrK(E,],.) = 0.
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La méme méthode de calcul nous donne une autre version de la biharmonicité de 'application

identité.

Corollaire 2.3.4. Soit (M™,V™, g) une variété statistique et soient o, 3 € R avec o # (3. Alors,
Uapplication identité Id : (M™, V) g) — (M™, V(¥ g) est biharmonique relativement a (V® V()

st et seulement si

a+1)(8—1)
4

* 2 *
Tr, (v) E+ Ricei(E) + .

—O[;B%EE + (Oé + 1)TTgK([E7 ']7 ) - 0’

K(E.E)

ou

et

*

Ricci(E) =TryR(E, ).,
Grace au corollaire nous pouvons donner quelques cas particuliers ou «, 5 € {—1,0,1}.

Remarque 2.3.2. Dans le cas ou « et 3 prennent les valeurs —1 et 1, on a :

* *

1. L’application identité Id : (M™,V,g) — (M™,V, g) est biharmonique relativement a (V, V)

si et seulement si

o~ — 1 —~
Tr, (V) E + Ricei(E) + SK(E,E) = VpE +Tr,K([E, ],.) = 0

* *

2. L’application identité Id : (M™,V,g) — (M™,V,g) est biharmonique relativement a (V, V)

st et seulement si
~ —_ 1 —
Tr, (V) E + Ricci(E) + SK(B,E) + ViE — Tr,K([E, ],.) = 0

Remarque 2.3.3. En regardant le cas ou o =0 et f = +1, on obtient :

1. L’application identité Id : (M™,V,g) — (Mm,/V\, g) est biharmonique relativement a (V,/V\)
st et seulement si

. — 1~
Tr, (V) E + Ricei(E) + 5VEE =0
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* *

2. L’application identité Id : (M™,V,g) — (M"ﬂ?, g) est biharmonique relativement a (V,V)
si et seulement si

~ — 1~
Tr, (V)" E + Ricci(E) - SVEE =0

Remarque 2.3.4. Enfin, le cas ou o = £1 et f =0, nous donne :

1. L’application identité Id : (Mm,/V\, g) — (M™,V,g) est biharmonique relativement a (/75, V)

st et seulement si

Tr, (V)" E + Ricci(E) + TR (B, B) = SVpE + Tr,K(E, ),) = 0

* —~

2. L’application identité Id : (Mm,/V\, g) — (M™ ¥V, g) est biharmonique relativement a (V, %)

si et seulement si

Tr, (V) E + Ricci(E) + T (B, E) + VB = TrK((E, ],) = 0
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Chapitre 3

Structures conformément équivalentes et

applications biharmoniques.

3.1 Rappel sur la déformation conforme d’une métrique rie-

mannienne.

Les applications biharmoniques sont solutions d’un systéme elliptique non linéaire d’ordre quatre.
En général, c’est un systeme tres difficile a résoudre méme dans le cas le plus simple, par exemple les
courbes biharmoniques non-harmoniques dans les surfaces, il est alors tres intéressant de construire
des applications biharmoniques non-harmoniques. Il existe plusieurs résultats concernant I’étude de
telles applications. Une maniere naturelle de lever cette difficulté est de déformer conformément les
métriques de départ ou d’arrivée pour construire une application biharmonique non-harmonique par

rapport a cette nouvelle métrique.

3.1.1 La déformation conforme de la métrique de départ.

Soit (M™, g) et g = €2'g une métrique conformément équivalente a g, v € C*°(M). La relation
entre V et V est donnée par 'équation suivante (voir [3])
VxY =VxY + X(7)Y +Y(7y)X — g(X,Y)grady

o7
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ou V et V sont respectivement les connexions sur M associées a g et g. On choisit {e;}"; comme
base orthonormée locale sur (M™, g), alors une base orthonormée sur (M™, g = €*?g) est donnée par
{e; = e e;}",. On a:

~

Veiei = Veiei - (m - 2)grad7

et

%;@NZ- =e g (Ve — (m — 1)grady)

Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h) une application différentiable, on a :

7(¢) = e (7(¢) + (m — 2)do (grady))

ot T(¢) désigne le champ de tension de I’application ¢ par rapport a g. Dans un premier résultat,

nous rappelons la relation entre To(¢) et 75(¢).

Théoréme 3.1.1. Soit ¢ : (M™, g) — (N™, h) une application différentiable et soit g = e*'g une
métrique conformément équivalente a g. Alors, la relation entre To(¢) et 72(¢) est donnée par la

formule suivante :

Ta(8) = e {7a(0) + 2(Ay + (m — 4)|grady|*)7(¢) — (m = 6)V,.4,7(9)}
— (m=2)e (Try (V)*do (grady) + (m — 6) V4, do (grady))
+ 2(m —2)e ™ (Ay + (m — 4)|grady|*) d¢ (grady)
—  (m—2)e"Tr,RN(d¢ (grady) , dp)de.
P. Baird et D. Kamissoko ont construit de telles applications en déformant conformément la mé-
trique de départ g. Ils considerent I'application identité I'd : (M™,g) — (M™, g) qui est harmonique,
puis si ¢ = €27g ot v € C*°(M,R) est une métrique conforme & g, ils donnent une condition neces-

saire et suffisante sur v pour que l'application identité Id : (M™, g) — (M™, g) soit biharmonique.

Plus précisément, ils obtiennent :
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Théoréme 3.1.2. Soit (M™, g) une variété riemannienne et soit g = €'g un changement conforme
de la métrique g, alors lapplication identité Id : (M™,q) — (M™, g) est biharmonique si et seule-

ment si v vérifie [’équation différentielle suivante :
Tr,V?grady + (m — 6)V graa,grady — 2 (A’y + (m— 4)\gmd’y]2) gradry

+Ricei™ (grady) = 0.

3.1.2 La déformation conforme de la métrique d’arrivée.

Nous allons rappeler dans cette partie quelques résultats connus. Comme premier résultat, on
donne le champ de tension d’une application ¢ : (M™, g) — (N™, h) aprés déformation conforme
de la métrique d’arrivée.

Proposition 3.1.1. Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h) une application de classe C™ et soit h = R une
métrique conformément équivalente da h, alors le champ de tension de ¢ : (M™, g) — (N”,fNL) est
égal a

7(¢) = 7(¢) + 2do (grad(y o §)) — |d[*(grady) o ¢

Proposition 3.1.2. Soit ¢ : (M™, g) — (N™, h) une application de classe C*°, on note par RY la

~N
courbure riemannienne associée d la variété (N™, h) et par R la courbure riemannienne associée d

~

la variété (N", h = e*'h), pour tous X, Y € I'(T'N), on a :

~N

R (X,)Y)Z = RNX,Y)Z+X(MZMWY +Y(1)Z(1)X = X(1)h(Y, Z)grady
— Y()(X, Z)grady + h(X, Z)|grady|*Y — (Y, Z)|grady|*X
+ W(Vxgrady, Z)Y — h(Vygrady, Z)X
+ WX, Z)Vygrady — h(Y, Z)V xgrady.
Cette derniere équation permet de donner I'effet d’une déformation conforme de la métrique sur

la courbure de Ricci.
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Proposition 3.1.3. Soit (N", h) une variété riemannienne. Une déformation conforme de la mé-
trique h en h=eh transforme la courbure de Ricci suivant la formule suivante :
~ N
Ricci (X) = e (RicciN(X) — (Afy)X)
+  (n—2)e”® (gradydy(X) — Vxgrady — ||grady||*X) .

A. Balmus a présenté une méthode de construction en déformant conformément la métrique
d’arrivée. Elle consideére 1'application identité Id : (M™,g) — (M™,g) qui est harmonique, puis
sig =egony € C®(M,R) est une métrique conforme & g, elle donne une condition nécessaire
et suffisante sur 7 pour que I'application identité Id : (M™, g) — (M™,g) soit biharmonique. Elle

obtient le résultat suivant :

Théoréme 3.1.3. Soit Id : (M™,g) — (M™,g) Uapplication identité et g = €>'g une métrique
conformément équivalente a g. Alors, Id : (M™, g) — (M™,q) est biharmonique si et seulement si

6—m

grad(Avy) + grad(|grady|?) — 2 (Afy + (m — 2)|g7’adfy\2) gradry
+2Ricci™ (grady) = 0.

Ces formules ont permis de construire beaucoup d’exemples d’applications biharmoniques non-

harmoniques et qui ont fait I'objet de plusieurs articles.

3.2 Quelques résultats sur les structures conformément équi-

valentes.

Définition 3.2.1. Pour a € R, deuz variétés statistiques (M,V,g) et (M,V,q) sont dites a-
conformément équivalentes s’il existe une fonction v sur M telles que les métriques riemanniennes

g et g sont liées par la relation suivante :
7(X,Y) =e"g(X,Y) (3.1)
et pour tous X,Y, Z € T(TM), la connezion V est donnée par :

VxY =VxY +(1-a)Y()X + (1 —a)X(7)Y — (1 +a)g(X,Y)grady (3.2)
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Remarque 3.2.1. En utilisant le fait que VxY = VyY — %K (X,Y), nous obtenons :

VY = VxY+(1-a)Y(NX+1-a)X()Y 53
3.3
— (I+a)g(X,Y)grady — 3K (X,Y).
Comme premier résultat dans cette section, nous allons établir la relation entre R le tenseur de

courbure sur la variété (M™,V,q) et R le tenseur de courbure associé a la connexion de Lévi-Civita

sur la variété (M™, g).

Théoréme 3.2.1. [1] Soient (M,V,g) et (M,V,q) deux variétés statistiques a-conformément équi-
valentes. La relation entre R et R les tenseurs de courbure associés respectivement auxr connerions

V et de Lévi-Civita est :

R(X.Y)Z = RX,Y)Z—-(1+a)g(Y,Z)Vxgrady+ (1+ a)g(X, Z)Vygrady

+ (1 +a)?g(Y, 2)X(v)grady — (1 + a)?9(X, Z2)Y (v)grady

+ 529 (Y. Z) K (X, grady) — 529 (X, Z) K (Y, grady)

+ (1=-a)?Y(7)Z(1)X — (1 —a?)g(Y, Z)|grady|*X

- (1=a@’X(MZMY + (1 - a?)g(X, Z)|grady[’Y (3.4)
— (1-a)g(Vygrady, 2) X — 52K (Y, Z) (v) X

+ (1—a)g(Vxgrady, Z2)Y + 52K (X, 2) (7)Y

— L(VxK) (Y, 2)+} (VyK) (X, 2)

+ K (X,K(V,2)) - 1K (Y,K (X, 2))

Démonstration. Par définition, on a :
R(X,)Y)Z=VxVyZ—-VyVxZ —Vxy|Z. (3.5)
Nous allons étudier terme par terme le membre droit de cette derniere équation .De , on obtient :
VwZ=VyZ+(1-a)Z(NY+(1-a)Y(y)Z

1
(I +a)g(Y,Z)grady — 5K (Y, Z),
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Ce qui nous donne :
VXVYZ = VX/V\}/Z + (1 — Oé) VXZ (”}/) Y

— (1=a)VxY (1) Z—(1+a)Vxg(Y,Z) grady — 3VxK (Y, Z).
En utilisant I’équation (3.3)), on déduit que :

VxVyZ = VxVZ+(1-0a)(VyZ) ()X +(1-a)X (1) VyZ
— (1+a)yg (Xﬁyz) grady — 1K (X, /V\YZ) ,

VxZ()Y = ZMVxY+(1-a)Y (1) Z(1)X

+ - XMNZMY -(1+a)g(X,Y)Z(y)grady

— ZWK(X,Y)+g(Vxgrady, Z)Y + g (grady,VxZ) Y
VY (1) Z = Y()VxZ+(1=a)Y () Z(NX+(1-a)X (7)Y (1) Z

- (1+a)g(X,2)Y () grady — 3Y (7) K (X, 2)

+ 9(Vxgrady,Y) Z+g(grady,VxY) Z,
Vxg(Y.Z)grady = g(Y,Z)Vxgrady+ (1—a)g(Y,Z)|grady|> X

— 209 (Y, Z) X (y) grady — 59 (Y, Z) K (X, gradry)

+ 9 (/V\XY, Z) grady + g (Y, /V\XZ) grady

Et
VxK(Y,Z) = VxKY,2)+(1-a)KY,Z)()X+(1—-a)X (7)K (Y, 2)
- (1+O‘)g<X7K(Y>Z))gTad7_%K(XaK(KZ))
Il suit que :
VxVyZ = VxVyZ—(1+a)g(Y,Z)Vxgrady — (1—a?) g(X,2)Y (v)grady

+ 2a(l4+a)g(Y,2)X (y)grady — (1+a)g (X,/V\yZ) grady

— (14+0)g(Y,VxZ) grady — (1 —a?) g(X,Y) Z (v) grady

1+«
2

— (1-a)g(Y.2)|grady? X +2(1—a)’Y () Z(7) X

g( X, K(Y,Z))grady— (1+a)g (§XY, Z) gradry

+ (1-a)g (gradfy,/V\XZ) Y+ (1—-a)g (/V\Xgradfy, Y) Z
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l—« l—« l—«

5 XMME(Y,Z) - Y(v)K(X,2) -

+ - XNV Z+(1—-a)Y ()VxZ+(1—a)Z(7)VxY

Z () K(X,Y)

+ (1=a)’X(MNZMY +(1—-0a)g(Vxgrady, Z2)Y + (1 - )’ X (1) Y (y) Z (3.6)

_ 1 1
+ (1-a)g(grady,VxY) 2+ ;O‘g (Y. 2) K (X, grady) + S K (X, K (Y, Z))

11—«

b1-0)(T2) )X~ T OK (V. 2) () X — K (X, 9y 2) — [9xK (7, 2)

Grace toujours a I’équation (3.3)), un calcul similaire nous rameéne a 1’égalité suivante :

Ty VxZ = Ty T Z — (140) g (X. 2) Fygrady — (1) g (¥.2) X (3) grady
+2a(14+a)g(X,2)Y (y)grady — (14+a) g (Y, /V\XZ) grady
—(1+a)g (X, §yZ) grady — (1 - 042) g(X,Y) Z () grady

1+«
_l’_

g (Y, K (X, 2)) grady — (1+a) g (Vv X, Z) grady

~ (1-0a%)g(X,2) |grady[’Y +2(1 =)’ X (v) Z(7) Y

11—«

+(1=0)(VxZ) ()Y - ——K (X, 2) (7)Y

+1=-a’YNZ(MNX+(1-a)g (?ygrady, Z) X (3.7)
+(1—-a)g (gradv,?YZ) X+(1—-a)g (?ygradv,X> Z
+(1-a)g (grady,/V\yX) Z+(1-a) XY () Z

+(1—a)Y(NVxZ+1-a) X (Vv Z+(1—a)Z () VyX

S K (X,2) - X ) K (V,2) -
1+«
2

- ;K (V. Vx2) - ;?YK (X, 2)

Z(7) K(X,Y)

_|_

9 (X, 2) K (Y, grady) + iK Y, K (X, 2))

Finalement, il est simple de voir que :

VixyZ = /V\[X,Y]Z — (1 +a)g([X,Y], Z) grady
+ (=o)X, YD) Z+ (1 -a)Z(y)[X,Y]

—- IK(X)Y],2),




64 Chapitre 3. Structures conformément équivalentes et applications biharmoniques.

d’ont
VievZ = VinZ—(1+0a)g(VxY, Z) grady+ (1+a) g (Vv X, Z) grady
+ (1) (VxY) (1 Z-(1-a)(VyX) (1) Z
+ (1-a)Z()VxY —(1—-a)Z(7) VyX
— LK (VxY, Z) + 3K (Vv X, Z).
En remplacant , et dans , on conclut que :
R(X.Y)Z = R(X,)Y)Z—-(1+a)g(Y,Z)Vxgrady+ (1+a)g(X,Z)Vygrady
+ (1+a)’g(Y,2) X (7) grady — (14 a) g (X, Z) Y (y) grady
+ H?O‘g (Y, Z) K (X, grady) — H?“g (X, Z)K (Y, grady)
+ (1=a)’Y(NZ()X = (1-a)g(Y,2)|grady|’ X
— (1=a’X(MZMY +(1—a?)g(X,2)|grady|'Y
— (1-a)g(Vygrady, Z) X = 52K (Y, Z) (v) X
+ (1—-a)g (/V\Xgrad’y, Z) Y+ 52K (X,2)(v)Y

— 3 (VxK) (V. 2) + 1 (VyK) (X, 2)

_l’_
AN

K(XvK(Y7Z)) - iK(Y,K(X,Z))

La méme méthode de calcul utilisée dans le théoreme [3.2.1] et les deux équations suivantes :

= 1
VxY =VxY + iK (X, Y),

R(X,Y)Z=R(X,Y)Z+ = (VxK)(Y,2)

1 1
5 _§<VYK) (X, 2)

n iK(X,K(Y, 2)) - iK(Y,K(X, 7))

Nous donnent le théoréme suivant :
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Théoréme 3.2.2. Soient (M,V,g) et (M,V,q) deur variétés statistiques a-conformément équiva-
lentes. La relation entre R et R les tenseurs de courbure associés respectivement aux connexions V

et V est :

R(X,Y)Z=R(X,Y)Z —(1+a)g(Y,Z) Vxgrady+ (1 +a) g(X, Z) Vygrady
~(1+a)*g(X,2)Y (7) grady + (1 + @)’ g (Y, Z) X (v) grady
~ (1=0a?) g (v, 2) lgrady’ X + (1= o?) g(X, 2) |grady|*Y
—(1—a)g(Vygrady, Z) X + (1 — a) g (Vxgrady, Z) Y
+1-a)’Y(NZMX~(1-a)’X(NZ(Y

—(1=a)g(K(Y,Z),grady) X + (1 —a) g (K (X, Z), grady) Y

Remarque 3.2.2. Soit {e;},,.,, une base orthonormée sur (M™,V,g) et soit {&; =e"e;}1

une base orthonormée sur (Mm,v,g = 62“’g). Pour tous X, Y € I'(TM), on définit :

Ricci (X) =Tr,R(X,-)- = R(X,e;)e;, Ricai(X)=TrzR(X, ) = R(X,&)e,

Ric(X,Y) = g (Ricci (X),Y), Ric(X,Y) =g (Ricci (X),Y)
et
S, =Tr,Ric = Ric(e;,e;), Sy=TrzRic = Ric(&,e).

Grace a ces définitions et en utilisant le théoréme |3.2.2) nous obtenons le corollaire suivant :

Corollaire 3.2.1. Soient (M™,V,g) et (M™,V,g) deuz variétés statistiques a-conformément équi-

valentes. La relation entre Ricci et Ricci associés respectivement aux connexions V et V est :

Ricci (X) = e ? Ricci (X) + ((m —2)a* + 2ma+m — 2) e X () grady
— (ma +m —2) e *'Vxgrady + (ma2 — 20 —m + 2) e |grady|* X

—(1—a)e™ (ﬁv) X - (1_2006_27E (V)X + (1 —a)e K (X, grady),
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et il suit que :
Ric(X,Y) = Ric(X,Y) + ((m —2) o + 2ma+m —2) X (7)Y (4)
+ (ma2 —2a—m+ 2) lgrady)® g (X,Y) — (1 —a) (Av) g(X,Y)

— (ma+m—2)g(Vxgrady,Y) — (1—a)

E(v)g(X,Y)
+(1—a)g(K(X,Y),grady)

et
Sy =e 25, + (m—1) ((m +2)a® —m+ 2) e~ |grady|’

—2(m—1)e® (Av) +(m—1)ae 2 E (v)

Corollaire 3.2.2. Le théoréme[3.2.9 et le corollaire[3.2.1 nous donnent deuz cas particuliers :

1. Sia=1, on obtient

R(X,Y)Z=R(X,Y)Z —2g(Y,Z)Vxgrady+2g(X,Z)Vygrady

—4g(X, 2)Y (y)grady + 49 (Y, Z) X (v)grady,
Ricci (X) = e " (Ricci (X) + 4 (m — 1) X (y) grady — 2 (m — 1) Vxgrady) ,
Ric(X,Y)=Ric(X,Y)+4(m—-1)X ()Y (v) —2(m —1)g(Vxgrady,Y)

Et

Sg=e (Sg +4(m—1)|grady]> = 2(m — 1) (A’y) +(m—-1)F (Py)) .

2. S8t a= —1, on obtient

R(X,)Y)Z =R(X,Y)Z —2g(Vygrady,Z) X + 29 (Vxgrady,Z)Y

HAY (1) Z2(7)X —4X(7)Z(V)Y =29 (K(Y, Z), grady) X
+29 (K(X, Z),grady)Y
Ricci (X) = e ' Ricci (X) — 4e” X () grady + 2"V xgrady
+4e™ |grady|? X — 272 (Afy) X—ePE()X

+ 2K (X, grady),
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Ric(X,Y) = Ric(X,Y) = 4X (7)Y (7) + 29 (Vxgrady,Y)
+4|grady* g (X,Y) = 2 (Ay) g (X,Y)

—E(7)g(X,Y)+29(K (X,Y),grady)
et

S;=e2S,+(m—1)e ™ (4 \grady|” — 2 (Av) +E (7)) ,
ot
Ay =g (Vegrady,ei) = e (e: (7)) = (Veies) (7).
Exemple 3.2.1. Soit (R?, g) une variété statistique équipée de la métrique Riemannienne
g = dz? + dy?
et V la connexion affine définie par :

Velel = €2, V62€2 =0, v6162 = vezel =ée

01 {61 = 8%, €y = 6‘1} est est une base orthonormée. Alors, (R* V,g) est une variété statistique de
constante de courbure —1 et Sy = —2. On veut déterminer une fonction vy telle que : Sg = 0. Par le

corollaire on déduit que : Sy est nulle si et seulement si
2 (Av) —aFE (y) — 4a?|grady|* +2 = 0.

Pour résoudre cette équation, nous allons présenter deux cas :

1. Si on suppose que la fonction v dépend seulement de la variable x alors, S est nulle si et

seulement st :

V' =22 (/) +1=0.
Notons que si a = 0, la solution de cette équation est :

v (z) = —;xQ +ax + 0.

Dans le cas ot o # 0, une solution particuliére est donnée par
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2. Si on suppose que la fonction v dépend seulement de la variable y, on conclut que Sz = 0 si
et seulement si

V' +ay =202 ()’ +1=0.

En utilisant la méme méthode, si a = 0, la solution obtenue est :

1
V() = =5y +ay+b

Et si on prend o # 0, une solution particuliere est donnée par

1
— “y+b.
v (y) Syt

3.3 Structures a-conformément équivalentes et applications

biharmoniques

Dans cette section, nous allons étudier 'harmonicité et la biharmonicité relativement aux struc-

tures a-conformément équivalentes. Grace aux expressions suivantes :
VxY =VxY+(1-)Y ()N X+(1-a) X (7)Y —(1+a)g(X,Y)grady,
et
VY =VxY +(1-a)Y(NX+(1-a)X ()Y
—(14+a)g(X,Y)grady — ;K (X,Y),

on déduit que :

Ve = Vee —{(m+2)a+m— 2} grady,

_ — 1
veiei = veiei - {(m + 2)@ +m— 2} gTCLd’)/ - iEa
Vet =e Ve le; = 6_27veiei — e Pgrady

=e 2" (Ve — {(m+2)a+m— 1} grady)

et

1
Veei =e 2 (Veiei —{(m+2)a+m — 1} grady — 2E) :

?
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ou

E = TrgK = K(ei,ei)

avec (ei)!™, est une base orthonormée sur (M, g) et (g; = e Ve;)™, est une base orthonormée sur
(M™,g). Comme premier résultat, on considére (M™,V,g) et (M™ V,g=¢e¥g) et (N",V,g) trois
variétés statistiques ot on suppose que les deux variétés (M™,V,g) et (M™ V,g = ¢*'g) sont a-
conformément équivalentes et soit ¢ : (M,V,g) — (N, V,h) une application différentiable, notre
but est de définir le champ de tension de I'application ¢ : (M,V,q) — (N, V,h) relativement a
(V,V). Notons V la connexion de Lévi-Civita sur M associée a la métrique g et V¥ la connexion de

Lévi-Civita sur M associée a la métrique g = ¢*’g. On a

=

VY =VxY + X ()Y + Y () X — g(X,Y) grady

3.3.1 La biharmonicité de ’application identité Id : (M,V,g) — (M, V,7)

Notons 7(¢) le champ de tension de l'application ¢ : (M,g) — (N,h) et 7(¢) le champ de
tension de 'application ¢ : (M, g) — (N, h = e*'h) relativement aux connexions de Lévi-Civita est

donné par :
7(¢) = 7(¢) — |dg|*(grady) o ¢ + 2d¢ (grad(y o ¢)) .
On sait que
VY = VY — ;K (X,Y),
et
ViV =VyY —aY (1) X —aX (7)Y — ag (X,Y) grady — ;K (X,Y),
Autrement dit

- 1
ViV = ViV + K (X,Y),

et

— _ 1
VxY =VxY+aY (7)) X+aX (7)Y +ag(X,Y)grady + iK(X,Y)
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On définit le champ de tension de I'application ¢ : (M,V,g) — (N, V,h = e*'h), noté 7(4) ou
(N,V,h) et (N,V,h = e*h) sont deux variétés statistiques a-conformément équivalentes. Dans ce

cas, on obtient :
7(¢) = 7(¢) + 2(1 — a)dé(grady) — (1 + a)|dg|*(grady) o ¢.
ou 7(¢) est le champ de tension de ¢ défini par :
7(¢) = Vi dd(ei) — do (Veei) .
L’application ¢ : (M,V,g) — (N,V,h = €27h) est harmonique relativement a (V,V) si
7(¢) + 2(1 — a)de(grady) — (1 + a)|dg|*(grady) o ¢ = 0.
On consideére Papplication identité Id : (M,V,g) — (M,V,g=€*"g), on a :
7(Id) = (2 — m)grady

et
7(p) = — (m+ 2)a+m — 2) gradn.
De cette derniere équation, on en déduit la condition d’harmonicité de 'application Id : (M,V,g) —

(M,V,g=¢"yg)

Proposition 3.3.1. Soient (M™,V,g) et (M™,V,g = e¥g) deuz variétés statistiques a-conformément

équivalentes. Alors, Id : (M™,V,g) — (M™,V,g) est harmonique relativement d (V,V) si et seule-

ment st
(m+2)a+m—2=0,
c’est a dire
B m— 2
 om+2

Nous allons passer maintenant a la caractérisation de la biharmonicité de 'application Id :

(M,V,q9) — (M,V,7).
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Théoréme 3.3.1. Soient (M,V,g) et (M,V,g = e*g) deux variétés statistiques a-conformément
équivalentes. L’application identité Id : (M,V,g) — (M,V,q) est biharmonique relativement a

(V,V) si et seulement si

grad (A”y) + (3a — 1)(ma + 2a + m — 2)|grady|*gradry

_(mat 6a2+ m- 6)grad (lgrad|?) — 2(a + 1) (Ay) gradry

(ma + 2o +m — 2)
2

+2]§\cci(gradfy) + TryK([grady, .],.) = 0.

1
K(grady, grady) + 5 [E, grad]

Démonstration. Comme pour le champ de tension, on définit le champ de bi-tension de I'application

identité Id: (M,V,g) — (M, V,q) relatif & (V,V) par

7o(Id) = —Tr,V'7(1d) — Tr,R(7(Id),.).,

ou

7(Id) = {(m + 2)a + m — 2} grady.

En utilisant le fait que

(m+2)a+m—2#0,

On déduit que l'application identité Id : (M,V,g) — (M,V,q) est biharmonique relativement &

(V,V) si et seulement si

Tr,V grady — TryR(grady,.). = 0.

Nous allons développer les deux termes de cette derniere équation. Pour le premier terme Trgv2 grady,

on a

Tr,V grady = V. Ve, grady — Vv, e grady

En utilisant I’équation (3.6)), on déduit que :
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VeVegrady = VVegrady—(1+a)g(e;,grady) Vegrady — (1 — a?) |grady|® grady
+ 2a(l4 «a)g(e;,grady)e; (v)grady — (1 +a)g (ei, /V\eigmd’y) grady

— (1+a)g (e, Vegrady) grady — (1 — a?) gle,, ;) [gradn| grady
1+«
2

g (62', K (61'7 grad’y)) grad7 - (1 + Oé) g (§6i6i7 gT(Zd"Y) grad’y
— (1= 0a?) g(e;, grady) [grady® e; + 2 (1 — a)* |grady|* e; () e;
+ (1-a)g (grad% /V\eigrach) ei+(l—a)g (?eigradv, ei> grady

11—« 11—«
5 (v) K (ei, grady) — i

11—«
e; (1) K (ei, grady) — —— |grady| K (e;, e:)
+ (1—a)ei(7) Vegrady + (1 — ) e; (v) Ve,grady + (1 — a) grady (7) Ve
+ (1= a)|grady’ e; () e; + (1 — @) g (Ve,grady, grady) e;

+ (1-a)yg (grad’y, /V\eiei) grady + (1 — a)?e; () e; (v) grady
1 -«
2
= 1 -«
+ (1= ) (Vegrady) (1) e = —5—K (e, grady) (7) e

1 — 1~
— K (e Vegrady) = 5V, K (er, grady)

1
ei (v) K (e, grady) + ZK (i, K (ei, grady))

Apres simplification, on obtient :
V. Vegrady = V.Vegrady+ (2—3a)grad(|grady|?) — (3a + 1) (ﬁv) gradry
1
+  ((m+8)a? — 6a — m + 2) |grady|*grady + —gaE(fy)gmd'y

+ (2a —1)K(grady, grady) — (1 + «) (661.6,-) (y)grady

1 —

+ K (e K (es, grady)) + (1 = a) [grady|*Ve,e
1-— _

— 5 lgradyPE+ (1 - a) (Veer) (1)grady

1 — 1~
- §K (eiv Veigradv) - §V6iK (ei,grad’y)
Pour terminer cette premiére partie de démonstration, nous allons regarder le terme Vy., grady.

Grace a la relation suivante :
VxY =VxY +(1-a)Y () X+(1-a) X (7)Y — (1 +a)g(X,Y)grady,

on obtient :
Vy.egrady = Vy,cgrady+ (1 —a)|grady]’V.e;

+ (1 —=a)(Vee) (v)grady — (1 + a)g(Ve,e;, grady)gradry
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En utilisant le fait que :

on a .

Et

Il suit

vvei e; g’l"(ld’y

Il est bien connu que :

ou

et

D’ou

T?"gv2 gradry

- 1
ViV =Vx¥ - SK(X,Y),

€; -1 e; -1 -F
Vi = Ve 5
= 1
(Veer) (1) = (Vo) () = 5E ()
= 1
Vy..agrady = Vy, grady— §K (Ve,e:, gradry)

—

= Vg ,grady— %/V\Egmd’y

1 —
+ ZK (E,gradv) - %K (Veiei,grad’y)

g 1~ 1
= Vg, grady— ivEgTadV + ZK (E, grady) + aE(v)grady
o~ 1 e .
- 20 (vﬁie") (v)grady — §K (Vez-ei?gmd”Y) + (1 — a)|grady|*V.,e;

1—
— Ta|g7’ad7|2E.

Trg/V\ngd'y = grad (Afy) + %(gr@dv),
A’Y = g(/V\EigTad/Y7 ei) = € (61(7» - (/V\eiei) (’7)
}%(gradv) — Tr,R(grady,.). = R(grady, e;)e;.

= grad (A’y) — (3ac — 2)grad (|grady|?) — (3 + 1) (Av) gradry
-1
+  ((m+8)a? — 6a — m + 2)|grady|*grady — aTE(v)gradv
1= 1
+ (2a—1)K(grady, grady) + ivEgmdfy — ZK (E, grad)

]. 1 _ —_—

+ ZK (e;, K (e;, grady)) — EK (ei, Veigrach) + Ricci(grady)
1/\ 1 —

_ §VeiK (e, grady) + §K (Veiei, grach) )
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Pour compléter la preuve de ce théoréme, on va utiliser la relation entre R et fi, qui est donnée par

(13.4)), on aura :

J— ~ — —

TTQR(gTad’% ) = R(QTad’77 ei)ei - (1 + Oz)g(e,;, ei)vgrad'ygrad'y + (1 + O‘)vgrad'ygradfy

+ (14 a)?g(e;, e)|gradyPgrady — (1 + «)*g(grady, e;)e;(v)grady

1 1
+ g (e K (grady, grady) — =g (grady, e) K (e:, grady)

+ (1= a)e(y)ei(v)grady — (1 = a®)g(e;, e5)|gradygrady

— (1 —a)?|grady|®e;(v)e; + (1 — a®)g(grady, e;)|grady|?e;

l—«

- (1-a)g (/V\eigrady7 ei) grady — K (e, e;) (7y) grady

- 11—«
+ (I1-a)g (ngdygrad% ei) e; + TK (gradry,e;) () e;

— 5 (VoanE) (e + 5 (Ve ) (grady, )

1 1
b K (grady, K (e ) = 7K (00, K (grady, er)

ce qui nous ramene au résultat suivant :

—_— - 2
TryR(grady,.). = Ricci(grady) — (ma+m = 2)

2

grad (|grady|?) — (1 — «) (A”y) grady

-2
+ 2a(a+1)(m —1)|grady|*grady + (m = 2a + ma)

K(gradr, gradr)
11—« 1/~ 1 ,~

— TE(v)gmd’y ~5 (ngdyK> (e5,e;) + 5 (VeiK> (gradr, e;)
1 1

+ ZK (grad’% E) - ZK (K (gradf}/a ei) ) ei) :

En utilisant les formules suivantes :

(ﬁeiK> (grad% ei) = ﬁeiK (grad’% ei) - K <§Ei9rad77 ei) - K (gradVaﬁeiei) )

o~

(Vgrad'yK) (eia ei) = /v\grad'yE - 2K (/V\grad'yeia ei) )

o~

TryK ([grady,.],.) = K ([grady, e;] ,e;) = K (ngdvei, ei) - K (/V\eigrad% ei)

et

[E, grad~y] = /V\Egmdfy — /V\gmdvE, E=TrK =K (e;,¢;).
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On déduit finalement que I'application identité Id : (M,V,g) — (M,V,g) est biharmonique

relativement a (V, V) si et seulement si

grad (ﬁv) + (B3a — 1) (ma + 2a + m — 2)|grady|*grady

— (ma + 6a2—|— m- 6)gmd (lgrad|?) — 2(a + 1) (A'y) gradry

(ma + 2o +m — 2)
+ 2

+2%(gr@d7) + Tr,K([grady, ],.) = 0.

1
K (grady, grady) + 5 [E, grady]

Exemple 3.3.1. Soit (R?, g) une variété statistique équipée de la métrique riemannienne
g = dz? + dy?
et V une connexion affine définie par :

velel = €2, V6262 - 07 ve162 - vegel = €1.

Ou {el = %, €y = a%} est une une base orthonormée. On déduit que :

K(€1,€1) = —262, K(@Q, 62) = O, K(@l, 62) = K(@Q, 61) = —261.

o~ o~ o~ o~

Velel = Ve2€2 = Veleg = V6261 =0

et

E = T’I“gK = K(@l,el) + K(@Q, 62) = —262.

La condition de biharmonicité de l'application identité : Id : (R*,V,g) — (R%, V,g = e¥g) relative-

ment a (V,V) est donnée par I’équation suivante :

~ 1
grad (Av) + 4a(3a — 1)|grady|?gradry + 5 [E, gradr]
—(4a — 2)grad (|grady|*) — 2(a + 1) (Afy) gradry
+2aK (grady, grady) + Tr K ([grady, ], .)

+2]%\ccz‘(gmd7) =0.
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Pour résoudre cette équation, nous allons présenter deux cas :

1. Si on suppose que la fonction vy dépend seulement de la variable z, donc Id : (R* V,g) —
(R%,V,g = e*g) est biharmonique relativement d (V,V) si et seulement si :
7B —2(5a — 1)y 4+ 4a(3a — 1)(7/)3 = 0
V' = 2a()? = 0.
Sia =0, on déduit que Id : (R*,V,g) — (R* V,g = €*7g) est biharmonique relativement a
(V,V) si et seulement si :

v=Ax+ B

Dans le cas ou a # 0, on déduit que : Id : (R*,V,g) — (R?,V,g = ¢¥g) est biharmonique

relativement a (V,V) si et seulement si :

v =In(Az + B)
et
1
a=—-.
2

2. Si on suppose que la fonction v dépend seulement de la variable y, on conclut que Id :
(R V,g9) — (R%,V,g = e¥7g) est biharmonique relativement a (V,V) si et seulement si

B =" est solution de I’équation différentielle suivante :
B" —2(5a —1)83 — 28"+ 4a(3a — 1)3* = 0.

Pour a = 0, on déduit que : Id: (M,V,g) — (M,V,g = €*7g) est biharmonique relativement

a (V,V) si et seulement si :
y=(1—-A)y+In(e*Y — B)

1 .
Pour a = 3 la biharmonicité dans ce cas est équivalente a

A—
N = (\/§23)y _ ;m(eﬁ,x/ﬁfly — D).
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Exemple 3.3.2. Soit (H?> = {(x,y) € R*,y > 0}, g) une variété statistique équipée de la métrique
riemannienne

g= y12 (de + dy2)

et soit V une connezion affine définie par :
Velel - v€262 = 2627 V6162 = 07 V6261 = €1,

ot {er =y2,es =y} est une structure orthonormée. Un calcul direct nous donne :
ox’ dy

* * * *
Velel = 0, V62€2 = —262, Veleg = —261, V62€1 = —€q,

et

On déduit que :

K (61, 61) = —262, K (62,62) = —462, K (61,62) =K (62, 61) = —261, E = —662.

et

~

—

R(e1,e9) e2 = —ey, —f‘i(e%el) €1 = —€2, Ricai(X) = —X.

Dans ce cas, Id : (H*,V,g9) — (H*,V,g = €*'g) est biharmonique relativement a (V,V) si et

seulement si

grad (A*y) +4a(3a — 1)|grady|*grady

—(4a — 2)grad (|grady|?) + ; [E, grady]

+2aK (grady, grady) — 2(a + 1) (ﬁv) grady

+2]%(gmd7) + TryK([grady,.],.) = 0.
Pour la résolution de cette équation, nous allons distinguer deuz cas : Si on suppose que la fonction
v dépend seulement de la variable x, donc Id : (H?*,V,g9) — (H?*, V,5 = e¢*g) est biharmonique

relativement a (V,V) si et seulement si :
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V¥ =2(5a = 1)yy" +4aBa - 1)(v)? =3y = 0
V' = 2a(y)? = 0.

On remarque que si o = 0,l’application Id : (H*,V,q9) — (H* V,g = e¥g) est biharmonique

relativement a (V,V) si et seulement si la fonction v est constante.

Lorsque v € {—1, 1}, on obtient certains cas particuliers donnés par le corollaire suivant :
Corollaire 3.3.1. Dans certains cas, la condition de biharmonicité se traduit par une équation moins
compliquée.

1. Pour a =1, on obtient
Tr,V2grady — mgrad (|grady|*) — 4 (Av) gradry
+4(m — 2)|grady|*grady — 3E(v)grady

+mK (gradry, grady) + Ricci(grady) = 0.

2. Pour a = —1, on obtient
Tr,V?grady + 6grad (|grady|?*) — 16|grady|*grady

—2K (gradry, grady) + Ricci(grady) = 0.
3.3.2 La biharmonicité de I’application identité Id : (M™,V,q) — (M™,V,g)

Comme dernier résultat dans ce chapitre, nous allons caractériser la biharmonicité de I’application
identité Id : (M™,V,g) — (M™,V, g) relativement & (V, V). Pour une application ¢ : (M,V,g) —

(N,V,h), on définit le champ de tension 7(¢) par :

7(¢) = Ve, d(e;) — do (Ve,es) .

De méme pour ¢ : (M,V,g) — (N, V, k), on définit le champ de tension 7(¢) par :
7(¢) = Vedo(@) — do (Veer) -

La relation entre 7(¢) et 7(¢) est donnée par la formule suivante :

(@) = e (1(¢) + {(m + 2)a + m — 2} d(grady))
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On dit que ¢ : (M,V,g) — (N, V,h), est harmonique relativement & (V, V) si
7(¢) + {(m + 2)a +m — 2} dp(gradry) = 0.
En particulier, si on considere I’application identité, on obtient le résultat suivant :

Proposition 3.3.2. Soient (M™,V,g) et (M™,V,g = e¥g) deuz variétés statistiques a-conformément
équivalentes. Alors, Id : (M™,V,g) — (M™,V, g) est harmonique relativement a (V, V) si et seule-

ment st

(m+2)a+m—2=0,

c’est a dire

B m — 2

T omt2

Pour la biharmonicité de I’application identité dans ce cas, nous allons supposer que (m + 2)a +

m — 2 # 0. Nous obtenons le théoreéme suivant :

Théoréme 3.3.2. Soient (M™,V,g) et (M™,V,q = e*g) deux variétés statistiques a-conformément

équivalentes ot vy est une fonction non constante sur M avec
(m+2)a+m—2#0.

Alors, Uapplication identité Id : (M™,V,g) — (M™,V,g) est biharmonique relativement a (V,V)

st et seulement si

(m+2)a+m—=6

grad (Av) + 5

grad (|grady?) — 2 {Ay + L E(7)} grady
—2{(m+ 2)a + m — 4} |gradv|*grady — 1 K (grad~, grady)
—%/V\gmdyE + 2]%(gradv) + TryK([grady,.],.)
+1Tr K (K (grady,.),.) = 0.
Démonstration. Le champ de tension de application identité Id : (M™,V,g) — (M™,V, g) relati-

vement & (V, V) est donné par :

7(Id) = {(m + 2)a +m — 2} e P grady,
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comme (m + 2)a +m — 2 # 0, on déduit que Id : (M™,V,g) — (M™,V,g) est biharmonique

relativement a (V, V) si et seulement si
TryV?e ' grady + TrgR (e‘zwgrad% ) .=0.
Pour le terme Tr;V2e ?'grady, on a

Tr;V?e Ygrady = V& Vee Pgrady — Vgefae’hgmd’y.

Vee Dgrady = e 'V, grady — 2 *e;(v)grady,

il suit que
VeVeae Pgrady = e 'V,e 'V, grady — 2 'V,,e e;(y)grady
= eV, Ve grady — 5¢V gpaaygrady

—  2e Ve (e;(7)) grady + 6e=Y|grady|*grady

Enfin, en utilisant le fait que

Veei = Ve,e; — {(m+ 2)a+m — 2} grady,

on obtient
Vgaae_hgmd”y = e WVy, e Pgrady — {(m+2)a+m — 1} eV 0,6 grady
= e Vy, qgrady —2e7Y (Ve,e) (v)grady
— {(m+2)a+m—1}e MV grua,grady
+ 2{(m+2)a+m — 1} e Y|grady|*grady.
D’ou
TrsVie 2grady = e Tr,V?grady+ {(m+2)a+m — 6} e "'V graa,9rady

= 2e7{ei (ei(y)) = (Ve,e0) (7)) grady
— 2{(m+2)a+m — 4} e Y|grady|?grady.
Grace aux formules suivantes :
Tr,Vgrady = Tr, (/75)2 gradry — %/V\eiK(ei, gradry) + %K(?eiei, gradry)

— LK(e;,Vegrady) + 1K (e;, K(e;, grady))
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et

on conclut que

TT§V26*27 gradry

— 1
V gradygrady =V graaygrady — §K (gradry, grady)
1 N
= §grad (\gradﬂ ) — QK(grad% grady),

(m+2)a+m—6
2

— 2 {Ay + 1E(y)} grady — Se K (grady, grady)

= ey, (/V\)Q grady +

e Ygrad (|grady|?)

— 2{(m+2)a+m — 4} e Y|grady|*grady
— 3¢ Ve K (e grady) + ze” K (Ve,er, grady)

— 3K (e, Vegrady) + je K (e, K (e, grady)

Pour compléter la preuve de ce théoréme, on va regarder le terme TrzR (e=*'grady,.) ., on a

TrzR (e’QVQTadfy, ) .=e¢ PR (grady,e) e = e “Tr R (grady,.) .

Comme
TryR(grady,). = Ricci(grady) — 3V o B + K(Vgpaei, ¢:)
+ %/V\eiK(gmd”y, e;) — %K(/V\eigmd’y, e;)
— %K(grad%/ﬁeiei)
il suit que

TrzR (grady,.). =

o~

6_47]%(gmd'y) - %6_47§grad7E + e M K(V graa€i, €;)

%e_va\ez-K(gTad% 6i) - %G_MK(/V\eig’r‘ad’y, ei) - %6_47K<gra‘d77 /v\eiei)
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Finalement, on déduit que Id : (M™,V,g) — (M™,V, g) est biharmonique relativement a (V, V)

si et seulement si

(m+2)a+m—6
2

grad (A’y) + grad (|grady|?) — 2 {Afy + %E(”y)} gradry
—2{(m+ 2)a +m — 4} |grady|*grady — %K(grad% grady)

—%/VﬁgmdwE + 2@(gradv) + TryK([grady, ], .) + $TryK (K (grady,.),.) = 0.

Exemple 3.3.3. Soit (R?, g) une variété statistique équipée de la métrique riemannienne
g = dz? + dy2
et V une connexion affine définie par :
Veer=e, Veea=0, V.ea=V,e =e.
01 {el = %, €y = 6%} est une une base orthonormée. On déduit que :

K(el,el) = —262, K(eg, 62) = 0, K<€1,€2) = K(eg, 61) = —261.

o~ o~ o~ o~

Velel = Ve262 = Veleg = V@el =0
et

E= T’f’gK = K(61,€1) + K(eg, 62) = —262.

La condition de biharmonicité de lapplication identité Id : (R* V,g = e*'g) — (R V,g) est bihar-
monique relativement d (V,V) si et seulement si

grad (Av) + (2a0 — 2)grad (|grad~|?) — 2 {Av + %E(v)} gradry

—2{a — 2} |grady|*grady — 5K (grady, grady)

—%§gTad7E + 2%(9%@7) + TryK([grady,.],.)

+1Tr,K(K(grady,.),.) = 0.

Pour cette équation, on suppose que la fonction v dépend seulement de la variable y, on conclut que :
Id: (R?,V,g=e"g) — (R%,V,g) est biharmonique relativement a (V,V) si et seulement si 3 =~/

est solution de [’équation différentielle suivante :

B"+2(20 = 3)BF +265° — 2(a - 2)° + B =0.
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Notons que pour cette équation, on peut trouver beaucoup de solutions. Pour o = 2, une solution

particuliere nous donne :

1
= _——y+B.
Y 2y+

Pour o # 2, on trouve deux solutions particulieres :

V2a—3+1 V2a—3—-1
a—1 YTH 7= e

T= 200 — 4

Exemple 3.3.4. Soit (H* = {(z,y) € R?,y > 0},g) une variété statistique équipée de la métrique

TIEmannienne
_ i d 2 d 2
9= (d’+dy’)
)
et soit V une connexion affine définie par :

V6161 - vegeQ = 2627 V6162 = 07 V6261 = €1,

ot 1e1 =y ey =y est une structure orthonormée. Un calcul direct nous donne :
oz’ dy

* * * *

Vee1 =0, Ve =—2e, V,ey=—2e, Ve =—e,
et
Veer =€, Ve =0, Ve =—e, Ve =0.
On déduit que :
K (e1,e1) = —2e9, K (eg,69) = —4des, K (e1,e9) = K (ea,e1) = —2¢1, FE = —06es.

et

—_—

(e2,€1) €7 = —eg, Ricci(X) = —X.

=

R(61,€2)62 = —¢€y,

Alors, Uapplication identité Id : (H?,V,g = e*'g) — (H?,V,g) est biharmonique relativement a

(V,V) si et seulement si 8(y) = +'(y) est solution de I’équation différentielle suivante :
B +22a —3)BB + 78 +85% —2(a —2)p° + 168 = 0.
Pour a = 2, on trouve une solution particuliere donnée par :

v=—-2y+ B.
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Pour a # 2, on trouve deux solutions particuliéres :

1
oa—2

(2v2a—3+2)y+ B

’y:

et

1
1= VI3 -2+ B
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Conclusion

Dans cette these, on a donné quelques exemples sur les applications biharmoniques non harmoniques
dans des variétés statistiques, on a rappelé la déformation conforme de la métrique de départ ou
d’arrivée, en donnant une condition nécessaire et suffisante pour que ’application soit biharmonique
et on a représenté quelques résultats sur les structures conformément équivalentes, sur la relation
entre R et R et R les tenseurs de courbure pour montrer la biharmonicité de I'application identité

dans des variétés statistiques.




86

Chapitre 3. Structures conformément équivalentes et applications biharmoniques.




Bibliographie

[1] K. Addad and S. Ouakkas : On the a-connections and the a-conformal equivalence on statistical

manifolds, Arab Journal of Mathematical Sciences, (2021).
[2] S. Amari : Information Geometry and Its Applicati ons, Springer : Tokyo, Japon, 2016.

[3] P. Baird : Harmonic maps with symmetry, harmonic morphisms and deformation of metrics,

Pitman Books Limited, (1983), 27-39.

[4] P. Baird et J. Eells : A conservation law for harmonic maps, Lecture Notes in Math. 894, Springer

(1981), 1-25.

[5] P. Baird et J. Eells : Harmonic morphisms between Riemannain manifolds, Oxford Sciences

Publications (2003).
[6] J.Eells and L.Lemaire : A report on harmonic maps,.Bull. London Math. Soc. 16 (1978), 1-68.

[7] J.Eells and L.Lemaire : Another report on harmonic maps,.Bull. London Math. Soc. 20 (1988),

385-524.

[8] J.Eells and A.Ratto : Harmonic Maps and Minimal Immersions with Symmetries, Princeton

University Press (1993).

9] J. Eells et J.H. Sampson : Harmonic mappping of Riemannian manifolds, Amer. J.Math 86

(1964), 109-160

[10] G.Y. Jiang : 2-harmonic Maps and their first and second variational formulas,Chinese Ann.

Math. Ser. A 7(1986), 389-402.

87



88 Bibliographie

[11] T. Kurose :On the divergence of 1-conformally flat statistical manifolds, Tohoku Math. J.,

46(1994),427-433.

[12] C. R. Min, S. O. Choe and Y. H. An : Statistical immersions between statistical manifolds of

constant curvature, Glob. J. Adv. Res. Class. Mod. Geom. 3(2014)66.

[13] I. Okamoto, S. Amari and K. Takeuchi : Asymptotic theory of sequential estimation : differential

geometrical approach, Ann. Statist. 19(1991), 961-981.

[14] F. M. SIMSIR : A note on harmonic maps of statistical manifolds, Commun. Fac. Sci. Univ.

Ank. Ser. A1 Math. Stat. Vol 68 number 2 (2019), 1370-1376.

[15] K. Uohashi, A. Ohara and T. Fuji : I-Conformally Flat Statistical Submanifolds, Osaka J.

Math., 37(2000), 501-507.
[16] K. Uohashi : On a-conformal equivalence of statistical submanifolds, J.Geom.75 (2002), 179-184.

[17] K. Uohashi : a-Connections and a Symmetric Cubic Form on a Riemannian Manifold, J. Geom.

Phys. Volume 56(3), 358-374(2006).

[18] K. Uohashi : Harmonic maps relative to a-connections, Geometric Theory of Information. Sprin-

ger, Switzerland, (2014), 81-96.

[19] K. Uohashi : a-Connections and a Symmetric Cubic Form on a Riemannian Manifold, Entropy

(MDPI) 2017, 19, 344.

[20] J. Zhang : A note on curvature of a-connections of a statistical manifold, AISM, 59 (2007),

161-170.




	Généralités 
	Notions générales de la géométrie riemannienne
	Applications harmoniques
	Applications biharmoniques
	Notions générales sur les variétés statistiques.
	-connexion, applications harmoniques et biharmoniques
	 Quelques résultats sur les -connexions
	Les -connexions, applications harmoniques
	-connections et applications biharmoniques.
	Le champ de bi-tension de  : (Mm,(), g)-3mu(Nn,(), h)
	La biharmonicité de l’application  Id : (Mm,(), g)-3mu(Mm,(), g)
	Structures conformément équivalentes et applications biharmoniques.
	Rappel sur la déformation conforme d'une métrique riemannienne.
	La déformation conforme de la métrique de départ.
	La déformation conforme de la métrique d'arrivée.
	Quelques résultats sur les structures conformément équivalentes.
	Structures  -conformément équivalentes et applications biharmoniques
	La biharmonicité de l’application identité Id:(M,,g)-3mu(M,,g)
	La biharmonicité de l’application identité  Id:(Mm,,g)-3mu(Mm,, g) 

	Bibliographie

















