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Introduction générale.

Ce mémoire rentre dans le cadre de I’étude de certaines propriétés des variétés métrique
presque de contact. Dans la premiére partie du premier chapitre, on rappelle quelques no-
tions fondamentales de la géométrie riemannienne,et on introduit la notion des structures
presque de contact dont on cite quelques propriétés. La déformation D-conforme associée
aux structures presque de contact est introduite dans le deuxiéme chapitre ot nous avons
réussi a donner l'effet d’une telle déformation sur les connexions et les tenseurs de courbure,
ce qui nous a permis de donner un exemple d’application. A la fin de ce mémoire et dans
le troisiéme chapitre, on s’intéresse a I’étude des fonctions harmoniques et biharmoniques
sur les variétés métrique presque de contact. Nous avons démontrer des résultats qui carac-
térisent ’harmonicité et la biharmonicité sur les variétés de Kenmotsue et on a construit
beaucoup d’exemples. On termine ce dernier chapitre par ’étude de l'effet de la déformation
D-conforme sur ’harmonicité et la biharmonicité ott on montre dans un cas particulier qu’on
a 'invariance par ce type de déformation.



Chapitre 1
(Généralités

1.1 Généralités sur les variétés riemanniennes.

Dans ce premier chapitre on rappelle dans un premier lieu quelques notions fondamen-
tales de géométrie riemannienne, ensuite on passe a la notion d’applications harmoniques et
biharmoniques. A la fin de chapitre, on introduit les variétés statistiques ol on a réussi a
démontrer beaucoup de résultats concernant ces structures.

Définition 1.1.1 Soit M une variété différentiable, I’ensemble des champs de vecteurs sur
M est noté I' (TM) et l’ensemble des fonctions de classe C* sur M est noté C* (M). Une
métrique sur M est une forme

g:T(TM)x T (TM) — C™ (M)

C>® (M)-bilinéaire, symétrique et définie positive. Le couple (M, g) est appelé variété rieman-
nienne. Dans un systéme de coordonées locales (x;);~, sur (M™,g), on a

mo o 0
9= gydr'®@da’, gy=g (8_1*1’8_:5])

ij=1

Définition 1.1.2 Soit M une variété différentiable, une connexion linéaire sur M est une
application

V I'(TM)xT'(TM) — T'(TM)
(X,Y) — VxY
qui vérifie les propriétés suivantes :
1.Vx(Y+2)=VxY +VxZ.
2. VxfY =fVxY+ X (f)Y.
3. VxipwyZ =VxY + fVyZ.



Pour tous X, Y, Z € T'(TM) et pour toute fonction f € C> (M). Pour une telle connexion
V, on définit un champ de tenseurs T de type (1,2) dit le tenseur de torsion associé 4 ¥V par

T(X,Y)=VyxY —VyX —[X,Y],

Pour tous X,Y € I'(T'M). La connexion linéaire V est dite sans torsion si le champ de
tenseurs T est identiquement nul, c’est a dire : pour tous X, Y € T'(TM), on a

(X, Y] =VxY — VyX.
Notons que T est un champ de tenseurs antisymétrique.

Si on considére (M, g) une variété riemannienne, on a le résultat suivant
Théoréme 1.1.1 Soit (M, g) une variété riemannienne. L’application

V T (TM)xT(TM) —s T (TM)
(X,Y) —  VxY

définie par l’équation suivante

29(VxY, 2) = X (g (Y, 2)) + Y (9(X, 2)) = 2 (9 (X, 2))

+9(Z,[X,Y)) +g(Y,[Z,X]) - g(X,]Y, Z]) (1.1)

est une connexion linéaire sur M, dite connexion de Lévi-Civita. L’équation (1.1) est appelée
la formule de Koszul.

Pour cette connexion, on a le résultat suivant, dit théoréme fondamental de la géométrie
riemannienne.

Théoréme 1.1.2 Soit (M, g) une variété riemannienne. La connexion de Levi-Civita est
l'unique connexion linéaire NV sur M sans torsion et compatible avec la métrique g. La com-
patibilité avec la métrique g est traduite par la formule suivante :

XY, 2)=9(VxY,Z)+g(Y,VxZ),

pour tous X,Y,Z € I'(T'M). La connexion de Levi-Civita sur (M, g) est complétement dé-
terminée par la formule de Koszul.

Remarque 1.1.1 Soit M une variété différentiable, une connexion linéaire NV sur M est
compleétement définie par les symboles de Christoffel Ffj donnés par

0 O
vaii ord b ozt
De plus, st X = Xi% et Y = Yj%, alors
VyY = X' 9y +ThYT ) —
X oxt “ oxk’



Dans le cas d’'une variété riemannienne munie de la connexion de Lévi-Civita, on a la re-
marque suivante :

Remarque 1.1.2 Soit (M™,g) une variété riemannienne de dimension m et soit V la
connezion de Lévi-Ciwita. Localement, les symboles de Christoffel Ffj sont donnés par la

formule suivante :
_ _Z Kl 3931 9gu _ 99i;
81:1 oxd  0xt )

Définition 1.1.3 Soit M wune variété différentiable munie d’une connexion linéaire V. Le
tenseur de courbure R associé a la connexion V est défini par

R T(TM)xT(TM)xT(TM) — T (TM)
(X,Y,2) —s R(X,Y)Z,

o

R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ - VixyZ.

Remarque 1.1.3 Sur une variété riemannienne (M™, g) de dimension m, le tenseur de
courbure de la connexion de Lévi-Civita est appelé tenseur de courbure riemannienne. Loca-

lement, on a
o 0 0 - 0
Rl — — | =— = Rl —
(8:62’ 83:J> Ozk ik Ol
ot
R 9 9 Y | A A
ijk — axi( jk) a j ( zk‘) +Z( ip- jk Jp zk)
p=1
Comme propriétés, on a
1. R est un champ de tenseurs de type (1,3).
2. g(R(X,Y)Z,W) = g(R(X.Y)W,Z).
4. R vérifie lidentité algébrique de Bianchi

R(X,Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0.

Ra

R vérifie l'identité différentielle de Bianchi
(VxR)(Y,Z)+ (VyR) (Z,X) + (VzR) (X, Y) = 0,

pour tous X, Y, Z, W € I' (TM).



Définition 1.1.4 Soit (M™,g) de dimension m, la courbure de Ricci est un champ de ten-
seur de type (0,2) défini pour tous X,Y € I' (T'M) par

Ric(X,Y)=Tr,R(X)Y => g(R(e;, X)Y,e;),
=1

ot (e;);", est une base orthonormée locale sur M. Notons que La courbure de Ricci est forme
bilinéaire symétrique. De méme, le tenseur de Ricci est un champ de tenseurs de type (1,1)
défini pour tous X € T'(TM) par

Ricci (X) =TryR(X,-)- = EW:R (X, e:)e;.

=1

Sur la variété riemannienne (M™, g), la courbure de Ricci et le tenseur de Ricci sont liés
par la relation swivante :
Ric(X,Y) = g(Ricci (X),Y).

La courbure scalaire sur (M™, g), notée Sy, est définie de la maniére suivante :
Sy =TryRic = Ric(e;,e;).

Nous sommons sur les indices répétées.

1.2 Opérateurs sur une variété riemannienne.

Dans cette section, on présente quelques opérateurs sur les variétés riemanniennes, voir

1.

1.2.1 L’opérateur gradient.
Soit (M™, g) une variété Riemannienne, on définit 'opérateur gradient par
grad : C*°(M) — I'(T'M)
fr— grad f = tdf
ou df est la différentielle de la fonction f. Dans un systéme de coordonnées locales (z;);",
sur (M™, g), on a

“N L 0f 0
(grad f) lu= Zg]axi%'

ij=1

Une autre définition cet opérateur est donnée par : pour tout champ de vecteur X € I'(T'M)
et tout fonction f € C*°(M) , on a

df (X) = X(f) = g(grad f, X).

L’opérateur gradient satisfait les propriétés suivantes : pour tout f,h € C* (M™, g) on a

9



1. grad (f + h) = grad f + grad h
2. grad (fg) = hgrad f + fgrad h
3. (grad f)(h) = (grad h)(f)

1.2.2 L’opérateur divergence.

Soit X € I'(T'M) un champ de vecteurs sur une variété Riemannienne (M™, g), appli-
cation VX définie par

VX :T(TM) — T(TM)
Z— VX

est une application C*°(M) linéaire, VX est un tenseur de type (1,1). La divergence d’un
champ de vecteurs X sur M est la fonction définie par

div X =Try(VX).
En coordonnées locales, on a I'expression suivante

div X = da? (va%x)

g B,
— gl X,
9 (V‘“’Zi ’3%‘)

g o 0 OX*F o 0
— z]Xk = 1]
g Atg (Va‘l 0z, aa:j> +g . Y (axk, axj>

Ou (g“) est la matrice inverse de la matrice (g;;). De méme, on définit la divergence d’une
1-forme w € I'(T* M) par :
div 0 =Tr, (V).

Autrement dit
diveg =Tr,V0 = (V.0)e;, =¢e;(0(e;)) —0(Ve,e),

ol (e;);~, est une base orthonormée locale sur M. En coordonnées locales, on a l’écriture
suivante : 56

div0 = g7 [ L —Tho, ).
Comme propriétés de 'opérateur divergence, on a pour tout X, Y € I'(T'M) et f € C*(M) :

div(X+Y)=divX +divY

10



et
div (fX) = fdiv X+ X(f).

L’opérateur divergence posseéde une autre écriture en coordonnées locales :

div X = ﬁaii (\/EXi>

et
1 0 .
div ) = —— lg|lg™ 0
‘/|g|8x, ( J)
ou
gl = det (gi;)

1.2.3 L’opérateur Laplacien.

Sur une variété riemannienne (M™, g), U'opérateur Laplacien, noté A, est défini de la
maniére suivante :

A C®(M) —s C=(M)
fr— A(f) = div (grad f)

Cet opérateur est dit aussi 'opérateur de Laplace-Beltrami. Pour toutes f,h € C*(M), on
a

A(f + h)=A(f) + Ah)

et
A(fh) = hA(f) + fA(R) + 2g(grad f, grad h).

En coordonnées locales, I’'opérateur Laplacien posséde deux écritures données par les formules

suivantes : P 5

0x;0x; S oxy,

et

19 Z..af>
Af =9 9L
= Teioe <\/Eg oz

Une fonction f € C*°(M) est dite harmonique si Af = 0.

1.3 Notions sur les variétés presque de contact.

Définition 1.3.1 Soit M une variété différentiable de dimension impaire (2m + 1). On
appelle structure presque de contact sur M la donnée d’un triplet (n,&, ) tel que :

— ¢ un champ de tenseur de type (1,1)

— & un champ de vecteurs

11



— n une I1-forme sur M.
vérifiant les conditions suivantes

nE) =1, ¢’X=-X+nX)¢

pour tout X € I'(T'M). Une variété M de dimension (2m+1) munie d’une structure presque
de contact (¢,&,n) est une variété presque de contact.

Théoréme 1.3.1 Soit (p,&,n) une structure presque de contact, alors :

pl =0
now=70
rangy = 2n

Preuve du théoréme .

1. Soit (¢, &, n) une structure presque de contact sur M alors
n(€) =1 et P*X = —X +n(X)E.

En remplacant X par £ dans la définition on trouve :

o(p€) = p*¢
= —=5+n(E)E=0
——¢+¢
—0.

Ce qui donne : & = 0, de plus ¢ est un vecteur propre de ¢ correspondant a la valeur
propre 0.

Pour le sens inverse on raisonne par ’absurde. Supposons que ¢ # 0, en remplacant
X par ¢€ on trouve :

() = —€ + ()€

on a
P (p€) =0
ce qui implique
—pE+n(p€)§ =0

alors

n(p)¢ =

12



donc
n(p€)§ # 0
alors que :
(&) = *6 = 0

Ce qui contredit avec le fait que n(¢€) # 0 et & # 0.
On déduit finalement que

0E=0

n(eX)E =’ X + X
= p(¢*X) + X
= (=X +n(X)§) + pX
= n(X)es.
Puisque o€ = 0 alors, n(¢X)§ =0
c’est & dire
neX)=0=nop=0

. Puisque € = 0, £ # 0 et ¢ non injective alors,
rang(y) < 2n + 1.

Soit € un champ de vecteurs tel que p& = 0.
En remplacant X par ¢ dans la définition on trouve :

0=¢* =—-£+n()= &=k,

d’ot € est proportionnel a &.
Donc dim kery =1, de plus rangp = (2n+ 1) — 1,
alors

rangy = 2n

Théoréme 1.3.2 Toute variété presque de contact (M, ¢,&,n) admet une métrique rieman-
nienne g telle que :

9(X, &) = n(X).

En effet, si on remplace Y par & dans l’expréssion

9(e X, 0Y) = g(X,Y) = n(X)n(Y)

et en utilisant le fait que o€ = 0, on obtient

13



9 X, 9€) = g(X, &) — n(X)n(§)
9(X, &) = n(X).

Définition 1.3.2 Pour chaque structure métrique presque de contact (¢,&,n,g) sur M on
définit la 2-forme fondamentale ® par :

O(X,Y) =g(X,pY).

La 2-forme fondamentale ® posséde les propriétés suivantes :

1. ¢(X,Y)=—-9(Y, X), c.a.d, ® est anti-symétrique.
2. D(pX,9Y) =d(X,Y), c.a.d, ® est invariante a ¢.
VXY € I(TM).

1.4 Variétés de Kenmotsu.

Définition 1.4.1 Une variété riemannienne presque de contact (M*™ T p,€.n,g) est dite
variété de Kenmotsu st

dn=20 et d® =20 An.

Théoréme 1.4.1 (/3]) Soit (M*™+1 o, £, n,g) une variété riemannienne presque de contact
et soit V la connexion de Levi-Civita sur M. alors M est une variété de Kenmotsu si et
seulement si pour tout X,Y € I'(T'M),

(Vxp)Y = —g(X, pY)E —n(Y)pX.
De cette condition on peut déduire que :
Vx§ =X —n(X)§.

Proposition 1.4.1 (/3]) Soit (M, ¢,&,n, g) une variété de Kenmotsu alors pour tout X, Y €
[(TM) nous avons

(Vxn)Y = g(pX, YY),
R(X,Y)§=n(X)Y —n(Y)X,
R(E,X)Y =n(Y)X — g(X,Y),
R(¢,X)E =X —n(X)§
et
S(X,€) = —2nn(X)

ou R désigne le tenseur de courbure riemannienne et S désigne le tenseur de courbure de
Riccr.

14



Chapitre 2

Déformation D-conforme sur les variétés
métriques presque de contact.

Dans ce chapitre, on introduit la notion de la déformation D-conforme sur une variété
métrique presque de contact. Nous avons réussi a donner 'effet de ce type de déformation sur
la connexion de Lévi-Civita définie sur une variété riemannienne, sur le tenseur de courbure
et sur la courbure scalaire. On termine ce chapitre par beaucoup d’exemples qui montrent
I'intérét de cette déformation.

2.1 Déformation D-conforme.

Définition 2.1.1 Soit (p,&, 1, g) est une structure métrique de contact et a, b des constantes
strictement positives , posons la déformation suivante :

_ _ - 1 _
= M=an, {=-¢ g=bg+(a*>=bn®mn,

alors (@, &7, §) est aussi une structure métrique de contact. Dans ce cas g appelé métrique
D-conforme .

Remarque 2.1.1 Soit (M, ¢,£,n) une variété riemannienne presque de contact. Grice aux
formules suivantes :

7 = e (5¢)
=7n(¢)

15



et

on déduit aussi que (M, B, 6,7, §) est une vari€té riemannienne presque de contact.

Proposition 2.1.1 Soit (M, p,&,m,g) une variété riemannienne presque de contact et soit
(M, ©,&,7, g) sa déformation D-conforme alors, on a :

9(VxY,Z) =bg (VxY,Z)+ (a® = b)n(Z)n(VxY)

+ 50 = Dn(X)g (V€. 2) = 56 = )n(X)g (V26,Y)
+ %(ﬁ —b)n(Y)g (Vx€, Z) — %(cﬁ —0)n(Y)g (VzE, X)
+ 5@~ ()9 (V£ Y) + 56— D)n(Z)g (Y€, X).

Preuve. En utilisant la formule de Koszul , pour tout X,Y,Z € I'(T'M), on a :

29 (VxY,2) = X(@g(Y,2)) +Y(g(X,2)) — Z(g(X,Y))
+9([X,Y], Z2) +39([Z, X],Y) = g(X,[Y, Z]).

Comme g = bg + (a®* — b) n ® n , nous obtenons :

a2—

29 (VxY,Z) = X(bg(Y,Z) + (a® = b
+ Y (bg( +(a®* —b

7 (bg( + (a*—b

(a® = bn([X, Y
(a® = b)n([Z, X
(a® = b)n(X)n(

)
X, 7)
— X,Y)
+ Dn(Z) +
+ (
On va simplifier les trois termes suivants

X(bg(Y, Z) + (a® = 0)n(Y)n(2)),

Y(bg(X, Z) + (a* = b)n(X)n(Z))
et
Z(bg(X,Y) + (a® = b)n(X)n(Y)).

16



On trouve;

X(bg(Y, Z) + (a® = b)n(Y)n(2)) = X (bg(Y, Z)) + X((a® = b)n(Y)n(Z))

)+
)+

= bg (VxY,Z) +bg (Y,VxZ)
+(a® = 0)n(Z){g (Vx&,Y) +n(VxY)}
+(a® = bn(Y){g (Vx&, Z2) +1(Vx2)},
Y(bg(X, Z) + (a® = b)n(X)n(Z)) = bg (Vy X, Z) +bg (X, Vy Z)

+ (a® = b)n(2){g (Vy&, X) +n(VyX)}
+ (a® = b)n(X){g (Vy&, Z) +n(Vy Z)}

et
Z(bg(X,Y) + (a® = b)n(X)n(Y)) = bg (VzX,Y) +bg (X, V2Y)

+ (a® = b)n(Y){g (V2£,X) +n(VzX)}
+ (@® = b)n(X){g (V2£,Y) +n(VzY)}

Finalement il est clair que :

(a® = 0)n([X,Y]))n(Z) = (a® = b)n(Z)n(VxY) = (a* = b)n(Z)n(Vy X), (2.1)

(@ =b)n([Z, X])n(Y) = (> = b)n(Y)n(V2X) — (a* = 0)n(Y)n(Vx Z) (2.2)

(a® = b)n(X)n([Y, Z]) = (a® = b)n(X)n(Vy Z) — (a® = b)n(X)n(VzY) (2.3)
En remplacant les équations ( 2.1), (2.2) et (2.3) dans g (VxY, Z) on obtient

9(VxY,Z) =bg (VxY,Z) + (a® = b)n(Z)n(VxY)

+ 5@ = B)n(X)g (Vv&,7) — 5(a ~ n(X)g (V46,Y)

(= 0¥ )g (V6. 2) = 5 (a® — Bn(¥ g (V 8, X)

+5(@ = Dn(2)g (VxE.¥) + 5(6 — Dn(2)g (V36 X)

_|_

=N =N

N |

Théorgme 2.1.1 Soit (M, p,&,n,9) une variété riemannienne presque de contact et_soit
(M, ©,&,7m, §) sa déformation D-conforme.Pour tous X,Y € I'(T'M), la relation entre VxY
et VxY est donnée par la formule suivante :

a’>+b a’>+b
% n(Y)Vx&+ % n(X)Vy€

a’?+b a’®+b
X)T LY

5y NX)TTeg(Vel,Y) @+

a?+b a?+b

a’>+b a’>+b
53 9(Vx&,Y)E+ 52 9(Vy&, X)¢

VY =VyY +

n(X)g(Ved, Y)E

n(Y)g(Veg, X)€

+

ou
Treg(X,Ve&)e = g(X, V. &)ei + g(X, Ve, £)pei + g(X, Veb)E.

17



Preuve. On considére une base orthonormeée {e;, pe;, £} sur la variété Riemannienne presque
de contact (M?™1 ., €, n, g), une base orthonormée sur (M?*™+1 5 £ 7,9) est donnée par

_ 1 1

€; = —=¢€4, €; = —=pe;,
Y

Pour tout X,Y € I'(T'M), on a

i=c
a

VxY =g(VxY,&)e +g(VxY,7e,)7e; + §(Vx Y, E)E.
Gréace a la proposition 2.1.1 | nous obtenons ;
_ a
9(VxY,&)e; = g(VxY, e)e; — ZH(X)U(Y)@‘(@)@

1 1

oY Jexlble: — g (XY )es(b)e
a’?—b . a’?—b XVa(T

2 n(Y)g(Vx&, e)e + 2—b?7< 19(Vy &, e)e;

a’>—b a’>—b
2[) U(X)Q(Vezﬂy)@z - 2b

+

U(Y)g<vez€> X)ez

On refait le méme calcul pour §(VxY, %6)%e; et g(VxY, E)E
F(VxY. )P = g(VxY. pe)pe; — pn(XIn(Y )pe(a)pe,

(XY geu(Bhoes — o g(X, Y Yoeb)ge

+ (122; bn(Y)g(Vx§ , pei)pe; + &22_ b

a’>—b a’>—b
- 2 n(X)g(vgoeig; Y)QDGZ - 2

+

n(X)g(Vyé&, pei)pe;

n(Y)g(vapeiga X)Soez

et

F(VxY.8)E = g(VxY. ) = Tn(X0m(Y)(a)s

2_b 2—b

= S n(X)g(Ve, Y )E = (Y )g(Ve€, X)¢
T e v)e+ S vy x

+ 242 g( ng )€+ 202 g( Y€, )5

- én(X)n(Y)g(a)f + %{H(X)U(Y) —9(X,Y)}E(0)¢
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qui nous donne

a’>—b a’>—b

VxY = V¥ + 2 (X0n(Y (@) — Gmn(On(V)Ew)E

a’>—b a’>—b a’>—b
e+ S e+

2 2 b
nY)Tryg(Veg, X)e

+

n(X)Vy§

a®—b a® —

5 N(X)Tr,g(Ve&,Y) ® — 5

a’>—b a’—b

5o, 1X)I(Ve&, Y)E+ = 5n(Y)g(Veg, X)¢
2 _ b 2 b
S 9(VxEY)E+ o g(VrE X6

En particulier, si la variété (M, p, &, n, g) est de Kenmotsu, on obtient le résultat suivant :

+

_|_

Corollaire 2.1.1 Soit (M, p,&,n,g) une variété de Kenmotsu et soit (M, B, 6,7, §) sa dé-
formation D-conforme, alors

a2

DY) X)) €.

a

VY =VyY +

Preuve. On a

_ aZ+b a’>+b
VY = VxY + — n(Y)Vxé+ 5 n(X)Vy¢

“+b “+b
= O Trg(VaE Y) e+ n(X)g(Vel, V)
2

a’+b a*+0b
— oy MY )Treg(Vel, X) &+

a’?+b a?+b
2&2 g(vX§7 Y)é- + 2(1,2 g(ng, X)ga

en remplacant Vx¢ par X — n(X)¢{ |, on obtient :

(Y)g(Ves, X)¢

_I_

— 24h 24p
VXYZVXY"'GQ_;; n(Y)X—n(X)§+a2_£

) )
(X ) Trgg(VaE, V) 0 + 5 2n(X)g(Vet, V)¢

240 2+
Y Trgg(Vag, X) o+ 20V )g(Vet, X)¢

2a
a’>+b a’>+b
52 g(X —n(X)&,Y)E+ 52

En calculant 7,9 (V.€, X), on trouve

Treg (X, Vi) e =g (X, V) e+ g(X, Vye,§) pei + g (X, Veb) €
= g(X, ei)ei + g(X, e, )pei + (X, 6)E
= g(X, ei)ei + g(X, e, )pei + g(X, )€ — g(X, €)¢

19
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On sait que g(X,€) = 7(X) et X = g(X, e1)ei + g(X, o, )pei + g(X, )¢ done
Tryg (X, Vi€) e = X —n(X)E.
Si on remplace le résultat trouve pour le terme Tr;g (X, V4€) @ , on déduit que

_ 24 “+0
VY = VY o+ S n(0)(X - n(X)e) +

2+ 2+
O = n(V)E) + S n(X)g(Ve, V)¢

TR (X)) + IV )g(VeE, X

a’®+b a’>+b
57 g(X —n(X)E,Y)E+ 57

Or V£ =0, il suit que

n(X)(Y = n(Y)E)

g(Y —n(Y)§, X)E.

_|_

a’>+b
2a?

a’>+b
2a?

VxY =VxY + {9(X = n(X)E,Y) +g(Y —n(Y)E, X)} ¢

= VxY + {9(X,Y) —=n(X)g(&,Y) +g(Y, X) + —n(Y)g(&, X)} €.

Comme ¢(§, X) = n(X), on obtient

¥ = V¥ + CE g v) —n(mr) im0y e
= Vv + S g v) — anom0 ) €
=y + D o0y om0 e

a2
Grace a ce corollaire, on va démontrer la relation entre les tenseurs de courbure associés aux
Varletes (M7 <p7 67 177 g) et (M7 @7 57 ﬁ? g) *

Théoréme 2.1.2 Soit (M, p,&,n,q) une variété de Kenmotsu et soit (M, %, 6,7, §) sa dé-
formation D-conforme, alors la relation entre les tenseurs de courbure est donnée par la

formule suivante :

— a?

R(X,Y)Z =R(X,Y)Z +

a’> —b

a?

(V. 2) (Y )n(2)} X

{9(X, 2) =n(X)n(2)} Y.

ou R et E_ sont respectivement les tenseurs de courbure associés aux variétés (M, p,&,m,g)
et (M,%,€,7.9).
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Preuve. Par définition, on a
E(X, Y)Z - VXVYZ - vyvxz - v[xyy]z (24)
Commencons par le calcul de VxVy Z. D’aprés le corollaire 2.1.1, on a

2b a?—b

VyZ=VyZ+ 9(¥, 2)§ = —5=n(Y)n(2)¢,

d’ou 2 b P
VXQ(Y Z)f_

— Van(Y)n(Z)¢

Calculons VxVyZ |, Vxg(Y, Z)¢ et VXn(Y)n(Z)ﬁ, gréace toujours au corollaire 2.1.1, on
obtient

VxVyZ =VxVyZ +

a2 a2 —b

b
vayZ VvaZ—i- (X VYZ)g — CL2 H(X)W(VYZ)f,

Vxg(Y,Z)€ = g(Y, )Vxé+X( (Y, 2))¢
=g9(Y, Z)Vx{+g(VxY, 2)6 + g(Y, Vx Z)E
=g9(Y, 2)X — g(Y, Z)n(X)§ + g(VxY, Z)§ + g(Y, Vx Z)E,
Vxn(Y)n(2)E =n(YIn(Z)Vxé+ XY ))n(2)E+n(Y)X (n(Z2))¢
=n(Y)n(Z2)Vx&+n(2)X (g(Y, )€ +n(Y) X (9(Z,€))¢
=n(Y)IN(Z)Vx&+n(2)g(VxY, ) +n(Z)g(Y, VxE)E
+n(Y)g(VxZ,8) +n(Y)9(Z, Vx§)E
zn(Y)n(Z)( —n(X)E) +n(Z)g(VxY,§)§
+n(2)g(Y, X = n(X)EE+n(Y)g(VxZ,§)E
+n(Y)g(Z, X —n(X)§)¢
=n(Y)n(2)X —n(X)n(Y)n(Z)§ +n(Z)n(VxY)E
+n(2)g9(X,Y)§ = n(X)n(Y)n(Z)§ +n(Y)n(VxZ)E
+n(Y)g(X, 2)§ = n(X)n(Y)n(2)¢
=n(Y)n(Z2)X = 3n(X)n(Y)n(2)§ +n(Y)g(X, Z)¢
+0(2)g(X,Y)E+n(Y)n(VxZ)§ +n(Z)n(VxY)E.
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Ce qui nous rameéne a l’expression suivante

2 _

(2.5)

La méme méthode de calcul nous donne

= = a’—b a’—b
VyVxZ =VyVxZ + 22 9(X,2)Y — P n(Xmm(2)Y

_9- bg(X, ZmY)e - ai; bg(Y, Z)m(X)§

a?—b a’> —b

59X Y)N(2)E + ——5—g(Y, VxZ)¢

a®—b a’>—b
a2+

a’>—b a’> —b

+ (X Yy 2)E = (X (Vv 2)¢

a*—b 3(a® —b)
a2 a?

(2.6)

9(Vy X, Z)¢

n(Z)n(VyX) + n(X)n(Y)n(Z)s.

Enfin, on a

= a’—b a’—b
VixmZ = Vi Z + —5—9(VxY, 2)§ =

a’—b a’>—b
v m(2)E +

9(Vy X, Z)¢

(2.7)

—n(Vy X)n(Z)6
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En remplagant (2.5) , (2.6) et (2.7) dans (2.4) , on obtient

E(X, Y)Z = VXVYZ — VYVXZ - v[X,Y]Z

2y 2y 3(a? — b
:vxvyz+aa2 gy, 2)x - ¢ 3(a® - b)

a?—b a’>—b a’>—b
oY 2 -

a’> —b a’> —b a’>—b
o(X.Vr 21~ vy 216 +

a’> —b a’—b a’> —b

+ 9V Vx2)8 = ——n(Y)n(Vx 2)§ — ——n(Z)n(VxY)§

2 _y 2y 3(a? — b
— VUi Z - L 29X, 2)Y + _ 3 =b)

2 _ b 2 b 2 b
(X, DY )E + (Y, ()¢ + -

a’—b a’—b a’> —b
" 9(Y,VxZ)¢ + =

a’—b a’> —b a? —

9(X, Vy 2)€ + ——=n(X)n(Vy Z)€ +

a’—b a?—b
-~ Vixy) 4 - 9(VxY,Z)E+

a?—b a?—b

n(VxY)n(2)§ -

+

+

9(Vy X, Z)¢

a?

n(VyX)n(Z)¢

_|_

a

Aprés simplification, on trouve

— a’> —b

R(X, Y)Z = VvaZ - VyVXZ - V[X,y]Z + a g(YV, Z)X

a’>—b a’>—b a’> —b
- n(Ym2)X — > 9(X, Z2)Y +

= —n(X)n(2)Y.

Finalement, en utilisant le fait que
R(X,Y)Z =VxVyZ —=VyVxZ —Vxy|Z
on conclut que

— a?—b
R(X,Y)Z = R(X,Y)Z +

a? —

(Y, 2) =n(Y)n(Z)} X

a?

b 9(X, 2) —n(m(2)} Y.

a?

Une conséquence immédiate de ce théoréme est donnée par les résultats suivants.
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Corollaire 2.1.2 Soit (M, ¢,£,n,g) une variété de Kenmotsu et soit (M, B, 6,7, §) sa dé-
formation D-conforme, alors on a la formule suivante :
- (2m — 1) (a®* — ) a?—b

TryR(X,-) = Ricci (X) + 2 X+ > n(X)&.

Preuve. Par définition, on a
TTQR(Xv ) = E(Xa ei)e’i + E(X7 QOGZ‘)(PGI' + E(Xa f)é

En utilisant le résultat démontré dans le théoréeme 2.1.1, on obtient

- m (a® — b) a’—b
R(X,e)e; = R(X,¢e;)e; + " X — o g (X, e) e,
— m(a? —b a?—b
R (X, pe;) pei = R(X, pe;) pei + (a2 Jx - 9 (X, pei) pei
et o
R(X,)¢=R(X,§¢
Il suit que
— 2 2 2
TryR(X, ). = Ricci (X) + m(ZQ )X - 22 (9 (X, e:)ei + (X, pe;) pe;)
ou

Ricci (X) = R(X,e;) e; + R(X, pe;) pe; + R (X, €) €.
Enfin, il est trés simple de voir que
X =g(X,e)ei+9(X,pe)pe; +g(X, &),

donc
g(X, &) ei+g(X, pe)pei =X — g (X, =X —n(X)&
Ce qui donne la relation suivante :
— (2m — 1) (a® = b) a’—b

TryR(X, ) = Ricci (X) + 5 X + > n(X)¢.

a

Corollaire 2.1.3 Soit (M, p,&,n, g) une variété de Kenmotsu et soit (M, B, 6,7, §) sa défor-

mation D-conforme. La relation entre les courbures de Ricci associées a ces deux structures

est donnée par :

2m (a® — b)
a2b

Ricci (X) = %Rz’cci (X)+ X.
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Preuve. En utilisant les relations

_ 1 1 E 15
€, = —=¢€;, €; = —=e€;, = G,
Vb IV a

on obtient . . .
Ricei (X) = ER(X’ e;)e; + EE (X, pei) pe; + ;E (X,¢)¢€.
d’ou
S 1. — a*—b
Ricei (X) = ZTTQR(X’ = 3 R(X,&)¢.

1
Le terme —Tr,R(X,-)- est déja calculé dans le corollaire 2.1.2. Il nous rester a calculer le
terme R (X,&)¢, on a

R(X,§)§=VxVel = VeV = Vixgs.
Or VxVe =0, car V€ =0,

VeVx§ = Ve (X =1 (X)¢)
= VeX — Vg (X, )¢
= VEX _g(VEng)S

et
Vixgé =[X, & —g([X,£],8¢
=Vx{—=VeX —g(VxEE+g(VeX, €€
=X —n(X){-VeX +9(VeX,8)€
Donc

R(X,§){=-X+n(X)&
Enfin, on déduit que
2m (a® — b)

X.
a?b

S 1

Ricei (X) = ER@'cci (X) +
Corollaire 2.1.4 Soit (M, p,&,n,g) une variété de Kenmotsu et soit (M, 7, 6,7, §) sa dé-
formation D-conforme. Les relations entre les tenseurs de Ricci et les courbures scalaires
associées a ces deux structures sont données par les formules suivantes :

— , 2m (a® — b) 2m (a® —b)
Ric(X,Y) = Ric(X,Y) + ———5——9(X ,Y) = ————n(X)n(Y)
“ 1. 2m@2m+1)(a®—b)
m(2m + a” —
Sg - ESQ + a2b .
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Preuve. La démonstration des ces formules se basent sur le corollaire 2.1.3. On a
Ric(X,Y) =g (Ricci ,Y).

Sachant que
2m (a® — b)
a?b

—_ 1
Ricct = —Ricci (X) + X

b
et

g=bg+ (a®>—b)n®n
il vient que
— 1 2 2-b
Ric(X,Y) =7 <5Rz’ccz' (x) 4 2l =) ,Y)

2 _
= %? (Ricci (X) ,Y) + 2m(e” —b) b)g

= Ric(X,Y) + (aQb— b)n (Ricci (X))n(Y)

2 2
y2mle = b)
a

2m (a2 — b)’

XY
g(X,Y)+ —

n(X)n(Y).
Pour terminer la preuve, nous allons simplifier le terme 7 (Ricci (X)), on a
n (Ricci (X)) = g (Ricci (X) ,€) ,

d’ou
n (Ricci (X)) = g (R(X,e) e, &) + g (R(X, pe;) pei, §) + g (R(X,6) &, €).

Un long calcul montre que

g (R(X,ei)e;,§) = g (R(X, pe;) pei, §) = —mn (X)

et
g(R(X,§)¢&.¢§) =0,

ce qui donne
n (Ricci (X)) = —2mn (X).

On déduit que

2 2
i Gl
a

Ric(X,Y) = Ric(X,Y) g(X,Y)—

Pour la courbure scalaire associée a la métrique g, on a

= Ric (&, ¢;) + Ric (pe;, pe;) + Ric (€,€) .
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Par des simples calculs, on obtient

_ 1 2m? (a® — b
Ric (e_“ e_z) = ER@C (Gi, ei) -+ %7
- 1 2m? (a* —
Ric (pe;, pe;) = ERiC (pei, pe;) + %
et 1
Ric (€,€) = 5 Ric (£,€).
Il suit que
1 a’—b . 4m? (a* — b)
Sg = ESg - WRZC (575) + T’
ol
Sg = Ric (62', ei) + Ric (@67;, gpel) + Ric (57 5) :
Enfin, on a

Ric (€,€) = g (Ricci (€) ,€) = n (Ricci (€)) = —2mn (€) = —2m,

ce qui nous permet d’avoir le résultat suivant :

1 2m (2m + 1) (a* — b)
59 = Esg * a?b

Exemple 2.1.1 On considére la variété de trois dimension M = (z,y,z) € R3, (z,y, z) # (0,0,0),
ot (z,y,2) sont les coordonnées standard dans R>. Les champs de vecteurs

R R
61—Zax,€2—zay,63— = Zaz

sont linéairement indépendants en chaque point de M. Soit g la métriqgue riemannienne
définie par

glei,e3) = glea, e3) = gler,e2) =0, gler, e1) = glez, e2) = gles, e3) = 1.
La connexion riemannienne V de la métrique g nous donnent les formules suivantes

v61€1 = 07 v51€2 = 07 v81€3 = e1,
v6261 = 07 v6262 = 07 v6263 = €2,
Vesel = 0, V6362 = 0, V63€3 =0.

et
[61, 62] = 07 [617 63] = €1, [627 63] = €.
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A laide des résultats ci-dessus, nous pouvons vérifier ce qui suit

R(e1,ez)es = 0, R(eq,e3)es = —ey, R(es,er)er =0,
R(es, e3)es = —eo, R(es,eq)e; =0, R(es,e2)es =0,
R(ey,ex)es =0, R(ea,e3)e; =0, R(es, e1)es = 0.

Maintenant a partir de la définition du tenseur de Ricci dans la variété de dimension 3
nous obtenons

Ric(X,Y) =Y g(R(e;, X)Y, e;). (2.8)

i=1

De la composante du tenseur de courbure et (2.8) nous obtenons les résultats suivants

Ric(ey,e1) =0, Ric(es,e5) =0, Ric(es, e3) = —2,
Ric(ey,es) =0, Ric(ey,e3) =0, Ric(ey, e3) = 0.
Donc
Sy =—2.

Dans ce cas, on déduit que Sz = 0 si et seulement si

20> — 3b = 0.
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Chapitre 3

Fonctions harmoniques et biharmonique
sur les variétés métriques presque de
contact.

Dans ce chapitre, on étudie I’harmonicité et la biharmonicité d’une fonction sur une va-
riété métrique presque de contact, les résultats obtenus ont permis de construire quelques
exemples. Nous montrons a la fin de ce chapitre que 'harmonicité et la biharmonicité sont
invariantes par déformation D-conforme de la métrique initiale. Commencons par la carac-
térisation des fonctions harmoniques sur une variété de Kenmotsu. Soit (M, p, &, n, g) une
variété de Kenmotsu et soit f € C°°(M). On dit que f dépend seulement de la direction de

Esie (f)=(pe;)(f) =0, ce qui donne dans ce cas gard f = £ (f)¢.

3.1 Enoncé des résultats.

Proposition 3.1.1 Soit (M, p,&,n,g) une variété de Kenmotsu, pour toute f € C®(M)
qui dépend seulement de la direction de & on a

Af=€2(f) +2me(f)

Preuve. Soit f € C°°(M), par définition de laplacien on a

Af =eilei(f) = (Vee) () + (pei) ((pei) ()
— (Veepei) (f) + €6 (f) = (V&) (f)

Comme f dépend seulement de la direction de £ et en utilisant le fait que (M, p,&,n,g) est
une variété de Kenmotsu , on obtient

ei(f) = (pei)(f) =0

et
Vel =0
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ce qui nous donne
A f=EE(f) = (Ve,ei)(f) = (Ve pei) (f)
Calculons le terme (V,e;)(f), on a

(veiei)(f) = g(v€i€i7 grad f>7

comme f dépend seulement de la direction de £ donc

grad | = ei(f)ei + pei(f)pei + £()€ = E(F)E

D’autre part, on a

(Ve,ei)(f)

9(Ve,ei,£(f)E)
§(f)g(Veei,§)
5( ) {eiglei, ) —glei, Ve, &)}
=&(f)g(ei, e:)

car V., & = e;. On en déduit que
(Ve,ei)(f) = —m&(f)

La méme méthode de calcul nous donne

(Ve pe:)(f) = —m&(f)

En posant

on conclut que

A f=€P(f) +2me(f) (3.1)
de I’équation (3.1), il suit que f est harmonique si et seulement si
€2(f) +2me(f) =0 (3.2)

Pour calculer le bilaplacien de f, on a besoin du résultat suivant :

Proposition 3.1.2 Soit (M, p,&,n,9) une variété de Kenmotsu, si la fonction [ dépend
seulement de la direction de &, alors £(f) est aussi.

Preuve. Nous allons montrer que

€ (§(f)) = (wei) (€ () = 0.

On a
€i (5 (f)) =6 (g (ga gTCLdf)) =g (veigﬁ gradf) +9g (gw Veigradf) :

En utlisant le fait que

veig =€
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9 (&, Ve, gradf) = g (ei, Vegradf)

et
gradf =& (f)¢,
on obtient
ei (§(f)) = g (e, gradf) + g (ei, V& (f)€) .
Or
g (es gradf) =e; (f) =0
et
g (e, Ve () ) =6 (f) g (e, Ve§) +E(E(f)) g (e, §) =0,

Ve =0, g(e, &) =0.
Ce qui nous donne
ei (§(f)) =0.
La méme méthode nous permet de prouver aussi que

(wei) (€(f)) = 0.

Par suite, la fonction & (f) dépend seulement de la direction de £. D’une maniére générale,
on a la propriété suivante :

Remarque 3.1.1 On peut remarquer que si f dépend seulement de la direction de &, alors
W) () dépend seulement de la direction de &, pour tout k € N,

Théoréme 3.1.1 Soit (M, ¢,£,n,9) une variété de Kenmotsu, pour toute fonction f €
C>®(M) qui dépend seulement de la direction de &, on a

A f =W (f) +4me® (f) +4m’¢®) ().
Preuve. Soit f € C°(M), par le résultat précédent on a
A’f = A(Af)
= AEP(f) +2m&(f))

= AED(f)) + 2mAE(S)),

d’aprés la proposition 3.1.2 et en utilisant le fait que £(f) et £?)(f) dépendent seulement de
la direction de &, on obtient

AE(f) = ED(f) +2meP(f)

et
A(E(S)) = ED(f) +2meP(f),
il suit que
Af = €D(f) +4mED (f) + 4m*e?)(f) (3.3)
de I’équation (3.3), on déduit que f est biharmonique si et seulement si
ED(f) +4meD(f) + 4m*¢®(f) = 0. (3.4)
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3.2 Exemples.

Exemple 3.2.1 (3) On considére la variété de Kenmotsu M = {(x,y,2) € R} 2 # 0}. La
métrique sur M est définie par

IR S S G
gz;dx +;dy +;dz,
0

. . o o _ _ _ o
et la base orthonormée ?st donnée par e, = z5_, €3 = Z5, €t § =e3 = —z5. Les champs de
vecteurs ey, ey et ez vérifient

v6161 - 07 ve162 - 07 v6163 = €1,
vezel - 07 v62€2 - 07 VEQGS = €2,
V63€1 = 0, v63€2 = 0, v53€3 = 0.

St on suppose que la fonction f dépend seulement de z, un simple calcul nous donne
E(f) =—2f"(2),
ED () =221"(2)+ 21 (2),
£V (f) = =221 (2) = 322" (2) = 2f' (2)

et
ED(f) =2 D (2) + 622 D) (2) + T2 1" (2) + 21 (2).

Grace auz équations (3.2) et (3.4), on déduit que la fonction f est harmonique si et seulement
%

2f"(z) = f'(2) =0
et elle est btharmonique si et seulement si

2 () + 2220 (2) = 2" (2) + f' () = 0.

La résolution de ces deux équations nous donne les résultats suivants :

1. f est harmonique si et seulement si
f(z)=A42*+B, A BEeR
2. f est biharmonique si et seulement si
f(2)=A2+B+ (CZ2+D) Inz, A, B,C,DeR.

Pour cet exemple, on peut remarquer que :

e Si f dépend seulement de la variable x, il suit que dans ce cas f est harmonique si et
seulement si
f(z)=Az+B, ABeR

et elle est bitharmonique si et seulement si

fx)=A2* + Ba* + Cx+ D, A,B,C,DcR.
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o Si f dépend seulement de la variable y, il suit que dans ce cas f est harmonique si et
seulement si

flyy=Ay+B, A BeR

et elle est biharmonique si et seulement si
fy)=Ay’+By*+Cy+D, A B,C,DER.

Exemple 3.2.2 (5) On considere la variété de Kenmotsu (M3, 0,&,n,9), une base ortho-
normeée est donnée par

0 0 D

—z _ _—z

%7

€1 =¢e€

La métriques sur M est définie par
g = e**da® + e**dy* + dz?,
Les champs de vecteurs ey, ey et e3 satisfont

v6161 = _57 v61€2 = 07 vele?) = e,
v6261 = 07 v6262 = _ga v6263 = €2,
Vesel = 0, VeSeQ = 0, Veseg =0.

St on suppose que la fonction f dépend seulement de z, il trés facile de voir que

N =1, €2 =r()

et
VN =10, (N =rY0).

Grace auz équations (3.2) et (3.4), il suit que la fonction f est harmonique si et seulement
S%

1) +2f(2) =0

et elle est btharmonique si et seulement si
FO )+ 419 (2) + 41" (2) = 0.

La résolution de ces deux équations nous donne les résultats suivants :

1. f est harmonique si et seulement si
f(z)=Ae+B, ABER
2. f est biharmonique si et seulement si

f(2)=(A2+B)e®*4+Cz+D, AB,C,DcR.
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La méme méthode exposée dans l’exzemple précédent nous permet de présenter les deux cas
sutvants :

e Si f dépend seulement de la variable x, il suit que dans ce cas f est harmonique si et
seulement si

fr)=Ax+ B, A/BeR

et elle est btharmonique si et seulement si
f(x)=A2* + Ba* + Cx+ D, A,B,C,DcR.

e Si f dépend seulement de la variable y, il suit que dans ce cas f est harmonique si et
seulement st

flyy=Ay+B, A BeR

et elle est btharmonique si et seulement si
fy)=Ay+By*+Cy+D, A B,C,DEcR.

Exemple 3.2.3 (4) Soit la variété de Kenmotsu M = {(z,y, z,u,v) € R%}, ou (z,y, z,u, v)

sont les coordonnées standard dans R®. Une base orthonormée est donnée par e; = e‘”%,
_ v _ v _ v ) _ y

ey = € va—y, e3 = € "5, eq =€ "5 et e = e '5-. Prenons es = &, on a les résultats

suvants :

Veer=—e5, Veer =0,  Veey=0,  Veer=0,  Vees=e
V62€1 = O, v62€2 = —é¢€5, V62€3 = O, V62€4 = 0, v6265 = €9
V8361 = O, Ve3e2 = 0, Vegeg = —€5, Ve3€4 = 0, v6365 = €3
Ve4€1 = 0, ve4€2 = 07 ve463 = O, V€4€4 = —é€5, Ve4e5 = €4
Vesel = 0, V6562 = 0, V6563 = O, V6564 == 0, Ve5€5 =0.

St on suppose que la fonction f dépend seulement de v, un long calcul nous donne
E(N)=ef(v), EP(N)=ef (v) = f (v),

£ (f) = e P (0) =37 f" (v) +2¢7* f (v)
et
EW(f) = e fD (0) = 67 fD () + 1le " (v) — 67 ' (v).
Grace auz équations (3.2) et (3.4), on conclut que la fonction f est harmonique si et seule-
ment si

1

fr)+ e =1)f (v)=0
et elle est btharmonique si et seulement si

"

FD(0) + (8¢” — 6) fP) (v) + (16e* — 24¢” + 11) " (v) — (16e* — 16¢" +6) f' (v) = 0.

La résolution de la premiére équation nous ramene au résultat suivant : f est harmonique si
et seulement si
f(v)=Ae* +B, A BcR.
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Pour ’équation de la btharmonicité de f, on remarque que la fonction f donnée par
fw)y=Ae"+B, A BeR, A#NO.

est une solution particuliére, de plus cette fonction est biharmonique non-harmonique. Si la
fonction f dépend de ['une variable x, y, z ou u, On obtient les cas suivants :

o Si f dépend seulement de la variable x, il suit que dans ce cas f est harmonique si et
seulement st

f(z)=Az+B, ABeR

et elle est biharmonique si et seulement si
f(z)=A2* + Ba* + Cx+ D, A,B,C,DcR.

e Si f dépend seulement de la variable y, il suit que dans ce cas f est harmonique si et
seulement st

flyy=Ay+B, ABE€eR

et elle est biharmonique si et seulement si
fly)=Ay+By*+Cy+D, A B,C,DEcR.

e Si f dépend seulement de la variable z, il suit que dans ce cas f est harmonique si et
seulement st

f(z)=A2+B, ABeR

et elle est btharmonique si et seulement si
f(2)=A2*+B*+Cz+D, AB,C,DcR.

o Si f dépend seulement de la variable w, il suit que dans ce cas f est harmonique si et
seulement si

fuy=Ay+B, ABeR

et elle est btharmonique si et seulement si
f(u)=Au*+Bu*+Cu+D, A BCDEcR.

Dans un dernier exemple, on considére une variété M qui n’est pas de Kenmotsu, on calcule
le laplacien et le bilaplacien d’une fonction qui dépend seulement de la direction de &, ces
calculs nous donnent les conditions d’harmonicité et de biharmonicité.

Exemple 3.2.4 (6) On considére m € N* et la variété M = R*™ VL. la métrique sur M est
définie par
g = 2T g2 4 o726 gy 4 2202,
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et la base orthonormée est donnée par

X, = 6—(2-1—61)817 Y, = P
i

dy;’
Les champs de vecteurs X;, Y; et & satisfont

VXin = —(14‘67'2) (Sijf, V)QY} :0, Vlez (1+€7Z)Xi
VyY;=—=(1-¢e7)6;5 VyX;=0, Vy=(1-e7)Y,
VeX, =0, VY, =0, Ve =0.

St on suppose que la fonction f dépend seulement de z. Commengons par le calcul du Lapla-
cien de f, par définition, on trouve

Af=E2(f) = (Vx.Xo) () = (YY) (), i=1,.,m.

Un simple calcul donne
) =e7f(2), E€P(f)=e®f(2) —e [ (2),

(Vx Xi) (f) = —m (1+e7%) e"f ()
et
(VyY) (f) =—m(1—e)e " f'(2).

1l suit que
Af =e 2 f"(2) —e 2 f (2) +2me * f' (2).

Donc f est harmonique si et seulement si
" (z) + (2me* —1) f'(2) = 0.

D’ou f est harmonique si et seulement si

f(z)= %emz +B, A/ BeR.
Passons maintenant au calcul du bilaplacien de f, on a
A’f=A(ef"(z) —e [ (2) + 2me " f' (2))
_ 6(2) (672zf// (Z) _ 6722]0/ (Z) + 2mefzf’ (Z))
— (Vx, X)) (7" (2) — e f' (2) + 2me " ' (2))
_ (VYZY» (672,2](-// (Z) - 6722](‘/ (Z) + 2m€—zf/ (,Z)) )

Un long calcul donne les formules suivantes

5 (6_2Zf” (Z) . 6—2zf/ (Z) + 2m€_zf/ (Z)) _ 6_3Zf(3) (Z) _ 36—3zf// (Z) + 2m€—2zf// (2)
+ 27 (2) — 2me 2 f' (2),
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5(2) <672zf// (Z) . 672zf/ (Z) + 2me*Zf/ (z)) _ ef4zf(4) (Z) . 6674zf(3) (Z) + 116742.](‘// (Z) + 2m673zf(3) (Z)
— 6me 7 f" (2) — 6e ¥ (2) + dme ¥ (2)
(Vx,X;) (e_ng” (2) —e 2 f' (2) + 2me = f (z)) =—-m (1 + e_z) e 3 f) (2) + 3m (1 + e_z) e 37" (2)
—2m® (L+e?) e f"(z) —2m (1 +e?) e f (2)
(1+

et
(Vi) (€71 (2) = 75 (2) 4 2me ™[ (2)) = =m (L= e7) €79 (2) & 3m (1= 7)€ f" (2)
—2m* (1—e ) e f"(z) —2m (1 —e ) e f'(2)
+2m* (1 —e?) e > ' (2)
1l suit que le bilaplacien de f prend la forme suivante
A’ f =42 f@) (z) — 617 ) (z) + Ame=% f3) (2) + 1le " (2)
o 12m673z‘]c// (Z) + 4m26722f/l (Z) . 66742.]“ (Z)
+ 8me ' (2) — dm?e F f (2).

D’ou f est biharmonique si et seulement si elle est solution de [’équation différentielle sui-
vante :

FO(2) = 69 (2) + 4me [P (2) + 11f" (2)
— 12me* f" (2) + 4m2e** " (2) — 6f (2)
+ 8me” f' (2) — 4m?e** f' (z) = 0.

On remarque que la fonction f donnée par

flz)=Ae"+B, ABER, A0

est une solution particuliere, de plus cette fonction est biharmonique non-harmonique.

3.3 Effet de la déformation D-conforme.

avec 1
P=¢, nN=ané= 55
et
g=bg+ (a®*=b)n@n.
Soit {e;, pe;, £} une base orthonormée sur (M, ¢, &, 1n,g), alors une base orthonormée sur
(M, 2.8, §) est donnée par

- 1 - 1
= —=¢€;, €; = —=e;, = —C.
7 Pe= e §=_¢
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En utilisant ’expression suivante

2

_ a-—b
ViV = VxY + ——{g(X,Y) = n(X)n(Y)}¢,
on déduit que
2
_ —b
veiei = veiei + o <a 2 )ga
a
— m(a® —b
Ve, p€i = Ve, 0€i + %f
et .
V£ = 0.
Il suit que
_ 1 m (a® —b)
vaez — Eveiei + a2b 57
1 m (a® —b)
Ve pei ngei pe; + 2b §
et

Vel = 0.

Notons par A le Laplacien sur (M .3, 6,7, g). Soit f € C*(M), nous allons calculer le
laplacien et bilaplacien de f relativement a la structure (@, &7, §). Par définition, on a

Af =7 (@ (f) + @) (@) (f) +E(E)

— (Va@) (f) = (Veawe) (f) — (V&) (f) -

et

on obtient
Kf = peilei (D) + 3 (pe) ((pe0) (1)) + € (€()

1 2m (a® — b)

1
=5 (Ve (1) = 3 (Vewsped () = =——¢ (1)
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Or le laplacien de la fonction f sur (M, p, €&, n, g) est donné par
Af =ei(ei(f)) + (pei) ((wei) () +E(E(S))
— (Ve,e0) (f) = (Vie,060) (f) = (V&) (f)

ce qui nous donne la relation suivante :

a’> —b
a?b

2m (a® — b)
a?b

@ (f) -

Rf=2Af- £(f).

De plus, si la fonction f dépend seulement de la direction de &, cette derniére équation

devient
1

Rf = 56 () + 23 €(f) = 5Af

On déduit alors dans le cas ou f dépend seulement de la direction de &, I’harmonicité de
f est invariante par une déformation D-conforme. On termine cette partie par le calcul du
bilaplacien de f en supposant qu’elle dépend seulement de la direction de £, on a

A'f =N (Af)
= LA(Af)

Un long calcul donne

R () = 69 () + 2560 (f)
et
R(E(F) = 569 (1) + 236 ()
Il suit que )
— 1 4 4
K f =60 (D) + =6 (D + =62 ().

Or on sait que
A?f = D(f) +4m D (f) + 4m® €2(f),
d’ou )
-2

On déduit alors que dans ce cas, la biharmonicité de f est aussi invariante par une déforma-
tion D-conforme.
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