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Introduction générale.

Ce mémoire rentre dans le cadre de l’étude de certaines propriétés des variétés métrique
presque de contact. Dans la première partie du premier chapitre, on rappelle quelques no-
tions fondamentales de la géométrie riemannienne,et on introduit la notion des structures
presque de contact dont on cite quelques propriétés. La déformation D-conforme associée
aux structures presque de contact est introduite dans le deuxième chapitre où nous avons
réussi a donner l’effet d’une telle déformation sur les connexions et les tenseurs de courbure,
ce qui nous a permis de donner un exemple d’application. A la fin de ce mémoire et dans
le troisième chapitre, on s’intéresse à l’étude des fonctions harmoniques et biharmoniques
sur les variétés métrique presque de contact. Nous avons démontrer des résultats qui carac-
térisent l’harmonicité et la biharmonicité sur les variétés de Kenmotsue et on a construit
beaucoup d’exemples. On termine ce dernier chapitre par l’étude de l’effet de la déformation
D-conforme sur l’harmonicité et la biharmonicité où on montre dans un cas particulier qu’on
a l’invariance par ce type de déformation.
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Chapitre 1

Généralités

1.1 Généralités sur les variétés riemanniennes.
Dans ce premier chapitre on rappelle dans un premier lieu quelques notions fondamen-

tales de géométrie riemannienne, ensuite on passe à la notion d’applications harmoniques et
biharmoniques. A la fin de chapitre, on introduit les variétés statistiques où on a réussi à
démontrer beaucoup de résultats concernant ces structures.

Définition 1.1.1 Soit M une variété différentiable, l’ensemble des champs de vecteurs sur
M est noté Γ (TM) et l’ensemble des fonctions de classe C∞ sur M est noté C∞ (M). Une
métrique sur M est une forme

g : Γ (TM)× Γ (TM) −→ C∞ (M)

C∞ (M)-bilinéaire, symétrique et définie positive. Le couple (M, g) est appelé variété rieman-
nienne. Dans un système de coordonées locales (xi)

m
i=1 sur (Mm, g), on a

g =
m∑

i,j=1

gijdx
i ⊗ dxj, gij = g

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
.

Définition 1.1.2 Soit M une variété différentiable, une connexion linéaire sur M est une
application

∇ Γ (TM)× Γ (TM) −→ Γ (TM)
(X, Y ) 7−→ ∇XY

qui vérifie les propriétés suivantes :
1. ∇X (Y + Z) = ∇XY +∇XZ.
2. ∇XfY = f∇XY +X (f)Y .
3. ∇X+fYZ = ∇XY + f∇YZ.
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Pour tous X, Y, Z ∈ Γ (TM) et pour toute fonction f ∈ C∞ (M). Pour une telle connexion
∇, on définit un champ de tenseurs T de type (1, 2) dit le tenseur de torsion associé à ∇ par

T (X, Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ] ,

Pour tous X, Y ∈ Γ (TM). La connexion linéaire ∇ est dite sans torsion si le champ de
tenseurs T est identiquement nul, c’est à dire : pour tous X, Y ∈ Γ (TM), on a

[X, Y ] = ∇XY −∇YX.

Notons que T est un champ de tenseurs antisymétrique.

Si on considère (M, g) une variété riemannienne, on a le résultat suivant

Théorème 1.1.1 Soit (M, g) une variété riemannienne. L’application

∇ Γ (TM)× Γ (TM) −→ Γ (TM)
(X, Y ) 7−→ ∇XY

définie par l’équation suivante

2g (∇XY, Z) = X (g (Y, Z)) + Y (g (X,Z))− Z (g (X,Z))

+ g (Z, [X, Y ]) + g (Y, [Z,X])− g (X, [Y, Z])
(1.1)

est une connexion linéaire sur M , dite connexion de Lévi-Civita. L’équation (1.1) est appelée
la formule de Koszul.

Pour cette connexion, on a le résultat suivant, dit théorème fondamental de la géométrie
riemannienne.

Théorème 1.1.2 Soit (M, g) une variété riemannienne. La connexion de Levi-Civita est
l’unique connexion linéaire ∇ sur M sans torsion et compatible avec la métrique g. La com-
patibilité avec la métrique g est traduite par la formule suivante :

X (g (Y, Z)) = g (∇XY, Z) + g (Y,∇XZ) ,

pour tous X, Y, Z ∈ Γ (TM). La connexion de Levi-Civita sur (M, g) est complètement dé-
terminée par la formule de Koszul.

Remarque 1.1.1 Soit M une variété différentiable, une connexion linéaire ∇ sur M est
complètement définie par les symboles de Christoffel Γkij donnés par

∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
= Γkij

∂

∂xi
.

De plus, si X = X i ∂
∂xi

et Y = Y j ∂
∂xj

, alors

∇XY = X i

(
∂

∂xi
Y k + ΓkijY

j

)
∂

∂xk
.
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Dans le cas d’une variété riemannienne munie de la connexion de Lévi-Civita, on a la re-
marque suivante :

Remarque 1.1.2 Soit (Mm, g) une variété riemannienne de dimension m et soit ∇ la
connexion de Lévi-Civita. Localement, les symboles de Christoffel Γkij sont donnés par la
formule suivante :

Γkij =
1

2

m∑
l=1

gkl
(
∂gjl
∂xi

+
∂gil
∂xj
− ∂gij
∂xl

)
.

Définition 1.1.3 Soit M une variété différentiable munie d’une connexion linéaire ∇. Le
tenseur de courbure R associé à la connexion ∇ est défini par

R Γ (TM)× Γ (TM)× Γ (TM) −→ Γ (TM)
(X, Y, Z) 7−→ R (X, Y )Z,

où
R (X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z.

Remarque 1.1.3 Sur une variété riemannienne (Mm, g) de dimension m, le tenseur de
courbure de la connexion de Lévi-Civita est appelé tenseur de courbure riemannienne. Loca-
lement, on a

R

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
∂

∂xk
=

m∑
l=1

Rl
ijk

∂

∂xl
,

où

Rl
ijk =

∂

∂xi
(
Γljk
)
− ∂

∂xj
(
Γlik
)

+
m∑
p=1

(
ΓlipΓ

p
jk − ΓljpΓ

p
ik

)
.

Comme propriétés, on a
1. R est un champ de tenseurs de type (1, 3).
2. g (R (X, Y )Z,W ) = g (R (X, Y )W,Z).
3. g (R (X, Y )Z,W ) = −g (R (Z,W )X, Y ).
4. R vérifie l’identité algébrique de Bianchi

R (X, Y )Z +R (Y, Z)X +R (Z,X)Y = 0.

5. R vérifie l’identité différentielle de Bianchi

(∇XR) (Y, Z) + (∇YR) (Z,X) + (∇ZR) (X, Y ) = 0,

pour tous X, Y, Z,W ∈ Γ (TM).
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Définition 1.1.4 Soit (Mm, g) de dimension m, la courbure de Ricci est un champ de ten-
seur de type (0, 2) défini pour tous X, Y ∈ Γ (TM) par

Ric (X, Y ) = TrgR (·, X)Y =
m∑
i=1

g (R (ei, X)Y, ei) ,

où (ei)
m
i=1 est une base orthonormée locale sur M . Notons que La courbure de Ricci est forme

bilinéaire symétrique. De même, le tenseur de Ricci est un champ de tenseurs de type (1, 1)
défini pour tous X ∈ Γ (TM) par

Ricci (X) = TrgR (X, ·) · =
m∑
i=1

R (X, ei) ei.

Sur la variété riemannienne (Mm, g), la courbure de Ricci et le tenseur de Ricci sont liés
par la relation suivante :

Ric (X, Y ) = g (Ricci (X) , Y ) .

La courbure scalaire sur (Mm, g), notée Sg, est définie de la manière suivante :

Sg = TrgRic = Ric (ei, ei) .

Nous sommons sur les indices répétées.

1.2 Opérateurs sur une variété riemannienne.
Dans cette section, on présente quelques opérateurs sur les variétés riemanniennes, voir

[1].

1.2.1 L’opérateur gradient.

Soit (Mm, g) une variété Riemannienne, on définit l’opérateur gradient par

grad : C∞(M) −→ Γ(TM)

f 7−→ grad f = ]df

où df est la différentielle de la fonction f . Dans un système de coordonnées locales (xi)
m
i=1

sur (Mm, g), on a

(grad f) |U=
m∑

i,j=1

gij
∂f

∂xi
∂

∂xj
.

Une autre définition cet opérateur est donnée par : pour tout champ de vecteur X ∈ Γ(TM)
et tout fonction f ∈ C∞(M) , on a

df(X) = X(f) = g(grad f,X).

L’opérateur gradient satisfait les propriétés suivantes : pour tout f, h ∈ C∞ (Mm, g) on a
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1. grad (f + h) = grad f + grad h

2. grad (fg) = hgrad f + fgrad h

3. (grad f)(h) = (grad h)(f)

1.2.2 L’opérateur divergence.

Soit X ∈ Γ(TM) un champ de vecteurs sur une variété Riemannienne (Mm, g), l’appli-
cation ∇X définie par

∇X : Γ(TM) −→ Γ(TM)

Z 7−→ ∇ZX

est une application C∞(M) linéaire, ∇X est un tenseur de type (1, 1). La divergence d’un
champ de vecteurs X sur M est la fonction définie par

div X = Trg(∇X).

En coordonnées locales, on a l’expression suivante

div X = dxi
(
∇ ∂

∂xi

X
)

= gijg

(
∇ ∂

∂xi

X,
∂

∂xj

)
= gijg

(
∇ ∂

∂xi

Xk ∂

∂xk
,
∂

∂xj

)
= gijXkg

(
∇ ∂

∂xi

∂

∂xk
,
∂

∂xj

)
+ gij

∂Xk

∂xi
g

(
∂

∂xk
,
∂

∂xj

)
=
∂Xk

∂xk
+XkΓiik.

Où (gij) est la matrice inverse de la matrice (gij). De même, on définit la divergence d’une
1-forme ω ∈ Γ(T ∗M) par :

div θ = Trg(∇θ).

Autrement dit
div θ = Trg∇θ = (∇eiθ) ei = ei (θ (ei))− θ (∇eiei) ,

où (ei)
m
i=1 est une base orthonormée locale sur M . En coordonnées locales, on a l’écriture

suivante :
div θ = gij

(
∂θj
∂xi
− Γkijθk

)
.

Comme propriétés de l’opérateur divergence, on a pour tout X, Y ∈ Γ(TM) et f ∈ C∞(M) :

div (X + Y ) = div X + div Y
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et
div (fX) = f div X +X(f).

L’opérateur divergence possède une autre écriture en coordonnées locales :

div X =
1√
|g|

∂

∂xi

(√
|g|X i

)
et

div θ =
1√
|g|

∂

∂xi

(√
|g|gijθj

)
où

|g| = det (gij)

1.2.3 L’opérateur Laplacien.

Sur une variété riemannienne (Mm, g), l’opérateur Laplacien, noté ∆, est défini de la
manière suivante :

∆ : C∞(M) −→ C∞(M)

f 7−→ ∆(f) = div (grad f)

Cet opérateur est dit aussi l’opérateur de Laplace-Beltrami. Pour toutes f, h ∈ C∞(M), on
a

∆(f + h) = ∆(f) + ∆(h)

et
∆(fh) = h∆(f) + f∆(h) + 2g(grad f, grad h).

En coordonnées locales, l’opérateur Laplacien possède deux écritures données par les formules
suivantes :

∆f = gij
(

∂2f

∂xi∂xj
− Γkij

∂f

∂xk

)
et

∆f =
1√
|g|

∂

∂xi

(√
|g|gij ∂f

∂xj

)
.

Une fonction f ∈ C∞(M) est dite harmonique si ∆f = 0.

1.3 Notions sur les variétés presque de contact.
Définition 1.3.1 Soit M une variété différentiable de dimension impaire (2m + 1). On
appelle structure presque de contact sur M la donnée d’un triplet (η, ξ, ϕ) tel que :

– ϕ un champ de tenseur de type (1, 1)
– ξ un champ de vecteurs
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– η une 1-forme sur M.
vérifiant les conditions suivantes

η(ξ) = 1, ϕ2X = −X + η(X)ξ

pour tout X ∈ Γ(TM). Une variété M de dimension (2m+1) munie d’une structure presque
de contact (ϕ, ξ, η) est une variété presque de contact.

Théorème 1.3.1 Soit (ϕ, ξ, η) une structure presque de contact, alors :

ϕξ = 0

η ◦ ϕ = 0

rangϕ = 2n

Preuve du théorème .

1. Soit (ϕ, ξ, η) une structure presque de contact sur M alors

η(ξ) = 1 et ϕ2X = −X + η(X)ξ.

En remplaçant X par ξ dans la définition on trouve :

ϕ(ϕξ) = ϕ2ξ

= −ξ + η(ξ)ξ = 0

= −ξ + ξ

= 0.

Ce qui donne : ϕξ = 0, de plus ϕξ est un vecteur propre de ϕ correspondant à la valeur
propre 0.
Pour le sens inverse on raisonne par l’absurde. Supposons que ϕξ 6= 0, en remplaçant
X par ϕξ on trouve :

ϕ2(ϕξ) = −ϕξ + η(ϕξ)ξ

on a
ϕ2(ϕξ) = 0

ce qui implique
−ϕξ + η(ϕξ)ξ = 0

alors
η(ϕξ)ξ = ϕξ
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donc
η(ϕξ)ξ 6= 0

alors que :
η(ϕξ)ϕξ = ϕ2ξ = 0

Ce qui contredit avec le fait que η(ϕξ) 6= 0 et ϕξ 6= 0.
On déduit finalement que

ϕξ = 0

2.

η(ϕX)ξ = ϕ3X + ϕX

= ϕ(ϕ2X) + ϕX

= ϕ(−X + η(X)ξ) + ϕX

= η(X)ϕξ.

Puisque ϕξ = 0 alors, η(ϕX)ξ = 0
c’est à dire

η(ϕX) = 0⇒ η ◦ ϕ = 0

3. Puisque ϕξ = 0, ξ 6= 0 et ϕ non injective alors,

rang(ϕ) < 2n+ 1.

Soit ξ un champ de vecteurs tel que ϕξ = 0.
En remplaçant X par ξ dans la définition on trouve :

0 = ϕ2ξ = −ξ + η(ξ)ξ ⇒ ξ = η(ξ)ξ,

d’où ξ est proportionnel à ξ.
Donc dim kerϕ = 1, de plus rangϕ = (2n+ 1)− 1,
alors

rangϕ = 2n

Théorème 1.3.2 Toute variété presque de contact (M,ϕ, ξ, η) admet une métrique rieman-
nienne g telle que :

g(X, ξ) = η(X).

En effet, si on remplace Y par ξ dans l’expréssion

g(ϕX,ϕY ) = g(X, Y )− η(X)η(Y )

et en utilisant le fait que ϕξ = 0, on obtient
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g(ϕX,ϕξ) = g(X, ξ)− η(X)η(ξ)

0 = g(X, ξ)− η(X)

g(X, ξ) = η(X).

Définition 1.3.2 Pour chaque structure métrique presque de contact (ϕ, ξ, η, g) sur M on
définit la 2-forme fondamentale Φ par :

Φ(X, Y ) = g(X,ϕY ).

La 2-forme fondamentale Φ possède les propriétés suivantes :
1. Φ(X, Y ) = −Φ(Y,X), c.a.d, Φ est anti-symétrique.
2. Φ(ϕX,ϕY ) = Φ(X, Y ), c.a.d, Φ est invariante à ϕ.

∀X, Y ∈ Γ(TM).

1.4 Variétés de Kenmotsu.
Définition 1.4.1 Une variété riemannienne presque de contact (M2m+1, ϕ, ξ, η, g) est dite
variété de Kenmotsu si

dη = 0 et dΦ = 2Φ ∧ η.

Théorème 1.4.1 ([3]) Soit (M2m+1, ϕ, ξ, η, g) une variété riemannienne presque de contact
et soit ∇ la connexion de Levi-Civita sur M . alors M est une variété de Kenmotsu si et
seulement si pour tout X, Y ∈ Γ(TM),

(∇Xϕ)Y = −g(X,ϕY )ξ − η(Y )ϕX.

De cette condition on peut déduire que :

∇Xξ = X − η(X)ξ.

Proposition 1.4.1 ([3]) Soit (M,ϕ, ξ, η, g) une variété de Kenmotsu alors pour tout X, Y ∈
Γ(TM) nous avons

(∇Xη)Y = g(ϕX,ϕY ),

R(X, Y )ξ = η(X)Y − η(Y )X,

R(ξ,X)Y = η(Y )X − g(X, Y )ξ,

R(ξ,X)ξ = X − η(X)ξ

et
S(X, ξ) = −2nη(X)

où R désigne le tenseur de courbure riemannienne et S désigne le tenseur de courbure de
Ricci.
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Chapitre 2

Déformation D-conforme sur les variétés
métriques presque de contact.

Dans ce chapitre, on introduit la notion de la déformation D-conforme sur une variété
métrique presque de contact. Nous avons réussi à donner l’effet de ce type de déformation sur
la connexion de Lévi-Civita définie sur une variété riemannienne, sur le tenseur de courbure
et sur la courbure scalaire. On termine ce chapitre par beaucoup d’exemples qui montrent
l’intérêt de cette déformation.

2.1 Déformation D-conforme.
Définition 2.1.1 Soit (ϕ, ξ, η, g) est une structure métrique de contact et a, b des constantes
strictement positives , posons la déformation suivante :

ϕ = ϕ, η = aη, ξ =
1

a
ξ, g = bg + (a2 − b)η ⊗ η,

alors
(
ϕ, ξ, η, g

)
est aussi une structure métrique de contact. Dans ce cas g appelé métrique

D-conforme .

Remarque 2.1.1 Soit (M,ϕ, ξ, η) une variété riemannienne presque de contact. Grâce aux
formules suivantes :

η
(
ξ
)

= aη

(
1

a
ξ

)
= η (ξ)

= 1

15



et
ϕ2X = ϕ2X

= −X + η(X)ξ

= −X +
1

a
η(X)aξ

= −X + η(X)ξ,

on déduit aussi que
(
M,ϕ, ξ, η, g

)
est une variété riemannienne presque de contact.

Proposition 2.1.1 Soit (M,ϕ, ξ, η, g) une variété riemannienne presque de contact et soit(
M,ϕ, ξ, η, g

)
sa déformation D-conforme alors, on a :

g(∇XY, Z) = bg (∇XY, Z) + (a2 − b)η(Z)η (∇XY )

+
1

2
(a2 − b)η(X)g (∇Y ξ, Z)− 1

2
(a2 − b)η(X)g (∇Zξ, Y )

+
1

2
(a2 − b)η(Y )g (∇Xξ, Z)− 1

2
(a2 − b)η(Y )g (∇Zξ,X)

+
1

2
(a2 − b)η(Z)g (∇xξ, Y ) +

1

2
(a2 − b)η(Z)g (∇Y ξ,X) .

Preuve. En utilisant la formule de Koszul , pour tout X, Y, Z ∈ Γ(TM), on a :

2g
(
∇XY, Z

)
= X(g(Y, Z)) + Y (g(X,Z))− Z(g(X, Y ))

+ g([X, Y ], Z) + g([Z,X], Y )− g(X, [Y, Z]).

Comme g = bg + (a2 − b) η ⊗ η , nous obtenons :

2g
(
∇XY, Z

)
= X(bg(Y, Z) + (a2 − b)η(Y )η(Z))

+ Y (bg(X,Z) + (a2 − b)η(X)η(Z))

− Z(bg(X, Y ) + (a2 − b)η(X)η(Y ))

+ (a2 − b)η([X, Y ])η(Z) + bg([Z,X], Y )

+ (a2 − b)η([Z,X])η(Y )− bg(X, [Y, Z])

− (a2 − b)η(X)η([Y, Z]) + bg([X, Y ], Z).

On va simplifier les trois termes suivants

X(bg(Y, Z) + (a2 − b)η(Y )η(Z)),

Y (bg(X,Z) + (a2 − b)η(X)η(Z))

et
Z(bg(X, Y ) + (a2 − b)η(X)η(Y )).
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On trouve ;

X(bg(Y, Z) + (a2 − b)η(Y )η(Z)) = X(bg(Y, Z)) +X((a2 − b)η(Y )η(Z))

= bg (∇XY, Z) + bg (Y,∇XZ)

+ (a2 − b)η(Z){g (∇Xξ, Y ) + η (∇XY )}
+ (a2 − b)η(Y ){g (∇Xξ, Z) + η (∇XZ)},

Y (bg(X,Z) + (a2 − b)η(X)η(Z)) = bg (∇YX,Z) + bg (X,∇YZ)

+ (a2 − b)η(Z){g (∇Y ξ,X) + η(∇YX)}
+ (a2 − b)η(X){g (∇Y ξ, Z) + η(∇YZ)}

et
Z(bg(X, Y ) + (a2 − b)η(X)η(Y )) = bg (∇ZX, Y ) + bg (X,∇ZY )

+ (a2 − b)η(Y ){g (∇Zξ,X) + η(∇ZX)}
+ (a2 − b)η(X){g (∇Zξ, Y ) + η(∇ZY )}

Finalement il est clair que :

(a2 − b)η([X, Y ])η(Z) = (a2 − b)η(Z)η(∇XY )− (a2 − b)η(Z)η(∇YX), (2.1)

(a2 − b)η([Z,X])η(Y ) = (a2 − b)η(Y )η(∇ZX)− (a2 − b)η(Y )η(∇XZ) (2.2)
(a2 − b)η(X)η([Y, Z]) = (a2 − b)η(X)η(∇YZ)− (a2 − b)η(X)η(∇ZY ) (2.3)

En remplaçant les équations ( 2.1), (2.2) et (2.3) dans g
(
∇XY, Z

)
on obtient

g(∇XY, Z) = bg (∇XY, Z) + (a2 − b)η(Z)η(∇XY )

+
1

2
(a2 − b)η(X)g (∇Y ξ, Z)− 1

2
(a2 − b)η(X)g (∇Zξ, Y )

+
1

2
(a2 − b)η(Y )g (∇Xξ, Z)− 1

2
(a2 − b)η(Y )g (∇Zξ,X)

+
1

2
(a2 − b)η(Z)g (∇Xξ, Y ) +

1

2
(a2 − b)η(Z)g (∇Y ξ,X)

Théorème 2.1.1 Soit (M,ϕ, ξ, η, g) une variété riemannienne presque de contact et soit(
M,ϕ, ξ, η, g

)
sa déformation D-conforme.Pour tous X, Y ∈ Γ(TM), la relation entre ∇XY

et ∇XY est donnée par la formule suivante :

∇XY = ∇XY +
a2 + b

2b
η(Y )∇Xξ +

a2 + b

2b
η(X)∇Y ξ

− a2 + b

2b
η(X)Trgg(∇•ξ, Y ) •+

a2 + b

2a2b
η(X)g(∇ξξ, Y )ξ

− a2 + b

2b
η(Y )Trgg(∇•ξ,X) •+

a2 + b

2a2b
η(Y )g(∇ξξ,X)ξ

+
a2 + b

2a2
g(∇Xξ, Y )ξ +

a2 + b

2a2
g(∇Y ξ,X)ξ

où
Trgg(X,∇•ξ)• = g(X,∇eiξ)ei + g(X,∇ϕeiξ)ϕei + g(X,∇ξξ)ξ.
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Preuve. On considère une base orthonormée {ei, ϕei, ξ} sur la variété Riemannienne presque
de contact (M2m+1, ϕ, ξ, η, g), une base orthonormée sur (M2m+1, ϕ, ξ, η, g) est donnée par

ei =
1√
b
ei, ϕei =

1√
b
ϕei, ξ =

1

a
ξ.

Pour tout X, Y ∈ Γ(TM), on a

∇XY = g(∇XY, ei)ei + g(∇XY, ϕei)ϕei + g(∇XY, ξ)ξ.

Grâce à la proposition 2.1.1 , nous obtenons ;

g(∇XY, ei)ei = g(∇XY, ei)ei −
a

b
η(X)η(Y )ei(a)ei

+
1

2b
η(X)η(Y )ei(b)ei −

1

2b
g(X, Y )ei(b)ei

+
a2 − b

2b
η(Y )g(∇Xξ, ei)ei +

a2 − b
2b

η(X)g(∇Y ξ, ei)ei

− a2 − b
2b

η(X)g(∇eiξ, Y )ei −
a2 − b

2b
η(Y )g(∇eiξ,X)ei

On refait le même calcul pour g(∇XY, ϕei)ϕei et g(∇XY, ξ)ξ

g(∇XY, ϕei)ϕei = g(∇XY, ϕei)ϕei −
a

b
η(X)η(Y )ϕei(a)ϕei

+
1

2b
η(X)η(Y )ϕei(b)ϕei −

1

2b
g(X, Y )ϕei(b)ϕei

+
a2 − b

2b
η(Y )g(∇Xξ, ϕei)ϕei +

a2 − b
2b

η(X)g(∇Y ξ, ϕei)ϕei

− a2 − b
2b

η(X)g(∇ϕeiξ, Y )ϕei −
a2 − b

2b
η(Y )g(∇ϕeiξ,X)ϕei

et
g(∇XY, ξ)ξ = g(∇XY, ξ)ξ −

a

b
η(X)η(Y )ξ(a)ξ

− a2 − b
2a2

η(X)g(∇ξξ, Y )ξ − a2 − b
2a2

η(Y )g(∇ξξ,X)ξ

+
a2 − b

2a2
g(∇Xξ, Y )ξ +

a2 − b
2a2

g(∇Y ξ,X)ξ

− 1

a
η(X)η(Y )ξ(a)ξ +

1

2a2
{η(X)η(Y )− g(X, Y )}ξ(b)ξ
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qui nous donne

∇XY = ∇XY +
a2 − b
ab

η(X)η(Y )ξ(a)ξ − a2 − b
2a2b

η(X)η(Y )ξ(b)ξ

+
a2 − b
2a2b

g(X, Y )ξ(b)ξ +
a2 − b

2b
η(Y )∇Xξ +

a2 − b
2b

η(X)∇Y ξ

− a2 − b
2b

η(X)Trgg(∇•ξ, Y ) • −a
2 − b
2b

η(Y )Trgg(∇•ξ,X)•

+
a2 − b
2a2b

η(X)g(∇ξξ, Y )ξ +
a2 − b
2a2b

η(Y )g(∇ξξ,X)ξ

+
a2 − b

2a2
g(∇Xξ, Y )ξ +

a2 − b
2a2

g(∇Y ξ,X)ξ.

En particulier, si la variété (M,ϕ, ξ, η, g) est de Kenmotsu, on obtient le résultat suivant :

Corollaire 2.1.1 Soit (M,ϕ, ξ, η, g) une variété de Kenmotsu et soit
(
M,ϕ, ξ, η, g

)
sa dé-

formation D-conforme, alors

∇XY = ∇XY +
a2 − b
a2
{g(X, Y )− η(X)η(Y )} ξ.

Preuve. On a

∇XY = ∇XY +
a2 + b

2b
η(Y )∇Xξ +

a2 + b

2b
η(X)∇Y ξ

− a2 + b

2b
η(X)Trgg(∇•ξ, Y ) •+

a2 + b

2a2b
η(X)g(∇ξξ, Y )ξ

− a2 + b

2b
η(Y )Trgg(∇•ξ,X) •+

a2 + b

2a2b
η(Y )g(∇ξξ,X)ξ

+
a2 + b

2a2
g(∇Xξ, Y )ξ +

a2 + b

2a2
g(∇Y ξ,X)ξ,

en remplaçant ∇Xξ par X − η(X)ξ , on obtient :

∇XY = ∇XY +
a2 + b

2b
η(Y )X − η(X)ξ +

a2 + b

2b
η(X)X − η(Y )ξ

− a2 + b

2b
η(X)Trgg(∇•ξ, Y ) •+

a2 + b

2a2b
η(X)g(∇ξξ, Y )ξ

− a2 + b

2b
η(Y )Trgg(∇•ξ,X) •+

a2 + b

2a2b
η(Y )g(∇ξξ,X)ξ

+
a2 + b

2a2
g(X − η(X)ξ, Y )ξ +

a2 + b

2a2
g(Y − η(Y )ξ,X)ξ.

En calculant Trgg (∇•ξ,X), on trouve

Trgg (X,∇•ξ) • = g (X,∇eiξ) ei + g (X,∇ϕeiξ)ϕei + g (X,∇ξξ) ξ

= g(X, ei)ei + g(X,ϕei)ϕei + g(X, ξ)ξ

= g(X, ei)ei + g(X,ϕei)ϕei + g(X, ξ)ξ − g(X, ξ)ξ
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On sait que g(X, ξ) = η(X) et X = g(X, ei)ei + g(X,ϕei)ϕei + g(X, ξ)ξ donc

Trgg (X,∇•ξ) • = X − η(X)ξ.

Si on remplace le résultat trouve pour le terme Trgg (X,∇•ξ) • , on déduit que

∇XY = ∇XY +
a2 + b

2b
η(Y )(X − η(X)ξ) +

a2 + b

2b
η(X)(Y − η(Y )ξ)

− a2 + b

2b
η(X)(Y − η(Y )ξ) +

a2 + b

2a2b
η(X)g(∇ξξ, Y )ξ

− a2 + b

2b
η(Y )(X − η(X)ξ) +

a2 + b

2a2b
η(Y )g(∇ξξ,X)ξ

+
a2 + b

2a2
g(X − η(X)ξ, Y )ξ +

a2 + b

2a2
g(Y − η(Y )ξ,X)ξ.

Or ∇ξξ = 0, il suit que

∇XY = ∇XY +
a2 + b

2a2
{g(X − η(X)ξ, Y ) + g(Y − η(Y )ξ,X)} ξ

= ∇XY +
a2 + b

2a2
{g(X, Y )− η(X)g(ξ, Y ) + g(Y,X) +−η(Y )g(ξ,X)} ξ.

Comme g(ξ,X) = η(X), on obtient

∇XY = ∇XY +
a2 + b

2a2
{2g(X, Y )− η(X)η(Y )− η(Y )η(X)} ξ

= ∇XY +
a2 + b

2a2
{2g(X, Y )− 2η(X)η(Y )} ξ

= ∇XY +
a2 + b

a2
{g(X, Y )− η(X)η(Y )} ξ.

Grâce à ce corollaire, on va démontrer la relation entre les tenseurs de courbure associés aux
variétés (M,ϕ, ξ, η, g) et

(
M,ϕ, ξ, η, g

)
.

Théorème 2.1.2 Soit (M,ϕ, ξ, η, g) une variété de Kenmotsu et soit
(
M,ϕ, ξ, η, g

)
sa dé-

formation D-conforme, alors la relation entre les tenseurs de courbure est donnée par la
formule suivante :

R(X, Y )Z = R(X, Y )Z +
a2 − b
a2
{g(Y, Z)− η(Y )η(Z)}X

− a2 − b
a2
{g(X,Z)− η(X)η(Z)}Y.

où R et R sont respectivement les tenseurs de courbure associés aux variétés (M,ϕ, ξ, η, g)
et
(
M,ϕ, ξ, η, g

)
.
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Preuve. Par définition, on a

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z (2.4)

Commençons par le calcul de ∇X∇YZ. D’après le corollaire 2.1.1, on a

∇YZ = ∇YZ +
a2 − b
a2

g(Y, Z)ξ − a2 − b
a2

η(Y )η(Z)ξ,

d’où
∇X∇YZ = ∇X∇YZ +

a2 − b
a2
∇Xg(Y, Z)ξ − a2 − b

a2
∇Xη(Y )η(Z)ξ

Calculons ∇X∇YZ , ∇Xg(Y, Z)ξ et ∇Xη(Y )η(Z)ξ, grâce toujours au corollaire 2.1.1, on
obtient

∇X∇YZ = ∇X∇YZ +
a2 − b
a2

g(X,∇YZ)ξ − a2 − b
a2

η(X)η(∇YZ)ξ,

∇Xg(Y, Z)ξ = g(Y, Z)∇Xξ +X(g(Y, Z))ξ

= g(Y, Z)∇Xξ + g(∇XY, Z)ξ + g(Y,∇XZ)ξ

= g(Y, Z)X − g(Y, Z)η(X)ξ + g(∇XY, Z)ξ + g(Y,∇XZ)ξ,

∇Xη(Y )η(Z)ξ = η(Y )η(Z)∇Xξ +X(η(Y ))η(Z)ξ + η(Y )X(η(Z))ξ

= η(Y )η(Z)∇Xξ + η(Z)X(g(Y, ξ))ξ + η(Y )X(g(Z, ξ))ξ

= η(Y )η(Z)∇Xξ + η(Z)g(∇XY, ξ)ξ + η(Z)g(Y,∇Xξ)ξ

+ η(Y )g(∇XZ, ξ) + η(Y )g(Z,∇Xξ)ξ

= η(Y )η(Z)(X − η(X)ξ) + η(Z)g(∇XY, ξ)ξ

+ η(Z)g(Y,X − η(X)ξ)ξ + η(Y )g(∇XZ, ξ)ξ

+ η(Y )g(Z,X − η(X)ξ)ξ

= η(Y )η(Z)X − η(X)η(Y )η(Z)ξ + η(Z)η(∇XY )ξ

+ η(Z)g(X, Y )ξ − η(X)η(Y )η(Z)ξ + η(Y )η(∇XZ)ξ

+ η(Y )g(X,Z)ξ − η(X)η(Y )η(Z)ξ

= η(Y )η(Z)X − 3η(X)η(Y )η(Z)ξ + η(Y )g(X,Z)ξ

+ η(Z)g(X, Y )ξ + η(Y )η(∇XZ)ξ + η(Z)η(∇XY )ξ.
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Ce qui nous ramène à l’expression suivante

∇X∇YZ = ∇X∇YZ +
a2 − b
a2

g(Y, Z)X − a2 − b
a2

η(Y )η(Z)X

− a2 − b
a2

g(Y, Z)η(X)ξ − a2 − b
a2

g(X,Z)η(Y )ξ

− a2 − b
a2

g(X, Y )η(Z)ξ +
a2 − b
a2

g(X,∇YZ)ξ

− a2 − b
a2

η(X)η(∇YZ)ξ +
a2 − b
a2

g(∇XY, Z)ξ

+
a2 − b
a2

g(Y,∇XZ)ξ − a2 − b
a2

η(Y )η(∇XZ)ξ

− a2 − b
a2

η(Z)η(∇XY ) +
3(a2 − b)

a2
η(X)η(Y )η(Z)ξ.

(2.5)

La même méthode de calcul nous donne

∇Y∇XZ = ∇Y∇XZ +
a2 − b
a2

g(X,Z)Y − a2 − b
a2

η(X)η(Z)Y

− a2 − b
a2

g(X,Z)η(Y )ξ − a2 − b
a2

g(Y, Z)η(X)ξ

− a2 − b
a2

g(X, Y )η(Z)ξ +
a2 − b
a2

g(Y,∇XZ)ξ

− a2 − b
a2

η(Y )η(∇XZ)ξ +
a2 − b
a2

g(∇YX,Z)ξ

+
a2 − b
a2

g(X,∇YZ)ξ − a2 − b
a2

η(X)η(∇YZ)ξ

− a2 − b
a2

η(Z)η(∇YX) +
3(a2 − b)

a2
η(X)η(Y )η(Z)ξ.

(2.6)

Enfin, on a

∇[X,Y ]Z = ∇[X,Y ]Z +
a2 − b
a2

g(∇XY, Z)ξ − a2 − b
a2

g(∇YX,Z)ξ

− a2 − b
a2

η(∇XY )η(Z)ξ +
a2 − b
a2

η(∇YX)η(Z)ξ.

(2.7)
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En remplaçant (2.5) , (2.6) et (2.7) dans (2.4) , on obtient

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

= ∇X∇YZ +
a2 − b
a2

g(Y, Z)X − a2 − b
a2

η(Y )η(Z)X +
3(a2 − b)

a2
η(X)η(Y )η(Z)ξ

− a2 − b
a2

g(Y, Z)η(X)ξ − a2 − b
a2

g(X,Z)η(Y )ξ − a2 − b
a2

g(X, Y )η(Z)ξ

+
a2 − b
a2

g(X,∇YZ)ξ − a2 − b
a2

η(X)η(∇YZ)ξ +
a2 − b
a2

g(∇XY, Z)ξ

+
a2 − b
a2

g(Y,∇XZ)ξ − a2 − b
a2

η(Y )η(∇XZ)ξ − a2 − b
a2

η(Z)η(∇XY )ξ

−∇Y∇XZ −
a2 − b
a2

g(X,Z)Y +
a2 − b
a2

η(X)η(Z)Y − 3(a2 − b)
a2

η(X)η(Y )η(Z)ξ

+
a2 − b
a2

g(X,Z)η(Y )ξ +
a2 − b
a2

g(Y, Z)η(X)ξ +
a2 − b
a2

g(X, Y )η(Z)ξ

− a2 − b
a2

g(Y,∇XZ)ξ +
a2 − b
a2

η(Y )η(∇XZ)ξ − a2 − b
a2

g(∇YX,Z)ξ

− a2 − b
a2

g(X,∇YZ)ξ +
a2 − b
a2

η(X)η(∇YZ)ξ +
a2 − b
a2

η(Z)η(∇YX)

−∇[X,Y ]Z −
a2 − b
a2

g(∇XY, Z)ξ +
a2 − b
a2

g(∇YX,Z)ξ

+
a2 − b
a2

η(∇XY )η(Z)ξ − a2 − b
a2

η(∇YX)η(Z)ξ

Après simplification, on trouve

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z +
a2 − b
a2

g(Y, Z)X

− a2 − b
a2

η(Y )η(Z)X − a2 − b
a2

g(X,Z)Y +
a2 − b
a2

η(X)η(Z)Y.

Finalement, en utilisant le fait que

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

on conclut que

R(X, Y )Z = R(X, Y )Z +
a2 − b
a2
{g(Y, Z)− η(Y )η(Z)}X

− a2 − b
a2
{g(X,Z)− η(X)η(Z)}Y.

Une conséquence immédiate de ce théorème est donnée par les résultats suivants.
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Corollaire 2.1.2 Soit (M,ϕ, ξ, η, g) une variété de Kenmotsu et soit
(
M,ϕ, ξ, η, g

)
sa dé-

formation D-conforme, alors on a la formule suivante :

TrgR(X, ·)· = Ricci (X) +
(2m− 1) (a2 − b)

a2
X +

a2 − b
a2

η (X) ξ.

Preuve. Par définition, on a

TrgR(X, ·)· = R(X, ei)ei +R(X,ϕei)ϕei +R(X, ξ)ξ.

En utilisant le résultat démontré dans le théorème 2.1.1, on obtient

R (X, ei) ei = R (X, ei) ei +
m (a2 − b)

a2
X − a2 − b

a2
g (X, ei) ei,

R (X,ϕei)ϕei = R (X,ϕei)ϕei +
m (a2 − b)

a2
X − a2 − b

a2
g (X,ϕei)ϕei

et
R (X, ξ) ξ = R (X, ξ) ξ.

Il suit que

TrgR(X, ·)· = Ricci (X) +
2m (a2 − b)

a2
X − a2 − b

a2
(g (X, ei) ei + g (X,ϕei)ϕei)

où
Ricci (X) = R (X, ei) ei +R (X,ϕei)ϕei +R (X, ξ) ξ.

Enfin, il est très simple de voir que

X = g (X, ei) ei + g (X,ϕei)ϕei + g (X, ξ) ξ,

donc
g (X, ei) ei + g (X,ϕei)ϕei = X − g (X, ξ) ξ = X − η (X) ξ.

Ce qui donne la relation suivante :

TrgR(X, ·)· = Ricci (X) +
(2m− 1) (a2 − b)

a2
X +

a2 − b
a2

η (X) ξ.

Corollaire 2.1.3 Soit (M,ϕ, ξ, η, g) une variété de Kenmotsu et soit
(
M,ϕ, ξ, η, g

)
sa défor-

mation D-conforme. La relation entre les courbures de Ricci associées à ces deux structures
est donnée par :

Ricci (X) =
1

b
Ricci (X) +

2m (a2 − b)
a2b

X.
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Preuve. En utilisant les relations

ei =
1√
b
ei, ϕei =

1√
b
ϕei, ξ =

1

a
ξ,

on obtient
Ricci (X) =

1

b
R (X, ei) ei +

1

b
R (X,ϕei)ϕei +

1

a2
R (X, ξ) ξ.

d’où
Ricci (X) =

1

b
TrgR(X, ·) · −a

2 − b
a2b

R (X, ξ) ξ.

Le terme
1

b
TrgR(X, ·)· est déjà calculé dans le corollaire 2.1.2. Il nous rester à calculer le

terme R (X, ξ) ξ, on a

R (X, ξ) ξ = ∇X∇ξξ −∇ξ∇Xξ −∇[X,ξ]ξ.

Or ∇X∇ξξ = 0, car ∇ξξ = 0,

∇ξ∇Xξ = ∇ξ (X − η (X) ξ)

= ∇ξX −∇ξg (X, ξ) ξ

= ∇ξX − g (∇ξX, ξ) ξ

et
∇[X,ξ]ξ = [X, ξ]− g ([X, ξ] , ξ) ξ

= ∇Xξ −∇ξX − g (∇Xξ, ξ) ξ + g (∇ξX, ξ) ξ

= X − η (X) ξ −∇ξX + g (∇ξX, ξ.) ξ

Donc
R (X, ξ) ξ = −X + η (X) ξ.

Enfin, on déduit que

Ricci (X) =
1

b
Ricci (X) +

2m (a2 − b)
a2b

X.

Corollaire 2.1.4 Soit (M,ϕ, ξ, η, g) une variété de Kenmotsu et soit
(
M,ϕ, ξ, η, g

)
sa dé-

formation D-conforme. Les relations entre les tenseurs de Ricci et les courbures scalaires
associées à ces deux structures sont données par les formules suivantes :

Ric (X, Y ) = Ric (X, Y ) +
2m (a2 − b)

a2
g (X ,Y )− 2m (a2 − b)

a2
η (X) η (Y )

et
Sg =

1

b
Sg +

2m (2m+ 1) (a2 − b)
a2b

.
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Preuve. La démonstration des ces formules se basent sur le corollaire 2.1.3. On a

Ric (X, Y ) = g
(
Ricci , Y

)
.

Sachant que

Ricci =
1

b
Ricci (X) +

2m (a2 − b)
a2b

X

et
g = bg +

(
a2 − b

)
η ⊗ η

il vient que

Ric (X, Y ) = g

(
1

b
Ricci (X) +

2m (a2 − b)
a2b

X , Y

)
=

1

b
g (Ricci (X) , Y ) +

2m (a2 − b)
a2b

g (X , Y )

= Ric (X, Y ) +
(a2 − b)

b
η (Ricci (X)) η (Y )

+
2m (a2 − b)

a2
g (X , Y ) +

2m (a2 − b)2

a2b
η (X ) η (Y ) .

Pour terminer la preuve, nous allons simplifier le terme η (Ricci (X)), on a

η (Ricci (X)) = g (Ricci (X) , ξ) ,

d’où
η (Ricci (X)) = g (R (X, ei) ei, ξ) + g (R (X,ϕei)ϕei, ξ) + g (R (X, ξ) ξ, ξ) .

Un long calcul montre que

g (R (X, ei) ei, ξ) = g (R (X,ϕei)ϕei, ξ) = −mη (X)

et
g (R (X, ξ) ξ, ξ) = 0,

ce qui donne
η (Ricci (X)) = −2mη (X) .

On déduit que

Ric (X, Y ) = Ric (X, Y ) +
2m (a2 − b)

a2
g (X , Y )− 2m (a2 − b)

a2
η (X) η (Y ) .

Pour la courbure scalaire associée à la métrique g, on a

Sg = TrgRic (X, Y )

= Ric (ei, ei) +Ric (ϕei, ϕei) +Ric
(
ξ, ξ
)
.
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Par des simples calculs, on obtient

Ric (ei, ei) =
1

b
Ric (ei, ei) +

2m2 (a2 − b)
a2b

,

Ric (ϕei, ϕei) =
1

b
Ric (ϕei, ϕei) +

2m2 (a2 − b)
a2b

et
Ric

(
ξ, ξ
)

=
1

a2
Ric (ξ, ξ) .

Il suit que

Sg =
1

b
Sg −

a2 − b
a2b

Ric (ξ, ξ) +
4m2 (a2 − b)

a2b
,

où
Sg = Ric (ei, ei) +Ric (ϕei, ϕei) +Ric (ξ, ξ) .

Enfin, on a

Ric (ξ, ξ) = g (Ricci (ξ) , ξ) = η (Ricci (ξ)) = −2mη (ξ) = −2m,

ce qui nous permet d’avoir le résultat suivant :

Sg =
1

b
Sg +

2m (2m+ 1) (a2 − b)
a2b

.

Exemple 2.1.1 On considère la variété de trois dimensionM = (x, y, z) ∈ R3, (x, y, z) 6= (0, 0, 0),
où (x, y, z) sont les coordonnées standard dans R3. Les champs de vecteurs{

e1 = z
∂

∂x
, e2 = z

∂

∂y
, e3 = ξ = −z ∂

∂z

}
sont linéairement indépendants en chaque point de M . Soit g la métrique riemannienne
définie par

g(e1, e3) = g(e2, e3) = g(e1, e2) = 0, g(e1, e1) = g(e2, e2) = g(e3, e3) = 1.

La connexion riemannienne ∇ de la métrique g nous donnent les formules suivantes

∇e1e1 = 0, ∇e1e2 = 0, ∇e1e3 = e1,
∇e2e1 = 0, ∇e2e2 = 0, ∇e2e3 = e2,
∇e3e1 = 0, ∇e3e2 = 0, ∇e3e3 = 0.

et
[e1, e2] = 0, [e1, e3] = e1, [e2, e3] = e2.
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A l’aide des résultats ci-dessus, nous pouvons vérifier ce qui suit

R(e1, e2)e2 = 0, R(e1, e3)e3 = −e1, R(e2, e1)e1 = 0,

R(e2, e3)e3 = −e2, R(e3, e1)e1 = 0, R(e3, e2)e2 = 0,

R(e1, e2)e3 = 0, R(e2, e3)e1 = 0, R(e3, e1)e2 = 0.

Maintenant à partir de la définition du tenseur de Ricci dans la variété de dimension 3 ,
nous obtenons

Ric(X, Y ) =
3∑
i=1

g(R(ei, X)Y, ei). (2.8)

De la composante du tenseur de courbure et (2.8) nous obtenons les résultats suivants

Ric(e1, e1) = 0, Ric(e2, e2) = 0, Ric(e3, e3) = −2,

Ric(e1, e2) = 0, Ric(e1, e3) = 0, Ric(e2, e3) = 0.

Donc
Sg = −2.

Dans ce cas, on déduit que Sg = 0 si et seulement si

2a2 − 3b = 0.
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Chapitre 3

Fonctions harmoniques et biharmonique
sur les variétés métriques presque de
contact.

Dans ce chapitre, on étudie l’harmonicité et la biharmonicité d’une fonction sur une va-
riété métrique presque de contact, les résultats obtenus ont permis de construire quelques
exemples. Nous montrons à la fin de ce chapitre que l’harmonicité et la biharmonicité sont
invariantes par déformation D-conforme de la métrique initiale. Commençons par la carac-
térisation des fonctions harmoniques sur une variété de Kenmotsu. Soit (M,ϕ, ξ, η, g) une
variété de Kenmotsu et soit f ∈ C∞(M). On dit que f dépend seulement de la direction de
ξ si ei (f) = (ϕei) (f) = 0, ce qui donne dans ce cas gard f = ξ (f) ξ.

3.1 Enoncé des résultats.
Proposition 3.1.1 Soit (M,ϕ, ξ, η, g) une variété de Kenmotsu, pour toute f ∈ C∞(M)
qui dépend seulement de la direction de ξ on a

∆ f = ξ(2)(f) + 2m ξ(f)

Preuve. Soit f ∈ C∞(M), par définition de laplacien on a

∆f = ei (ei (f))− (∇eiei) (f) + (ϕei) ((ϕei) (f))

− (∇ϕeiϕei) (f) + ξ (ξ (f))− (∇ξξ) (f)

Comme f dépend seulement de la direction de ξ et en utilisant le fait que (M,ϕ, ξ, η, g) est
une variété de Kenmotsu , on obtient

ei(f) = (ϕei)(f) = 0

et
∇ξξ = 0
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ce qui nous donne
∆ f = ξ(ξ(f))− (∇eiei)(f)− (∇ϕeiϕei)(f)

Calculons le terme (∇eiei)(f), on a

(∇eiei)(f) = g(∇eiei, grad f),

comme f dépend seulement de la direction de ξ donc

grad f = ei(f)ei + ϕei(f)ϕei + ξ(f)ξ = ξ(f)ξ.

D’autre part, on a
(∇eiei)(f) = g(∇eiei, ξ(f)ξ)

= ξ(f)g(∇eiei, ξ)

= ξ(f) {eig(ei, ξ)− g(ei,∇eiξ)}
= −ξ(f)g(ei, ei)

car ∇eiξ = ei. On en déduit que

(∇eiei)(f) = −mξ(f)

La même méthode de calcul nous donne

(∇ϕeiϕei)(f) = −mξ(f)

En posant
ξ(2)(f) = ξ(ξ(f)),

on conclut que
∆ f = ξ(2)(f) + 2mξ(f) (3.1)

de l’équation (3.1), il suit que f est harmonique si et seulement si

ξ(2)(f) + 2mξ(f) = 0 (3.2)

Pour calculer le bilaplacien de f , on a besoin du résultat suivant :

Proposition 3.1.2 Soit (M,ϕ, ξ, η, g) une variété de Kenmotsu, si la fonction f dépend
seulement de la direction de ξ, alors ξ(f) l’est aussi.

Preuve. Nous allons montrer que

ei (ξ (f)) = (ϕei) (ξ (f)) = 0.

On a
ei (ξ (f)) = ei (g (ξ, gradf)) = g (∇eiξ, gradf) + g (ξ,∇eigradf) .

En utlisant le fait que
∇eiξ = ei,
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g (ξ,∇eigradf) = g (ei,∇ξgradf)

et
gradf = ξ (f) ξ,

on obtient
ei (ξ (f)) = g (ei, gradf) + g (ei,∇ξξ (f) ξ) .

Or
g (ei, gradf) = ei (f) = 0

et
g (ei,∇ξξ (f) ξ) = ξ (f) g (ei,∇ξξ) + ξ (ξ (f)) g (ei, ξ) = 0,

car
∇ξξ = 0, g (ei, ξ) = 0.

Ce qui nous donne
ei (ξ (f)) = 0.

La même méthode nous permet de prouver aussi que

(ϕei) (ξ (f)) = 0.

Par suite, la fonction ξ (f) dépend seulement de la direction de ξ. D’une manière générale,
on a la propriété suivante :

Remarque 3.1.1 On peut remarquer que si f dépend seulement de la direction de ξ, alors
ξ(k) (f) dépend seulement de la direction de ξ, pour tout k ∈ N.

Théorème 3.1.1 Soit (M,ϕ, ξ, η, g) une variété de Kenmotsu, pour toute fonction f ∈
C∞(M) qui dépend seulement de la direction de ξ, on a

∆2f = ξ(4) (f) + 4mξ(3) (f) + 4m2ξ(2) (f) .

Preuve. Soit f ∈ C∞(M), par le résultat précédent on a

∆2f = ∆(∆f)

= ∆(ξ(2)(f) + 2mξ(f))

= ∆(ξ(2)(f)) + 2m∆(ξ(f)),

d’après la proposition 3.1.2 et en utilisant le fait que ξ(f) et ξ(2)(f) dépendent seulement de
la direction de ξ, on obtient

∆(ξ2(f)) = ξ(4)(f) + 2mξ(3)(f)

et
∆(ξ(f)) = ξ(3)(f) + 2mξ(2)(f),

il suit que
∆2f = ξ(4)(f) + 4mξ(3)(f) + 4m2ξ(2)(f) (3.3)

de l’équation (3.3), on déduit que f est biharmonique si et seulement si

ξ(4)(f) + 4mξ(3)(f) + 4m2ξ(2)(f) = 0. (3.4)
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3.2 Exemples.
Exemple 3.2.1 (3) On considère la variété de Kenmotsu M = {(x, y, z) ∈ R3, z 6= 0}. La
métrique sur M est définie par

g =
1

z2
dx2 +

1

z2
dy2 +

1

z2
dz2,

et la base orthonormée est donnée par e1 = z ∂
∂x
, e2 = z ∂

∂y
et ξ = e3 = −z ∂

∂z
. Les champs de

vecteurs e1, e2 et e3 vérifient

∇e1e1 = 0, ∇e1e2 = 0, ∇e1e3 = e1,
∇e2e1 = 0, ∇e2e2 = 0, ∇e2e3 = e2,
∇e3e1 = 0, ∇e3e2 = 0, ∇e3e3 = 0.

Si on suppose que la fonction f dépend seulement de z, un simple calcul nous donne

ξ (f) = −zf ′ (z) ,

ξ(2) (f) = z2f ′′ (z) + zf ′ (z) ,

ξ(3) (f) = −z3f (3) (z)− 3z2f ′′ (z)− zf ′ (z)

et
ξ(4) (f) = z4f (4) (z) + 6z3f (3) (z) + 7z2f ′′ (z) + zf ′ (z) .

Grâce aux équations (3.2) et (3.4), on déduit que la fonction f est harmonique si et seulement
si

zf ′′ (z)− f ′ (z) = 0

et elle est biharmonique si et seulement si

z3f (4) (z) + 2z2f (3) (z)− zf ′′ (z) + f ′ (z) = 0.

La résolution de ces deux équations nous donne les résultats suivants :
1. f est harmonique si et seulement si

f (z) = Az2 +B, A,B ∈ R.

2. f est biharmonique si et seulement si

f (z) = Az2 +B +
(
Cz2 +D

)
ln z, A,B,C,D ∈ R.

Pour cet exemple, on peut remarquer que :
• Si f dépend seulement de la variable x, il suit que dans ce cas f est harmonique si et

seulement si
f (x) = Ax+B, A,B ∈ R

et elle est biharmonique si et seulement si

f (x) = Ax3 +Bx2 + Cx+D, A,B,C,D ∈ R.
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• Si f dépend seulement de la variable y, il suit que dans ce cas f est harmonique si et
seulement si

f (y) = Ay +B, A,B ∈ R

et elle est biharmonique si et seulement si

f (y) = Ay3 +By2 + Cy +D, A,B,C,D ∈ R.

Exemple 3.2.2 (5) On considère la variété de Kenmotsu (M3, ϕ, ξ, η, g), une base ortho-
normée est donnée par

e1 = e−z
∂

∂x
, e2 = e−z

∂

∂y
, e3 = ξ =

∂

∂z
.

La métriques sur M est définie par

g = e2zdx2 + e2zdy2 + dz2,

Les champs de vecteurs e1, e2 et e3 satisfont

∇e1e1 = −ξ, ∇e1e2 = 0, ∇e1e3 = e1,
∇e2e1 = 0, ∇e2e2 = −ξ, ∇e2e3 = e2,
∇e3e1 = 0, ∇e3e2 = 0, ∇e3e3 = 0.

Si on suppose que la fonction f dépend seulement de z, il très facile de voir que

ξ (f) = f ′ (z) , ξ(2) (f) = f ′′ (z)

et
ξ(3) (f) = f (3) (z) , ξ(4) (f) = f (4) (z) .

Grâce aux équations (3.2) et (3.4), il suit que la fonction f est harmonique si et seulement
si

f ′′ (z) + 2f ′ (z) = 0

et elle est biharmonique si et seulement si

f (4) (z) + 4f (3) (z) + 4f ′′ (z) = 0.

La résolution de ces deux équations nous donne les résultats suivants :
1. f est harmonique si et seulement si

f (z) = Ae−2z +B, A,B ∈ R.

2. f est biharmonique si et seulement si

f (z) = (Az +B) e−2z + Cz +D, A,B,C,D ∈ R.
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La même méthode exposée dans l’exemple précédent nous permet de présenter les deux cas
suivants :
• Si f dépend seulement de la variable x, il suit que dans ce cas f est harmonique si et

seulement si
f (x) = Ax+B, A,B ∈ R

et elle est biharmonique si et seulement si

f (x) = Ax3 +Bx2 + Cx+D, A,B,C,D ∈ R.

• Si f dépend seulement de la variable y, il suit que dans ce cas f est harmonique si et
seulement si

f (y) = Ay +B, A,B ∈ R

et elle est biharmonique si et seulement si

f (y) = Ay3 +By2 + Cy +D, A,B,C,D ∈ R.

Exemple 3.2.3 (4) Soit la variété de Kenmotsu M = {(x, y, z, u, v) ∈ R5}, où (x, y, z, u, v)
sont les coordonnées standard dans R5. Une base orthonormée est donnée par e1 = e−v ∂

∂x
,

e2 = e−v ∂
∂y
, e3 = e−v ∂

∂z
, e4 = e−v ∂

∂u
et e5 = e−v ∂

∂v
. Prenons e5 = ξ, on a les résultats

suivants :

∇e1e1 = −e5, ∇e1e2 = 0, ∇e1e3 = 0, ∇e1e4 = 0, ∇e1e5 = e1
∇e2e1 = 0, ∇e2e2 = −e5, ∇e2e3 = 0, ∇e2e4 = 0, ∇e2e5 = e2
∇e3e1 = 0, ∇e3e2 = 0, ∇e3e3 = −e5, ∇e3e4 = 0, ∇e3e5 = e3
∇e4e1 = 0, ∇e4e2 = 0, ∇e4e3 = 0, ∇e4e4 = −e5, ∇e4e5 = e4
∇e5e1 = 0, ∇e5e2 = 0, ∇e5e3 = 0, ∇e5e4 = 0, ∇e5e5 = 0.

Si on suppose que la fonction f dépend seulement de v, un long calcul nous donne

ξ (f) = e−vf ′ (v) , ξ(2) (f) = e−2vf
′′

(v)− e−2vf ′ (v) ,

ξ(3) (f) = e−3vf (3) (v)− 3e−3vf
′′

(v) + 2e−3vf ′ (v)

et
ξ(4) (f) = e−4vf (4) (v)− 6e−4vf (3) (v) + 11e−4vf

′′
(v)− 6e−4vf ′ (v) .

Grâce aux équations (3.2) et (3.4), on conclut que la fonction f est harmonique si et seule-
ment si

f
′′

(v) + (4ev − 1) f ′ (v) = 0

et elle est biharmonique si et seulement si

f (4) (v) + (8ev − 6) f (3) (v) +
(
16e2v − 24ev + 11

)
f

′′
(v)−

(
16e2v − 16ev + 6

)
f ′ (v) = 0.

La résolution de la première équation nous ramène au résultat suivant : f est harmonique si
et seulement si

f (v) = Ae−4e
v

+B, A,B ∈ R.
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Pour l’équation de la biharmonicité de f , on remarque que la fonction f donnée par

f (v) = Aev +B, A,B ∈ R, A 6= 0.

est une solution particulière, de plus cette fonction est biharmonique non-harmonique. Si la
fonction f dépend de l’une variable x, y, z ou u, On obtient les cas suivants :
• Si f dépend seulement de la variable x, il suit que dans ce cas f est harmonique si et

seulement si
f (x) = Ax+B, A,B ∈ R

et elle est biharmonique si et seulement si

f (x) = Ax3 +Bx2 + Cx+D, A,B,C,D ∈ R.

• Si f dépend seulement de la variable y, il suit que dans ce cas f est harmonique si et
seulement si

f (y) = Ay +B, A,B ∈ R

et elle est biharmonique si et seulement si

f (y) = Ay3 +By2 + Cy +D, A,B,C,D ∈ R.

• Si f dépend seulement de la variable z, il suit que dans ce cas f est harmonique si et
seulement si

f (z) = Az +B, A,B ∈ R

et elle est biharmonique si et seulement si

f (z) = Az3 +Bz2 + Cz +D, A,B,C,D ∈ R.

• Si f dépend seulement de la variable u, il suit que dans ce cas f est harmonique si et
seulement si

f (u) = Ay +B, A,B ∈ R

et elle est biharmonique si et seulement si

f (u) = Au3 +Bu2 + Cu+D, A,B,C,D ∈ R.

Dans un dernier exemple, on considère une variété M qui n’est pas de Kenmotsu, on calcule
le laplacien et le bilaplacien d’une fonction qui dépend seulement de la direction de ξ, ces
calculs nous donnent les conditions d’harmonicité et de biharmonicité.

Exemple 3.2.4 (6) On considère m ∈ N∗ et la variété M = R2m+1. la métrique sur M est
définie par

g = e2(z+e
z)dx2i + e−2(z−e

z)dy2i + e2zdz2,
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et la base orthonormée est donnée par

Xi = e−(z+e
z) ∂

∂xi
, Yi = ez−e

z ∂

∂yi
, ξ = e−z

∂

∂z
, i = 1, . . . ,m.

Les champs de vecteurs Xi, Yi et ξ satisfont

∇Xi
Xj = − (1 + e−z) δijξ, ∇Xi

Yj = 0, ∇Xi
ξ = (1 + e−z)Xi,

∇YiYj = − (1− e−z) δijξ, ∇YiXj = 0, ∇Yiξ = (1− e−z)Yi,
∇ξXi = 0, ∇ξYi = 0, ∇ξξ = 0.

Si on suppose que la fonction f dépend seulement de z. Commençons par le calcul du Lapla-
cien de f , par définition, on trouve

∆f = ξ(2)(f)− (∇Xi
Xi) (f)− (∇YiYi) (f) , i = 1, ...,m.

Un simple calcul donne

ξ(f) = e−zf ′ (z) , ξ(2)(f) = e−2zf ′′ (z)− e−2zf ′ (z) ,

(∇Xi
Xi) (f) = −m

(
1 + e−z

)
e−zf ′ (z)

et
(∇YiYi) (f) = −m

(
1− e−z

)
e−zf ′ (z) .

Il suit que
∆f = e−2zf ′′ (z)− e−2zf ′ (z) + 2me−zf ′ (z) .

Donc f est harmonique si et seulement si

f ′′ (z) + (2mez − 1) f ′ (z) = 0.

D’où f est harmonique si et seulement si

f (z) =
A

m
e−2me

z

+B, A,B ∈ R.

Passons maintenant au calcul du bilaplacien de f , on a

∆2f = ∆
(
e−2zf ′′ (z)− e−2zf ′ (z) + 2me−zf ′ (z)

)
= ξ(2)

(
e−2zf ′′ (z)− e−2zf ′ (z) + 2me−zf ′ (z)

)
− (∇Xi

Xi)
(
e−2zf ′′ (z)− e−2zf ′ (z) + 2me−zf ′ (z)

)
− (∇YiYi)

(
e−2zf ′′ (z)− e−2zf ′ (z) + 2me−zf ′ (z)

)
.

Un long calcul donne les formules suivantes

ξ
(
e−2zf ′′ (z)− e−2zf ′ (z) + 2me−zf ′ (z)

)
= e−3zf (3) (z)− 3e−3zf ′′ (z) + 2me−2zf ′′ (z)

+ 2e−3zf ′ (z)− 2me−2zf ′ (z) ,
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ξ(2)
(
e−2zf ′′ (z)− e−2zf ′ (z) + 2me−zf ′ (z)

)
= e−4zf (4) (z)− 6e−4zf (3) (z) + 11e−4zf ′′ (z) + 2me−3zf (3) (z)

− 6me−3zf ′′ (z)− 6e−4zf ′ (z) + 4me−3zf ′ (z) ,

(∇Xi
Xi)

(
e−2zf ′′ (z)− e−2zf ′ (z) + 2me−zf ′ (z)

)
= −m

(
1 + e−z

)
e−3zf (3) (z) + 3m

(
1 + e−z

)
e−3zf ′′ (z)

− 2m2
(
1 + e−z

)
e−2zf ′′ (z)− 2m

(
1 + e−z

)
e−3zf ′ (z)

+ 2m2
(
1 + e−z

)
e−2zf ′ (z)

et

(∇YiYi)
(
e−2zf ′′ (z)− e−2zf ′ (z) + 2me−zf ′ (z)

)
= −m

(
1− e−z

)
e−3zf (3) (z) + 3m

(
1− e−z

)
e−3zf ′′ (z)

− 2m2
(
1− e−z

)
e−2zf ′′ (z)− 2m

(
1− e−z

)
e−3zf ′ (z)

+ 2m2
(
1− e−z

)
e−2zf ′ (z)

Il suit que le bilaplacien de f prend la forme suivante

∆2f = e−4zf (4) (z)− 6e−4zf (3) (z) + 4me−3zf (3) (z) + 11e−4zf ′′ (z)

− 12me−3zf ′′ (z) + 4m2e−2zf ′′ (z)− 6e−4zf ′ (z)

+ 8me−3zf ′ (z)− 4m2e−2zf ′ (z) .

D’où f est biharmonique si et seulement si elle est solution de l’équation différentielle sui-
vante :

f (4) (z)− 6f (3) (z) + 4mezf (3) (z) + 11f ′′ (z)

− 12mezf ′′ (z) + 4m2e2zf ′′ (z)− 6f ′ (z)

+ 8mezf ′ (z)− 4m2e2zf ′ (z) = 0.

On remarque que la fonction f donnée par

f (z) = Aez +B, A,B ∈ R, A 6= 0.

est une solution particulière, de plus cette fonction est biharmonique non-harmonique.

3.3 Effet de la déformation D-conforme.
Soit (M,ϕ, ξ, η, g) une variété de kenmotsu et soit

(
ϕ, ξ, η, g

)
une déformationD-conforme

avec
ϕ = ϕ, η = aη, ξ =

1

a
ξ

et
g = bg +

(
a2 − b

)
η ⊗ η.

Soit {ei, ϕei, ξ} une base orthonormée sur (M,ϕ, ξ, η, g), alors une base orthonormée sur(
M,ϕ, ξ, η, g

)
est donnée par

ei =
1√
b
ei, ϕei =

1√
b
ϕei, ξ =

1

a
ξ.
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En utilisant l’expression suivante

∇XY = ∇XY +
a2 − b
a2
{g(X, Y )− η(X)η(Y )}ξ,

on déduit que

∇eiei = ∇eiei +
m (a2 − b)

a2
ξ,

∇ϕeiϕei = ∇ϕeiϕei +
m (a2 − b)

a2
ξ

et
∇ξξ = 0.

Il suit que

∇eiei =
1

b
∇eiei +

m (a2 − b)
a2b

ξ,

∇ϕeiϕei =
1

b
∇ϕeiϕei +

m (a2 − b)
a2b

ξ

et
∇ξξ = 0.

Notons par ∆ le Laplacien sur
(
M,ϕ, ξ, η, g

)
. Soit f ∈ C∞(M), nous allons calculer le

laplacien et bilaplacien de f relativement à la structure
(
ϕ, ξ, η, g

)
. Par définition, on a

∆f = ei (ei (f)) + (ϕei) ((ϕei) (f)) + ξ
(
ξ (f)

)
−
(
∇eiei

)
(f)−

(
∇ϕeiϕei

)
(f)−

(
∇ξξ

)
(f) .

En utilisant le fait que

ei =
1√
b
ei, ϕei =

1√
b
ϕei, ξ =

1

a
ξ, ∇ξξ = 0,

∇eiei =
1

b
∇eiei +

m (a2 − b)
a2b

ξ

et
∇ϕeiϕei =

1

b
∇ϕeiϕei +

m (a2 − b)
a2b

ξ,

on obtient
∆f =

1

b
ei (ei (f)) +

1

b
(ϕei) ((ϕei) (f)) +

1

a2
ξ (ξ (f))

− 1

b
(∇eiei) (f)− 1

b
(∇ϕeiϕei) (f)− 2m (a2 − b)

a2b
ξ (f)
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Or le laplacien de la fonction f sur (M,ϕ, ξ, η, g) est donné par

∆f = ei (ei (f)) + (ϕei) ((ϕei) (f)) + ξ (ξ (f))

− (∇eiei) (f)− (∇ϕeiϕei) (f)− (∇ξξ) (f)

ce qui nous donne la relation suivante :

∆f =
1

b
∆f − a2 − b

a2b
ξ(2) (f)− 2m (a2 − b)

a2b
ξ (f) .

De plus, si la fonction f dépend seulement de la direction de ξ, cette dernière équation
devient

∆f =
1

a2
ξ(2) (f) +

2m

a2
ξ (f) =

1

a2
∆f.

On déduit alors dans le cas où f dépend seulement de la direction de ξ, l’harmonicité de
f est invariante par une déformation D-conforme. On termine cette partie par le calcul du
bilaplacien de f en supposant qu’elle dépend seulement de la direction de ξ, on a

∆
2
f = ∆

(
∆f
)

=
1

a2
∆ (∆f)

=
1

a2
∆ξ(2) (f) +

2m

a2
∆ (ξ (f)) .

Un long calcul donne

∆ξ(2) (f) =
1

a2
ξ(4) (f) +

2m

a2
ξ(3) (f)

et
∆ (ξ (f)) =

1

a2
ξ(3) (f) +

2m

a2
ξ(2) (f) ,

Il suit que

∆
2
f =

1

a4
ξ(4) (f) +

4m

a4
ξ(3) (f) +

4m2

a4
ξ(2) (f) .

Or on sait que
∆2f = ξ(4)(f) + 4m ξ(3)(f) + 4m2 ξ(2)(f),

d’où
∆

2
f =

1

a4
∆2f.

On déduit alors que dans ce cas, la biharmonicité de f est aussi invariante par une déforma-
tion D-conforme.
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