REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE
MINISTERE DE L’ENSEIGNEMENT SUPERIEUR
ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE

UNIVERSITE « Dr. TAHAR MOULAY » DE SAIDA
FACULTE DES SCIENCES

“UNIVERSITY
f:';'f’\; of SAIDA

MEMOIRE

Présentée en vue de I’obtention du diplome de

MASTER

Spécialité : PHYSIQUE
Option : Physique Computationnelle
Présentée Par :

Fattah Nour ikram

Sur le theme

Résolution numérique de I’équation de Schrodinger via une perturbation en x4J

Soutenue le 22 /06/2022 devant le jury composé de :

B.lasri Président M.C U.Saida

M.C U.Saida

Smail.kouidri Rapporteur

Abada Ahmed | Examinateur M.C U. Saida

Année Universitaire 2021 - 2022
Dedicace

1




A ma chéne meére
Pour son grand amowr, ses sacrifices et toute ('affection
gi'elle w'a
Toujoune offerte.
A mon cher féne
Z2ue Déew bénisse son dme
Poar oa patience et son doutien frour aviiver d ce wivea.
A ma swans, mon fréve.

4 mes chers amis.

U merec spécial aw professenr dn. Laasni pour don acde.

Je dédée ce modeste travadl




Remernciements

Je remencie déew le tout puissant de wous avoir donné la sante

et la wolowte d entamer et de tenminer ce mémodre.

Tout d ' abord, ce travadl ne senadt fas awssi nicke et n'aunall
pas pu avotn le jown sams 'aide et ('emcachement de Dr.
Small Rowidne. e le nemencie four la gualité de don
encadnement excefplionnel, fowr da falience, da wiguewn e da
dispronibilitc dunant notre frépanation de ce mémaine.

e nemencie imfiniment le friéoident de jury aindi gue ces
membnes d ' avotn accefpté d evaminer ce travadl.,

Mes remenciements ¢ ‘advessent également & Yous mes
professeans pown leans générositis et la grande patience dont ils
onl su facre prewve malyé lews charnges académigucs o
profescionnelles.

T nemercie frofondément toutes les fensonnes gui m 'ont aldé et
doutenwe de frés ou de locw.




Introduction générale

Chapitre | Les idées fondamentales de la mécanique quantique

I.1.Introduction
[.2.Les idées fondamentales de la mécanique quantique

I.3. Expérience de Young

.4 Effet photoelectrique

1.5 Spectres atomiques

1.5.1 Modele de Bohr (1913)

1.5.2 Onde de De Broglie

1.6 L'équation de Schrodinger

1.7 Conclusion

Références

Chapitre 11 Théorie Des perturbations

I1.1 Introduction

I1.2 La méthode de perturbation

I1.3 théorie des perturbations indépendantes du temps

[1..3.1 SYStemes NON AEQENEIES. ... ...ttt e e s

I1..3.a Terme d’ordre zéro

I1.3.b Termes du premiére ordre

I1.3.c Termes du deuxi€mes ordre

I1.3.2 Corrections du premicre ordre



file:///C:/Users/admin/Downloads/Mémoire%20finale.docx%23_Toc452567572

I1.3.2.a Calcul de I’énergie

I1.3.2.b calcul du vecteur propre

I1.3.3 Corrections du deuxiémes ordre

I1.3.3.a calcul de I’énergie

1.4 Cas des niveaux d’énergie dégénérés

I1.4.1 A ’ordre zéro

I1.4.2 Corrections du premiere ordre

I1.5 Conclusion

Références

Chapitre 111 Résolution numérique de I'équation de Schrodinger via une perturbation en x*

I11.1 Introduction

111.2 Méthode des différences finies

[11.3 Organigramme de calcul

II1.4 Résultats et discussions

Conclusion général

Résumé




Introduction géenérale

e travail de mémoire rentre dans le cadre de la préparation d’un diplome
de Master en physique computationnelle et porte sur le thése suivant :
étude de I’équation de Schrdodinger via une perturbation en X%,
Cette equation qui a bouleverseé toute la physique a éte établie en 1925, ne prend
pas en compte la théorie de la relativité, qui est pourtant alors bien connue. Dans
cette équation, 1’espace et le temps n’interviennent pas de la méme maniére : le

terme du temps est linéaire alors que celui de I’espace est quadratique.

En effet, pour trouver la forme mathématique de 1I’équation, Schrodinger a
d’abord utilisé des formules relativistes (ou les termes du temps et de I’espace

sont tous deux quadratiques)

Mais cette voie le mena dans une impasse : les valeurs des niveaux d’énergie de
I’atome d’hydrogeéne calculées avec 1I’équation relativiste ne correspondaient pas
aux résultats expérimentaux. il recommenca alors ses recherches a partir des
formules classiques newtoniennes, les calculs correspondirent cette fois-ci aux
résultats expérimentaux mais c¢’était une coincidence fortuite ! En effet, son
équation relativiste initiale ne prenait pas en compte le spin de I’électron, qui
venait tout juste d’étre mis en évidence. Or le moment magnétique de 1’électron
interagit avec celui de son orbite et par conséquent modifie les niveaux
d’énergic. Par une heurcuse coincidence, cette modification des niveaux
d’énergie est presque annulée par les effets relativistes, si bien qu’en traitant le
probleme classiquement (de maniére non relativiste) et en negligeant le spin de

I’¢lectron, on obtient des résultats en accord avec I’expérience.




Quand dans un séminaire, Erwin Schrodinger expose les idées de Louis de
Broglie, son collegue Peter debye s’exclame : {(qu’est-ce que c’est que cette

onde qui n’a pas d’équation ? )).

En effet, en générale, les physiciens posent d’abord des équations, puis ils

cherchent a les résoudre.

Dans ce cas, au contraire, de Broglie avait d’abord postulé 1’existence d’une

onde sans en avoir posé d’équation. A la suite de ce séminaire, Schrodinger

trouve en 1925 une équation pour les ondes de Louis de Broglie, posant ainsi les

bases de la mécanique ondulatoire.

Erwin Schrodinger (1887-1961), physicien autrichien, professeur aux
universités de Berlin, oxford et a I’Institute of Advanced Studies de Dublin. Il
pose les bases de la mécanique quantique en postulant 1’équation qui porte son
nom. Il est versé aussi dans la philosophie et la littérature. En 1944, il publie
qu’est -ce que la vie ? , ou il tente d’expliquer I’hérédité biologique ; ce livre
aura une grande influence dans la découverte du code génétique. Prix Nobel de

physique en 1933.

N

A La méme époque, Werner Heisenberg arrive a la conclusion qu’il est
impossible de déterminer avec précision la position et la vitesse d’une particule
car cette dernicre est toujours perturbée par son interaction avec I’instrument de
mesure. Localiser un ¢électron a I’aide de la lumiere implique une interaction
entre cet electron et un photon. Pour localiser plus précisement la position, il
faut utiliser un photon de longueur d’onde plus petite, donc plus énergétique, qui
produit sur 1’électron qu’il heurte un changement de vitesse plus important. Pour
mesurer plus précisément la vitesse de 1’électron, il faut au contraire utiliser des
photons moins énergétiques, donc de longueur d’onde plus grande, mais on perd

alors en précision sur la position.




Heisenberg élabore ainsi la mécanique matricielle : au lieu d’utiliser comme
Schrédinger une équation différentielle pour décrire 1’évolution d’un systéme

quantique, il utilise des objets mathématiques peu familiers aux physiciens de

I’époque : des tableaux de nombres appelés matrices, qui ont la propriété de ne

pas forcément commuter. La position et la vitesse des particules sont décrites
par des matrices. L’impossibilité de déterminer simultanément avec précision la
position et la vitesse d’une particule se traduit par le fait que la matrice
correspondant a la position et celle correspondant a la vitesse ne commutent pas.
Deux entités mathématiques commutent quand 1’ordre dans lequel on les
multiplie n’a pas d’importance et conduit au méme résultat. Par exemple, le
résultat de 3 x 5 est égale au résultat de 5 x 3 .l existe au contraire des objets
mathématique qui ne commutent pas : ’ordre dans lequel on les multiplie est
déterminant. C’est le cas des rotations dans I’espace a trois dimensions : si ’on
effectue d’abord une rotations autour de I’axe 0O, puis une autre autour de
I’axe 0,, le résultat est différent de celui obtenu en effectuant d’abord la

rotation autour de I’axe O, , puis celle autour de I’axe O, .
Référence :

[1] M.Q Cohen tannaudji tome édition 2002 .
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I-1 Introduction :

La physique classique ou physique de Newton, Galilée, Maxwell... atteint sa
limite a la fin de XIXe siéecle. Elle était principalement basée sur deux
disciplines fondamentales nommees mécanique rationnelle et la théorie
électromagnetique de Maxwell dont la premiere est associé a la mécanique
statistique classique donnant naissance a la thermodynamique et la seconde
construit s qu’on appelle 1’¢lectricité¢ et I’optique ondulatoire. Sa limite est
atteinte suivant les insuffisances interprétation des expériences de 1’époque telle
que I’effet photoélectrique.

D’ailleurs le comportement macroscopique des particules a laissé
incomprehensible devant les nouvelles expériences. Elle repose sur le vecteur
position qui suivant sa variation on peut déduire la vitesse et I’accélération de
n’importe qu’elle Corps de masse M.

En grosso modo on dit que la physique classique est liée a tous les phénomeénes
qu’on peut les voir a I’ceil nu.

Nous allons dons ce chapitre montre les insuffisances de la mecanique
classique via les nouvelles idées dite aussi idee fondamentale de la mécanique
quantique [1].

I-2 Les idees fondamentales de la mécanique quantique :

Parmi les idées qui ont poussé les physiciens a réflechir a une nouvelle
mécanique capable interpréter les expériences de 1’époque avec succes, on cite
I’expérience de Young, I’effet photoélectrique, I’effet de Compton et expérience
Franck et Hertz.

Ces expériences on confirmé aussi que la mécanique classique presente des
lacunes au niveau de certains phénoménes. Nous en donnerons ici un bref
apercu.

I-3 Expérience de Young :

Dans cette expérience, on utilise une source lumineuse S monochromatique et
on interpose une plaque percée de 2 fentes.

Celles-ci se comportent comme des sources secondaires S1 et S2. On observe
alors, sur in écran placé derriere des franges alternativement sombres et claires.




Les ondes issues de S1 et S2 interférent entre elles

source

écran

Figure I-1 : expérience d’interférences des fentes d’Young

Considérons maintenant un point M situé sur 1’écran. Il est éclairé par les ondes
lumineuses émises par S1 et S2 qui peuvent s’écrire respectivement, au point M

[2].
La source S émit une lumiére de la forme Ae'®?

En fermant S,et en laissant S; ouverte la lumiere passe par S; alors M oscille
apre un retard.

S1M N . . , .
De 17 par rapport a la source S; son élongation Y; s’écrit :

sy

y, = Aeiw(t




Maintenant on ferme S;et en laissant S, ouverte la lumiére passe par S, alors
. N SoM \ , .
M oscille aprés un retard de ZT par rapport a la source S, son élongation
Y58 écrit :

, SoM
y, = Ae'@(t=%) (I-2)

En ouvrant les deux fentes simultanément M oscille avec 1’¢longation
Y résultante de y; et y, (conséquence du théoreme de superposition) :

y=y1+Y, (I—3)

L’intensité lumineuse est proportionnelle eu carré du module de Y :

layy” (I—4)

Aprés substitution des expressions de y, et y,dans | on obtient :
La(y+y)+y2) (I —5)

Avecwzz?”et/lch

.2TC 21T
T (AP + AP + A2 T M0 4 g2 TEMS0) () — )

2T
Ia?2|A|? <1+COST(SZM—51M)> (I1-7)

Distinguons deux cas extrémes relatifs aux franges brillantes et aux franges
obscurs.

Pour le cas des franges brillantes :

2T
cosT(SzM —SM)=1

2T
T(SZM — S M) =2kn




On dit que la différence de marche (S,M — S; M)est nombre entier de
A.

Pour le cas des franges obscures :

2T
COST(SZM — S M) =-1 (I1—-11)

2T
T(SZM —SM)=Qk+1mn (I —12)

(S,M — S, M) = (2k + 1)% (I —13)

On dit que la différence de marche (S,M — S;M) est un nombre
impairdeg.

Figure 1-2: Représentation de I’intensit¢é lumineuse en fonction de la
distance.

Les interférences constructives (A = 2A4) sont définit par :
b=mA(m=0,+1,+2,....) (I — 14)
Les interférences destructives (4, = 0) sont donnée par :
§=(m+1/,)Am=04+1,42,..) (I — 15)

Pour mieux éclaircir cette interprétation les figures 1(a) et I(b) montrent
certaines causes induites par la différence de phase entre 2 ondes harmonique.




Figure 1-4 : écran d’observation

Position des maxima: dsinf = mA (oum =0,1,23..) ([ —16)
Position des minima : d sin = (m + 1/,)(oum = 1,23.)(1 - 17)

|-4 L effet photoélectrique :

L’effet photoélectrique est I’émission d’¢électrons par un métal lorsqu’il est
éclairé par une lumiére convenable. Pour extraire un électron dans un metal il
faux fournir de 1’énergie appelée énergie d’extraction.




“// lumiere UV

tige métallique

feuilles

——

Electroscope a4 feuilles

| 4-1 Experiences de HERTZ :

On envoie un faisceau de lumiére riche en rayons ultraviolet sur une lame de
zinc reliee a un électroscope initialement charge, on constate que :

Si I¢électroscope est chargé positivement : il ne passe rien

Si I’¢électroscope est chargé négativement : il se décharge, 1’¢lectroscope
se decharge

Si on interpose sur le trajet de la lumiere une lame de verre le phénoméne
ne se produit plus

La lumiére est constitué par un ensemble de corpuscules, appelée photons
transportant chacun un quantum d’énergie.

Un photon a une charge nulle et une masse nulle, il se déplace a la vitesse de la
lumiére, soit C ~3.108 m /s dans le vide.

Chaque photon d’un rayonnement monochromatique de fréquence V transporte
un quantum d’énergie :

E=hv=" (I —18)

Avec :




h : la constante de Planck, (h =6,623.10-34JS)
C : la vitesse de la lumiére dans le vide en (m/s)
A . la longueur d’onde dans le vide en (M)

E : s’exprime en joule (J)

L’effet photoélectrique correspond a I’interaction (choc) entre un photon
incident et un électron du métal avec transfert de I’énergie du photon a I’électron
extrait.

L’effet photoélectrique ne se produit que si I’énergie du photon incident :
E=hv (I —19)
Est supérieure au travail d’extraction Wy d’un ¢électron du métal

WO = hvo (I - 20)

Vo est la fréquence seuil (vo = )
0

Evaluons la vitesse d’éjection des électrons de I’atome. Soit E, [’énergie
cinétique des électrons [3].

1 1
EC=E—W0=h(v—v0)=hc<———> (I —-21)
A A

I-5 Spectre atomique :
Les spectres atomiques sont se deux types : absorption et émission.

Spectre d’absorption : est n spectre discontinu formé par des raies
noires sur un fond coloré qui correspond au spectre visible de la lumiere
blanche. La lumiere traverse un échantillon (dans son état fondamental) et on
observe a I’issue de cette traversée un spectre d’absorption.

Spectre d’émission : est un spectre discontinu formé par des raies
colorées sur un fond noir. On excite la matiére qui émet pour retourner a son état
stable, une lumiére.




|- 5-1 Modele de Bohr (1913) :

Bohr propose son modele atomique basé sur des principes classiques mais aussi
sur des principes de la physique moderne (les photons). Pour expliquer les
spectres discontinus et en méme temps contournait le probleme de la perte
continuelle d’énergie de 1’¢lectron accéléré, Bohr, dans son modele eut recours a

des postulats :

5-1-a Postulat des orbites :

Sans émission de rayonnement, les électrons ne peuvent graviter autour du
noyau que sur certaines orbites permises. Celles-ci sont déterminées par la

condition de quantification suivante :

h
muv,1, = n% (I—-22)

5-1-b Postulat des émissions et absorptions d’énergie :

A chaque orbite permise correspond un niveau energétique déterminé. Les
transitions électroniques d’une orbite vers une autre se font par sont
accompagnées de I’émission ou de 1’absorption d’un photon d’énergie :

E = |E; — E;| = hf (I—23)

Avec

E; : Energie correspondant a ’orbite de départ
E I Energie correspondant a I’ orbite d’arrivée
f . fréquence du rayonnement émis ou absorbé

Considérons un atome d’hydrogeéne et admettons que conformément au modele
planétaire, 1’électron de charge g, = e et de masse m tourne avec une vitesse
linéaire v autour du proton de charge g, = e et de masse m,, > m.

D’apre le 2°™ principe de Newton selon le normale :
F. =ma,

En remplacgant :




(I —24)

(I — 25)

D’apre le 1°" postulat de Bohr, les vitesses possibles sont ainsi donnée par :

nh

v,, =
" 2mmr,

(I - 26)

En remplagant I’expression (5) dans I’expression (4) on trouve :

goh?
Y., =
" mmg?

n2

L’énergie cinétique en fonction du rayon r de I’orbite est :

2

E.(r) = %mvz - (1-27 b)

2 4megr

E.(r) = —%Ep(r) (I-27c¢)

Donc I’énergie de I’atome H :

q2

E(r,) =E, +E, = — Sre
n

En remplacant la valeur de 7, on obtient :

Ry =
8e2h?

Energie E du photon émis ou absorbé :




E = |Ens — Eni| = |E{] R
Foon

Avec E; = 13.6 ev etnsetn,; : entier >0

Ona f = % , la relation (9) s’écrit :

C 1
h— = |Ejl

2
l

— -
A ng n

Avec Ry : constante de Rydberg ( Ry = 109677cm™1)
I-5-2 Onde de Broglie :

L’hypothése fondamentale De Broglie est la suivante : a toute particule qui
possede de I’énergie de masse, on peut associer un phénomeéne ondulatoire, et
donc une onde dont il faut préciser le comportement.

Ainsi, a une masse au repos mo, on peut associer une onde de pulsation w, qui
verifie la relation de Planck :

E = hw = myc? (I —33)

Pour une particule se deplacant a une vitesse V, on utilise les resultats acquis de
la relativité, qui indique que 1’énergie cinétique a été engrangée sous la forme
d’énergie de masse.

Cela conduit a une deuxiéme relation, dans laquelle le mouvement ondulatoire
associ¢ a la particule a changé de fréquence, car on suppose toujours qu’il obéit
a la relation de Planck :

(I — 34)




Figure 1-5-2 : Onde associée de Le Broglie

En égalant la quantité myc? dans les deux relations ci-dessus, on déduit que
les pulsations w et w, doivent étre liées par la relation :

Examinons ces relations d’un point de vue relativiste. Nous désignons par
(Ro) le référentiel dans lequel la particule est au repos, et par (R) le référentiel
dans lequel elle se déplace a la vitesse V.il s’ensuit que le référentiel (R) se
déplace a la vitesse (-V) par rapport au reférentiel (R,).

La théorie de la relativité restreinte nous apprend que dans ces conditions,
I’horloge portée par la masse qui est en mouvement dans le référentiecl (R)
retarde par rapport aux horloges disposées dans le référentiel (R).ces dernieres
indiquent toutes la méme heure, car le temps est une donnée unique dans un
réferentiel donné. On fait classiquement référence a cette propriété en disant que
toutes les horloges disposées dans méme référentiel, et se déplacant avec lui,
sont synchronisées.

Si on designe par T, une durée mesurée par 1’horloge portée par la masse m, et
T la méme durée mesurée par les horloges du référentiel (R), alors nous savons
que les horloges en mouvement retardent suivant la relation :

On en déduit que des phénomenes ondulatoires de pulsation w




(Observee dans le référentiel (R)) et w, (observée dans le référentiel

( Ry)) Devraient étre liés par relation :

Dans le modele de Broglie, 1’¢électron est décrit par une onde stationnaire telle

(I — 38)

I-6 L’équation de Schrodinger :

L’¢équation de Schrédinger résulte du principe de correspondance entre la
mécanique ondulatoire de la mécanique quantique c’est-a-dire en partant des
¢quations de Maxwell qui induisent une expression fondamentale de 1’onde :

L 10%

(I —40)
Et en partant de I’écriture de 1’onde

E = Eoei(a)t—kx) (I —41)

La fonction d’onde aura la méme expression que (I-40)

U(x, t) = Ppeltxr—ob (I —42)

0 _.py P
a—LTaveck— (I —43)

oy .. B
E——L(mp— L (I —44)




(I —45)

(I — 46)

Or pour une particule de masse m soumise a un potentiel V 1’énergie totale est :

E —P2+ (x) o E P
= ==
> v(x U}

,h61|1_ h? 0%y
' " 2m 0x2

Qui exprime le mouvement d’une particule dans un espace a une dimension via
sa fonction Y(x, t) :

Y+ v()Y (I —47)

2m

+ vy (I — 48)

2m
AL|J+F(E—U)IIJ=O (I —49)

I-7 Conclusion :

Aprés avoir interpréte des points obscurs de la mécanique classique et ses
insuffisances via les expériences de I’époque et entamer la nouvelle mécanique
quantique et surtout sa fameuse eéquation de Schrddinger. Nous allons
maintenant essayer de la résoudre dune manicre approchée d’ou théorie des
perturbations ce qui 1’objectif du deuxiéme chapitre.




Référence :

[1] S.kouidri polycopie OPU exercice résolue de mécanique
quantique 2013.

[2] introduction a la mécanique quantique cours d’ouverture, EPF 3
eme année Fabien Besnard 6 février 2013.

[3] HABIB BOUCHRIHA introduction a la physique quantique cours
et application 2002.
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11-1 Introduction

ans ces cours, nous étudierons la théorie des perturbations , avec la
théorie des variations présentées dans les cours précédents, sont les
principales techniques d’approximation en mécanique quantique.

La théorie des perturbations est souvent plus compliquée que la théorie des
variations, mais sa portée est également plus large car elle s’applique a tout état
excité d’un systeme tandis que la variation la théorie est généralement limitée a
I’état fondamentale.

Nous commencerons par développer la theorie des perturbations pour les états
stationnaires résultant de des Hamiltoniens avec des potentiels indépendants du
temps et ensuite nous nous développerons la théorie aux Hamiltoniens avec des
potentiels dépendant du temps pour décrire des processus tels comme
I’interaction de la matiére avec la lumiére.

Enfin, nous appliquerons la théorie des perturbations a 1’étude des propriétés
électriques des molécules et de développer Moller-Plesset a plusieurs Corp. la
théorie des perturbations qui est souvent une procédure de calcul fiable pour

obtenir la plupart de I’énergie de corrélation qui manque dans les calculs

Hartree-Fock [1].

II- 2 La Méthode de perturbation :

La théorie de perturbations stationnaire est un outil important Pour la

description des systemes quantiques réels car trouver des solutions exactes de

I’équation De Schrodinger pour des Hamiltoniens complexes Peut étre difficile.

Dans le cas réel on peut citer des Hamiltoniens de L’atome D’hydrogéne de
I’oscillateur harmonique et d’une particule dans une boite de potentiel. Ceci est
Tres idéalisées pour décrire ces systemes physiques notamment celle qui

consideére le mouvement d’une seule particule dans un potentiel quelconque.




Alors 1’utilisation la théorie de perturbation donne des solutions connues de
certains Hamiltonien a condition que le potentiel devrait entre faible devant

I’énergie cinétique.

Cette méthode approximations a été aussi utilisé pour mieux décrire certaine

effets comme (Effet Stark, effet Zeeman ect...).
Détails mathématique :

Alors comme on avait dit il fait que les quantités qui figurent devant le cote
cinétique soit suffisamment petites pour pouvoir les négligées lors d’un

premier calcul, permettant.
Ainsi d’obtenir une certaine solution, notée | 1/1150))

Un second calcul, qui constitue la méthode des Perturbations proprement dite,

consiste alors Déterminer approximativement par étapes successives.

Les corrections a différentes ordres, a partir de la solution | qJ,EO))
Soit un systeme physique décrit par 1’Hamiltonien suivant :
(1 —-1)
Avec: H, = AW (I - 2)

On suppose connue les vecteurs propres |L|J1(10)> = |<l>n> et que les énergies
propres de I’Hamiltonien non perturbé forment un spectre discret noté.

Les problémes a resoudre par la méthode des perturbations consiste a trouver
de maniére approchée les solutions de | équation :

Alyy) = (Ho+AW) = E, | Y 1 - 3)

Donc on va déterminer les valeurs propres E,, et les vecteurs propres |L|Jn) de
1’Hamiltonien perturbéH.




[1-3 théorie des perturbations indépendantes du temps :
11-3-1 systémes non dégeneres :

L’approche que nous décrivons dans cette section est également connue sous le
nom de « Rayleigh-Schrddinger théorie des perturbations ».

Nous souhaitons trouver des solutions approchées de I’indépendant du temps
équation de Schrodinger (TISE) pour un systéme avec H Hamiltonien pour
lequel il est difficile de trouver des solutions exactes.

ﬁq’n = E P, (11-4)

. . 0) ¢ \
On suppose cependant connaitre les solutions exactes qJ,E )dun systémes « plus
simple » avec le Hamiltonien H, c’est-a-dire

7y 0 0 0
Aoy = B 4" (11 = 5)

Qui n’est pas trop différent deH.

7 0 OO
Nous supposons en outre que les états y.{” ne sont pas dégénéré ou autrement

dit E® = E,EO), n# k la petite différence entre H et Ay est considérée
comme une « simple perturbation » sur ﬁ(o) et toutes les quantités du systeme
décrit par H (le systéme perturbé) peuvent étre développées (celles deﬁ(o)).

Le développement se fait en fonction d’un parameétreA.

Nous avons:  E,=E@+1E® + 2E® +
(I — 6)

b = U0 2D
H : Hamiltonien du systéme non perturbé
H, : Hamiltonien de perturbation

w : Perturbation dont les éléments de matrice son petite ou faible par rapport a
ceux de H,

A : parameétre de perturbation (1 «< 1)




met E, ) sont appelés les corrections du premiere ordre a la fonction d’onde
et I’énergie respectivement.

;2) et E,'lz) : sont les corrections du second ordre et ainsi de suite.

En théorie de perturbation nous supposons que toutes les grandeurs perturbées
sont fonctions du parametre A.

Lorsque A=0 ona H(0) = H(O) et E,(0) = E(O) et P, (r;0) = (0)

Note 2-1 en comparant cette expression du développement en série de Taylor :

B, = E® + 2 PO | PSR PO -8
n dA 2! dA? 3! dA3 h ( )

Avec expression (5) on voit que la theorie des perturbations « correction » a le

niveau d’énergie est li¢ aux termes du développement en série de Taylor par :

ES = E,(0) 1 -9)

dE,
EWD —

R = (11 — 10)

1 d%E,
E® —

n =S (1 —11)

3) _ 1d3E,
E;7 = 3G (I —-12)

Note 2-2 le développement de I’Hamiltonien se termine apre la terme du
premiére ordre =H = Hy + AHqy [2].

Regroupons les termes selon les puissances successives de A :

Aol &) + 2 (Ao [ W) + (@ [ 9)) + 22 (Ao [ W) + (W] i) +.. = B [ ) +
AELTWD) + EP [ dn)) + 2(E [0P) + ED (W) + EP [ o))+ (11-13)

Pour que I’égalité soit vérifiée quelque soit, on identifiée les termes de méme
puissance en A :

11-3-a terme d’ordre zéro :

Ho|¢,)=E|¢.) (1 - 14)




11-3 -b Terme du premier ordre :
Holw®) + | ¢,) = EO | o) + E | ¢y) (II - 15)
11-3 -c terme du deuxiéme ordre :
Aol vy + w [ o) = EX ¢+ EP [ o)+ EP [0y (11— 16)
On ce limite de déterminer ES, E2 et | ¢(M)

Puisque A< 1= [ ,) = [ dy) et (Wnldn) =1 (11-17)

11- 3-2 Corrections du premier ordre :
3-2-a Calcul de I’énergie :
On remplace | yr,,) dans (11-17) donc (11-7) dans (11-17)
(Dnln) = [ Pn)
(10w + 210 + 22 [P)+..) = Daltbn) + 4 (| 05”) + 22(00P) = 1

= 2 (D] W) + 22 {0n|0) +..= 0 (I — 18)
Donc les coefficients des puissances en A s’annulent:
= (n[ws?) = (@a] ) = 0 (1 - 19)

A fin de déterminerET(ll) , on multiplier (1I-14) par (¢, | :

(n] o] ) + (@l [0} = B (o0 [wi) + B (@nldbn)

= B0 (0 [0°) + (60| ]00) = B (1 - 20)

vee ([ S) = 0 et (@nln) = 1
D’ou

EXY = (0| W|dy)




On injecte 1’équation (II-21) dans I'équation (1I-13)
0 —~
En=E® + 2EY = B + 1 (| W] by)

En = Ey> + (bn| Ay dn) (11 - 22)

3-2-b Calcul du vecteur propre:

{| $,)} Base orthonormée | Lp,(f)) , s"écrit en fonction des | §,,) on introduit la
relation de fermeture

Yo | D) | =1

[ W37) = (S [ dudbn [ ) [ W37) Wiy =
Smen (o [0 &1m) (1 -23)

Sim=n, <(]>n|¢(1)>

Les coefficients <c1>m|q;,(f)> s’obtiennent en multiplions (I11-19) par (b,, | ;

(&m|AolWi”) + (@l W |bn) = E (o [W5”) + B (el )

= B (& 000) + (o [0n) = B ([0 (1 - 24)

Avec (o [Pp) =0

W9,
o l?) = S

25)
On injecte (11-25) dans (11-23) :

m W n
[ yP) = Zmin% | d) (11 - 26)




La fonction propre |¢n) de H en 1% ordre s’écrit en remplagant |L|J£ll))
équation (11-27) dans (11-6) :

[0 = 149 + Zen 2 ) 4, [ )

@) = Z 1 “%g)l' M’(’;)) | b, (I1 —27)

m#*n

3-3 Corrections du deuxiéme ordre

3-3-a Calcul de | énergie :

@

Pour déterminerE,,™” , on multiplié (11-17) par |<l>n>1

(| o] 052) + (o | w5")
= B (0n|02) + B (0n[052) + E(Dnl )
+ B (0 07) + (0n|W]0) = £ (11 - 28)

Avec <<1>n|1|1(2)>

(da]wS) = 0 et (Duldn) = 1 (1 - 29)

E® = <c1>n|w|q;(1)> (11 - 30)

On remplace | q;,(})) c¢’est-a-dire équation (11-26) dans (11-30) :

ED = Z«pn( (0) "123;3 |<1>m>)

m#+*n

(©n|W|rm){Dra|W |0

Yim=n EO_g©
1-31)




(Do W | )]

E® = (I — 32)

L’énergiec propre avec correction au 2°™¢ ordre est obtenue en
substituant 1’équation (II-30) et (11-20) dans équation (I1-6)

—~ 2
_ O |y | D
En = EX + (| Hp| b ) + |<E'g;|) _f"Eg;))' (I —33)

n m

Remarque :

On peut calculer les termes a tout ordre, mais cela devient lent et complique.
Il - 4 cas des niveaux d’énergie dégénérés :

. 4 \ r 9 0 H - 7 7 s 7 -
Considérons a présent le cas d’une valeur propreEﬁ ), qui est f fois dégénéreées, il
lui correspond f valeurs propres orthonormés :

11-4-1 A Pordre zéro :

(Systeme non perturbé)

Ho | Pna) = Er(10) | Pra) (II — 34)
E,(lo) Est indépendante de a

11-4-2 Correction du premier ordre :

f
[y = [ = > e[ da) (1 - 35)

a=1

On injecte 1’équation (11-34) dans (11-3)

22:1(ﬁ0 + AW)aa | q)na) = En 25:1 Ay | (l)na)

= 3L (B | fnad + Hy | dnad) @a = En Xy a0 | dna) (I - 36)

32




On multiplié (11-36) par (¢ |

f
Z E1(10)((1)nﬁ|¢na) + (q)nﬁlﬁplcbna)
a=1

Avec (cl)nﬁlcl)na) = Saﬁ

f
0
= Z E( )Saﬁ+ (l)nﬁalM)na

a=1

Poura =
>3 _ a6
a=1“a%%ap=ag

agEy = “BEr(lO) + Z£=1“a<¢nﬁlﬁp|¢na)

Avec (Cl)nBlH |bna) = paﬁ

(1l — 37)

(Il — 38)

(I — 39)

(I — 40)

On obtient un systeme des équations linéaire homogene de coefficientsa,,.

Les coefficients ne sont pas tous nuls quant le déterminant

7y 1
Hpop — EXV8ap| = 0

(I — 41)

Ce déterminant fournit une équation de degré f en E,(ll), qui détermine les

corrections au 1¢" ordre.




L’équation (11-40) est appelé équation séculaire.
Les racines de cette équation peuvent étre simples ou multiples.

Cas extréme, les racines distinctes, donc les f valeurs propres H de sont non
dégénérées. Donc la perturbation leve complétement la dégénérescence.

Cas intermédiaire, c’est la levée partielle de la dégénérescence du niveau non
perturbé.

L’énergie et la fonction propre au 1¢” ordre sont données par :

Epy = E® + EY (I — 42)

f

|l~|—’na) = Z Tap | Lpnﬁ) (Il — 43)
B=1




11-5 Conclusion :

Nous avons vue comment résoudre 1’équation de Schrodinger via la méthode
des perturbations stationnaire ou nous avons considéré notre potentiel comme
¢tant une partie tres faible devant I’opérateur énergie cinétique.

Maintenant nous passerons a une résolution numerique ou nous conversons tous
ce qui est important a des équations numériques via bien sur dune méthode plus
sophistiques qui est 1’objectif du troisieme chapitre [3].
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Chapitre |11

Reésolution
numerique de
I’équation de

Schrodinger via une

perturbation en X4




111-1 introduction

aintenant nous arrivons a la partie le plus laborieuse de notre travail
ou on convertit toutes nos équations théoriques vues précédemment
aux chapitre I et Il a de équations numériques base sur un
organigramme de calcul

111-2 Méthode des différences finies

Pour résoudre numériquement I’équation de Schrédinger, il semble pertinent
d’appliquer la méthode de discrétisation de I’espace et des opérateurs. Sous les
hypotheses que y,y est au moins de classe C?, un dévlioppement de taylor nous
permet d’écrire les deux égalités suivantes [1] :

dys h? d*

Ylx +h)—ylx) = h—( )+§d—+0(h3) (11 —1)

Ay h2 d2

bl —h) b)) = —h— () + 57— —— () + 0(h%) (I —2)

Le somme de ces deux égalités :

Yl +h) +Wlx —h) —2¢(x)  d*y
h?  dx?

(x) + 0(h?) (111 - 3)

Apparait alors équivalent discret de 1’opérateur A (& une dimension, mais le
cas a trois dimension s’en déduit aisément). La précision de cette expression est

en O(h?).

En discrétisant I’espace d’un pas « h » et en injectant le résultat précédent dans
1I’équation de Schrddinger, il vient :

U(x +h) +P(x—h) —2¢(x)
h?2

Ylx +h) +Plx —h) —2¢(x) + R2f)YP(x) + 0(h*) =0 (I1I — 5)

+ fooWw +0(h*) =0 (11 —4)




Cette équation peut étre réécrite de facon a faire apparaitre une relation de
récurrence entre les valeurs de y aux nceuds du maillage. Le pas de la

discrétisation est fixé a (h) et ’origine est définie par point O.

Lors de la résolution numérique, 1’algorithme débute a x = —2h .la
connaissance des deux perliéres valeurs de r,, ( il s’agit de I’onde plane écrite
précédemment) permet d’initier la récurrence qui donne acces a tous les Y,




[11-3 L’organigramme de calcul :

Lire d(x), E;, E: V

Méthodes des différences finies

V(x) = 0.5 % X ** 2 + 0.0025 * X ** 4

Yy =2y — Yo + (dx2 (—2(e — v(x — dx, vy, @)) L|Jl))

Afficher T




Psi perturbé

1
4

x(d)

Figure 1 : la fonction d’onde perturbée en fonction de X

La figure montre I’évolution de la fonction d’onde perturbée en fonction de x. Un
comportement Gaussien pour des X < 4.5 puis une déviation au dela X de X = 4.5 induit par
I’influence du potentiel anharmonique.




| 2 I

Psi non perturbé

Figure 2 : la fonction d’onde non perturbé en fonction de X

La figure montre bien la variation de notre fonction d’onde non perturbé qui a
une forme Gaussienne.




— 1/2x*+0.0025x"

Figure 3 : Présentation du potentiel anharmonique

La Figure montre 1’évolution du potentiel anharmonique en fonction de la

longueur d’oscillateur harmonique X = —— une augmentation monotone au

fur a mesure que x augmente.




— — perturbé 0.0025x"
non perturbe

Figure 4 : présentation de deux potentiel perturbé et non perturbé

La Figure 4: montre I’évolution de notre fonction d’onde en présence/absence
d’une perturbation de la forme 0.0025 x X* la courbe en ligne continue
présente 1’évolution de la fonction d’one en absence de la perturbation la courbe
en pointillé donne la variation de la fonction d’onde en présence de la
perturbation.

D’aprés cette figure on remarque que les deux courbes gardent la méme
Gaussienne au fur a mesure que X < 4.5au dela de cette valeur un décalage est
observé dd a la perturbation ce qui nous permet de conclure que notre
perturbation commence a ce dominer a partir de I’augmentation de x et plus
précisément X > 4.5,




— 1/2X°+0.0025x"
1/2x°

Figure 5 : présentation des deux potentiels harmoniques et non harmoniques

La figure justifie I’interprétation que nous avons fais pour la figure au dessus.
Vous pouvez remarquer ¢a sur la figure un décalage est observée au dela de

X =45




Conclusion générale :

Nous avons présenté dans ce travail un certain nombre de résultats relatif a la
résolution approximative de I’équation de Schrodinger via la présence d’un

potentiel harmonique. D’ailleurs ce type de probléme est connu physiquement...

L’objectif de ce travail était dans un premier temps de combler les lacunes de
la mécanique classique vis-a-vis les merveilleuses expériences de 1’époque en
résolvant les équations des ondes et les équations de I’électrodynamique

classique de Maxwell.

Nous avons résolue notre d’une equation de Schrédinger maniere approchée et
parmi les approximations possible on choisir la méthode de perturbation puis

passerons a une resolution numérique.

Dans un second temps nous avons écrit un langage numérique inspiré par un
programme en Fortran 77 ou nous avons présenté nos résultats qui paraissent

tres clairs et trés correcte.




Résumé:

Dans ce travail, nous avons étudié le traitement classique de I'équation
ondulatoire dans lequel nous avons traité les idées fondamentales de la
mécanique quantique qui sont : Expérience de Young, Effet photoelectrique et
Spectres atomiques.

Nous résolus 1’équation de schodinger via la méthode appelé la théorie du
perturbation ou nous avons pris comme perturbation Bx*dit aussi perturbation
anharmonique .

Via un programme nomme Fortran 77, qui nous a aideé a ressortir les calcules.

Abstract
Anglais :

In This work, we have studied the classical treatment of the wave equation in
which we have treated the fundamental ideas of quantum mechanics which are:

Young's Experiment, Photoelectric Effect and Atomic Spectra.

We solved the Schrodinger equation via the method called the perturbation
theory or we took as perturbation fx* also called anharmonic perturbation.

Via a program called Fortran 77, which helped us to bring out the calculations

Arab:
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