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Introduction

epuis le début de sa présence sur terre, [’homme a toujours cherché a découvrir son environne-
Dment et comprendre les phénomenes qui l'entourent (les types et les fluctuations des différentes
especes d’animauz, les migrations des différentes populations et les propriétés écologiques de
son miliew ...) afin d’améliorer les différents aspects de sa vie quotidienne en terme de nutri-
tion, santé, transport, sécurité et protection ... . Il a bien sur essayé d’expliquer les différents
phénomenes naturels et bien les exploiter pour son meilleur intérét. Les écologistes ou biolo-
gistes sont de plus en plus confrontés aux défis de prévoir les conséquences des changements
des systémes qu’ils observent. Comprendre le fonctionnement d'un Ecosystéme est un enjeu
majeur pour la gestion des ressources et de l’environnement. Cependant ce but reste difficile a
atteindre vue la complexité des systemes naturels, en particulier dans le milieu aquatique ot de
trés nombreux processus de toutes natures interagissent avec des organismes vivants. Plusieurs
questions intéressantes peuvent étre posées a propos des Ecosystémes :

e Quels sont les facteurs qui influencent la stabilité d’un Ecosystéme ?

o Quels sont les facteurs contrélant la variabilité des abondances de différentes composantes de
I’Ecosysteme et notamment sur sa structure ?

o Quel est limpact de U'hétérogénéité spatiale sur les interactions entre populations et sur le
comportement de I’Ecosysteme?

e Quelles sont les variations d’abondance dues aux changements naturels ou anthropiques du
maliew ?

Pour répondre a ces questions, différentes approches méthodologiques existent. On peut citer
lobservation directe du milieu, l'expérimentation in vitro ( un test en dehors de I’Ecosystéme )
et in situ ( examiner un phénomeéne exactement a 'endroit ot il se déroule) et la modélisation
mathématique et informatique. Mon travail se situe dans cette derniére direction et consiste en
l’¢laboration et ’étude, essentiellement théorique, de modeles mathématiques. La modélisation
mathématique est avant tout, [’expression d’une démarche visant a expliquer des relations : dans
des phénomenes mettant en jeu des relations entre les abondances de plusieurs populations,
elle fournit un systéme théorique capable de combiner ces quantités suivant des mécanismes
connus ou supposés provenant de probléemes Ecologiques. L’écologie de population, qui étudie
la croissance de population, les relations de mortalité, de concurrence et de proie-prédateur est
certainement le domaine le plus mathématiquement développé de l’écologie et qui laisse la porte
ouverte pour un développement plus large.

De fagon générale, si x(t) représente la proie population et y(t) celle du prédateur au temps t,
alors un modéle proie-prédateur s’écrit sous la forme suivante

é—f = f(z) = F(z,y)y

. (1)
y — J—

il eF(z,y)y — qy,
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ou x ety désignent respectivement les densités de proies et de prédateurs au temps t, f(z)
représente le taux de croissance des proies en l'absence de prédateurs, F(x,y) désigne le taux
d’alimentation moyen d’un prédateur (c’est-a-dire la réponse fonctionnelle des prédateurs a la
densité des proies). Les paramétres e et q dénotent lefficacité des prédateurs a convertir la
proies dans la nouvelle progéniture du prédateur et le taux de mortalité des prédateurs, respecti-
vement. On suppose généralement que la réponse fonctionnelle augmente avec densité de proies,
et diminue (ou ne change pas) avec la densité de prédateurs, ceci peut étre classé comme :

(a) Proie-dépendant, lorsque la densité des proies seul détermine la réponse comme par exemple
les modeles de Holling type I IT I11.

(b) Prédateur-dépendant , lorsque les populations de prédateurs et de proies affectent la réponse

comme modéle on cite celui de Angelis et Beddington [75] ot la fonction réponse est donné
par :
azx
F =,

(¢) Ratio-dépendant, lorsque le tauz d’alimentation est déterminé par le rapport de la densité
des proies a la densité des prédateurs. On peut citer comme exemple le modeéle de Arditi
et Ginzberg [79] de réponse fonctionnelle :

Alz/y) ax

Flay) = 1+hA(z/y) by+a

Un compte rendu historique de la pertinence biologique de la réponse fonctionnelle est disponible
dans [27].

Naturellement, la périodicité et les fluctuations environnementales ont une grande influence
sur linteraction entre proies et especes prédatrices, ces caractéristiques nous amenent a proposer
une évolution du modéle proie-prédateur (1) wvisant a la prise en compte de ’environnement
fluctuations dans ce systeme d’équations différentielles. Il y a quelques littérature ou les auteurs
ont considéré les modeéles d’équations différentielles ordinaires non autonomes pour étudier les
modéles avec des paramétres variant selon les saisons (voir [9,[17),[45),[15],[18],[20],[79),144])
et les références qui s’y trouvent). De plus en plus de chercheurs commencent & enquéter les
systemes écologiques a perturbation aléatoire soumis au bruit environnemental, par exemple,
dans [15],[1/], les auteurs montrent que les fluctuations aléatoires jouent un role crucial dans la
dynamique des populations qui peut affecter de maniére significative le comportement temporel
des systémes proie-prédateur (voir aussi [75],[77]).

Récemment, dans [25], les auteurs considérent un modéle proie-prédateur expérimental va-
riant selon les saisons pour étudier l'influence des variations du niveau d’eau du lac de parloup
sur linteraction entre deux especes de poissons. Le lac de Parloup est un réservoir ou ’eau est
prélevée partie du Vioulou, une riviére située a 30 km au sud a l'est de Rodez. Il fait partie
des plus grands lacs artificiels de France, permettant de stocker l’eau pendant les saisons de
forte électricité demande. La gestion de ce lac est d’une importance considérable importance
écologique. Variations importantes de [’eau le niveau du lac peut avoir un fort impact sur la
persistance de certaines espéces en particulier espéces de poissons [/7],[21]. En effet, l'augmen-
tation du volume d’eau empéche la capture de la proie par le prédateur. Le méme raisonnement
est appliqué lorsqu’il y a diminution du volume d’eau, favoriser la capture de la proie par le
prédateur; les auteurs ont utilisé les densités de population de [’espece Brochet comme proie et
I’espece Gardon comme prédateur, le brochet et le gardon sont les espéces les plus importantes
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de ce lac. Ils ont étudié les comportements dynamiques du systéme proie-prédateur suivant

(0~ 6060 - me6(0) —win (10 500w ) B0
dz—it) = epmin (T(t)B(f)%,vB) B(t) — mpB(t),
L G(0) = Go>0, B(0) = By > 0,

ou G(t) et B(t) sont respectivement les densités de proie et de prédateur au temps t et r(t) est
la fonction d’accessibilité pour le proie. Lorsqu’un prédateur attaque une proie, il a accés a une
certaine quantité de nourriture en fonction du niweau d’eau. Lorsque le niveau d’eau est faible
le prédateur est plus en contact avec la proie. Ils ont supposé que la fonction r(t) est annuelle
périodique et continue, c’est-a-dire que v est 1-périodique, la valeur minimale r1 est atteinte au
printemps et la valeur mazimale ro est atteinte a l’automne.

Ce mémoire se constitue de trois chapitres. Nous détaillons ici le contenu de chacun d’entre
eur.

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques notions de base sur les équations
différentielles ordinaires

Dans le second chapitre, nous rappelons quelques modeéles de base sur la dynamique de
population : notions de base sur la dynamique des population, modele de dynamique d’une seule
population, deux population en intéraction et différentes formulations de la fonction réponse de
prédateur.

Dans le troisiéme chapitre, nous considérons le cas ot la périodicité se produit dans les
taux de prédation en commutant entre deux niveauzr comme suit :

ry = r(l+J) saison haute,

r— = r(l—0) saison basse,

ot r est le taux moyen de prédation, et 0 < § < 1 représente la résistance de la saison de
forcage. En tant que premier pas, nous considérons un modeéle avec 6 = 0, nous ignorons ainsi
les variations de niveau d’eau. Le modéle qui en résulte est un systéme d’équations différentielles
ordinaires, pour lesquel nous étudions la persistance, l'extinction des prédateurs et la stabilité
des équilibres. Dans le second modeéle, nous prenons en compte les variations du niveau d’eau
dans le lac (6 # 0) qui conduit & adapter le premier modéle a cette situation plus réaliste,
pour lesquel [’existence d’un domaine invariant, qui contient toutes les solutions périodiques
annuelles du systeme a commutation, est prouvée. Une application sera présenté a la fin de ce
chapitre.
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Chapitre 1

(Généralités sur les équations
différentielles ordinaires

Dans ce chapitre, on introduit quelques définitions, notations, et théorémes fondamentales
sur ’existence, unicité, stabilité, bornitude, permanence et persistance d’une équation différen-
tielle ordinaire.

1.1 Définitions et notations

Soit U un ouvert de R x R™ et f: U — R™ une application continue et dérivable, et soit
. dx
YA o |

On considere I’équation différentielle

@ = f(t,z(t)), (t,z)€eU, (1.1)

avec t désigne le temps.

Si la fonction f dépend du temps ’équation (1.1) est dite non autonome.
Au contraire, on dit que [’équation est autonome si la fonction f ne dépend pas explicitement
du temps

&= f(x(t)). (1.2)
Exemple 1.1.1. Avecem =1 :
1. Equation autonome : & = x(t).
2. Equation non autonome : & = x(t) +t.

Définition 1.1.1. On dit que l’équation (1.1) est linéaire si * = L(t,z) + h(t), ot L(t,x) est
linéaire en x ; linéaire et homogéne si h = 0 et linéaire non homogéne si h(t) # 0.

Définition 1.1.2. (Solution locale)[!1] Une solution de (1.1) sur un intervalle ouvert I C R
est une fonction dérivable x : I — R™ telle que

(Vtel) (t,xz(t) eU

(Vtel) = f(t,x(t)).
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Remarque 1.1.1. Pour (ty,z) € U donné, un probléeme a valeur initiale associé a l’équation
(1.1) est généralement exprimé sous l’écriture suivante

z(t) = ft,x(t)),
(1.3)
iL'(to) = X,

Définition 1.1.3. (Solution périodique)|22] Soit x(t) une solution de (1.1). On dit que x(t)
est une solution périodique s’il existe T > 0 tel que x(t +T) = x(t) pour tout t € R.

Définition 1.1.4. (Trajectoire)[/0] On appelle orbite ou trajectoire ’ensemble des points
(x(t)) ou t parcourt I. C’est l'ensemble : {z(t)/t € I}.

Remarque 1.1.2. [/(] Deux trajectoires distinctes sont disjointes.

Définition 1.1.5. (Cycle limite)[ 1] Un cycle limite est une trajectoire fermée isolée, au moins
d’un coté.

Définition 1.1.6. (Ensemble invariant)[!] Soit un systéme dynamique donné par

T = f(x,y),
(1.4)

y = g(z,y),

ol f et g sont différentiables et de différentielles continues sur R?. Un domaine D du plan est
dit positivement invariant si quelle que soit la condition initiale (zo,v0) € D, la trajectoire
correspondante reste dans D lorsque t — +oc.

Définition 1.1.7. (Les isoclines zéros)|!| Les isoclines zéros sont les lieux des points du
plan (x,y) ot l'une des composantes du vecteur vitesse est nulle. Par conséquent, en dimension
deux, il existe deux types d’isoclines zéro :

e Les isoclines vérifiant & = f(x,y) = 0, qui sont appelées isoclines verticales. La compo-
sante «horizontaley (c’est-a-dire le long de l'aze des abscisses) de la vitesse y est nulle.
Lorsqu’une trajectoire coupe une isocline x = 0, la direction du vecteur vitesse, qui est
tangente a la trajectoire, est verticale.

e Les isoclines vérifiant y = g(x,y) = 0, qui sont appelées isoclines horizontales. La com-
posante «verticaley (c’est-a-dire le long de l'aze des ordonnées) de la vitesse y est nulle.
Lorsqu’une trajectoire coupe une isocline y = 0, la direction du vecteur vitesse est hori-
zontale.

Définition 1.1.8. (Critére de divergence Dulac-Bendixon)|3J] Dans cette définition,
nous nous intéréssons auxr systemes dynamiques dans le plan. Nous allons présenter un ré-
sultat significatif sur la non-existence des solutions périodiques : le critere de divergence Dulac-
Bendizon. Ce critére est un outil trés important qui assure la non-existence des solutions pé-
riodiques. Soit le systéeme planaire
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0 0
Supposons que Q C R? est simplement conneze. Si la divergence’ —f + 79 n’e s’annule pas et

or 0Oy

de signe constant sur €2, alors ) ne contient pas d’orbite périodique.

Théoréme 1.1.1. (Théoréme du point fize de Brower)| 0] Soit M un compact, convexe

non vide de R™, st f : M — M est une application continue alors f posséde au moins un point
fixe dans M.

Définition 1.1.9. (Intégrale premiére)|!] Une fonction H(x,y) est dite intégrale premiére
du systeme dynamique (1.4) sur un domaine E du plan si H(z(t),y(t)) est constante pour toute
solution (x(t),y(t)) du systéme (1.4). Le fait que la fonction H(x(t),y(t)) soit une intégale
premiere implique qu’elle vérifie la relation suivante

dH(x(t),y(t) _OH . 0H . _ OH OH -
7 =5 4+ 57 = 72 flz,y) + 9 g(x,y) = 0.

Proposition 1.1.1. (Condition suffisante du second ordre)[31] Soit f de classe C* sur
un voisinage de a, ot a est un point intérieur de D C R". On note Hessf(a) La matrice
hessienne de f en a.

SiVf=0 et Hessf(a) définie positive, alors f a un minimum local strictement en a.

1.2 Existance, unicité et bornitude des solutions

Nous rappelons, dans cette section, quelques résultats de base sur I’existence, 1'unicité et la
bornitude des solutions de I'équation (1.1).

Définition 1.2.1. (Probléme de Cauchy)[!1] Etant donné un point (ty,z¢) € U, le probleme
de Cauchy consiste a trouver une solution x : I — R™ de (1.1) sur un intervalle I contenant t,
dans son intérieur, telle que z(ty) = xo.

Interprétation physique.[l1]

Dans de nombreuses situations concrétes, la variable t représente le temps et © = (xq, ..., Tp,)
est une famille de paramétres décrivant [’état d’un systéme matériel donné. L’équation (1.1)
traduit physiquement la loi d’évolution du systéeme considéré en fonction du temps et de la valeur
des parametres. Résoudre le probleme de Cauchy revient a prévoir ’évolution du systeme au
cours du temps, sachant qu’ent =ty le systéme est décrit par les parametres xo = (To1,-..; Tom)-
On dit que (tg,zo) sont les données initiales du probléme de Cauchy.

Définition 1.2.2. (Localement Lipschitzienne)|20] Soit U un ouvert de RxR™ et f: U —
R™ une fonction continue. On dit que f = f(t,z) est k-Lipschitzienne en x si

V(t, 1), (Lw2) € U || f(t 1) = ft,22) (IS F (] 20 =22 ] (1.5)

(k ne dépend pas de t).
[ est dite localement Lipschitzienne en x si ¥(to,xo) € U, il existe un voisinage V (to,zo) de
(to, o) dans lequel f est k-Lipschitzienne.

Théoréme 1.2.1. (Existence)[20] Soient U un ouvert de RxR™ et f: U — R™ une fonction
continue. Pour tout (tg,xo) € U, le probleme (1.3) admet au moins une solution.

1. La divergence d’un systéme en un point mesure la maniére dont les trajectoires convergent ou divergent
au voisinage de ce point.
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Théoréme 1.2.2. (Unicité)[20] Soient U un ouvert de R x R™ si f : U — R™ une fonction
continue et localement lipschitzienne en x, pour tout (ty,zo) € U, le probléme (1.3) admet une
solution unique.

Théoréme 1.2.3. (Existence et unicité locale)[””] Soit f(t,x) une fonction continue par
morceaux en t et satisfaisant la condition de Lipschitz

It z) = fty) 1<K o=yl

Ve,y € B={x € R"/ || v —xo ||< r},Vt € [to, t1]. Alors il existe certain § > 0 telle que
Uéquation & = f(t,z) avec x(ty) = xo admet une solution unique sur [ty, to + 0].

Preuve. Voir [22].

Théoréme 1.2.4. (Existence et unicité globale)[””] Soit f(t,x) une fonction continue par
morceaux en t et satisfaisant la condition de Lipschitz

It z) = fty) 1<K o=yl

Ve, y € R™ Vt € [to, t1]. Alors Uéquation & = f(t,x) avec z(ty) = x¢ admet une solution unique
sur [to, t1].

Preuve. Voir [22].
Interprétation géométrique.[l1]

Le théoreme d’unicité 1.2.2 signifie géométriquement que des courbes intégrales distinctes ne
peuvent se couper.

Définition 1.2.3. (Bornitude des solutions)[””] Les solutions du systéme (1.3) sont :

1. Uniformément bornées s’il existe une constante positive ¢, indépendante de ty > 0, tel que
pour tout a €)0, [, il existe B = B(a) > 0, indépendante de tq, satisfaisant

[z(to) < a=| =) <5, V=t (1.6)

2. Globalement uniformément bornées si (1.6) est vérifiée pour a €]0, +o0].

1.3 Stabilité des solutions d’un systéme différentiel

On considére le systéeme non autonome suivant

2(t) = [f(t (1)),
(1.7)
SL’(to) = X,

telle que f: R, x R™ — R™ continue en t, localement Lipschitzienne en x.

Définition 1.3.1. (Matrice Jacobienne)[3”] Si f : U — RP est différentiable en a € U C
R™, alors on appelle matrice Jacobienne de f en a la matrice
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oh o

T )
ofi
0= (3,0) 1, -
", s,
G_xl(a) %(a)

Sip = m, alors Jg(a) est une matrice carrée. Son déterminant est appelé le Jacobien de
f en a.

Définition 1.3.2. (Développement d’une fonction f(x) de Taylor au voisinage d’un

point z) [I| Le développement de Taylor d’une fonction f(x) au voisinage d’un point T est
donné par [’expression suivante
1 d? 1d”
F@) = @) + L@~ )+ g L@ =7+t @) 20 (- ),

ou 0 ((x — x)™) est une fonction qui tend vers 0 plus vite que (x — )", lorsque © — .

Définition 1.3.3. (Point d’équilibre et portrait de phase)|!| En général on ne sait pas
résoudre l’équation différentielle (1.7). On fait alors une étude qualitative de ses solutions. Cette
étude commence par la recherche des points d’équilibre (encore appelés singularités, points sta-
tionnaires, points fixes, ou simplement équilibres) de l’équation différentielle. En un point d’équi-
libre, la witesse s’annule

dx

— = 0.

dt
Les équilibres, que nous notons x*, vérifient donc l'équation suivante

L’étape suivante consiste a déterminer si un point d’équilibre est Localement stable.

Pour cela, on considére un point voisin d’un équilibre x*. Définissons une nouvelle variable
locale, u(t) = z(t) — x*. La wvariable u(t) est égale a zéro lorsque z(t) = x*. Nous allons
maintenant rechercher 'équation différentielle qui gouverne la variable u(t) quand la variable
u(t) reste petite, c’est-a-dire que z(t) reste au voisinage de x*. Nous avons

du dx
a o dr f(z),
comme la variable x(t) reste dans le voisinage de l’équilibre x*, nous développons la fonction
f(x) en série de Taylor au premier ordre au voisinage de x*
%—f(x )—i-@(af Y — ")+ 0(x — z¥).

On a f(x*) =0, alors nous donne

d

d—TZ = Nu+0(u), (1.8)
avec \* = %(1‘*) Si on néglige le terme 0(u), U'équation différentielle (1.8) admet la solution
survante

u(t) = u(0) exp(A*t).

La stabilité du point fize est donc donnée par le signe de \*.



1.3 Stabilité des solutions d’un systéme différentiel 14

o Si N <0, u(t) tend vers 0 lorsque le temps tend vers +oo et par conséquent x(t) tend vers
x*. On dit que I’équilibre est stable.

o SiA* >0, u(t) tend vers oo, selon le signe de u(0), et par conséquent x(t) s’éloigne de part
et d’autre de x*. On dit que [’équilibre est instable.

e Si A" =0, le point d’équilibre peut étre stable, instable ou encore conduire a deux mouveauz
portraits de phase appelés shunt positif si la vitesse est positive et shunt négatif si la vitesse
est négatif de part et d’autre du point d’équilibre.

Les portraits de phase, c’est-a-dire la représentation sur l'axe x du point d’équilibre et de [’évo-
lution des trajectoires dans son voisinage présentent dans les figures suivantes

-
3
-
FA
.
v

|3 bl

FIGURE 1.1 — (a) Portrait de phase d’un équilibre stable. (b) Portrait de phase d’un équilibre
instable.

-*

..'__ ._*__.‘_*_
|a] |b]

FIGURE 1.2 — (a) Portrait de phase d’un shunt positif. (b) Portrait de phase d’un shunt négatif.

Remarque 1.3.1. Il faut bien noter que la stabilité dont nous venons de parler est locale,
c’est-a-dire que notre critére ne s’applique qu’au voisinage de ’équilibre x*, puisque nous avons
négligé des termes qui ne sont petits qu’au voisinage de [’équilibre.

Définition 1.3.4. (Stabilité)[/(] Le point d’équilibre x* de (1.7) est stable, si pour tout € > 0,
il existe n > 0 telle que pour toute condition initiale xog on ait :
| xo — 2" ||[<n = || x(t,zo) — 2" ||< €, ¥Vt >0,

ce qui signifie que les solutions restent aussi proches qu’on le veut de x* pourvu qu’elle en soient
assez proches a linstant 0; Si, de plus,

lim || z(t) — 2" ||=0,

t—+o0

le point x* est dit asymptotiquement stable.

Définition 1.3.5. [/0] On dit que le point d’équilibre x* est instable s’il n’est pas stable.
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Les dessins qui suivent illustrent les notions qui viennent d’étre introduites :

T T @z
JI\ /A JI\
T~ \ T e T~

T - - N——— - - < e T T e N
P SSER== R =y

************* € = S vt
0 “t 0 =t O =

stable asymptotiquement-stable instable

1.3.1 Linéarisation au voisinage d’un point d’équilibre

La forme générale d’un systéme de deux équations différentielles ordinaires autonomes est

la suivante ‘ o)
:C = x?@/?
{z'/ = g(z.y), (19)

la démarche pour ’étude d’un systéme (1.9) est en partie la méme que celle utilisée pour une
seule équation. Pour avoir des informations sur la stabilité locale d’un point d’équilibre, on
procede a la linéarisation du systéme au voisinage de chaque point d’équilibre. Soient (u(t), v(t))
les coordonnées locales au voisinage d’un d’équilibre donné (z*,y*) :

u(t) = z(t) — ¥,

v(t) = yt) -y

Si les variables locales u(t) et v(t) tendent vers 0, alors la trajectoire tend vers l’équilibre (x*, y*).
Pour linéariser, comme dans le cas d’une seule équation, on recherche le systéme d’équations
qui gouverne les variables (u,v) en faisant une approximation du premier ordre au voisinage
du point d’équilibre :

U=i=flz,y) = fla*,y") + %(x*,y*)(fc — ") + Z—ch(w*,y*)(y — )+
(1.10)

v—y—g(w,y)—g(l’,y)vLaz(w,y)(w x)+5y(fﬂ,y)(y y*) + ..

en utilisant les relations définissant le point d’équilibre, c’est-a-dire f(z*,y*) = g(x*,y*) = 0,
aprés substitution des coordonnées locales dans les équations (1.10) et en négligeant les termes
d’ordre superieurs a 1 dans le développement de Taylor, nous obtenons le systéme linéarisé
sutvant :

o of L of (v .
U = 81'(3: 'Y )U"‘ 6y($ 'Y )U7

(1.11)
U_ax(mvy)u—i_ay(xay)v:
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qu’il est possible de réécrire sous une forme matricielle :

v dg dg v

la matrice précédente des dérivées partielles que nous notons A s’appelle la matrice Jacobienne :

af of
Oz 3_y apr a2
A= = (1.12)
@ @ G21 Q22
or Oy

ol a;; est le coefficient (i, j) de la matrice Jacobienne de l’équation (1.12). Le modéle linéaire
s’obtient donc en calculant la Jacobienne au point d’équilibre du systéme :

U aj;  ais U
= , (1.13)

Y * *

avec la notation a; = a;;(x*,y*). Le modéle linéaire (1.13) est aussi appelé la partie linéaire du

systéme (1.9) au voisinage d’un équilibre. Ce modéle est un modéle plus simple que le systéme
non linéaire dont il est issu car il est linéaire.

1.3.2 Stabilité d’un systéme linéaire en dimension 2

Soit un systeme linéaire de deux équations différentielles ordinaires du type
X = AX (1.14)

ann a2 T
avec A = , est une matrice inversible, et X = ( ) .

a21 Q22
Rappelons que les valeurs propres d’une matrice A vérifient [’équation suivante

Au = Au,

ol A est valeurs propre de la matrice A et u est un vecteur propre a droite associé a cette
valeur propre. Cette équation signifie que l'image du vecteur u par ’application linéaire est un
vecteur de méme direction que u. Les valeurs propres sont solutions de [’équation caractéristique
sutvante
det(A —AI) =0,

ou I est la matrice identité de dimension 2. Nous avons distingué trois cas qui dépendent des
valeurs propres de la matrice A :

1. Les valeurs propres sont réelles et distinctes.

2. Il existe une valeur propre double et réelle.

3. Les wvaleurs propres sont complexes conjuguées.



1.3.2 Stabilité d’un systéme linéaire en dimension 2 17

1l est usuel de présenter ces différents types de solutions dans le plan de la trace et du détermi-
nant de la matrice (trA,det A). Pour distinguer les trois cas, revenons a l’équation caractéris-
tique associée au systéme (1.14) qui est donnée par

A —trAXN 4+ det A = 0,

ou !
e trA = ay + ax est la trace de A.
o det A = ay1a90 — a12a91 son déterminant.

Démonstration.

ay — A Q12
a21 agy — A

det(A—A) =0 <

= (an — )\) <a22 — )\) — A12a21 = 0
< a11092 — /\((111 + (122) + A2 — aiaas = 0
=4 )\2 — (a11 + agz))\ + (&11&22 — CL126L21) =0

& N —trA\+det A =0. [ |
Rappelons que pour une équation du second degré ax® + bx + ¢ = 0, la somme des racines est

. \ . . . C . .
égale a —— et le produit des racines a —. En conséquence, si A1 et Ay sont les valeurs propres

racines de [’équation caractéristique, nous avons les relations suivantes :
trA = )\1 -+ )\2,

det A = )\1)\2,
A = (trA)* — 4det A,

alors les valeurs propres de cette équation sont, dans C

trA+/(trA)? —4det A
5 :

A =

Suivant la nature des valeurs propres, nous avons les cas suivants

1. Cas de deux valeurs propres réelles distinctes
Le systeme (1.14), se transforme en U = JU, avec U = (u,v) et

A1 0

J = :
0 Ao

La solution évidente de ce systeme est :
u(t) = vexp(Ait),

v(t) = dexp(Aat).
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Avec 7,0 > 0. Trois cas peuvent étre distingués :

(a) Si A >0 et <0, alors tlgglo u(t) = +o0, et tlggo v(t) = 0, donc le point critique
x = xo est un point selle (col) qui est toujours instable (det A < 0).

(b) Si A <X <0, alors tllglo u(t) =0, et tliglo v(t) = 0, donc le point critique x = x¢ est
un neud stable (det A > 0,trA < 0).

(c) Si0 < A\ < Ay, alors tlgglo u(t) = +oo, et tlirglov(t) = +o0, donc le point critique

x = o est un neud instable (det A > 0,trA > 0).

5 X
] / / \
3 4 ,'/ \‘-.‘
1 -/ = /,f/ \ \-\
y =—» i\g-“g:Ea
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¥ 1 3

5
X

FIGURE 1.3 — Portrait de phase d’un point selle.
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FIGURE 1.5 — Portrait de phase d’un nceud stable.
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2. Cas d’une valeur propre réelle double

(i) Dans le cas ou A est diagonale, \y = Ao = Ao # 0, la matrice peut se mettre sous la
forme

J:

Deux cas sont a distinguer
(a) \o >0, il s’agit d’une étoile instable (trA > 0).
(b) Mo <0, il s’agit d’une étoile stable (trA < 0).
(ii) Si A nest pas diagonale, la matrice peut se mettre sous la forme
Ao 1
J=
0 Ao
Deux cas sont a distinguer
(a) \o >0, il s’agit d’un neud dégénéré instable (trA > 0).
(b) Ao <0, il s’agit d’un neud dégénéré stable (trA < 0).

X

FIGURE 1.6 — Portrait de phase d'une étoile instable.

X

FIGURE 1.7 — Portrait de phase d’une étoile stable.
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=

FIGURE 1.8 — Portrait de phase d’un noeud dégénéré instable.

£

N

FIGURE 1.9 — Portrait de phase d’un nceud dégénéré stable.

3. Cas de deux valeurs propres complexes conjuguées
Dans ce cas, la matrice peut se mettre sous la forme

a —f
b «

Rappelons que les valeurs propres de la matrice A sont Ao = o i3

J:

(a) Si B # 0, alors le point critique x = xo est un foyer. Il est stable si Re(A12) <
0(trA < 0), et il est instable si a« > 0(trA > 0).

(b) Si A12 sont imaginaires pures, alors le point critique x = xq est un centre (trA = 0),
qui est stable mais pas asymptotiquement stable.
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FIGURE 1.12 — Portrait de phase d'un centre.
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"-\__ o detA
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N Foyer Foyer
My .
Y stable instable
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!
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Neeud AN @;@ Noeud
stable kY — instable
irA
’
disc =0
Point selle Point selle

FIGURE 1.13 — Topologie des systémes planaires en dimension 2 en fonction de la trace et de déter-
minant de la matrice A dans le cas det A # 0. Nous utilisons la notation disc = A = (trA)? — 4 det A.

1.4 Permanence et Persistance

Ces derniéres années, le concept de persistance a joué un réle important dans la modélisa-

tion mathématique en écologie. Biologiquement, lorsqu’un systeme d’especes en interaction est
persistant dans un sens approprié, cela signifie que toutes les especes survivent a long terme.
Mathématiquement, la persistance d’un systéme signifie que les solutions strictement positives
n’ont pas de points limites sur la frontiére du cone non négatif. Plusieurs définitions de la per-
sistance ont été développées afin d’analyser des modeéles mathématiques.
La permanence signifie persistance plus dissipativité, en plus de la survie a long terme, elle tient
compte aussi des limites de la croissance des especes. En 1986, Butler, Freedman et Waltman
[5] ont donné des définitions pour la persistance faible, forte et uniforme, pour les systémes
dynamiques, dans un espace métrique localement compact. On pourra trouver chez Freedman et
Waltman (1984)[17], Waltman (1989), Freedman et Moson (1990) et Huston et Schmilt (1992),
toute une théorie sur la persistance/permanence des systémes autonomes. Pour plus des infor-
mations voir [10].
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Dans la suite, nous rappelons les définitions analytiques de la Permanence et Persistance.

Définition 1.4.1. (Persistance)|”5] Soit X; une espéce de densité. X; est dite :

e Fuaiblement persistance st
limsup X; > 0.
t—-+o0
e Fortement persistance si
liminf X; > 0.
t——+o0
e Uniformément persistance st
liminf X; > ¢ > 0.
t——+o0
Définition 1.4.2. (Dissipatif)][”5] Un systéme est dit dissipatif lorsque pour toute population
X, il existe M; > 0, fini, tel que
limsup X; > M;.
t——+o0
Définition 1.4.3. (Permanent)[”27] Un systéme est dit permanent s’il est uniformément per-
sistant et dissipatif.

Définition 1.4.4. (Permanence et non permanence)|’’] Pour un systéme différentiel,
une composante x(t) est dite permanente s’il existe 0 < a < 3, tels que pour toute condition
initial ©(0) > 0, on a

a < liminfz(t) < limsupz(t) < f.

t—o0 t—00

Un systeme est permanent si toutes ses composantes sont permanentes.



Chapitre 2

Quelques modeéles de base sur la
dynamique de population

Dans ce chapitre, on rappelle quelques notions de bases sur la dynamique des populations.
Ensuite, on se présente quelques modéles classiques utilisés en biomathématique pour modéliser
I’évolution de populations d’espéce animales.

2.1 Notions de base sur la dynamique des populations

Dans cette section, on introduit quelques définitions sur la dynamique des populations.

Définition 2.1.1. (L’individu)[!Y] L’individu est une entité unique, quels que soient son es-
pece et son dge. Lindividu est également séparé de son milieu par une barriere physique, ce qui
ne l’empéche pas d’interagir avec son environnement. L’écologie permet de comprendre comment
les individus sont affectés par leur environnement et comment ils affectent leur environnement.
La vie d’un individu est caractérisée par des étapes : il grandit, se éveloppe, se reproduit puis
meurt. Tout au long de sa vie, lindividu interagit avec son environnement. De plus, ["individu
puise l’énergie nécessaire a son développement dans [’environnement. Il consomme ainsi des
ressources qu’il accumule sous forme de réserves. Ces derniéres sont ensuite attribuées a diffé-
rentes fonctions au cours de sa vie : croissance, maintenance et reproduction. Dans le méme
temps, Uindividu produit des déchets rejetés dans l’environnement et qui peuvent modifier ce
dernier.

Définition 2.1.2. (La population) /], [70], [7/], [/1] La population est un ensemble d’indi-
vidus d’une méme espece qui vivent sur un méme territoire, qui sont en interaction entre eur,
et qui se reproduisent entre eux. La notion de population est un concept tres utilisé en écologie
et a fait l'objet de trés nombreuses investigations au cours du sieécle dernier.

La taille d’une population est mesurée par une grandeur appelée densité de population ou l’abon-
dance, elle est le plus souvent appliquée a des organismes vivants et exprimée en termes d’in-
dividus par unité de surface ou de volume.

Définition 2.1.3. (La variation d’une population)| /] Plusieurs facteurs peuvent intervenir
dans la variation de la densité d’une population, les plus importants de ces facteurs :

e La Natalité qui fait croitre le nombre des individus.

e La Mortalité qui fait décroitre le nombre des individus.

o [l y a ausst la Migration qui peut entrainer la variation de la densité.
D’autres facteurs importants peuvent étre pris en considération tels que : L’dge, le sexe,...etc.

24
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Définition 2.1.4. (L’Ecosystéme)[/!] Dans un milieu donné, une espéce est rarement re-
présentée par une unique population. Au contraire, un habitat est souvent partagé par plusieurs
populations de différentes espéces qui interagissent entre elles, ce qui forme ce qu’on appelle un
Ecosystéme. Un Ecosystéme est donc un ensemble de populations, qui habitent le méme lieu
et interagissent entre elles. Par exemple, il existe des types de poissons qui se mnourrissent de
plantes aquatiques, et certains d’entre eux se nourrissent d’autres types de poissons.

Définition 2.1.5. (Le modéle mathématique) Pour construire un modéle mathématique, il
est nécessaire de faire des hypotheses. Ces hypotheses jouent deuz roles : préserver certaines ca-
ractéristiques essentielles de la réalité et simplifier suffisamment cette réalité afin qu’elle puisse
étre étudiée mathématiquement. D’ une maniére générale les modéles mathématiques constituent
des outils de compréhension du fonctionnement des systemes naturels, et de prédiction de leurs
évolutions. On ne devra jamais perdre de vue le caractére explicatif et le pouvoir prédictif du
modele étudié.

Définition 2.1.6. (La dynamique des populations) Les individus constituants les popu-
lations des différentes espéces dans ce monde ne sont pas statiques, mais ils sont dans une
perpétuelle dynamique ot chacun accomplie son cycle de vie (naissance, croissance, interac-
tion, migration, reproduction, mort), par conséquent toute la population évolue dans le temps et
dans l’espace en fonction de plusieurs facteurs comme le taux de croissance et de mortalité qui
lui sont propres, ou bien en fonctions des différentes interactions avec les autres espéces (com-
pétition, prédation), on parle alors d’une dynamique de la population. En effet, une population
posséde a tout instant, une structure qui peut étre définie par des valeurs particuliéres d’un cer-
tain nombre de parameétres tels que le taux de croissance, mortalité, etc. Or cette structure et ces
parametres peuvent changer au cours du temps, la dynamique des populations concerne précisé-
ment [’étude de ces changements d’une facon descriptive et si possible prédictive. L importance
de la dynamique des populations en biologie, et particuliérement en Ecologie, est aujourd hui
idéniable, elle peut en effet décrire les variations d’une ou plusieurs populations occupant un
milieu et interagissant ensemble.

En général, lorsque des especes interagissent, la dynamique de chaque espece est affectée par
ces interactions. Il y a principalement trois types d’interactions :

(i) Compétition : Lorsque les espéces interagissent et que cette interaction entraine la décrois-
sance du taux de reproduction ou du tauz de croissance de chaque espéce (par exemple,
lorsqu’il y a une concurrence sur la nourriture, ’espace, etc), on dit qu’on est en présence
de compétition.

(ii) Mutualisme ou Symbiose : Lorsque les interactions entre espéces entrainent une augmentation
du taux de croissance ou de reproduction de chaque population et que chaque espéce tire profit de
ces interactions.

(iii) Prédation : Lorsque le taux de croissance d’une ou de plusieurs espéces décroit tandis que le tauzx
de croissance des autres espéces croit, on dit qu’on est en présence d’un systéme proie-prédateur.

Dans ce mémoire, nous étudions ce dernier type d’interaction (Prédation).

Définition 2.1.7. (Systéme proie-prédateur)[’9] Nous allons intéresser a certains sys-
temes d’équations différentielles ordinaires autonomes (EDA) modélisant des problémes bio-
écologiques. Les systemes proie-prédateur ainsi générés exhibent des dynamiques trés variées.
Un systeme dynamique proie-prédateur peut généralement étre écrit comme suit

i = f(x)—yF(z,y),
(2.1)
y = yG(x,y),
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ol :

x(t),y(t) : représentent les densités de population de proies et de prédateurs respectivement.

f(x) : le tauz de croissance de la population de la proie en 'absence de prédateurs.

F(z,y) : la réponse fonctionnelle du prédateur, c’est a dire le nombre de proies consommées
par unité de temps par un prédateur. Elle décrit le comportement du prédateur vis a vis
ses proies, c’est-a-dire elle est liée a la croissance de la population des prédateurs causée
par la prédation et a la décroissance de la population des proies causée par la mortalité
par prédation.

G(z,y) : la réponse numérique du prédateur décrivant la production de prédateur, c’est-a-dire
le taux de conversion de la proie en prédateur.

Il existe trois types de modéles proie-prédateur en fonction de l’expression de la réponse
fonctionnelle F(x,y) :

(i) Le modéle dit proie-dépendant lorsque la réponse fonctionnelle dépend seulement de la den-
sité de proie, c’est-a-dire F(x,y) = F(z). La population de prédateurs a seulement un
effet indirect sur ’élimination des proies comme le terme F(x).

(ii) Le modele dit ratio-dépendant lorsque la réponse fonctionnelle s’écrit sous la forme F(x,y)
F(x)y.

(iii) Le modéle dit densité-dépendant (ou prédateur-dépendant) si la réponse fonctionnelle dé-
pend a la fois de x et y.

2.2 Modéle de dynamique d’une seule population

De nombreux modéles de dynamique d’une seule population ont été développés.
Cette section présente une revue des modeéles les plus classiques. Dans le cas d’une population
isolée, la variable d’état est I'effectif de la population, c’est-a-dire le nombre d’individus x(t)
de cette population a un instant t. Parfois, la variable utilisée est la densité d’individus qui
représente le nombre d’individus par unité de surface.
La forme générale de la loi de croissance de la population est la suivante

dx
% = f(a:)a
ZL‘(to) = Xy

2.2.1 Modéle de croissance linéaire (Le modéle de Malthus 1798)

La facon la plus simple de décrire les variations du nombre d’individus dans une population
z(t) au cours du temps est sans doute

Variation, = nombre de naissances — nombre de morts,

~~ ~~ ~~
! (t) Tn Tm

Malthus prédisait que les populations évoluaient de facon exponentielle. Son analyse consis-
tait que le nombre de naissances ainst que le nombre de décés sont proportionnels au nombre
dindividus dans la population, ainsi



2.2.1 Modeéle de croissance linéaire (Le modéle de Malthus 1798) 27

oun et m représentent respectivement le taux de natalité et le taux de mortalité. Les taux de
natalité et de mortalité sont supposés étre constants. Ceci se traduit par [’équation différentielle
sutvante

dx
dt

ou r =n—m est le taur de croissance de la population. La solution est donnée par

=nr —mz = (n—m)x =rz, (2.2)

z(t) = zoe”.

Ce modele se traduit par trois types de comportement possibles selon les valeurs des taux de
natalité et mortalité. En effet, le signe de r détermine :

e Sir>0(n>m) = tlim z(t) = 400, la population va croitre exponentiellement (une
—+00

croissance exponentielle aboutissant & un développement infini).

e Sir=0(n=m) = tlim x(t) = o, la population reste constante (on verra une stagnation
—+00

a x(t) = xo).

e Sir<0(n<m)=— tligfn x(t) = 0, la population va décroitre (extinction de la population).
—+00

Le modeéle de Malthus est irréaliste sur une longue période, méme s’il décrit correctement cer-
tains épisodes de la croissance des populations.

Remarque 2.2.1. On est amené a conclure que la loi exponentielle reste valable tant que la
densité de la population ne sature pas le milieu.

Applications concrétes du Modéle de Malthus
Les lois exponentielles se rencontrent assez souvent dans la nature. Et en dessous quelques
cas :

e En Radioactivité, le nombre d’atomes radioactifs suit une loi exponentielle décroissante de
désintégration radioactive.

e En Biologie, le début de développement d’un organisme ou d’un organe est en général bien
décrit par une loi exponentielle (phase exponentielle du développement). Les cellules se
divisent en deuzx au bout du temps T

e En Démographie, si on suppose les taux n de natalité et tauxr m de mortalité constants, et
si on admet I’hypothése de base, la population suit une loi exponentielle (loi de Malthus),
de coefficient r = n — m.

e En Médecine, [’élimination d’un médicament vers l’extérieur suit une loi exponentielle. Une
elimination peut étre considérée comme "l’émigration” d’une population de molécules a
travers une membrane, cela ameéne a un autre type de modéle (diffusion spatiale).
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Développement Stagnation de
infini la population
Effectif
Mortalite Mortalite
< natalite = natalite

Extinction

Mortalite
= natalite

Temps (annee)

FIGURE 2.1 — Les évolutions possibles du modéle linéaire.
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Courbes de croissance malthusiennes pour 3 différents types de paramétres :

200

temps

FIGURE 2.2 — Modéle de Malthus.

explosion r > o et extinction r < 0.

équilibre r = 0,
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2.2.2 Modéle de croissance logistique

En 1836, Verhulst [10] proposa de modifier le modéle précédent de maniére a modérer la
croissance de la population décrite par le modéle de Malthus. Il propose une hypothése plus
réaliste consiste a supposer que le taux de natalité n’est pas constant mais diminue avec I'ef-
fectif. En effet, lorsque le nombre d’individus d’une population augmente, les ressources étant
limitées, on peut penser que la natalité va diminuer.

Dans le cas le plus simple on choisit pour le taux de natalité une fonction linéaire décrois-
sante de [’effectif

n(x) = a — Pz, a, 3 > 0.

De la méme maniére, on choisit pour le taux de mortalité une fonction linéaire croissante
de l’effectif
m(z) =~v+dox, v,0>0.

D’aprés (2.2)
dx

— = (n(z) —m(z))z

dt

)
= (a—7)x (1— b+ ;17)
a—7
x
= (= |l-5=—
B+9
x
- 1——).
re ( I
Alors, on obtient ’équation de croissance suivante
S ] (2.9

ou :

e r = a — v est le taux de croissance intrinséeque de la population. On suppose que o > 7,
c’est-a-dire que le taux de croissance intrinseéque r est positif.

e K g’appelle la capacité limite du milieu et K = , qui est aussi positif dés que r > 0.

oa—7
B+0
1. Les points d’équilibre
L’équation différentielle (2.3) s’appelle I’équation logistique. Elle admet deuz points d’équi-
libre, 'origine et K.
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2. La stabilité

Pour déterminer la stabilité des équilibres, calculons la dérivée de la fonction f(x)

ﬁ =7r— 2r£
do K’
df . :
d—(()) =r > 0, alors l'origine est instable.
x
4

K) = —r <0, alors K est un équilibre stable.
d
x

La solution de l’équation différentielle (2.3) est

. K.xo
29+ (K —mp)e Tt

x(t)

Pour toute condition initiale positive, nous avons

lim z(t) = K.

t—o00

3. Limites du Modéle logistique

Le modéle de Verhulst, s’il tient compte de la capacité du milieu et donc de la densité de la
population, ne considére pas les interactions du vivant qui peuvent influencer l’abondance
des différentes espéces.

4. Exemple en écologie

Dans un monde ou [’on suppose [’existence seulement de deux espéces, ['une capable de
ne manger que de [’herbe, comme le lapin par exemple, et l’autre capable de manger
uniquement des lapins, comme le renard. Si dans ce monde on suppose [’herbe assez
abondante pour qu’on la modélise par ["infini, alors notre modélisation, alors notre modele
est parfaitement adapté.
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FIGURE 2.3 — Modéle logistique
Commentaires

On observe que la population tend vers la capacité du milieu K, qu’elle est croissante st la
population initiale est inférieure a la capacité du milieu et décroissante sinon.

Malthus

Verhuslt

FIGURE 2.4 — Comparaison des chroniques des solutions de I’équation de Malthus et de I’équa-
tion de Verhulst avec les mémes valeurs.
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2.2.3 Modéle de Gompertz

L’équation de croissance de Gompertz s’écrit de la maniére suivante

dx K
priaki In (?) = g(z) r, K >0, (2.4)

ou :
- r: le taux de croissance intrinséque.
- K : la capacité limite du milieu.
1. Les points d’équilibre
L’équation (2.4) posséde également deux équilibres, 'origine et la capacité limite K.

2. La stabilité
La dérivée de la fonction g(x) s’écrit dans ce cas

dg K
Y (m(2) -1
d—g(K) = —r = [équilibre K est stable.

dx

d
La dérivée 22 pest pas définie a 'origine. Dans ce cas, il est utile d’étudier la fonction

g(x). Cette f%nctz’on est strictement positive pour 0 < x < K et tend vers +oo lorsque
x— 0.

En conséquence, la population est croissante pour toute valeur 0 < x < K. La vitesse de
croissance devient infinie a l’origine. Il est clair que 'origine est instable car toute condi-
tion initiale proche de l'origine et positive donne lieu a une augmentation de [’effectif et
donc a une solution qui s’éloigne de 0. L’équation de Gompertz possede un comportement
dynamique qualitativement équivalent a celui de I’équation logistique.
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] 16 32 48 B4 B0

F1GURE 2.5 — Comparaison des chroniques des solutions de 1’équation logistique et de I’équation
de Gombertz avec les mémes valeurs de r = 0.1 et de K = 20.
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2.3 Deux populations en interaction

Considérons maintenant le cas de deux population d’effectifs respectifs x(t) et y(t) en in-
teraction. Le modéle dynamique de deux populations en interaction est un systéme de deux
équations différentielles ordinaires. D’une maniére assez générale, il est usuel de décomposer
chaque équation en une somme de deux termes, le premier terme (f(z),g(y)) correspondant a
la croissance de la population isolée et ne dépendent que de l’effectif de cette population et le
second terme (h(z,y),k(x,y)) représentant les interactions entre les populations et dépendent
des effectifs des deux populations :

& = [flz)+hz,y),

y = g(y) +k(x,y).

Le choiz des fonctions h(x,y) et k(x,y) dépend de la nature de l'interaction entre les deux
populations. On distingue des interactions positives (resp. négatives) qui favorisent (resp. dé-
favorisent) la croissance d’une population. Les signes des fonctions h(x,y) et k(x,y) rendent
compte de ce caractére favorable ou mon a la croissance. Plusieurs cas sont possibles :

. Chaque population exerce un effet négatif sur la croissance de 'autre. C’est le cas de la
compétition inter-spécifique.

& = flz) = h(z,y),

y = g(y) —k(x,y).

. Une population a un effet positif sur la croissance de l'autre mais on a l’effet inverse dans
l'autre sens. Il s’agit par exemple des relations proie-prédateur.

i = f(z)+ hz,y), & = f(z)—h(z,y),

v = gy) = k(x,y). y = gy)+k(x,y).

. Chaque population favorise la croissance de [’autre population. C’est le cas du mutualisme ou
encore de la symbiose.

y = g(y)+k(x,y).

. 1l existe aussi des cas du type (0,+),(+,0) ou (0,—), (—,0) habituellement appelés commen-
salisme et amensalisme.

Ce qui nous intéresse est le deuxiéme type, on va étudier quelques modéles de type proie-
prédateur.

2.3.1 Modéle de Lotka-Volterra

Le modéle de Lotka-Volterra a été proposé, indépendamment, par *Vito Volterra’ (mathé-
maticien et physicien Italien) en 1926 et ’Alfred James Lotka’ (statisticien Américain) en
1925, d’ou le nom Lotka-Volterra. Il joue un réle important dans [’étude de la dynamique
des populations et il a été introduit pour décrire l’interaction entre deuz type d’espéce : les pré-
dateurs et les proies. Le modele le plus utilisé en écologie car il peut étre considéré comme la
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base de tous les modéles différentiels d’interactions qui s’intéressent aux relations trophiques,

c’est-a-dire a des relations de type proie-prédateur.

La forme générale du systeme de Lotka-Volterra est donnée par :

r = rxr—axy,

y = —my+ eary,

ol :

- z(t) : représente la population des proies.

- y(t) : représente la population des prédateurs.

- r : le taux de croissance des proies en absence des prédateurs.

- a : le taux de prédation (efficacité des prédateurs dans leurs attaque).

- m : le taux de mortalité des prédateurs en absence des proies.

- e : le taux de conversion de la biomasse proie en biomasse prédateur.

Que nous pouvons réécrire, nous posons b = ea et en factorisant, sous la forme :

T = z(r—ay),

avec les conditions initiales positives suivantes :

2(0) =z > 0, y(0) = yo > 0,

1. Les points d’équilibres On pose f(x,y) = x(r — ay) et g(x,y) = y(—m + bx). Pour

trouver les points d’équilibres, il faut chercher les solutions du systéeme suivant :

dx
a =Y flzy) = 0 w(r—ay) =0
= =
dy — 0 glxz,y) = 0 y(—m+bx) = 0
dt
d’ou m

=0 ou z=—

b

r
y=0 ou y=-
a

Par conséquant, le modéle de Lotka-Volterra admet deux points d’équilibre, [’origine (0,0)

m r
correspondant & l'absence de proie et de prédateur, et un point (z*,y*) = <3, "

trivial et appartenant au cone positif.
2. La stabilité

) non

Pour connaitre les propriétés de stabilité locale des équilibres, il faut calculer la matrice

Jacobienne
r—ay —ax
J(z,y) =
by —m+bx
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e Létude de point (0,0)

J(0,0) = ,
0 —m
qui est une matrice diagonale et admet donc deux valeurs propres réelles distinctes
A =1 >0¢et Ay = —m <0, de signes contraires. Il s’agit donc d’un point selle
instable.

e L’étude de point (%, f)
a

0 —am
m T b
J(b’5>_ ’
b
Do
a
on a m
wr(T2) =,
b a
m r
detJ(?’E) = rm > 0.

Le systéme prévoit donc un centre. Cependant, d’aprés le théoreme de linéarisation,
nous ne pouvons pas étre certain qu’il existe réellement des trajectoires fermées en-

’
tourant le point d’équilibre | —, —>. Pour démontrer que les trajectoires centrales
a

existent bien, il est nécéssaire lZie rechercher une intégrale premiere possédant un ex-
tremum au point (%, C) . Pour cela, éliminons le temps entre les deux équations du
modele, ce qui conduit a [’équation suivante

dr  x(r —ay)

dy — y(=m+br)’
Par séparation des variables on obtient

—md—$ + bdx = r@ — ady,

T Yy

on integre
—mnx+br=rny —ay+~vy

ou 7y est une constante dintégration.
Soit H : R? — R, est une intégrale premiére définie par :

H(z,y) =ay+bxr —mlnx —riny.
H est une intégrale premiére car

dH OH dx O0H dy

g Ooxdt oy dt
m T
= <b—;)x(r—ay)—|—(a—;)y(—m—l—bx)

= (bx —m)(r —ay) + (ay — r)(m — bx)

=0
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m r
Maintenant, on démontre que le point (37 —) est un extremum pour H
a

OH m
o - 0
m r
H — = H _—— =
Oy y

On calcule la matrice Hessienne

0’H  0*H 0
ox?  0x0y 22
HessH(x,y) = =
0°H 0°H 0 %
oyox 0y Y
donc b2
— 0
m
HessH (ﬁ, Z) =
b a a2
0 -
”

m r m r
En conséquence, H (3’ —> est définie positive, alors le point (3’ —> est un mini-
a a

mum local de H.

Les trajectoires autour de cet équilibre sont les courbes de niveau de [’intégrale pre-
miere et par conséquent se referment au voisinage de ce point. Les solutions sont
donc périodiques avec une période T qui est déterminée par la partie imaginaire des

m r
valeurs propres de la Jacobienne calculée a I’équilibre non trivial (?’ —). La période
a

vérifie donc la relation suivante

2
= = Vmr.

Démonstration.
0 —am
m r b
7(50) = 7
b
2o
a
cherchons les valeurs propres
—am
-\
b
det =N 4+rm=0
b
T
a

alors

A =1irm ou A= —i/Trm
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on obtient une solution de la forme

xz(t) = oqcosty/rm+ agsinty/rm ar, e € R

y(t) = agcosty/rm+ aysint\/rm as, a4 €R
les solutions x(t),y(t) sont périodiques alors

z(0) =z(T) = ag =ajcosT/rm+ azsinTy/rm

y(0) =y(T) = a3 =azcosT/rm+ agsinTy/rm

donc, il faut que

TVrm =27 — T =

Critiques du modéle de Lotka-Volterra
Du point de vue Ecologique et biologique

Le modéle de Lotka-Volterra repose sur des hypotheses fortes et peu réalistes. En effet :
e La croissance de la proie est exponentielle, la ressource peut croitre indéfiniment.

e Le nombre instantané de proies tuées est directement proportionnel au mombre de proies
présentes, c.a.d : tout prédateur est capable de tuer instantanément un nombre infini de
proies.

e Le nombre de prédateurs engendrés croit linéairement avec la densité des proies, c.a.d : un
prédateur est capable de donner naissance instantanément a un nombre infini de descen-
dants.

e Le modéle ne prend pas en compte les durées de gestation, ni les temps d’accés a l’dge repro-
ducteur.

Le modéle de Lotka-Volterra, méme s’il n’est pas réaliste, il propose que de simples interactions
entre prédateurs et proies peuvent entrainer un comportement oscillatoire des populations.
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FIGURE 2.6 — Portrait de phase du modéle de Lotka-Volterra présentant des trajectoires fermées
(centres) autour de I’équilibre (z*, y*).



2.3.1 Modéle de Lotka-Volterra 38

150
— Proies

Prédateurs

Population

Temps

FIGURE 2.7 — Modéle de Lotka-Volterra sans prédation.

Commentaires
On remarque que sans prédation le comportement des proies et des prédateurs a tendance de
suivre une loi exponentielle, croissante pour les proies (explosion de la population) et décrois-
sante pour les prédateurs (extinction de la population).

o
—— proies
—— prédateurs
o
=
=
S =
[= R
(=]
[= N
L]
L]
0 2 4 6 8 10
temps

FIGURE 2.8 — Modé¢le de Lotka-Volterra avec prédation.
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Commentaires

Un modéle proie-prédateur trés simple peut présenter des fluctuations périodiques. C’est un
résultat trés important du point de vue biologique : En l’absence de toute perturbation extérieure
il peut trés bien arriver que les populations fluctuent grandement .

2.3.2 Modéle de Lotka-Volterra et croissance logistique

Le modéle de Lotka-Volterra (2.5) est construit sous I’hypothése que les proies ont la capacité
de croitre exponentiellement. Cependant, dans la nature, les populations sont souvent limitées
par leur environnement. De ce fait, on considére le modéle de Lotka-Volterra régularisé en
remplacant la loi de croissance exponentielle de Malthus des proies par la croissance logistique
de Verhulst, ce modele gagne en stabilité comme le démontre son étude. ce qui conduit au modele
sutvant

=)
T = re(l——=)—ax
K y?

y = —my+ bxy,

avec K > 0 la capacité limite du milieu. Nous constatons que le modéle peut a nouveau s’écrire
en factorisant les variables x et y dans chacune des équations

fe e (-5) ),

(2.6)

1. Les points d’équilibres Les isoclines zéros sont les suivantes

oyb:0=>y:£<1—%> ou xz=0.
a

o y=0=2= ou y=0.

m
b
e Si % < K, il y a trois points d’équilibre (0,0), (K,0) et (z*,y*) = (%,2 <1 — %)) )
ce dernier point se trouvant dans le cone positif.
e Si % > K, il n’y a que deux points d’équilibre (0,0), (K, 0).
2. La stabilité

Pour connaitre la stabilité des équilibres calculons la matrice Jacobienne du systéme (2.6)

2r
r——r—ay —ax
K
J(z,y) =
by —m + bx
e L’étude de point (0,0)
r 0
J(0,0) =
0 —m
les valeurs propres sont \y = r et Ao = —m réels de signe opposé, alors l’équilibre

(0,0) est instable (point selle).
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e L’étude de point (K,0)

La Jacobienne s’écrit

-r —aK
J(K,0) =
0 —m+D0K

qui admet deuz valeurs propres \y = —r < 0 et Ay = —m + bK, dont le signe dépend
des valeurs des paramétres :

- Si K < m = Ay < 0, les deux valeurs propres sont négatives et 1’équilibre (K, 0)
est un nceud stable.
- SiK > m = Xy > 0, les deux valeurs propres sont de signes contraires et I’équilibre
(K, 0) est point selle instable.
e L’étude de point (x*,y*) on a

Puisque (x*,y*) vérifie que

Tx*(l—%)—ax*y*:() r(l—%)—ay*zo
—

—my* + bz*y* =0 —m+bx* =0

donc la matrice Jacobienne au point (x*,y*) devienne

,r * *
——x* —ax
* * K
J(x*y") =
by* 0
quandK>%0na
trJ(z*, y*) "< 0
rJ(x = ——
7y K$ )

— (z%,y") est stable (foyer stable).
det J(z*,y*) = abzr*y* > 0.
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FIGURE 2.9 — Portrait de phase du modeéle de Lotka-Volterra avec croissance logistique des
proies. Cas ou il y a coexistence des proies et des prédateurs, r = 0.2, K = 20,a = 0.2,m =
0.4,b=0.1.
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FIGURE 2.10 — Portrait de phase du modele de Lotka-Volterra avec croissance logistique des
proies. Cas ot il y a exclusion des prédateurs, r = 0.1, K = 10,a = 0.1,m = 0.2,b = 0.01.
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2.4 Différentes formulations de la fonction réponse de pré-
dateur

De nombreuses études ont contribué a exprimer de différentes maniéres les taux de crois-
sance des populations et leurs interactions. Différentes expressions relatives a la réponse fonc-
tionnelle du prédateur sont présentées dans le Tableau (2.1). Un aspect biologique important de
ces systemes dynamiques est la maniére avec laquelle les prédateurs interagissent. A la fin des
années cinquante, l’entomologiste ' C.S. Holling et selon les densités et les caractéristiques
des proies et du prédateur élabora trois principauz types de réponse fonctionnelle qui ont gardé
son nom, visant & transcrire une certaine saturation du prédateur vis-a-vis de ses proies : la
fonction de Holling de type LI et III.

e Holling de type I En (1959), Holling a considéré que le prédateur peut rechercher aleatoi-
rement ses proies et que le temps de recherche est négligeable et le taux de recherche est
alors constant quelle que soit la densité de proies. Le nombre de proies tuées est de ce fait
proportionnel a leur densité. Si le prédateur ne peut plus ingérer davantage d’individus,
un niveau de saturation peut étre atteint :

AT Vo < T,

e Holling de type II La réponse fonctionnelle de type Holling II décrit une situation dans
laquelle le nombre des proies consommées par les prédateurs augmente rapidement lorsque
la densité des proies augmente, mais aprés diminue avec une nouvelle augmentation de
la densité des proies. Ce phénomeéne est représenté par une expression de la forme :

A

Fa) =10
ol :
- Az > 0 est lefficacité maximale de prédation (c’est-a-dire le taux de croissance maximale

de prédateur).
- h, > 0 la constante de demi-saturation.
Cette fonction a été utilisée pour la premiéere fois en 1913 par Michaelis et Menten, dans
[’étude des réactions enzymatiques. Ensuite la dynamique de la réponse de type II a été
étudiée par Holling (1959), il a utilisé cette fonction comme réponse fonctionnelle dans le
cas des prédateurs vertébrés et invertébres.

e Holling de type III La réponse fonctionnelle de type Holling III est une réponse fonction-
nelle dans laquelle le taux d’attaque du prédateur augmente lorsque le nombre des proies
est faible, puis ralentit lorsque le prédateur atteint la satiété. La réponse fonctionnelle de
ces espéces peut étre représentée par

F(x)

B A2
1+ hya?’

ol A, et hy jouent le méme réle que \, et h, de la réponse fonctionnelle de type I1.

1. Zoologiste qui s’occupe de I’étude des insectes
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X

d

FIGURE 2.11 — Les 3 réponses fonctionnelles de Holling, (A) Holling de type I, (B) Holling de

type I et (C) Holling de type III.
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Toute les réponses fonctionnelles cités ci-dessus et d’autres sont résumées dans le tableau

sutvant :
Hypothése Taux d’attaque Réponse fonctionnelle Références
Pas a = \r F=)X\x Volterra
d’interactions a=x*0<a<l =~ Gauss
: A Aal Holling type 1T
entre a = \T = ollin e
1+ h,x &P
les prédateurs a = \2? F= Ao Holling type III
p = A T ha g typ
n tfl n
Interférences a= @ F= 1H ‘ Hassel et Varley
N ty "
entre a=Q < ) F= - i De Angelis et col
Yo +y (@)~ (vo +y) + bty

avec yo = y(0)

Q(l + tH)_I(IZ

T
les prédateurs a= = Getz
P Q(x—l—y) (1+ty)y+a
) x Qx .. )
Interférence a=Q (—> = — Arditi et Ginzburg
Yy y+ Qtyx
et

ratio dépendance

TABLE 2.1 — Le Tableaux présentent les différentes expressions relatives a la réponse fonction-

nelle du prédateur.



Chapitre 3

Modéle proie-prédateur avec fluctuations
salsonniéere

3.1 Présentation du modéle

La périodicité et les fluctuations environnementales et les fluctuations du niveau d’eau
peuvent influencer sur la dynamique et la structure des proies et prédateurs. Les auteurs dans
[25] ont étudié un modeéle proie-prédateur, donné par un systéme d’équations différentielles non
autonomes, pour décrire [impact du niveau d’eau du lac de pareloup sur la dynamique des
populations de poissons. La dynamique proie-prédateur est généralement représentée par une
réponse fonctionnelle, qui est la quantitée de proies mangé par prédateur par unité de temps.
cette fonctionnelle est un proxy du flur de matiére d’un niveau trophique a un autre car elle
détermine le transfert de biomasse dans la chaine alimentaire. Récement, Les auteurs dans
[25, 3] ont proposé une nouvelle réponse fonctionnelle afin d’expliquer influence de 1’évolu-
tion des fluctuations au niveau d’eau dans le lac artificiel étudié sur la dynamique des poissons
proies-prédateurs. Dans ce lac deux especes interdépendantes sont considérées ; le brochet et le
gardon sont les espéces les plus importantes de ce lac; le brochet qui est le prédateur et le gar-
don qui est la proie. Cette réponse fonctionnelle est basée sur les principes généraux suivants :

Lorsqu’un prédateur attaque une proie, il a accés a une certaine quantité de nourriture en
fonction de niveau d’eau. Lorsque le niveau d’eau est bas, en automne, le prédateur est plus en
contact avec la proie, et la prédation augmente. A 'inverse, lorsque le niveau d’eau est élevé,
au printemps, il est plus difficile pour le prédateur de trouver une proie et la prédation diminue.
Les auteurs dans [25, 5] ont supposé que la fonction r(t) le taux annuel de prédation est conti-
nue, en point de vue écologique, la périodicité de r rend compte de la saisonnalité des parameétres
sur lan, La valeur minimale ry est atteint au printemps et la valeur mazximale ro est atteint a
l'automne. Le prédateur a besoin d’une quantitée yg comme nourriture, mais il a accés a une
quantitée
K(G.p) - "B

B(t)+ D

qui dépend du niveau d’eau, o :
. G(t), B(t) : représentent les densités de la proie et du prédateur; respectivement a l'instant t.

« D : mesure les autres causes de mortalité hors métabolisme et prédation.

45



3.1 Présentation du modéle 46

Si
K(Ga B) Z VB,

alors le prédateur sera satisfait de la quantitée yg pour sa nourriture. Sinon, si

K(G, B) < B,
le prédateur se contentera de
r(t)G()
K(G,B) = ——=.
(G, B) B(t)+ D

En résumé, la quantitée de nourriture recue par prédateur par unité de temps est

En conséquence, le modéle proie-prédateur peut étre exprimé comme suit :

dG(t)
Cdt

@ epmin (—r(t)G(t)
dt b B(t)+ D

— G006 - ma6(0) - min ( IC ) B

(3.1)
/m)Bw—Wmby

avec les conditions initiales positives suivantes :

ot les constantes mentionnées ci-dessus sont toutes positives, avec :

dG dB

o — —

dt " dt

® Yo,V & sont respectivement les taux de consommation mazimale de ressource par proie et
prédateur.

. les croissances des proies et des prédateurs respectivement au temps t.

e ep : le taux de conversion de la proie en biomasse.

e mg,mp : sont les taux de consommation par le métabolisme des proies et des prédateurs,
respectivement.

Les auteurs dans [25] ont utilisé une fonction de tauz de prédation continue I1-périodique, ils
ont fait ’hypothése qu’il n’y a que deux saisons chaque année. Par conséquent, ils ont obtenu un
systeme a commutation a deux situations avec des niveaux d’eau différent élevés et bas. Le taux
de prédation le plus élevé, correspond au niveau d’eau bas survenant en automne et en hiver,
tandis que le plus petit, correspond au niveau d’eau élevé survenant a la fois au printemps et en
été. Ainsi, ils ont considéré que la périodicitée se produit dans les taux de prédation en basculant
entre deux niveaur comme suit :

r. = r(l+J9) saison haute,
r(t) = (3.3)
r— = r(l—0) saison basse,

ou 0 < 0 < 1 représente la résistance a l'influence saisonniére.
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Ce qui donne les systémes suivants :

%it) = G(t)(v¢ — meG(t)) — min <£(J;)G%ﬂ£;> B(t),
(3.4)

dB(t) : r+G(1)

7 = epmin (m,’}/B) B(t) — mBB(t)v

et

dG(t) o r-G@)

0~ 606~ met(0) — min (=0 ) BO), ,
3.5

dB(t) . r-G(t)

— = ep min (m,’m) B(t) —mpB(t).

Tout d’abord, on cherche I’existence, la bornitude et la positivité de la solution du
systéme a commutation (3.1)-(3.3).

3.2 Existence globale et positivité des solutions

Dans cette section, nous montrons que pour tout couple de conditions initiales positives
(Go, By), le systéme a commutation (3.1)-(3.3) admet une unique solution qui reste positive et
bornée, et donc existe globalement. Pour cela, on prouve le Lemme suivant :

Lemme 3.2.1. Soit h: R? — R une fonction définit par :
h:(t,u,v) — min(f(t,u,v),vp).
St f est localement Lipschitz, alors la fonction h est aussit localement Lipschitz.

Preuve. On peut remarquer que :

h(t’uvv) = min(f(tvuav)a'}/B) = %(f(tvua U) +vB — |f(t,u,v) - /YBD'

On a:
|h<t7u17vl) - h(t,UQ,U2)| - |min(f(t,u1,vl),73) - min(f(t’U%UZ)a’YBﬂ

St u,v1) +9p — | f(Eua,v1) — s f(Euz,v2) + 8 — [f (T, U2, v2) — 78]
2 2

_ f(t,ul,vl)—f(t,m,vz)+(\f(t,uz,vz)—73|—!f(t,ul,vl)—ygl)’
2 2

<

f(t>ulvvl) - f(tvu?aUQ> + (‘f(t,UQ,UQ) - f(t’u17vl)|>‘
2 2

= |h(t7uluvl> - h(t7u2av2>’ S |f<t,U1,'U1) - f(t7 UQ,'UQ)l.
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Or f est localement Lipschitz, alors h l’est aussi, donc l’existence locale et l'unicité
des solutions du systéeme a commutation (3.1)-(3.3) sont obtenues pour le probléeme de Cauchy
correspondant (1.2.1). [ |

Concernant la positivitée et la bornitude de la solution pour le systéme (3.1)-(3.3), nous
avons la Proposition suivante :

Proposition 3.2.1. (a)Toutes les solutions du systeme (3.1)-(3.3) avec les conditions initiales
(3.2) existes sur [0,+oo[ est elles restent positives pour tout t > 0.
(b) Toutes les solutions du systéeme (3.1)-(3.3) sont bornées, pour tout t > 0.

Pour prouver cette Proposition on a besoin des Lemmes suivants :

dX
Lemme 3.2.2. [7] Sia,b > 0 et — < (respectivement >) X (t)(a — bX (t)), avec X(0) > 0,

alors nous avons

limsup X (t) < 4 (respectivement liminf X (t) > %) :

t——+00 b t—+o0

dX
Lemme 3.2.3. [7] Sia,b>0 et — < X(t)(a —bX(t)), avec X(0) > 0, alors pour tout t > 0

a a
X(t) < ——— =b— .
(t) < P Coar OVEC C=b X(0)

En particulier : X (t) < max {X(O), %} pour tout t > 0.

dX
Lemme 3.2.4. [7] Sia,b>0, et o < (>)(b—aX(t)), avec X(0) > 0, alors pour tout t >0

X(0) < (2)° {1 + (%@ - 1) e—at] |

dX
On fait la méme analyse ci-dessus, on pourrait prouver le cas T >b—aX(t).

Preuve de la Proposition 3.2.1 Soit l'intervalle [0, Tpnaz) est un intervalle mazimal d’exis-
tence d’une solution du systéme (3.1)-(3.3).

(a)On montre par l'absurde que G > 0 pour tout t € [0, Tynaz), 00 0 < Thppe < +00.

dG(t,)
dt

On suppose qu’il existe un ty € [0, Tiae) telle que G(t1) = 0, < 0et G(t) > 0 pour

tout t € [0,11).
On démontre que B(t) > 0 pour tout t € [0,t1). Si cela n’est pas vrai, alors il existe un
ty € [0,t1) telle que B(t2) =0 et B(t) > 0 sur [0,t2). En outre
dB(t)

7 > —mBB(t), VYt € [O,tg],

donc
B(t) > Byexp(—mpgt) > 0, Vt € [0, o],



3.2 Existence globale et positivité des solutions 49

d’ot
B(tQ) Z BO exp(—thQ) > 0,

ceci est une contradiction. Donc, B(t) > 0 pour tout t € [0,;).

Dans l'autre cas, nous avons

ce qui implique que

G(t) > Goexp (/Ot {’m —mgG(s) — %} dS)

Glt) > Goexp ( /0 ! [%: — maGls) — %} ds) >0,

c’est une contradiction avec G(t1) =0, donc G(t) > 0 pour tout t > 0.

(b)D’aprés la premiére équation du systéme (3.1), on a

dG
— (1) = G (e —meG(t)).
' G glei
On applique les Lemmes 3.2.2 et 3.2.3 alors on a Gy < ——, donc G(t) < —.
ma ma
Considérons z(t) = egG(t) + B(t), alors la dérivée temporelle le long des solutions du

systéeme (3.1)-(3.3) donnée par :

dz(t) dG(t) N dB(t)
i P dt
= epG(yg — meG) — epmin (

G
’I"_B_'_—D,’YG> B+ €B min (T’B_’_—D,’}/G) B — mBB

= egG(yg —mgG) — mpB.

Par conséquent
— +mpz = eBG(’YG — mgG) — mBB + mBeBG + ’ITLBB

= egG(yg — mgG) + mpepG
= epGyg — mgesG? + mpegCG
= eg(yvg+mp)G — epmaG?

= egGl(ve + mp) — maG|

< 63(’7@ +m3)2 —
- 4mG

)

ou n est la valeur mazimale de la fonction egG[(va +mp) — meG].
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On a

dz<
—_— — mpgZz.
ar =" me

En utilisant les Lemme 3.2.3 et 3.2.4 , on obtient

0<2(t) < L (1 — e ™ty 4 2(0)e ™,
mp

Ui

< 0),— = 3.6

_max{z()mB} (3.6)

On a T = +00, donc les solutions sont bornées. De plus, on a limsup z(t) < i, qui
m

t—oo B
est indépendante de la condition initiale. Donc, toutes les solutions de systéme (3.1)-(3.3) qui

commencent dans R sont confinées dans la région

0= {(G,B) €R2 :epG(t) + B(t) < L—l—e},

mp

pour tout € > 0 quand t — oo. [ |

3.3 Modéle proie-prédateur en ’absence de variations du
niveau d’eau
En labsence de variations du niveau d’eau (6 = 0), les auteurs dans [25] ont supposent

que r(t) = r est continue et bornée inférieurement par ry et supérieurement par ro qui sont des
constantes positives pour tout t > 0. C’est-a-dire le systéme (3.1) prend la forme :

dG(t . rG
d—i) = G(’}/G—mGG>—m1H(B+D,’}/B) Ba
(3.7)
dB(t . rG
# = egpmin (m,’m) B —mpgB.
On mets les hypothéses suivantes :

4 D

(Ho) : %> —2E=,
€B
By+ D) 4 D
(Hy) : r<min (73( 0t )7 TG 723)
Go (’YG + mB)

(Hy) @ 0<ry<r<rmy,

, 4mgmpD 5 4mempD
e\ e T T Ve A6 — o
B et Ty = B

2 2

ol ry =

Dans cette section, on étudié la persistance, le comportement de permanence et la
stabilité asymptotique globale de systéme (3.7).



3.3.1 Persistance et permanence : 51

3.3.1 Persistance et permanence :
Dans cette sous-section, on va étudier la persistance et le comportement de perma-

nemnce.

Géométriqguement, la persistance signifie que les trajectoires qui commencent dans un cone
positif sont finalement bornnées par des plans de coordonnées. D’autre part, la coexistence per-
manente (persistance uniforme) implique ’existence d’une région dans ’espace des phases a une
distance non nulle de la frontiere dans laquelle les vecteurs de population doivent mensonge ul-
time. Le dernier assure la survie des espéces au sens biologique.

Tout d’abord on va simplifier la forme de systéme (3.7), nous allons utiliser I’hypothése
(H,), et on démontre la proposition suivante :

Proposition 3.3.1. Sous l’hypothése (Hy), on a pour tout t > 0 :
rG(t) < yg(B(t) + D)

Preuve de la Proposition 3.3.1 Soit

Calculons u(0)
u(0) =rGo —vp(Bo + D) = Gy (7” -

d’aprés I’hypothése (Hy), on obtient

v8(Bo + D)
Go ’

r<

alors
u(0) < 0.

Pour cela nous faisons un raisonnement par l’absurde. Supposons qu’il existe un ty positif tel
que

u(to) =0 et dugo) > 0.
On a
ulte) = 0 = B(to) = Tiﬁo) D
on a aussi u(te) =0 & rG(ty) —v(B(ty) + D) =0
__rG(k) r(to) G (to)
T B+ D~ Blt) + D’
donc
min (M ) _ M
Blto) + D) ~ Blto) + D’
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Et
du(ty) _ dG(to) dB(to)
a ' a P a
= r <7C,~G(t0) — mgG?(ty) — min (%,73) B(t0)>
. r(to)G(to)
— B (63 min <W,VB) B(to) — mBB(t0)>

~ <WGG(150) — maG(to) — —ggﬂt%mto)) . (eB—T(tO)Gng(tO) - mBB(tO)) ,

ce qui nous donne que

du(to)
dt

B(to)
B(ty) + D

= —r(to)(r +epvyB) G(ty) + r(mp +va)G(to) — vgmpD — rmaG? (1)

< —rmeG*(to) + r(mp + 7¢)G(to) — vsmpD,

ceci est un polynome de degré deux dont le discriminant est

drypmaempD
_ 2 _ 2
A = (r(mp+7g))° — 4rypmempD = (mp + 7q) (r — W)
A partir de (H,), on a
du(t
A<0= ulty) <0,
dt
donc c’est une contradiction. Alors u(t) < 0, ¥Vt > 0. [ |
Remarque 3.3.1. [2/] A partir de Uhypothése (Hy), il existe un seuil pour les niveauz d’eau bas
qui dépend des paramétres biologiques du systéeme (3.7). Au dessus de ce seuil, la consommation
des proi té de t dateur est - G0
moyenne des proies par unité de temps par un prédateur est ——————.
Y p p ps p p B(t) + D
Par conséquent, la forme du systéeme (3.7) devient plus simple comme suit :
dG(t) G(t)B(t)
—_— G(t — Git)) —r(t) ———=
(3.8)
dB(t) G(t)B(t)
— = H—2 g B(t).
dt st )B(t) —p _meBl

Proposition 3.3.2. Sous les hypothéses (Hy), (Hs), alors le systéme (3.7) est permanent.
C’est-a-dire qu’il eziste des constantes positives m;, M;(i = 1,2) qui sont indépendantes de la
solution de systeme (3.7), tel que pour toute solutions positives (G(t), B(t)) de systéme (3.7)
avec la condition initiale Gog > 0, By > 0, on a :
my < lngrinf G(t) < limsup G(t) < My,
— 400

t—+o00

me < liminf B(t) < limsup B(t) < M.

t—+o00 t—+o00
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On va établir la permanence du systéme (3.7).

Preuve de la Proposition 3.3.2.

La clé de cette démonstration est basé sur le Lemme 3.2.2. Tout d’abord, on utilisons le
Lemme 3.2.2 pour prouwver la dissipativité de systeme (3.7).

Comme les variables G,B sont positives, de la premiére équation du systéme (3.8), il s’ensuit
que

< _
S G(ve — maG),
En utilisant le Lemme 3.2.2, on obtient
lim sup G(t) < 2% = M,. (3.9)
t—+00 meag

Donc, pour un arbitraire e, > 0, il existe un nombre réel positif Ty, tel que :
G(t) §M1—|—€1, VtZTl
Plus loin, [’équation du prédateur :

dB < B (_mB eBr(Ml + 61)

ab Vt > T
At — B+ D ) = b

B
= B+D (€BT(M1+€1)—mBD—mBB),

1
< BB(eBr(Ml +¢€1) —mpD —mpB),

En utilisant le Lemme 3.2.2, on obtient

€BTM1

lim sup B(t) <
t—+o0 mp

— D = M. (3.10)
Donc, pour un arbitraire e > 0, il existe un nombre réel positif Ty > T}, tel que

B(t) S M2+€2, thTQ

Par conséquent, le systéme (3.7) est dissipatif.

Maintenant, on prouve la persistance forte du systéme (3.8). D’aprés la premiére équation
du systéme (3.8), on peut remarquer que

dG rB
— = — — > —r— .
o G<’VG maG B+D) > G(yg —r —meG)
En utilisant le Lemme 3.2.2, on obtient
liminf G(t) > 1S —" = m,. (3.11)
t——+o0 mG

Pour un arbitraire e3 > 0, il existe un nombre réel positif T3, tel que

G(t) 2 mq — €3, Vt 2 T3. (312)
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Ainsi, en appliquant ’équation (3.12) a la deuxieme équation du systéme (3.5), on obtient

dB B
—_— >

dt = B+D

(egr(my —€3) — mpD — mpB),

et pour t > Ty = max{Ty, T3}, on a

dB 1

—>— B — — D — B Yt > Ty.
dt “My+e+ D (GBT‘(WH 63) mp mp ); = 14

En utilisant le Lemme 3.2.2, on obtient

eprmq

liminf B(t) >
t——+o0 mpg

— D =my. (3.13)

On note que my est positif, en effet

my = GBT(’)/G—T> - D=

magmpg magmp

—epr? + egyar — mgmpD

Par conséquent, Les inégalités (3.9),(3.10), (3.11) et (3.13) montrent que sous les hypothéses
de la Proposition 3.3.2, le systéme (3.7) est permanent. [ |

Dans la Proposition suivante, nous pouvons donner des conditions suffisantes sous lesquelles
le systéme donné n’est pas persistant.

Proposition 3.3.3. Désignons par

egrM
M=% e M= p (3.14)
mg mp
. X e mgmpD .
Si Uhypothése (Hsz) @ My < 0 est satisfaite c’est-a-dire si r < vérifié, alors
€BG
tliin B(t) = 0, donc le prédateur va a lextinction.
—+00
Preuve.

En utilisant les bornes supérieures pour G, a partir de l’équation des prédateurs, nous avons

d_B <B <—m3 + eBTMl) ,

dt D

alors

M
B(t) < Byexp [(—mB + eB; 1) t} .

Ainsi, sous l'hypothése donnée, B(t) — 0 quand t — +o00. C’est-a-dire que la population de pré-
dateurs va a l'extinction. |

Remarque 3.3.2. Biologiquement, cela signifie que, lorsque le taux de prédation est suffi-
samment faible, c’est-a-dire si le niveau d’eau est élevé durant ’année, le prédateur peuvent
disparaitre.
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3.3.2 Analyse des états stationnaires

Pour les modéles dynamiques de population dans des environnements déterministes a para-
metres constants, il est significatif de trouver les équilibres communautaires ot toutes les espéces
ont des valeurs indépendantes du temps, c’est-a-dire ou tous les taux de croissance sont nuls.
Les points d’équilibre pour le systéme (3.8) sont solutions du systeme algébrique suivant :

G(t) ('VG —mgG(t) — Bzﬁ%) =0,

B(t) (eBBq(f);% - mB) =0,

(3.15)

les solutions de (3.15) sont :
(i) Eo(0,0) (équilibre trivial)

(ii) Ey (ﬁ, O) (équilibre d’extinction des prédateurs)
me

(iii) F.(G., B.)(équilibre positif ), le dernier est le point d’intersection de lisocline du tauz de
croissance zéro des proies et de l’isocline du taux de croissance zéro des prédateurs donnée

par :
B
—meGy — T =0,
Ve — Mg TB* D
(3.16)
G, 0
epr —mp =
B B* + D B )
d’aprés la deuzieme équation du systéme (3.16) on a :
B — egrG. D
mp
on substitue B* dans la premiére équation du systéme (3.16), on obtient :
eprG., D
mp _
TG — mGG* -Tr GBT'G* - 07
mpg
ce qui donne
—mgep(G.)? +eg(vg — )Gy +mD =0, (3.17)
ceci est un polynome de degré deux dont le discriminant est :
A = [63(’}/0 — 7’)]2 + 4D63meB
4Dmam
= ¢ (e - 22RO,
€B
Donc les solutions de l’équation (3.17) sont :
dmempD dmempD
(0 =)+ g — 7y + 22D (=) = g = rpe + 22D
Gl — €B et G2 — €B

2mg 2mg
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Comme G, > 0 et B, > 0, on prend seulement les équilibres :

4meBD
eprG.

(VG—T)+\/(7G—T)2+ .
B 7 B, —

2ma mp

G, = D.

L’existence d’un €état stable d’équilibre E., ou les deux populations proie et prédateur co-
existent, exige une condition supplémentaire
meBD

HS) :r >
( 3) €B7G

Dans cette sous-section, on va étudier la stabilité de I’'état d’équilibre qui est déterminée
par la nature des valeurs propres de la matrice Jacobienne autour du point d’équilibre.

1. Stabilité locale

La nature et la stabilité locale des états d’équilibres est donnée dans la proposition sui-
vante

Proposition 3.3.4. e (Ey) est toujours un état d’équilibre instable.
o (Ey) sous (Hs) est un neeud stable et un point selle sous (HS).

o L’équilibre positif (E,) est un foyer localement stable si la condition (HS) et

6B7é
4DmG ’

(Hy):7r >

sont satisfaites.

Avant de démontrer cette proposition, on a besoin du lemme suivant :

Lemme 3.3.1. Sous la condition (HS), on a

a, < 2.
mg

Preuve de Lemme 3.3.1. D’aprés la condition (HS), nous avons :

D
Meme = <r,
€BNG
ce qui tmplique que
maempD
——— <TG,
€B
Ainsi D
€B
il suit que
magmpD
(VG—T)2+4T < (o —1)* + 4y + 478 — 48,
de la D
magmp
(Yo —r)? +4——— < (va —)* + 4% — 4ra(ve — 1),

€B
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donc D
magmp

(g —r)? +4T < (276 — (e — 1)),

il suit que
mampD
%h@—ry+4—£—5—<2%r—ha—ﬂ,
€B
donc
mampgD
(vg—1)+ \/(7@ —r)? +4G6—BB < 29q,

autrement dit :

maempD
(’YG—T)+\/(’YG—T)2+4&
s _ e
2mG mg’
alors N
G, < <. [ |

mg
Preuve de la proposition 3.3.4.
Pour étudier la stabilité locale des équilibres, on calcule la matrice Jacobienne du sys-

teme (3.8) :
rB egrB
—9 —
T = 2maG = Fh B+D
J =
—rGD G egrGB
—_— enr - mp — ————
(B + D)? B+D P (B+ D)
e En Fy = (0,0), on a:
o 0
J(0,0) = :
0 —mpg

qui est une matrice diagonale et admet donc deuz valeurs propres réelles distinctes :

A =7¢ >0 et Ay = —mp < 0 de signes contraires. Il s’agit donc d’un point selle.
e En £, = (7—G,O>,ona:
ma
—G 0
(z9)- ,
ma —rye  epryg — Dmgmp
DmG DmG

c¢’est une matrice triangulaire qui admet donc deux valeurs propres réelles distinctes :

eprya — Dmgmp

)\1:—7@<Oet/\2:

)

DmG
alors léquilibre Ey sous (Hj) est un neud stable et un point selle sous (HY).
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e En F, = (G,, B,), nous avons :

B,

—maG. eBrB D

J(Gy, By) =
—rG.D eprG. B,

(B.+D)?  (B.+ D)

En utilisant le fait que :

G* mp

r = —

B* —|— D (2] ’

B,
TB* + D - (,}/G - mGG*>7
nous obtenons :
_mGG* €B<rYG - mGG*)
J(G*’ B*) - Dmp mp G
Tep(Bo+ D) e el

Ainsi il est facile de voir que la trace de J(G., By) est
m
trJ = —mgG* — —B(’YG — mgG*) < 0,
r
et son déterminant est

_ mgmp Dmp
detJ = . G«(va mGG*)+B*+D

(va — maGL)

B magma Dmp
= (e mGG*)( . G*+B*+D)>0,

d’ou la stabilité asymptotique locale de cet équilibre.

De plus :
Ap, = (trJ)* —4(det J)
m 2 maem
= (73(%; —meGy) + mGG*) —4(ve —maG) ( Gr BG* *
m 2 Dm
= <TB(7G —meGy) + mGG*) -4 (B* +Bb (Ve — mGG*)> .
En utilisant le fait que
B.=%"q, — b,
mp
on obtient :
m 2 Dm?
AE* = (_B(WG - mgG*) + mGG*> —4 B (f}/G - mGG*)
, eprG,

Comme G, < Je alors :
mg

DmB
B.+ D

)
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m 2 Dm?
Ap, < <—B(’YG —maG.) + mGG*) — 4—7%(7(: — maGy)
r epr—
mga
m? Dmim
< (ya —maG.) {—f(’ya —mgGy) — 4&}
r eBTYG
m2 1 DmG
< 26 —meG.) |=(va —meG.) —4 }
r [ eBG
m2 1 Dmg¢
< —QB<’YG — mgG*) Yo —4 :| .
T _T‘ €BYG
D’aprés la condition (Hy), Ag, doit étre strictement négatif et donc E, = (G, B,) est
un foyer stable. |

2. Stabilité globale

Nous avons obtenu les conditions d’existence d’un équilibre positif et de sa stabilité
asymptotique locale. Nous avons observé que l'instabilité de I'équilibre E; implique I’exis-
tence du point d’équilibre intérieur positif F,. La condition pour la stabilité asymptotique
locale de E, est donnée par (HS). Maintenant, nous analysons la stabilité asymptotique
globale de E, en donnant des conditions sous lesquelles le systéme (3.15) n’a pas de
solutions périodiques non triviales. A cet effet nous appliquons le critére de divergence
Bendixon-Dulac pour la stabilité d’une solution périodique pour les systémes plans.

1
Construisons la fonction H(G, B) = CB telle que H(G, B) > 0 pour tout G > 0, B > 0.

En utilisant les notations

R(G.B) = G0 e — maGlt) ~ ra o,
et
F(G,B) = e;y% — mpB(t)
On obtient
div(HF,, HFy) = a(glgl) + 8(2152) -~ —% - % <0.

Cela montre que div(HF,, HF») ne change pas de signe et n’est pas identiquement nul
dans le quadrant positif du plan GB. Selon le critére de Bendizon-Dulac. Il s’ensuit que
le systeme (3.15) n'a pas des trajectoires fermée, et donc pas de solution périodique a
lintérieur du quadrant positif du plan GB.

Alors (G(t), B(t)) tend soit vers (V—G,O), soit vers (G, By).
mpg

Nous pouvons énoncer le résultat suivant.

Proposition 3.3.5. Le systéeme (3.15) ne peut pas avoir de cycle limite a 'intérieur du
quadrant positif.

A cet effet, le résultat ci-dessus en plus de la bornitude des solutions prouvent le résultat
suivant, qui est simulé dans les figures (3.1) et (3.2).
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FIGURE 3.1 — La courbe bleu représente la population des proies, la courbe rouge représente la
population des prédateurs r = 0.8, mg = 0.005,7¢ = 2.6, D = 0.4,e = 0.3, mp = 0.5
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FIGURE 3.2 — Solution numérique du systéme (3.8) avec les paramétres : r = 0.5, mg =
0.07,7v¢=1,D=2,eg =0.2,mp =0.8
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Corollaire 3.3.1. (i) Si (Hy), (Hz) et (HS) sont satisfaites, alors le point d’équilibre positif
E, est globalement asymptotiquement stable.

(ii) Si (H1), (Ha) et (Hs) sont satisfaites, alors le point d’équilibre positif E, n’existe pas et
I’équilibre Ey est globalement asymptotiquement stable.

3.4 Modéle proie-prédateur avec variations du niveau d’eau

La discussion ci-dessus repose sur I’hypothése que les paramétres d’environnement sont tous
constantes par rapport au temps et aux fluctuations environnementales, pour lesquelles nous
avons étudié la persistance des solutions.

Maintenant, dans cette section, on s’intéresse a I'analyse du comportement dynamique du
systéme (3.1) avec variations du niveau d’eau (§ # 0).

Le tauz de prédation r(t) dépend de la saison, en hiver la prédation atteint le pic, reflétant
la forte demande d’électricité, par contre, en été la prédation déminue. Pour simplifier, on
consideére deux saisons importantes ot r(t) est divisé en deux cas :

ry = r(l1+J) saison haute,
r(t) =
r— = r(l—09) saison basse.
Les saison changent séquentiellement Haute — Basse — Haute .... La saison haute commence
dans les tempst,, n =0,2.4, ..., avec un taux de prédation élevé r, et dure pendant un intervalle

du temps O xt =T~ ou t est la durée de la période (i.e une année) et 0 < 6 < 1. Ceci est suivie
par la saison basse dans les temps t, 1, n = 1,3,5...; avec un taur de prédation faible r_ et
dure pour (1 —0)xt =TT.

Par conséquent, une trajectoire du systéme (3.1) est une liaison des arcs des trajectoires des
systeme suivants :

%}Et) = G(t)(y¢ — meG(t)) — min <T+B(f;%,’m> B(t),
(3.18)
dB(t) . G(t)
0 = epmin (r+m,73> B(t) —mpB(t),
et
%}Et) = G(t)(yg — mgG(t)) — min (T_B(g%, 'YB) B(t),
(3.19)
dB(t) . G(t)
— = esmin (rm773> B(t) — mpB(t).

La stratégie pour résoudre le systéme (3.1) est de calculer la solution dans les intervalles du
temps entre t,, et t,11. Chaque intervalle du temps a un tauz de prédation constant (i.e., soit
ry our_) et les valeurs initiales G,, et B,.

Dans cette section, On suppose

magmpD

€B7aG

(Hs) : max (r 5By + D 4mBmGDVB>
5) - 1

) <r_ <ry<min <r2, o e £ mp)?
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On note que Uhypothése (Hs) implique que toutes les hypotheéses (Hy), (Hz) et (HS) sont satis-
faites pour chaque sous-systéme.

On prouve l'existence d’une solution périodique pour le systéme (3.1) en utilisant le Théo-
réme du point fixe de Brouwer. Premiérement, on réécrire les systéme (3.18)-(3.19) sous une
forme plus simple, comme ce qui a été fait dans la section précédente. Nous avons la Proposition
suivante

Proposition 3.4.1. Pour toutt >0, r.G(t) < yg(B(t) + D)

Preuve.

La démonstration de cette proposition est semblable a celle de la Proposition 3.3.1. Ainsi,
sous l'hypotheése (Hs), nous pouvons réduire les systémes (3.18)-(3.19) dans les formes les plus
simples suivantes :

([ dG(t) rG(t)B(t)
bl S ¢ _ ) —
(3.20)
dB(t) ryG(t)B(t)
— = ———————~ —mpB(t
| B+ Pl
! ( da) G5
r_G(t
— = (G(t —mgG(t)) —
(3.21)
dB(t) r_G(t)B(t)
— = —————~ —mpgB(1).
| dt o paoy+p B0
On démontre comme nous l'avons fait pour le systéeme (3.1), que sous la condition
(Hy) i rs > 206
6) 1% 4DmG7
les sous systéme (3.20)-(3.21) ont respectivement les équilibres suivants :
dmempD
(WG—T+)+\/(7G—T+)2+£ e nr. O
G* = B B =B+ p
+ 2me ’ + mp
dmempD
(=) + g =2+ 220D e
G* = B ’ B = — — D’
2ma mp
qui sont des foyers stables pour chaque systéme. [ |

Théoréme 3.4.1. Sous l'hypothése (Hs) et (Hg), il existe un domaine S compact, convexe
et positivement invariant pour le systéme & commutation (3.1)-(3.3) et au moins une solution
périodique annuelle dans S.
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Preuve. La dynamique des populations est régie par le systéeme (3.1) — (3.3). Correspendant
a Proposition 3.3.2, on peut montrer que sous l’hypothése (Hs), le systéme (3.1) — (3.3) est
permanent, c’est-a-dire toute solution positive (G(t), B(t)) du systéme (3.1) — (3.3) satisfait

0<m; < linirinf G(t) < limsup G(t) < My,
—+00

t—-+o0

0 <mg <liminf B(t) < limsup B(t) < M,

t—+0o0 t—+o00
ol N
+_ 06— T+ - _ epr-my
m; = ———, my = —— — D,

mg mp
ole] epro M1

M, = —, My = D,
ma mp

nous définissons
S ={(G,B) e R*|0 < mj <G(t) < My,m; <B(t) < M}

Par un argument de comparaison standard, on peut montrer que S est positivement invariant
par rapport au systéme (3.1) — (3.3).

En utilisant le Théoréeme du point fixe de Brouwer, nous montrons [’existence d’au moins
une solution périodique pour le systéme a commutation (3.1) — (3.3) dans le domaine S. Nous
appliquons ce Théoréme a 'application de Poincaré associé au systéme (3.1) — (3.3)

TkR+XR+ — R+XR+
(Go,Bo)  — (G(k), B(k)),

ou k € N* et (G(t), B(t) est la solution du systéme périodique (3.1) — (3.3) partant du point
(Go, Bo) a linstant tg = 0. Cette application est évidemment une application continue. Nous
avons déja montré que S est un domaine compact positivement invariant pour le systeme
(3.1) — (3.3). Par conséquent, pour tout k € N*, nous avons T(S) C S, puis, en utilisant
le Théoreme du point fize de Brouwer, T}, a au moins un point fire (G5, By) dans S pour tout

ke N*. |

Pour les simulations numériques nous utiliserons un tel point comme condition initiale,
(voir la figure (3.3)) et r(t) comme suit

2 pour [n,n+ 0.5
r(t) =

1 pour [n+0.5,n+1].

Le comportement périodique de la solution du modeéle (3.1) — (3.3) est illustré sur la figure (3.3).
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FIGURE 3.3 — Comportement dynamique du systéme commuté (3.1)—(3.3) : Bleu : G(t), Rouge :
B(t), les paramétres du modéle sont : vg = 2,6, mg = 0,005, mp = 0,5, D = 0, 4etep = 0, 3.

3.5 Application

Considérons le systeme suivant

G(t) = 2.6G(t) — 0.005G2(t) — min ((1'5 +g?:)(ir;>)@(t) .3000)

(3.22)

B(t) = 0.5min ((1'5 +;?:)<T’;))G(t) .3000) B(t) — 0.5B(t).

On donne a ce systéme trois conditions initiales différentes :
(G(t), B(t))" = (222,330)"
(G(t), B(t))T = (180,200)"
(G(t), B(t))T = (50,400)T
On suppose que : r1 = 1.6,y = 2.4.
Dans cet exemple, on a :

my = 40, M; = 520, ms = 62, M, = 1246.

Nous pouvons vérifier que

D
ro = 2.4 < min (73(30 + D) Ameypms )

Go " (¢ +mp)?

= min(4486.49,6.2435) = 6.2435 pour la premiére condition initiale.
= min(2730, 6.2435) = 6.2435 pour la deuxiéme condition initiale.
= min(390, 6.2435) = 6.2435 pour la trioxiéme condition initiale.
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donc la condition (Hy) est vérifiée.

4 D
V2 = 6.76 > SMEMBE 0.04, donc la condition (Hy) est satisfaite.
€B
On a :ry < ry, donc (Hy) est vérifié.
D
Etri=16<ry=24> MeMe= _ 0.004, alors (HS) est vérifié.
€B7G

Puisque r(t) est périodique et les hypothése sont réalisés, alors d’aprés le corollaire 3.3.1 le
systéeme (3.1) — (3.2) admet une solution positive périodique et qui est globalement asymptoti-
quement stable.

Time Dependence Phase Space
400 350
C VATV VWV VLV W VAV Y Y VAV 5
o I
® WAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAV K-
3% | B
& G0=222, B0=330 o
0 ' 300
0 5 10 15 20 150 200 250 300
Time Prey
400 400
= RPNV VNV VVVVIVVAY B
= ey 2
o |- ) [11] | "—-—-_.___________-_
& p00 pVVVWVWWWWWWWL- 8 09 _q?ﬁ:_:____}__;
& G0=180, B0=200 o —_—
0 : 200 b—m——
0 5 10 15 20 150 200 250 300
Time Prey
400 400 |
o N ATATAY VAT AT AN - -.._‘
5 ‘vaﬁ,ﬁﬁﬁ-u VaTavaraVaVaVaVaVoVovey % .
=1 L ] | -H-'"; "-|-|_-_‘--
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FIGURE 3.4 — Un tracé de série chronologique de G(t) et B(t) par rapport a ¢t et un tracé de
plan de phase de B(t) par rapport a G(t)



Conclusion

Les Ecosystémes aquatiques sont souvent altérés par les activités humaines. L étude que nous
avons faite fournit des résultats préliminaires de ’évolution des Ecosystémes basés sur la ges-
tion de l’eau de lac. Nous avons montré que les variations au niveau d’eau du lac est un facteur
important, qui est responsable de la persistance ou de 'extinction des relations proie-prédateur.
Notre premier objectif était de donner une analyse compléte et rigoureuse de [’existence pério-
dique de solution de notre systéme. Dans un contexte Ecologique, Uexistence de solutions doit
étre considérée comme une condition permettant la survie de l’espéce considérée. Les résultats
de cette étude démontrent que la dynamique du systeme dépend fortement de la fluctuation
au niweauxr d’eau. L’analyse mathématique présentée dans ce mémoire montre que : selon les
variations au niveaux d’eau, on peut faire prédictions appropriées sur le comportement asympto-
tique de ’ensemble du systéme proie-prédateur incluant la permanence, la périodicité, la stabilité
asymptotique globale et l’extinction des espéces. En ignorant la dépendance du taux de prédation
sur les niveaux d’eau, le modéle autonome ne pouvait pas bien expliquer comment les variations
du niveau d’eau peut affecter la répartition des espéces de poissons. En effet, en utilisant la théo-
rie de la stabilité d’équations différentielles ordinaires, il a été prouvé que I’équilibre intérieur
existe sous certaines conditions et il est globalement asymptotiquement stable. D un autre coté,
lorsqu’on prend en compte la variation des niveaux d’eau, on a prouvé analytiquement sous
certaines conditions, l’existence d’un domaine invariant S contenant au moins une solution 1-
périodique positive. Ces conditions dépendent la commutation des taux de prédation ri, r_ qui
dépendent directement des niveaux d’eau de lac. FEcologiquement parlant, si les niveaux d’eau
sont entre des valeurs critiques, alors les deux espéces peuvent coexister et ont une tendance
a fluctuer avec la méme période que l’environnement. Au contraire, a des niveaux €levés de
l’eau, il y a de faibles interactions entre les especes puis les espéces prédatrices va a l’extinction.
De plus, en utilisant le volume d’eau comme contrdle, il est possible de garder le niveauz des
populations a un état requis en utilisant ce controle.
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