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Chapitre 1

Présentation générale

1.1 Introduction

L’estimation de la fonction de hasard a une grande intérét en statistique. En
effet, elle est utilisée dans 'analyse de risque ou pour I'étude des phénomeénes de
survie. L’objectif de ce travail est d’étudier l'estimation non paramétrique de ce

modeéle, lorsque, les donnés sont de dimension éventuellement infinie.

Les premiers résultats conséquents sur le sujet furent établis au début des années
60 (voir Watson et Leadbetter [23]). L’estimation de ce modéle par la méthode
du noyau a été partiellement utilisé en 1989 par Roussas [20]. Ce dernier a estimé
la fonction de hasard comme rapport entre 'estimateur a noyau de la densité et
I’estimateur empirique de la fonction de répartition et il a établi sous des conditions
de mélange faible, la convergence presque stre de cet estimateur. Un an plus tard, le
méme auteur [21] a obtenu la normalité asymptotique de cet estimateur, en considé-
rant les différents types de mélange , a savoir, le ¢, le p, le a et le § -mélange. En
1993, J.P. Lecoutre en collaboration avec E. Ould-Said [11] ont étudié les propriétés
de convergence simple et uniforme d’un estimateur & noyau de la fonction de hasard,
dans le cas de variables aléatoires multi-dimensionnelles, issus d'un processus forte-
ment mélangeant, avec censure aléatoire. En utilisant 1’estimation par la méthode du

noyau pour les deux parameétres fonctionnels (la densité et la fonction de répartition),
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Youndjé et al. [24] (1996) ont construit un estimateur pour la fonction de hasard et ils
ont élaboré une méthode permettant le choix optimale de paramétre de lissage pour
I’estimation de ce parameétre, lorsque les observations sont i.i.d. Ce dernier résultat a
été généralisé par Estévez et al. [5] (2002) au cas des observations dépendantes. Dans
la méme année Est évez |1], a rétabli les résultats de Vieu en 1991 [22] en précisant la
vitesse de convergence en moyenne quadratique de 'estimateur a noyau de la fonction
de hasard, en considérant des observations fortement mélangeantes. Récemment, en
2006 Quintela-del-Rio [18] a établi la convergence presque compléte et la normalité
asymptotique d’un estimateur & noyau pour le maximum de la fonction de hasard.
On trouvera aussi dans cet article une application sur des données réelles permet-

tant de prévoir la période a haut risque sismique pour la région de Granada en Espain.

La modélisation par des modéles conditionnel en utilisant des variables aléatoires
fonctionnelles connaissent depuis longtemps un grand intérét en statistique. En
effet, les premiers résultats ont été obtenus par Ferraty et al. [9]. Ils ont étudié la
convergence presque compléte d’un estimateur a noyau de la densité conditionnelle
en considérant des observations i.i.d. On trouvera aussi dans cet article une appli-
cation traitant de la prévision via le mode conditionnel dans le cas i.id. Ce dernier
résultat a été généralisé par Ferraty et al. [8] au probléme de prévision en série
chronologique fonctionnelle. La monographie de Ferraty et Vieu [10] présente une
collection importante d’outils statistiques pour la prévision, a partir de variables
fonctionnelles, tels la régression, le mode conditionnel et la médiane conditionnelle.
La normalité asymptotique de ces outils a été obtenue, respectivement, par Masry
[17], Ezzahrioui et Ould-Said [0]. Récemment, Laksaci [15] a étudié la convergence
en moyenne quadratique de I'estimateur a noyau de la densité conditionnelle, et il a
donné l'expression asymptotique exacte de l'erreur quadratique de cet estimateurs.
Nous renvoyons a Niang et Laksaci [3] pour des résultats sur la convergence en norme

LP d’estimateurs du mode conditionnel.

Dans ce travail, on se propose d’étudier ’estimation non paramétrique de la

fonction de hasard conditionnelle quelques soient la dimension des données et la
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corrélation des observations. Ce document est présenté en quatre chapitres.

Le premier chapitre est consacré a l'introduction des défnitions et des outils
techniques que nous allons employé pour obtenir les vitesses de convergence. En
particulier, nous rappelons la défnition de la fonction de hasard et la fonction de
hasard conditionnelle, la convergence presque complétel’'inégalité de Hoeffeding,

I'inégalité de Fuk-Nagaev,.

Dans le deuxiéme chapitre, nous considérons le cas d’une variable explicative
uni-variée. Sous des conditions standard, on construit un estimateur & noyau pour
la fonction de hasard conditionnelle et on établit la convergence presque compléte
uniforme, quelque soit la corrélation des observations, indé-pendantes ou fortement
mélangeantes. Nous explicitions 1’expression de nos vitesses de convergence et nous
insistons sur le faite que les axes structurels du sujet, & savoir la corrélation des

observations et la "dimensionnalité" du modéle sont bien exploitées dans notre étude.

Le troisiéme chapitre est consacrée a la généralisation des résultats obtenus
dans le cas uni-varié au cas vectoriel. Ce chapitre est présenté en trois Sections.
Dans la premiére Section on construit l'estimateur a noyau pour ce modéle dans le
cas multi-varié, puis nous nous donnons les hypothéses, nécessaires dans le deuxiéme
paragraphe. Les propriétés asymptotiques de notre estimateur sont présentées dans

le dernier paragraphe.

Dans le quatrieme chapitre, on s’intéresse & un modéle non paramétrique
pour des variables aléatoires fonctionnelles. Dans ce contexte, sous des conditions
générales moins restrictives, nous établissons la convergence presque compléte avec
précision dans le cas ii.d. ou a-mélangeant. Ces propriétés asymptotiques sont
étroitement liées au phénomeéne de concentration de la mesure de probabilité de la
variable explicative sur des petites boules. Ces résultats nous permettent d’établir
une solution originale au probléme du fléau de la dimension et de généraliser a

la dimension infinie de nombreux résultats asymptotiques existants dans le cas
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multi-varié. Ce chapitre suit le méme plan des chapitres précédents.

1.2 Les modéles de survie

On peut faire remonter 'analyse des données de survie a 1693 avec ’astronome
"Halley" qui aprés une étude des relevés d’état civil de Londres donna les premiéres
tables de mortalité et enseigna le moyen d’y lire la probabilité de survie d'un
individu. Ces analyses, trés générales, ne sont affinées qu’a partir du 19-éme siéecle,
avec l'apparition de catégorisations suivant des "variables exogénes" (sexe, nationa-
lité, catégories socio-professionnelles, ...). Durant ce siécle, apparaissent également
les premiéres modélisations concernant la probabilité de mourir & un certain age,

probabilité qui sera par la suite désignée sous le terme de "fonction de risque".

Enfin, 'analyse des données de survie commence de déborder le cadre stricte de
la démographie pour investir, au 20-é¢me siécle, notamment dans les années qui
ont suivi la seconde guerre mondiale, on s’est intéressé a l'analyse des données de
survie plus pour des applications industrielles (avec 'apparition de la théorie de
la fiabilité) en utilisant des modéles paramétriques avec des lois exponentielles ou
de Weibull. Ce n’est que plus récemment, motivées par des applications médicales
(pharmaceutique, biomédicale), que sont apparues les méthodes non-paramétriques
(Kaplan-Meier 1958 )[12], pour l'estimation non-paramétrique dune fonction de
survie. De 'estimateur résultant, ils étudient I’espérance, la variance et les propriétés
asymptotiques. L’aspect semi-paramétrique a été initié par Cox en 1972 [2]. Ce
dernier modéle comporte des variables exoganes qui sont introduites, dans la fonction
de risque, au moyen d’une composante de régression paramétrique, le reste de cette

fonction de risque, non paramétrique, demeurant indéterminée.

Les modéles de survie forment une classe de méthodes statistiques qui ont pour
but d’étudier le nombre et la répartition des temps d’apparition des événements.

On peut s’intéresser a des modeéles ot 'on ne considére que le temps d’apparition
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des événements, mais on s’intéresse plus généralement a des modeles ou le risque
d’apparition d’'un événement dépend de covariables. On retrouve ainsi I’expression

d’un modéle de régression.

1.2.1 Analyse des données de survie

L’analyse des données de survie est I’étude de la survenue, au cours du temps, d'un
événement précis pour un ou plusieurs groupes d’individus donnés. Cet événement,
souvent appelé décés, peut aussi bien étre la mort d’un individu que la survenue d’une
maladie, la réponse a un traitement ou la panne d’une machine (c’est un changement
d’état en général.) Chaque observation est définie par :

Une date d’origine : Cela peut étre la date de naissance du sujet, si I'on étudie

I’age du sujet lorsque survient 1’événement ou la date de mise en contact avec un
agent infectieux, si 'on I'étudie la durée d’incubation d'une maladie infectieuse.
Chaque individu a une date d’origine différente sur le calendrier, mais la mesure qui
nous intéresse est le délai depuis cette date. La date d’origine définit pour chaque

individu le temps 0.

Pour permettre la comparaison des durées de survie entre les individus, une
définition précise de I’événement d’intérét est nécessaire. S’il s’agit du déceés
provoqué par une maladie, il faut s’assurer que chaque décés est effectivement da a

la maladie étudiée, et non a d’autre cause.

La durée de survie : Elle est définie comme le délai entre la date d’origine et la

survenue de I’événement d’intérét. Les durées de survie correspondent a des variables
aléatoires positives, de distribution le plus souvent dissymétrique, rendant difficile

leur description par les lois de distribution usuelles.

Les individus ou groupes d’individus sont susceptibles de différer pour un ou
plusieurs facteurs. Ces facteurs, dénommés variables explicatives ou covariables
peuvent expliquer une différence importante de la durée de survie des sujets étudiés.

Leurs effets sont analysés par des modéles de régression. Il peut s’agir de facteurs
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individuels (sexe, age, paramétres biologiques relatifs & une maladie, paramétres
génétiques..), ou liés & un essai thérapeutique (appartenance au groupe de traitement

ou au groupe placebo, dosage médicamenteux...).

L’analyse des données de survie s’attache alors a la description des temps de
survie et & voir dans quelle mesure ils dépendent de ces variables explicatives. Les
approches classiques en analyse des données de survie sont de type stochastique, le
temps d’apparition d'un événement est supposé étre la réalisation d'un processus

aléatoire associé a une distribution particuliére.

De nombreux travaux sont consacrés a l'analyse des données de survie : Kalbeisch
et Prentice (1980) [11], Cox et Oakes (1984) [1], Klein et Moeschberger (1997) [13],

1.3 Fonctions associées aux distributions de survie

Soit T" une variable aléatoire continue positive définie sur un espace probabilisé
(Q, A, P) associée a une durée de vie (c’est a dire une v.a a valeurs dans R) passée
dans un certain état, 'origine des temps étant prédéfinie.Dans le domaine médical
cet événement peut étre la mort ou la guérison,dans le domaine économique, la perte
d’un emploi et en fiabilité, 'instant de premiére panne.
Les durées de survie sont des variables aléatoires positives, de distribution,le plus
souvent dissymétrique rendant difficile leur description par les distributions théoriques
usuelles. Par exemple, la distribution normale qui joue un role important en statistique
ne peut pas étre utilisée en analyse de survie car les variables étudiées sont supposées
ne prendre que des valeurs positives. Toutefois, I’étude des durées de survie utilise les
fonctions classiques permettant de d’écrire les variables aléatoires continues.
La loi de cette durée peut aussi étre caractérisée par I'intermédiaire d’autres fonctions
faciles a interpréter et qui de plus s’introduisent naturellement dans divers calculs,
parmi ces fonctions, les plus importantes sont : La fonction de densité, la fonction de

répartition, la fonction de survie, la fonction de hasard de la durée de vie.



1.3 Fonctions associées aux distributions de survie 12

Pour faciliter la description de ces fonctions, nous supposons que T est continu.

1.3.1 Distribution de la durée de survie

Supposons que la variable aléatoire T positive correspondant la durée de survie
absolument continue, alors sa loi de probabilité peut étre définie par I'une des cinq
fonctions équivalentes suivantes (chacune des fonctions ci-dessous peut étre obtenue

a partir de I'une des autres fonctions) :

Définition 1.3.1. La fonction de densité de probabilité, notée f(t) :

. PA<T<t+ A
t)=1 —
0= &

f(t)At + o(At) est donc la probabilité de connaitre ’événement d’intérét entre t et
t + At. La fonction de répartition, notée F'(t), vérifie :

F(t) = P(T < 1) = /Ot Fu)du

F(t) définit la probabilité de connaitre I’événement d’intérét entre [0, t], cette fonction

est monotone et l'on a
F0)=0 et limF(t)=1

t—o00

Définition 1.3.2. La fonction de survie, notée S(t) définie par :
S(t)=P(T >t)=1— F(t)

Cette fonction représente la probabilité de connaitre I’événement d’intérét au dela du

temps t. C’est une fonction monotone décroissante telle que

S(0)=1 et lim S(t)=0.

t—o00

Elle caractérise également la loi de T
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Définition 1.3.3. La fonction de risque, ou fonction de hasard, ou bien le risque
instantané de changement d’état notée h(t), (hazard function en englais, car hazard
veut dire risque en anglais), elle est définie comme étant la probabilité instantanée
qu’une durée T de "séjour" dans un état se termine a l'instant t + At sachant qu’on

y était a linstant t, 1.e. :

Pt<T<t+At/T >t
W)= fim DUSTSITAUT 21)
At—0+t At

On montre facilement que

nt) = L3

_ —dlog(s(t)

- d(t)
donc h(t)At représente, quand At est petit, la probabilité "approchée" pour un indi-
vidu d’atteindre I'événement d’intérét avant ¢t + At, conditionnellement au fait qu’il
est encore dans I’état précédent juste avant t. Cette fonction est aussi appelée risque

instantané a l'instant ¢.

On constate aussi que la fonction de risque caractérise la loi de 7" (ou S(t).)

Définition 1.3.4. La fonction de risque cumulé, notée H(t) définie par :

Par manipulation des définitions précédentes, on retrouve facilement les relations

suivantes :
o) = -5
S(t) = exp(— [y h(u)du)
S(t) = exp(—H(1))
)

= h(t)exp(— f(f h(u)du)

Donc la fonction de risque cumulé caractérise la loi de T (ou S(%).)
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La distribution de la durée de survie T" peut étre décrite par I'une des fonctions définies
ci-dessus. Toutefois I'une des plus intéressantes est la fonction de risque h(t) car elle
est une description probabiliste du futur immédiat du sujet "encore a risque" et refléte
des différences entre les modéles souvent moins visibles au travers des fonctions de
répartition ou de survie. En épidémiologie, elle peut dans certains cas s’interpréter en
termes d’incidence.

On constate que si h(t) est constante (on la note \), alors

S(t) = exp(— /0 h(u)du) = e

devient la queue d’une distribution de loi exponentielle. Cela présume que 'on peut
adopter le modéle markovien a deux états pour estimer la survie et le probléme devient
purement paramétrique. Mais en général, h(t) n’est pas constante; ce qui laisse une

place pour traiter le probléme en utilisant la statistique fonctionnelle.

1.4 Estimation de la fonction de hasard

L’estimation de la fonction de hasard a un grand intérét en statistique. En effet,
elle est utilisée dans ’analyse de risque ou pour I’étude des phénoménes de survie. Le
taux de hasard inconditionnel est défini comme étant la probabilité instantanée que
le changement d’état se fasse dans l'instant infinitésimal qui suit l'instant présent,

noté t. Plus précisément, le taux de hasard h(t) est défini par :

< < >
W) = lm Pt <T <t+At)T > 1)
At—0Tt At

(t>0)

Il n’est pas difficile de voir que que le taux de hasard peut étre réécrit comme étant
le rapport de la densité f(.) dont elle est absolument continue par rapport a la mesure

de Lebesgue et la fonction de survie S(.) = 1 — F(.) de T" a l'instant ¢; autrement

dit :
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hit) =22 (1.1)

ot la fonction de survie S(t) n’est autre que la fonction de répartition du complémen-
taire de I’événement considéré. En fait c’est la dérivée d’une probabilité que la durée
soit comprise entre t et At, sachant que l'on ait atteint la période t. Plus pratique-
ment il s’agit d'un taux instantané de sortie de 1’état a la date t. La courbe de survie

prend une signification particuliére donnée par :

S(t) = exp(— /0 () du)

Il existe une littérature étendue sur 'estimateur du taux hasard non paramétrique,
d’une maniére approximative et pour le cas non paramétrique, deux méthodes ont été
proposées pour estimer le taux du hasard.

La premiére approche remplace f(t) et S(t) dans I'expression de h(t) par leurs estima-

teurs f(t) et S(t) respectivement, ce qui nous donne l'estimateur du taux de hasard

par :

h(t) = (1.2)

Nielsen et Linton (1995) appellent ce type d’estimateur par (estimateur externe).
L’estimateur & noyau externe du taux de hasard des données non censurées a été
introduit par Watson et Leadbetter (1964) et Munhy (1965).

La deuxiéme méthode est basée sur la relation entre le hasard cumulé et le taux de

hasard ou le hasard cumulé est défini par :
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Nielsen et Linton (1995) appellent ce type d’estimateurs par (estimateur interne).
La relation entre le hasard cumulé et le taux de hasard suggeére que h(t) peut étre

obtenue en lissant H(t) en utilisant un noyau autrement dit :

h(t) = / Ki(t — u)dHu

ou h est une largeur de fenétre tel que h — 0 quand n — oo. L’estimateur interne
du taux de hasard pour les données censurées a été aussi introduit par Watson et
Leadbetter (1964). Ramlau-Hansen (1983), Yandell(1983), Tanner et Wong (1983,
1984), Blum et susarla (1980), Fotdes et Retjo (1981) et Lo, Mack et Wang (1989)
ont étudié des estimateurs similaires en présence des données censurées. De plus,
Tanner et Wang (1984) ainsi que Sarda et Vieu (1996) utilisent la sélection de la
largeur de fenétre pour ce type d’estimateurs. Jusqu’a maintenant, I'intérét porté sur
le taux de hasard va généralement dépendre de certaines covariances, par exemple, le
temps de survie d'un patient va étre affecté par plusieurs caractéristiques tels I’age et

le genre. Le taux de hasard conditionnel de ¢ sachant Z = z est définie par :

< =
P (t) = lim P(T <t+ AtA/tT > 1,7 =2)
_>

Ainsi la fonction de hasard conditionnelle T sachant Z = z est définie par :

-5

tel que F* (resp f?) est la distribution conditionnelle (resp. la densité conditionnelle)
de T sachant Z = z qu’on suppose qu’elle est absolument continue par rapport a la
mesure de Lebesgue sur R.

Afin d’illustrer I'importance de la fonction de hasard conditionnelle on considére

I’exemple suivant

Exemple 1.4.1. Supposons qu’un matériel de durée de vie Y soit en état de bon

fonctionnement a l’instant t et on veut calculer la probabilité conditionnelle, sachant
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X =z, d’une panne dans Uintervalle de temps (t,t+ A t). Cette probabilité est bien
P*(Ye(t,t+at)|Y >t)

Pr(Ye(t, i+ at) |V > 1) = L=t

P (Ye(tt+At)
P (Y >t)
F2(tt+0t)—F(t)
1—F= (1)

il s’ensuit par passage a la limite

1
lim —P*(Ye(t,t+ A1) | Y > t) = h=(t)

At—=0 A T

Autrement dit, la quantité h*™(t) A t est une approzimation a la probabilité condition-

nelle "instantanée” de panne a l’instant t.

1.5 Définitions et outils

Définition 1.5.1. Soit (X,)nen une suite de wvariables aléatoires réelles définie
sur un espace de probabilité (2, A,P). On dit que (X,) converge presque compléte-

ment vers X une variable aléatoire réelle définie sur le méme espace,si et seulement si
o0
Ve>0, ) P|X,-X[|>e<o00
n=1

et on écrit (X, —P° X).

Définition 1.5.2. Soit (Z,)nan une suite de variables aléatoires,(U,)nan une suite de

nombres réels. On dit que (Z,) = O(U,,) en p.co. si et seulement si

Je>0, > P|Z,[>e(U,) < o0
n=1
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Définition 1.5.3. Soit A\;,ieZ une famille de variables aléatoires dans un méme
espace probabilisable (B, A). Pour tout couple (i,3) dans Z U] — 1, +1[,on note o! la
tribu engendrée par Ny, i < k < j. On appelle cofficients de mélange fort, la suite

des réels
a(n) =sup | P(ANB) - P(A)P(B) |

Définition 1.5.4. On dit qu’une famille /\;,ieZ. de variables aléatoires dans un
méme espace probabilisable (K, A) est fortement mélangeante(c-mélangeante), si l'on

a

Définition 1.5.5. On dit qu’une famille /\;,© € 7. de variables aléatoires dans un
méme espace probabilisable (E, A) est algébriquement c-mélangeante, s’il existe deux

constantes ¢, a dans R*T telles que les coefficients de mélange vérifient

a(n) <cn

Proposition 1.5.1. Soient (X,)nen, (Yn)nen deuz suites de wvariables aléatoires
réelles. Si X, converge presque compléte vers 0 et sl existe 30 > 0 tel que
Yo P{Y, < 0} < oo. Alors, la suite (X,/Y,)nen converge presque compléte vers
0.

Lemme 1.5.1. [7] "Inégalité exponentielle de Bernstein"

Soit Xq,...,X, des variables aléatoires réelles centrées, indépendantes et de méme
loi (i.i.d) définies sur l’espace de probabilité, telles qu’il existe deux réels positifs 0, et
Oy vérifiant X; < 0y et IEXI2 < 0y alors, pour tout € €]0, g—;[ on a :

= —ng?
IP’<n ZXi 25) §2exp( 10, >

=1
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Lemme 1.5.2. [7] "Inégalité de type Fuk-Nagaev sous mélange algébrique”
Soit {A;,1 € N} une famille de variables aléatoires a valeur dans R fortement mélan-

geantes, de coefficient de mélange algébriquement décroissant. On pose

2233 vl A

i=1 j=1

Si Vi, || Ao < 00, alors pour tout € > 0 et pour tout r > 1, on a :

2\ 5 9 a+1
P ( > 45) <4 (1 + 5—2) + 2ner™! <l>
rs? £

Lemme 1.5.3. [7] "Inégalité de covariance pour variables bornées”

>a

=1

Soit {A;,1 € N} une famille de variables aléatoires a valeur dans R fortement mélan-

geantes telle que i, ||Ail|oo < 00, alors, pour tout i # j

|cov(Ai, A)] < 4| Adlloo | Ayl ocx([i = j1)-



Chapitre 2

Estimation non paramétrique de la
fonction de risque conditionnel :Cas

uni-varié

Ce chapitre est consacré a I’estimation non paramétrique de la fonction de hasard
conditionnelle par la méthode du noyau. Il est présenté en trois sections. La premiére
section est consacrée a la présentation du modeéle et a la construction de I'estimateur
de la fonction de hasard conditionnelle. Dans la deuxiéme section, on s’intéresse a la
convergence presque compléte de I'estimateur construit dans le cas ou les observations
sont indépendantes identiquements distribuées (i.i.d.). Tandis que, dans la derniére

section on traitera le cas des observations a-mélangeantes.

2.1 Modéle

Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur l'espace de probabilité
(Q, A, P) a valeurs dans R x R. Pour tout x € R, on désigne par F* la fonction de
répartition conditionnelle de Y sachant X = x, on suppose que F” est absolument

continue par rapport a la mesure de Lebesgue de densité f7.

Etant donné (X1,Y;),---,(X,,Y,) une suite des observations de méme loi que



2.1 Modéle 21

(x,y) on estime par la méthode a noyau la fonction de répartition conditionnelle F**

par 'estimateur, noté Fe , défini par :

Z K (hi! (z — X)) H(hy' (y — V7))

F(y) = ., VYyeR (2.1)

> Kb e - X))

ou K est un noyau, H est une fonction de répartition et hy = hy,, (resp. hy = hpp)
est une suite de réels positifs. On déduit de F* un estimateur de la densité condi-

tionnelle, noté ﬁ, défini par

it Y K (i = X)) H O (hig'(y = Y7)

() m , Vy € R
> K(hi (z = X))
i=1
Pour simplifier la notation, on pose
Ki(x) = K(hi'(e = X)), Hiy) = H(hyf' (y = Y))

et
1 o R
W) =—SN K, G) (2, y) = — K:H9(y), j=0,1
In(@) = ;:1 g’ (2,y) . ;:1 i (W), J
ce qui nous permet d’écrire
(1)
Sz In T, Y T gn (T, Y
F(y) = @9) f (y)=—< )

fn(2)

En vertu de sa définition, I’éstimateur naturel de la fonction de hasard conditionnelle,
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noté h”, est :

TN ()
h (y)—l_ﬁx@) Vy € R

le but principal est d’étudier les propriétés asymptotiques de I’éstimateur h® dand les

deux cas : le cas iid et le cas de mélange.

2.2 Cas ud

Dans cette section, on suppose qu’on dispose d'une suite des observations

(X1,Y1),- -+, (X,,Y,) indépendantes identiquement distribuées et on démontre la

convergence presque compléte uniforme sur un compact réel de h® vers h”.

2.2.1 Notations et hypothéses

Par la suite, on fixe un point z (resp. un compact S) de R, et on désigne par A

ou A’ toutes constantes générique de R*".on introduit les hypothéses suivantes :

(Hy) La fonction de répartition conditionnelle est (K + 1)-fois continument dérivable

autour de S.

(H,) La densité de la variable explicative est strictement positive, et de classe C* au

voisinage de .

(H3) La fonction H est strictement croissante, de dérivée bornée et d’ordre k, et telle

que

V(yi,p2) €R,  [HD(y1) — HD ()| < Alyr — 9 j =0, L

(Hy) Le noyau K est supposé d’ordre k intégrable, d’intégrale égale a 1, borné et
positif.

(Hs)
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lim hy =0 et lim nPhy = o, VB >0

n——+o0o n——+0o

2.2.2 Convergence presque compléte

Théoréme 2.2.1. Sous les hypothéses (Hy) — (Hg), on a :

logn

sup |17 (y) — h*(y)| = O(hl) + O(h¥y) + O

.CO. 2.2
Sup nhHhK) p (2.2)

Preuve du théoréme (2.2.1)

On considére la décomposition suivante

F(y)
1- Fe(y) 1= F(y) R
f(y) — x(y)FA””(y) — f2(y) + [*(y) F*(y)
(1= F2(y))(1 = F2(y))

_ 1 B, g0 L) T R —
= 1_ﬁz(y)[(f (y) = f(y) + 1_Fgg(y)(F (y) = F*(y))]

R (y) — h*(y) =

(2.3)

D’ou,

—~ 1 -~ sup es‘fx(y)’ -
sup |h*(y)—h*(y)| < = sup |/ (y)— " (y) |+ —2 sup | F*(y)—F*(y
yesl (y)—=h"(y)| infy63|1—Fx(y)|[yeS| ()—f"(y)| Wt s |1~ Fo(y) yesl (y)—F*(y)l]

Ainsi,la démonstration de (2.3)repose sur les résultats suivants

sup |F7(y) — F*(y)| = O(h%) + O(hty) + O/ 28) peo.  (2.4)
yeS nth
sup | F(9) — ()| = O(h) + Oly) + O/ - 81) peo. (25)
yeS nnpgng

36 >0 telque E IP{irelg 11— F*(y)| < 6} < oo (2.6)
Yy
n=1
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De méme la démonstration de (2.4)(resp.de (2.5))est basée respectivement sur les

décomposition suivantes

F(0)=F*(3) = 57 (000 0)~Ean o, 0) ~(F (0 (0) B, )+ =2 )= o)
(2.7)
et
-1y = ﬁ{(gﬁl)(ﬂf,y)—Egﬁl)(iIf,Z/))—(fm(y)f(ﬂf)—Egﬁf)(% y))}+fxf—(y)(f($)—fn(9€))
(2.8)
Finalement,la démonstration du théoréme est issue des lemmes suivants. [ |
Lemme 2.2.1. sous les hypothéses (Hy) et (Hy)-(Hs), on a,
o) — F(2) = O(hl) + O ™) o (29
K
36 >0 telque i]?(fn(x) <) < o0. (2.10)
Lemme 2.2.2. sous les méme conditions du théoréme (2.2.1), ona
sup [F(y) f () — Bgn(z,y)| = O(hi) + O(hiy). (2.11)
sup | f*(y) f (z) — Bgy (z,y)| = O(h%) + O(hy). (2.12)

yeS
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Preuve du lemme (2.2.2)

Les observations (X;,Y;) étant équidistribuées, alors,

]Egn(m,y) = nhx [Zz 1K( )H( h;/z)]

= e BIE (%S )E(H(h_l( Y))/X)]
D’autre part,

B = )/%) = [ 1=

Une intégration par partie et le changement des variables usuelle ¢ = % entrainent

que
B(H(hy (v~ Y))/X) = | HOQF (g = hat)at.

Donc,

Eg,(z,y) //K x—u W) FU(y — hyt) f(u)dtdu.

par ailleurs

Eg,(z,y) //K tYF*% (y — hgt) f(x — hy2)dtdz.

posons ¢(z,y) = F*(y)f(z) on obtient, sous (Hs) et (Hy), que

Egn(r,y) — g(v,y) / / K(z Ng(x — hiz,y — hyt) — g(z,y)]dtdz.

En utilisant le développement de Taylor de g(x,y) ce qui est possible car g est de

classe C*, on trouve

39:63/

12

g(x—hgz,y—hyt)— Z 12)" (hirt)®) +O(h)+O(hiy ).

=1 1=1%1+12

Ainsi, Eg,(x,y) — g(x,y) =

[ [ xemony G

=1 1=11+1i2

((hiz)™ (hgt)?)dtdz + O(RE) + O(Rk)).

12
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comme les noyaux K et H sont d’ordre k, on trouve que

1k
Eg, (2. y)—g(z.1) = - kl!) Wl aym / / K () HO@)((hie2) (hig2)2)dtdz+O(RE)+O (%)

k= z+12

Il découle de ce dernier calcul que

sup [Eg,(z,y) — g(z,y)| = O(h}) + O(hk)).

YyES

De méme pour ’équation (2.12), ona

Egi(z,y) = o B K (52 HO (45
= ;E[K(mh;()E(H(l)(hH( —Y))/X)]

hghg
comme
B(H (! (0 = Y))/X0) = [ HOC) P (w)d

R hu

on considére le changement de variables ¢ = %, on trouve

B(HO (i s~ Y)/X) = b [ HOO (0~ hathe.

R

D’ou

™ //Kxﬂtmwwwwmmwm
De méme, par un changement des variables similaire, on obtient
Eg(z,y) = / / K(2)HWO () fo "2 (y — hyt) f(x — hgz)dtdz
RJR

posons
g1z, y) = f*(y) f(z)

,alors

EgV(z,y) — g1(z,y) = /IR/IRK(Z)H(I) (O)lgr(x — hrz,y — ht) — gi(z, y)]dtdz.
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Maintenant, on considére le développement de Taylor de la fonction g;(z,y) pour

montrer que ]Egy(Ll)(SC, y) — iz, y) =
k
K (2)HD(t) ((hiz)" (huz)?)dtdz + O(hj;) + O(hj
/R/Rm Z Z;maﬂaym it (hy2)®) (W) + O(hly).

On fait appel aux hypothéses (Hj3) et (Hy4) pour achever la démonstration de ce

lemme. [ |

Lemme 2.2.3. Sous les hypothéses (Hy) - (Hg) ,on a,

1 logn
sup |gn(z,y) — Egn(z,y)| = O(\/i),p.co. (2.13)
fn yeS nhK

1 logn
su x Eg¢V(z,y)| = O(y/ —=—), p.co. 2.14
T yeglgn (z,y) — Eg,,’ (z, )] (VnhHhK) p (2.14)

Preuve du lemme (2.2.3)
L’édée est de recouvrir le compact S par un nombre s,, des intervalles

Sp = [my — lp,mp + 1],  tel que my, € S et s, =1;'. On pose

my = arg mln ly — my.

..... Sn

Ainsi,on peut écrire que,pour j =0,1:

9 (2, y) — Bg (z,y)| < |99 (x,y) — ¢ (x,m,)
)

+ B¢ (z,my) — Egd (x,9)| + |9 (2, my) — By (x,m,)|.

Par ailleurs, pour montrer I’équation (2.13), on a

SUP,cs |gn (7, ) — Egn(z,y)| < Suglgn(x,my) — Eg, (2, m,)|
ye

J/

-~

Ty

+ sup|gn(z,y) — gn(x, my)| +Sup|1Egn(x my) — Eg,(z,y)]

yeS yeS

J/

-~

T
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donc, il suffit de démontrer que les deux termes T et T, converge presque compléte-

ment a la vitesse de f}i’j En effet,

En ce qui concerne (T2) L’hypothése (Hs) entraine

an SUPyes ﬁ Z?:l |Hi(y) — Hi(m,)|K;
Aly—
an SUPyes |thmy\ (ﬁ > i Ki)

Al_n
hg

+SUDyes |gn (2, y) — gn(z,my)]

VAR VAR VAN

Le choix de [,, = n=5=3 nous permrt d’obtenir la majoration suivante

1
n="72

sup |gn (@, y) — gn(z,my)| < A .
yeS H

par ailleurs,

7 5up,cs |[Egn(z,y) — Bgn(z,m,)] FEsup s = o, [Hi(y) — Hi(my)| K;

IA A

IN
N
3

En vertu de ’hypothése (Hg) et a I’aide d’un calcul simple, on montre que

1 /ha = O logn

)

nhK

Ainsi, il existe un entier Ny pour lequel nous avons

1
Je >0 telque Vn > No,P(—T, > ¢ )=0 (2.15)
fn nhK
on peut écrire , donc
> 1 log n No 1 log n
P(—T15 > = P(—1T15 > < 00. 2.16
nZ:; <fn ? ‘ nhK) nZ:; <fn ? ‘ nhK) > ( )
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En ce qui concerne (T;)

Il faut montrer que
Z]P s

avac g = € 17‘;}%; pour cela, on a,

P(Ti>%2) < Pmaxier,. lgn(@,m) — Ega(z.m,)| > 2)
27;1 P(|gn(xvmk) - Egn(xv my)l > %0)
SpMaXet, s, P(|gn(x, my) — Egn(z,my)| > %)

Lt maxger, o, P(lgn (2, mi) — By (z, my)| > )

VAN VANR VANRR VAN

D’autre part, on a

Vk < sn o galm,mi) = Bga(a,my) = =300 1K( v)Hi(my) — EK;(x) Hi(my,)
= i T (0, () Hi(my) — BE(x) H ()

A;

Pour évaluer la quantité P(77 > %), on applique I'inégalité (1.5.1) qui nécessite la

majoration des quantités |A;| et EAZ. pour la premiére quantité, on a

Ai < e K H(™ )]

hK hoxc it
< AK(” X)(car0<H<1)

et comme le noyau Ket borné (voir(Hy)), on obtient

A
Al < —.
A<
Pour le moment d’ordre deux de A;, on a,
A z—X
EA? < %EKQ( s
< A f f) K5,
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par un changement de variable z = on montre

hK

Nous somme donc en mesure d’appliquer lemme (1.5.1) aux variables A;.

P52 Al > )
2exp(—Anehr)

62 ogn
2exp(—Annlh—ihK)

2n—Ae2

P(|gn(xamy) - Egn(x7my)| > %0)

VAN VAR VAN

Finalament, on obtient

P(T) > 5) < 207 p~A¢

En utilisant le fait que [, = n’ﬁ’%, on obtient

P(T; > %) < opASHA; (2.17)

Il suffit de choisir € de telle sorte que —Ae? +a < —1, pour que la série de terme

—Ae%+a

général 2n soit convergente.Finalement, il suffit d’utiliser le résultat (2.10) pour

arriver a

Ce qui achévera la démonstration de I’équation (2.13). Il nous reste maintenant, la

deuxiéme partie du lemme. La démonstration de celle partie est trés similaire a cette
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de 'équation (2.13).En effet, on grade les mémes notations du cas précédent et on

considére la décomposition suivante

1 1
sup,es low (2,y) — Bgi (z,y)| < sup gV (z,m,) — EgV(x,m,)]

ves .
P
+ sup gV (z,y) — gi" (x,my)| + sup [Bg( (x, m,) ) Eg) (z,y)]
gES yeS B
S

I1 suffit, donc, de démontrer que

€ logn € logn
P(Fy > = < t P(Fy > <4/ <
(Fi QVnhHhK) o c (F 2 nhHhK) >

logn

avec

Eop = ¢
nhHhK

Pour F5 , on utilise I'hypothése (Hj), pour arriver &

% SUPyes nh;hK Z?:l ‘Hzl(?/) - Hil(my)’Ki
Aly—
Fsup,es HTL (S S| KG)

Al_n
G

# SUPyes lgn(z,y) — g (2, my)|

IAIA

IN

On choisit I, = n~2%2 ou a est donné dans I'hypothése (Hg), ce qui nous permet

d’"crire
logn
l,/h% = O
/ H ( njughKJ
Finalement,
1 1 1 1 ”_%ﬁ - %
sSup ’gn(x7 y) - gn($7 mk)' + sup |Egn($? my) - Egn(x7 y)| S Ah—2
yeS yeS H

Ce qui signifie, que il existe un Ny tel que
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Vn > Ny, P(F > %0) ~0

Par conséquent,

ZIPfF2>—

Pour Fy, on applique 'inégalité (1.5.1), car, on peut écrire

P(Fy > %) < Pmaxee(,..s.) |90 (2, mi) — Egy(,my)| > )

,,,,,

Sn

w1 Plgn (@, mi) — Egy (z,mi)| > )
Spmaxpe,... s, P|gn(z, my) — Egp (@, mg)| > )

IAN AN IA A

An maXge(1,...,5,) (|g711($7 mk) - Eg;’(.fﬁ, mk)‘) > E?O)

gn(@,mi) = Egp(z,my) = Z?:ll K(x)H} (my) — BE;(x) H} (my,)
= o 2in M(Ki(x)Hil(mk) — EK; () Hj (my)) -

J/

Les hypothéses (Hjz) et (Hy) entrainent
A
Ap| <
| = hphg
Pour le moment d’ordre deux de A}, on a
2
E(A?) < o B(K () B (my)
_ hillh%(E KZ(xh—;()H(l) (m];;fY)]
= o B (55) i B(H O () /X)),
on a
R B(HO (M) /X) = g [ (HO () fX (w)du
= f H(1>2 (t) fX(mk — hyt)dt (2.18)
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= X — Z  on montrer que
K

Aprés un changement de variable

Al
E(A?) <
() < 5

On peut appliquer,maintenant,le lemme (1.5.1) aux variables A}.

P(lgh (e, ) — Egh(e,ma)] > 2) = P(L S, A > %)
2exp(—Aneihyh)

e2logn
2exp(—An ;222 hyhi)
zn—AEQ

VAR VANVAN

Comme [,, = n_%ﬁ_%,alors, le choix de ¢ tel que Ag? = gﬁ + %, permet de conclure

que

Lemme 2.2.4. Sous les conditions du théoréme précédent
36 >0 telque ZZIIP{;Q‘EH — F*(y)] < 6} < o0
Preuve du lemme (2.2.4)

Nous avons déja démontré de I'équation (2.4), la convergence presque compléte de

F T(y) vers F*(y). Autrement dit, nous avons

Ve > 0 ZIP{W(;,) — F*(y)] > £} < o0
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D’autre part,on a par hypothése F'* < 1,c’est a dire
1—F*>F*— F°
Ainsi,

inf |1 — F*(y)| < (1 —sup F*(y))/2 = sup |[F*(y) — F*(y)] > (1 — sup F*(y))/2
yes yeS yEeS yES

En terme de probabilité,on obtient

P{inf [1 - F*(y)| < 0} < P{sup B (y) = F*(y)| > (1 — sup 7 (3))/2} < oo,

Finalement, il suffit de prendre § = (1 — sup, s F**(y))/2 pour achever la démons-

tration du lemme. [ |

2.3 Cas dépendant

On garde les mémes notations de la section précédente, on suppose que nos
observations (X1,Y7),...(X,,Y,) sont a-mélangeantes et on introduit les conditions

suivantes.

2.3.1 Hypothéses

.....

H, Le couple de variables aléatoires (X;,Y;) admet une densité continue notée f;;,
pour tout ¢ # j

/

Hg
dn > 0,An47ua++13%”7 < hghx et hg< A'nta

avec

(6 —38) — /(6 —36)2—12(1 + 3)

>
“ 2
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Remarque 2.3.1. :

- L’aspect non paramétrique est bien exploité dans ce travail par 'ypothése (Hg). Au-
trement dit, cette hypothése de régularité qui caractérise l’espace de notre modéle, elle
a justifé notre procédure non paramétrique.

- On peut diviser nos hypothéses en trois catégories : des hypothéses sur le modéle
comme (Hy) et (Hy), des hypothése sur la variable explicative Hy ou bien H, et
des hypotheses techniques (sont des hypothéses classiques en estimation non paramé-
trique).

- Les hypotheses HEL—H/3 sont ajoutées pour €Eviter l’expression de covariance dans la
vitesse de convergence. Autrement dit, on peut démontrer la convergence presque com-
pléte sans ces hypotheses. Cependant,la vitesse de convergence sera donnée en fonction
de covariance des observations et de plus elle sera relativement lente par rapport a la

vitesse du cas indépendant.

2.3.2 Convergence presque compléte

Théoréme 2.3.1. Sous les hypotheéses du théoreme (2.2.1) et si (Hy),(Hy) et (Hy)

sotent vérifiées, alors,

logn

sup [2°(y) — h*(y)| = O(hl) + O(h) + O(

.CO. 2.19
Sup T )p (2.19)

Preuve du théoréme (2.3.1)

La démonstration est basée sur les mémes arguments du théoréme précédent. Notons
que la corrélation des observations n’intervient pas dans les parties biais. Cependant,
les parties dispersions sont étroitement liées a cette conditions. Ainsi, on peut dire
que le présent théoréme est une conséquence des lemmes (2.2.1, 2.2.3) et les résultats

suivants : [ |

Lemme 2.3.1. Sous les conditions du théoréme (2.3.1) on a :

logn

fu(@) = Efn(z) = O(/ ——) (2.20)

nhK
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Preuve du lemme (2.3.1)

Par définition de la convergence presque compléte il faut montrer que

gP(fn(fﬁ) —Efu(zx) > ¢ fgz) < 0. (2.21)
On peut écrire
(@) = Efolw nhKZK Ki(w)
A'L

Contrairement au cas, on applique, ici, I'inégalité de Fuc-Nagaev, pour laquelle, il

nécessite le calcul de S? défini par

52 = Z Z lcov(A;, Aj)| = s+ nVar(A)

i=1 j=1

ou

:ZZ cov(A;, Aj)

i=1 i#j

Pour cela, on utilise les techniques de Masry (1986) et on définit les ensembles Sq,Sa,

S1 = (2,j)telque1 < ] —1<my,

So = (i, 7)telquem, + 1 <j—i<n-—1

ou (my,), est une suite arbitraire d’entier positive. Donc,

= Z lcov(A;, Aj| + Z lcov(A;, Al
Sl 52

Comme, les variables A; sont centrées alors,

CO’U(AZ'7 A]) = E(A,AJ)
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E(Aid)) = E((Ki(z) - EK(2))(K;(2) — EK;()))
= BE(Ki(z )KJ( )) — B(K;(2))E(K;(x))
< AJ SR ﬁ}”)|f¢j(u v) = f(u)f(v)|dudv
< Ah%{ff ()| fij(x — hgz,x — hgt) — f(x — hgz) f(x — hit)|dzdt

En utilisant le fait que les fonctions f et f;; sont continue au voisinage de z et que le

noyau k est borné, on déduit que
cov(Ai, A;) = O(h%)

D’autre part, et grace au lemme (1.5.3),

AN D h 4> Y (i — 1) = O(nhiem, + n*a(m,))
S1 Sa

1

Pour m,, = e on trouve

si = O(nhg) + O(nza(hi))

K

Ainsi,d’aprés (H;) on a

1
a(5—) < Ahj
k

et sous (Hj) on obtient
Si” = O(nhy)

Il nous reste a étudier la variance, nous avons pour cela
var(Aq) EK?(x )

| K*( ) f(u)du

hKfK )f(x — hgz)dz

VAN VAN VAN
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Par conséquent,
nvar(A;) = O(nhg)

On obtient, finalement, que
S2 = O(nhK)

n

Le lemme (1.5.2) entraine que, pour € > 0 et r > 1

P(lfu(z) = f(2)] > ) = P(|2; Ail > enh)

< 4(1+ 22 )7+ 2ner~Y(

16752
Ainsi, on arrive a

e2n2p2 logn

P(|fulz) = fl@)] > ey /52) < 4(1+

16rS2

= 4(1+%) 2 + Anrte™ ) (nhy logn) = 2

= —(a+1
< A1+ SENF 4 An' S pae (@) (e log )~ 5
< Aexp? log(1-+ 4222) +An1_(a;1)r“ (@+1) (logn)~ G

—K"hK) 2+ 2nerY(

_8r
87’lhK

8r

EnhK A/ 711:}%;

)a—l—l

)a+1

(a+1)

Choisissons r sous la forme r = C'(logn)?, ot C' est une constante. Nous obtenons,

logn

P(|fn(z) = f(z)] > &

nhK

On applique (Hj) on arrive a

logn

P(|fa(z) — f(z)] > ) < Anr + A(logn)®*

nng

Pour ¢ suffisamment grand et v > 0 on aboutira,

logn

P(|fu(z) = f(2)] > &

nh}(

Finalement,

a—

) < Ansr —|— A(logn)?

)< An

w1 (1) —(atl)

1— (a+1) —(a+1)(3+a
7’L n- 2 at1
—1—v

P(1fule) — ()] > £/ o0) < ZA

+n)

(2.22)

—(a+1)
2

K
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Lemme 2.3.2. Sous les conditions du théoréme (2.5.1) on a :

logn

sup | gn (7, y) — Egn(z,y)| = O( ), p-co. (2.23)

yeS nhK

[ logn
yeS nngng

Preuve du lemme (2.3.2)
La démonstration est trés similaire a celle du lemme (2.2.3). On garde les mémes
notations, les mémes décomposition, ainsi que le méme nombre des intervalles, selon

le cas, qui recouvrent le compact S. Pour I’équation (2.23), il suffit démontre que

logn

> P(sup [gn(x, mi) — Bgn(z, my)| > 6 ) < o0 (2.25)
n=1

yeS nhK

Notons que

1 1
P(sup |gn(z, m)—Eg, (x,mg)| > § ogn) < ALY max  P(|gn(z, mp)—Eg,(z,mg)| > 6 ogn)
yes nhy ke(l,....sn) nhg
(2.26)
On pose

g, ) — Egn(ar, my) = ﬁ > Fala) Hilme) — BKs(a) Hilom)

-~

A;

On applique de nouveau le lemme (1.5.2) dont il faut calculer

52 = Z Z lcov(A;, A;)| = 82/2 + nvar(Ay)

i=1 j=1
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ou

cov(Ni, Aj) =

ﬁ&»-—EurW*&>mquﬁfwﬂ

IA AN A
'
~—
—
=
wr“f
= IS
S~—
E
:‘
N
5
S
—~
£
S
kﬁ
—~
&
<
—~
=
=Y
I
QU
(4

AR [ [ K(2)K(t)]fij(z — th, x — hgt) — f(x — hgz) f(z — hit)|dzdt

Nous avons,donc,
cov(N;, A;) = O(h%)

Gréce au lemme (1.5.3), on a,
52/2 < A(nh%m, +n*a(m,)) < A (nh%m, + n*m;%)
Pour un choix de m,, = ﬁ on trouve, a l'aide d'un simple calcul que
57 = O(nhg)

Pour la variance

var(Ay)

B[K () Hi(my)]? — B2 (K () Hi(my)]

B[ (5550 H (202 — B2 [K (22 H (24220

A [ K250 f(w)du — A K(522) f(u )dU]

Ahg [ K2(2)f(x — hgz)dz — Ah2 [ K(2)f(x — hgz)dz]?

Ahg [ K2(2)f(z — hgz)dz

IAN AN CIA

Alors
nvar(Ay) = O(nhg)

Finalement

S2 = O(nhy)

n
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Donc

87 A-1(B, + By)

P(sup |gn(z, my — Eg, (z, my| > §
yeS nhg

ou B; et By sont respectivement définies par

5%logn

By =4(1+ T6r )2

(a+1) —(a+1)

By = An'= 2 195~ (b logn) 2

Pour r sous la forme r = C(logn)?, on a

2
- log4(l+5 lgfn

B, = expz 1

) —C(logn
<exp 2

Il est claire que
_s2
Bl S Anz
Maintenant, on utilise I'’hypothése (H;), on montre que
1By < An~ 'V v >0
Finalement, pour un choix convenable de 9, on déduit que
l;l(Bl -+ BQ) < Aniliu, nw > 0

Cela montre I’équation (2.25). Il nous reste a montrer I’équation (2.24), pour laquelle

il suffit, aussi, de montrer

o0

]
> P(sup gt (z,me) — Egl (v, my)| > 1/ ) <00 (2:27)
n—1 yeS nhHhK
On a
I
P(sup g (x, my) — gD (2, my)| > 61/ —2a)
yeS nhphg

logn

)

< ALY max P(lgM(z,mi) — B¢V (x,my)| > 6

ke(1,...,sn) nhHhK
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on peut écrire

1
ggl)(xamw - Eg(l)(ﬂ% mk) =

n

> Ki(x)H

nhHhK i1

De méme, on applique le lemme (1.5.2), sur les variables

Af = Ki(2)H (m

Dong, il faut d’abord évaluer la quantité

«) — EK;(2)H" (my,)

S = S;/z + nvar(Ay)

ou

Z Z lcov(A], AF)]

i=1 i#j

A D’aide d’un simple calcul , on montre que

cou(A}, ) = O(hy )

Alors,
S L < A(nh3h3m, + n*a(m

Nous choisissons m,, sous la forme m =

S*?

n

— EK;(z)H," (my,)

1)) < A'(nh%h2m., +n*m. )

hh’

les hypothéses (Hj) et (Hy) montrent que

var(A}) =

Finalement, on trouve

n

P(sup |g(1)(x my) — Eg(l)(a:,mkﬂ >4

n
yeS

on montre que

O(hphk)

5/2 == O(nhHhK)

logn

) < Al N(By + Bs)
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ou B; et By sont respectivement définies par

5% logn. -
B; = 4(1 2
1 ( + 16T ) 2 Y
BQ - Anli_(a;l)Taéi(aJrl)(hHhKlogn) _(“;'1)

11 suffit d’utiliser la deuxiéme partie de I'hypothése (H;), pour achever la démonstra-

tion du lemme.



Chapitre 3

Estimation non paramétrique de la
fonction de risque conditionnel : Cas

multi-varié

Dans le présent chapitre, on généralise les résultats déja obtenus dans le cas uni-
varié & une variable explicative de dimension finie, dont I'objectif est d’étudier I'effet
de la "dimensionnalité" dans notre estimation. Le chapitre est organisé de la maniére
suivante. Dans la premiére Section, on présente le modéle et ’estimateur adapté pour
le cas multi-varié. Nous donnons les hypothéses nécessaires pour 'obtention de nos
résultats a la deuxiéme Section. La derniére Section est consacrée a I’étude des pro-
priétés asymptotiques de cet estimateur en considérant les deux cas des observations

i.i.d. et a-mélangeantes .

3.1 Modéle

Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur 'espace de probabilité (2, A, P) a
valeurs dans R? x R Soit (X1, Y1), ..., (X,, Y,,) une suite des observation identiquement
distribuées que (X,Y’). On fixe un point (xy,...,x,) € RP, on désigne par F* =
F@1-70) 1a fonction de répartition conditionnelle de Y sachant X = z. L’estimateur

a noyau de la fonction de répartition conditionnelle, noté Fr = F@i2) ost défini
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par :

F\(ﬂch..‘,zp)(y) _ Z?:I K(hl_(l((xla ) xp) _ XZ))H(hI_{l(y - Y;»

S K (hid (1,0 2p) — X)) ,  WeR (3.1)

ou K est un noyau, H est une fonction de répartition et hy = hg,, (resp. hy = hp,)
est une suite de réels positifs. Notons que cet estimateur est une généralisation a
la dimension p de l'estimateur (2.1). Avant d’estimer la densité conditionnelle, on
estime la densité de la variable explicative et la densité conjointe des variable (X,Y)

dans RP™!, respectivement par;

et

ou

Ki(z1, ... mp) = K(hi ((z1, ..o 2y — X,))et HD (y) = HO (b (y — Vi)
Ainsi, I'estimateur de la densité conditionnelle noté ]?(ml"“’%) est le rapport entre
ggj)(azl, ey Tpyy) €t fo(xy, ..., xp). L'estimateur naturel de la fonction de hasard condi-

tionnelle, noté ﬁ(xl’“"x?), est la variable aléatoire définie par

o) (y)
1= Flanem)(y)

3.2 Hypotheéses

Afin d’établir les propriétés asymptotique de Pestimateurh @) on introduit

les hypothéses suivantes :

(H;) La fonction de répartition conditionnelle est K + 1-fois continument dérivable

autour de S.
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(Hy) La densité de la variable explicative est strictement positive,et de classe C* au

voisinage de (z1, ..., Zp).

(Hs) La fonction H est strictement croissante, de dérivée bornée et d’ordre ket tels
que

Yy ) €R,  [HY () = HO ()| < Alpn — ;7 =0,1.

(Hy) k un noyau de R? d’ordre k, borné et intégrable d’intégrale égale a un.

(Hs)

|
lim hy=0 et lim —8" _o  j=0,1
n—+00 n—+o0 nhl hh.
(Hs)
lim hg =0 et lim n°hy = o, V3 >0

n—-+oo n—-+o0o

3.3 Propriétés asymptotiques

On établit le résultat suivant

Théoréme 3.3.1. Soit (X1,Y)), ..., (Xy,Y,) un n-échantillon de (X,Y), alors, Sous
les hypotheses (Hy) — (Hg),on a :

et si la suite (X;,Y;)iz1

(Xi, X;) a densité continue notée f;;, pour touti # j , et que

n est algébriquement a-mélangeante, tel que le couple

.....

—a+38 ’
dn > 0,An4 arr < hyhh. et hh < A nis

(6 —38) — /(6 —3B)2—12(1+ B)
2

avec a > alors,

~ logn
sup [277 (y) — W7 ()| = O(hk) + O(hy) + O(y [ —=

—=—)p.co.
yeS nh,th;()
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Preuve du théoréme (3.3.1)

Par une démonstration analogue a celle utilisée dans le cas uni-variée on montre que

notre résultat est issue des trois résultats préliminaire suivants :

~ 1
sup [F@0-m) () — FEm) ()| = o(hk) + o(By) + oy | —op)

.CO. 3.3
x x T1,...,T logn
sup [ fm) (y) — fom)(y)] = o(hi) + o(hy) +o(y [ —=25) peo. (34)
yeS nnghiy
36 >0 telque ZIP{12£ 11— Fen)(y)] < 6} < 0o (3.5)
y
n=1

La démonstration de (3.5) est identique & celle du lemme (2.2.4) du chapitre précédent

Tandis que la démonstration des équations (3.3) et (3.4) repose sur les décompositions
suivantes

S

Fiy) = F°(y) = sm{(on(,y) = Ega(z,y)) — (F*(y) f(z) — Ega(z,y))}+
F*(y)

“W(f(z) — fu(x))

(3.6)
et

(@, y) = Bgp(z,y)) — (f* () f () — Bgp(z, y)) }+
‘ (y (f(2) = fal2))
(3.7)
Par ailleurs, la preuve du théoréme est basée sur les résultats suivants
Lemme 3.3.1. Sous les hypothéses du théoréeme (3.3.1), on a
logn
SUp | fu (@1, ooy ) — f(21, oy )| = O(BE) + O( 7 ) p.co. (3.8)
yeS Ny
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30 >0 telque Z]P(fn(xl, @) < J) < 00 (3.9)

n=1

Lemme 3.3.2. Sous les mémes conditions du lemme précédent, on a :

SU.p|F(m1 ’’’’’ mp)(y)f(‘rh”'axp) _Egn(.rl,...,l’p,y” = O(h];() +O(h’];-1) (310>

yeS
Sup [ () [ (1, 2p) = B (@1, 9)| = 0lB) 0By (311)
ye

Preuve du lemme (3.3.2) Par définition, on a de g, (1, ..., 2p, y)

1

_ vxp) - X
hl

hk

Egn (21, ooy ) = o B[R (1 VE(H (hi (y — ¥))/X)]

Par intégration par parties on montre que

B (1 = Y)/X) = [ HOWF (= hat)a

donc

Egn(xh ceey xp? y) =

1 — Uy, Ty —
h—p/.../K(I1 ul’h T = Iy O (1) PO (y — hygt) f(ua, oo, )y .. duydi
K K

on considere le changement, pour tout ¢ < p, hl}l (x; — u;) = z; on obtient

Egn(x1, ..., xp,y) =

/.../K(zl,...,zp)H(l)(t)ll?’(“;l_'“’(”’1 """ @ hkz) (y—hyt) f (21 —hic 21, ooy Tp—hic2p)d21 .. dzpdt

Pour simplifier la notations on pose
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nous avons, donc,

Egn(z1, ... tp,y) — g(T1, oy Tpy y) =

/.../K(zl,...,ZP)H(I)[g(xl—thl,...,xp—thp,y—th)—g(xl,...,a:p,y)]dzl...dzpdt

En utilisant le développement de Taylor pour la fonction g au voisinage (1, ..., €, y),
on obtient

g(xl - thl) ey p — hKZpay - th) - g(xla "'7xp7y> -

aig(xh "'pr7y) i ip ipt1
B Z axil...axipayip-!—l ((hKZI) (hKZP) (h‘Ht) * )+

i=i1+‘..+ip+1:1

1 aig(l‘17...,xp,y) i ip ip L
2 Z axilmay‘payi,,ﬂ((thl) - (hiczp)™ (hat) 1)+

=11 +...Fipp1=2

(_1)k 8ig(x1,...,xp,y) i1 ip ip+1 k k
WD o st () ) (ht) ) + ol + ok

i=i1+,..+ip+1=k

En général,

g(x1 — hgz, ..., xp — hxzp,y — hpt) — g(x1, ..., 2, y) =
B (=1) 0g(x1,...,.xp, i i i
S G Vit g (hicz) e (e zp) ' (gt 0#0) + o) + o(hy)

On remplace dans 'intégrale précédent et on utilise le fait que les noyaux K et H

sont d’ordre k pour arriver a

aZ‘g(xla -"7xp7y) /

gn(xh ey xp) y)_F(ﬂfl ..... Ip)(y)f(l’h e xp) = k' Z al’il &Bipayipﬂ

’i=i1+...+’ip+1=k’

/ K(Zl, ceny zp)((h;(zl)il...(thp)iP)dzl...dzp / H(l)(t)(th)zm'ldt + O(h];() + O(h’;{)
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Par conséquent,
gTL(xla -0y Ly y) - F(l"l ..... mp)(y)f(xlv A xp) - O(hI;() + O(h’;{)
Concernant 1’équation (3.11), on a

1
 hyhk,

LlyeeeyTp) —
ngll)(ajla ceey xpay) [K(< - p>

Il est claire que

E(HO (b (y — ¥))/X) = hs /R HO(OFX (y — hagt)dt

1
]Egﬁl)(:vl, e Ty Y) =

On consideére le changement des variables usuelle pour arriver a

1
Egﬁl )(1'17 sy 'Ipv y) =

/.../K(zl,...,zp)H(l)(t)f(xl_thl """ xp_thP)(y—th)f(xl—thl,...,xp—thp)dzl,...,dzpdt

On pose

alors ]Egél)(ml, s ZpyY) — 1T, e, X, Y) =

/.../K(zl,...,zp)H(l)(t)[gl(ml—thl,...,;Ep—thp,y—th)—gl(:vl,...,:Ep,y)]dzl,...,dzpdt

En utilisant le développement de Taylor pour la fonction ¢; au voisinage de
(21, ..., xp,y), on obtient

91(% — hgz, vy Tp — hKZpay - th) - 91(%, ---,l’p7y) =

k

—1) g1, ..., T,y i ; -~
Z( i!) 2 axi1<...laxipa§ip+)1((’Wl) o (haczp)? (hagt) ) + o(Rie) + o(hiy).

=1 i:il—‘r.“—‘rierl
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Finalement, il suffit d’utiliser le fait que le noyau K (resp. H) est d’ordre k pour

obtenir le résultat de 'équation (3.11) et pour achever la preuve du lemme (3.3.2) B

Lemme 3.3.3. Sous les hypothéses (H1) — (H4) et (H6) On a,

1 logn
sup |gn(x1, ooy p, y) — Egp(x1, ..., 2, y)| = O
fn(xla ...,l'p) 5 | ( 1 p ) ( 1 D )| ( nh;;w(

) p.co. (3.12)

1 | logn
S (1) —EqW =0, —— 3.13
su X1y eeny Tp, (L1, e, Tp, .co. (3.
fn<$1,---,l’p> yeg |gn ( 1 p y) g ( 1 D y)’ ( nhuhP? ) p ( )

et si la suite (X, Yi)iz1

X, X;) a densité continue notée f;; , pour tout i # j , et que
J J J

n €st algébrigquement a-mélangeante, tel que le couple

.....

4—a+38

I >0,An e 1< hyht et hh. < A'nTe

avec
N (6 —38) — /(6 —38)>—12(1 + B)
2
Alors,
1 logn
(X1, Ty ) — BEgn (21, .., 20, 9)| = —), p.co.
fo(x, ..y xp) ?elgw (21 :Y) gn (1 T y)l = of nh];() co
;sup |97(11)<x1a "'7xp’y) - Egizl)(xla "'7‘73pvy)| = O( IOan)vp'co
fn(mla---yxp) YyeS nhHhK

Preuve du lemme (3.3.3)
On Considére d’abord le cas i.i.d. et ensuite on traite le cas de mélange. En générale,
la démonstration est analogue a du lemme (2.2.3) En effet, pour 'équation (3.3), on

considére la décomposition suivante
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sup |gn (21, s Tp, y) — Egp (21, ..., 2p, y)| < sup |gn(z1, ..., 2p, my) — Egy (21, ..., xp, my)|
yeS yeS

J/

-~

Ty

+sup |gn (@1, .oy Tp, Y) — gn(T1, .y Tp, my )| + sup |Egy (21, ..., 2, my) — Egy (21, ..., 2p, y)|
E/ES yeS

Ts

ou m, est telle que
STL
S c [ JImi = ln,mn + 1)
k=1

et my = arg mlnk€17...,sn |y - mk'

11 suffit, donc, d’étudier séparément les deux quantités T et T5 car

Z:g P{sup,es [9n(21, ..., 2p,y) — Bgn (1, ..., 2p, y)| > € log"} < :2 P{Ty > § f,fé;}—k

nh;l;(
+o0 IP{T S £ /logn}
n=1 2 2

D
nhi,

(a) Etude du terme T}

On a
P{T} > § fﬁf} < P(maxper,...s, |gn(z, my) — Bgn (2, my)| > 5 :515)
Sn ogn
= Zkzl P(|gn(xamk) — Egn(x’mkﬂ > % /lnhiﬁ()
< Spmaxper,...s, P(|gn(x, my) — Bgn(z, mi)| > § 1;%7:)
< Al maxger,.s, P(|gn(z, mi) — Egn (@, my)| > 5 /17%7;)

De plus
1 n
Gn(x,mp) — Egn(z,my) = i 121 Ki(z)Hi(my) — EK;(z) Hy(my)

Posons

1 (iL‘l,..
As = [
h

o .’Ep) — XZ
hr

my —Y;
hy

o .’Ep) — Xz

)—EK“““QW

)H
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Pour appliquer le lemme de Hoffding aux variables A;, il faut majorer |A;] et EAZ, en

effet,
T1,..-,Tp _Xi mr—Y;
A S g [k(Et =X pr(meriy)
T1,...,2p)—X
< %k((lT)) (car0 < H < 1),

et comme K est borné d’aprés 'hypothése (Hy), on déduit que

A
’Al—hp

Pour le moment d’ordre deux de A;, on pose

1 (xl,...,xp)—Xi

T, = —[k H :
Nous avons
BT} = h[R((ohsloXe) ppmectiy
A Z1,ee,Tp)—X
< EkQ(lT)

IN

f R M)f(ul,,,_7up)du1...dup.

Ty—Ug

On considére les changements z; = =

, 1 < p on en tire alors

A
ET? < h_p / /f(xl - thl, ey Tp — hKZp)kQ(Zl, vy zp)dzl...dzp.

Comme, la densité f est continue et le noyau K est borné, alors

’

A
EY? <h—p

Ce qui entraine également

A/
EA? = var(Y;) <EY; < —
K

>



3.3 Propriétés asymptotiques 54

En appliquant de nouveau le lemme (1.5.1) on obtient

P(|gn(x,mi) = Bga(z,mi)] > 51 /35) = PGIXL Al > 5/5)
2eXp(—An%h§()

Qn—AEQ

A

IA

En prenant [, = n’ﬁ’%, on montre que il suffit de choisir les constantes de telle

£

L L A2 . . ,
sorte que la série de terme général [,n 4" soit convergente. Finalement, le résultat de

I’équation (3.9) montre que

1 e [logn
P{-—-1 > =
{ R nht;

} <o

(b) Etude du terme T
L’hypothése (Hjz) entraine

fin SuPyes [9n(2,y) = gnla,my)| - < fin SUDPyes ﬁ >oimy [Hi(y) — Hi(my)| K
Aly—m n
< 4 SWDyes lth y‘(ﬁ 2z Ki)
< Al
H

1 L.
Comme [, = n~?~2, alors, on peut écrire
9 Y

! 2 ) — o ) <al
sup |gn (w1, ..., Tp, y) — gn(T1, ..., Ty, my)| <
fn(xl,---;xp) yeg g 1 p Yy g 1 p Yy hH
De méme
—fn(x:...,xp) supyes | Egn (1, s Tp, y) — Egn(@1, ...y wp,my)| < A,ﬁ—’;{
< A”_h:?

D’aprés (Hg), on peut écrire

ln/hg = o(y/log n(nh%.)=1)
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Donc, pour n assez grand, on a

1 logn
P{—T, > g i} =0

Finalement,
log n
Z PTGy ) <
Il nous reste, maintenant, la démonstration de 1’équation (3.3). On a

supyes\gél)(xl,...,xp,y)—Egﬁll)(xl,...,xp,y)] < sup\gn (X1, ey Ty, M) — Eg(l)(xl,...,acp,my)|
YES

7

-~

Py

+Sug |g( )(xl, ey T, Y) — gr(ll)(xl, ey Ty My )| + Sup |]Eg( )(xl, ey Ty My) — ]Eg,(:)(xl, s Ty )|
e

Concernant Fj

ou

1 (1, ..y p) — X, 1y, Mk —Yi (1, ..sp) — X, 1, Mk —Yi
I, = K H —EK H

On applique le lemme de Hoeffding aux variables I';. Rappelons qu’il nécessite la

majoration de |T;| et E|T;|* En ffet, Il est clair que

A

Il <

D’aprés I'équation (2.18), on a

1 )
lim —BHEO* (Y x) = X g /H
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Avec la méme méthode employée dans I’étude précédente du terme T; on montre

I

A
EI? <
" hyhh

P(lgn (v, mx) = Bg (w,ma)| > 5y/72%5) = PRI T > 5 /m)

€
2 nhHhZ;( nhHhZ;{
e2logn P
2exp(—AnnhHh;;( hhh)
A2
2n—Ae

IN

IN

De plus, on a

e | logn _ e | logn
P{F, > = < AlTY P(|gtV) — Eg -
U= o\ gz < Al e, Bllgn™ (e mie) = Eg e mu)l > 54 [0 5

Donc,

e | logn
P{F; > =
>3 nhht.

}S Al;lanﬁ
on prend [, = _735 — % et on choisi ¢ tel que Ag? = gﬁ + % , on déduit que

€ logn -
P{F, > —— V< Ap~ =P
{h >3 nhHh]}’(}_ "

Et d’aprés I’équation (3.9), on obtient

1 € logn 1
PR > 5 i) <A77

L’hypothése (Hjz) entraine

Concernant F,

1 1 n 1 1
Esup,es ot (2,y) = g (v,my)] < Eswp,es gk S0 |HP (y) — HY (my)| K

1 Aly—my|/ 1 n ,
7 SUPyes TRz (nh};{ > e Ki)

Ali
h%

IA A
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De méme

1 I
—sup |Eg{V(z,y) — B¢ (z,m,)| < A5
fn yeS hH

Pour I, = n2 %72 | en utilisant I’hypothése (Hg) on montre

L/ = oy/log n(nhyhiy) 1)

Autrement dit, il existe un entier Ny, tel que

1 € logn
E P{—F,>—-y|——}=0
{fn 2~ 2 nhHh]}’(}

n>Ng

Ceci montre bien ’équation (3.3), et par évidence on termine la preuve du lemme

(3.3.3) Pour le cas dépendant, on utilise les lemmes (2.2.3) et (2.3.2) pour évaluer

> logn
ZIP(sup Gn (15 oy Ty, ) — Bgp (w1, 0 mp, )| > 04 7)
n=1 yes itk

En effet, on a

logn

yeS nhK
- logn
Alnl ker{}?jgsnlp(’gn(xly ..-7xpamk) - Egn(xla ...,~Tpamk)‘ >0 nhlfj{) (314)
Or
1 n
gn(l‘ly ceny Ipymk>_Egn<x1, ooy T, mk) = 7 ZKi(l‘17 s xp>Hz<mk)_EKz(I1, - mp)HZ(mk)
K =1

On pose
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Nous avons, d’apres le lemme de Fuk-Nagaev,

P(|gn(z1, ..., xp, mi) — Egp(x1, ..., xp, mye)| > 6) = P(ﬁ| SN >0)

n2hPs2 | —r _ r \a
< 4(1+ TorsT? )2 + 2ner 1(%,;(6) +1
(3.15)

Il est nécessaire de calculer asymptotiquement la quantité S;f. En effet, on garde les
mémes notations et on considére les mémes arguments employés dans la démonstra-

tion du lemme (2.3.2), on déduit le résultat suivant :
cov(Ay, A;) = o(h3)
Le choix de la suite m,, sous la forme m,, = % permet de montrer que
Sy = o(h%)
En remplacant ce résultat dans I’équation (3.15), on arrive que
P(|gn(x1, ... xp, my) — Egp (21, ...y xp, my)| > 0) < An~17v
I’équation (3.14) implique que

1 /
P(sup |gn(@1, ..., Tp, my) — Egn (1, ..., 2, mg)| > 0 ngn) <Al tnTt
yeS U25%

De méme, pour 'autre terme, on a

n

1
(1) _EqeW - - *
ou
hi hu hr hu
Nous avons d’aprés le lemme de Fuk-Nagaev
1 - n2h% 6% _, 8r
P Tl >0) <4(1 + —2E )5 4 oner H(————)H!
S ; e T A ey
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Pour le calcul de S'2, on a
52 = S;“L/Q + nvar(T'7)
ol
Z Z cov(I'7, 7))
1=1 i#j
On montre facilement
cou(T}.T5) = o h22)
on a

S L < A3 hEm) 4+ na(m))) < A (nh3hPm), + n®m, %)

Nous choisissons m sous la forme m = on montre que

hh]”7

g+

n

= o(nhght,;)
aussi que

Z var(T o(nhghh)

Finalement, on trouve

52 = o(nhght.)

1
P(sup |g\ (21, ..., 2p, i) — BgD (21, ..., 2, myp)| > 8 ognp ) < AN By + Ba2)
yeS nhH K

ou B; et By sont respectivement dfinies par

5% logmn . —»
B, =4(1 E2
1= 4+ —5)
B, = Anl_(a?)r“é—(aﬂ)(hHh% log n)_(a;1>

le choix de I, et la majoration de hyh%, permettent d’achever la démonstration du

lemme. [ ]



Chapitre 4

Estimation non paramétrique de la
fonction de risque conditionnel : Cas

fonctionnel

L’essentiel de ce chapitre est de traiter de I'estimation non paramétrique de la
fonction de risque d’une variable aléatoire réelle conditionnellement & une variable
fonctionnelle. On garde le méme plan du chapitre précédent. En commencant par la
présentation de notre modéle dans la premiére Section.

Ensuite, dans la deuxiéme Section, on suppose que nos observations sont ¢.i.d. et on
démontre la convergence presque compléte de notre estimateur fonctionnel. Dans la
troisiéme Section, on étend nos résultats obtenus dans la section précédente au cas

dépendant.

4.1 Modéle

Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur 'espace de probabilité (2, A, P)
a valeurs dans F x R ou F est un espace semi-métrique de semi-métrique d.
Etant donné une suite d’observations (X;,Y;)i=1,...n de méme loi de probabilité que

(X,Y), on définit un estimateur de la fonction de répartition conditionnelle F'* par
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la méthode du noyau comme suit :

_ iy K(hgd(X, X)) H (hy' (y — Vi)
K (hy d(X, X))

F*(y) Sy eR

ou K est un noyau, H est une fonction de répartition et hx = hg,, (resp.hy = hy,,

) est une suite de réels positifs. On pose :
Ki(X) = K(hyd(X, Xi))etHi(y) = H(hy'(y = V7))

Ce qui nous permet d’exprimer i (y) par

ﬁ)((y) _ F]/’\\;(y)

avec

N 1 n N 1 n
Fj\?(?J) = nEK, ZKin‘<y) et Fg = nEK, ZKz’
i=1 i=1

De cet estimateur, on déduit un estimateur pour la densité conditionnelle. noté ]/”\X ,

défini par :

v hgt Yo K (b d(X, Xa) HY (b (y —

. 8),
) K (X, X)) el

Ce qui s’écrit aussi

ou

1 n
Yo)=—— S K,gW
INW = Er ;_1 iHi 7 (y)

L’objectif principal de ce chapitre est ’étude de la convergence presque compléte de

Destimateur h¥ (y) = % vers h¥(y) = 1 S ;E(y()y) quelque soit la corrélation des

observations.
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4.2 Estimation de la fonction de hasard condition-

nelle : cas 1.1.d.

Dans cette Section, les observations (Xj,Y;);=1.. ., sont supposées de type indépen-

7777

dantes identiquement distribuées.

4.2.1 Notations et hypothéses

On fixe un point X dans F dont on note Ny un voisinage de ce point et on pose

B(X,h) ={X' € F/d(X',X) < h} la boule de centre X et de rayon h On introduit

les hypothéses suivantes :
(Hy) VX € F,Vh > 0,P(X € B(X,h)) = ¢x(h) >0
(H2) Y(y1,y2) € S x §,V(X1,Xs) € Ny X N,
[F4 (y1) — F2 (y2)| < Aw(d(Xy, X2)™) + (Jyr = y2])*%, b1, by > 0
(Hs) Y(y1,142) € S x S,¥(X, Xy) € Ny X Ny,
[F5 (1) — f2(ya)] < Ax(d(X1, X2)™) + (Jyn — 2])", b1, b2 > 0

(H4) v(QlayZ) € R2> ’Hi<yl) - Hj(yz)\ < A‘yl - yz’
/yt|b2H<1>(t)dt <oo et >0V <j+ 1 lim | HO) (y)] = 0

pour 7 =0, 1.
(Hs) K un noyau a support compact (0, 1) vérifiant 0 < A; < K(t) < Ay < o0

(Hs)

1
lim hx =0 et lim ——2" _ —( j=01.
n—+oo n—+oo nh%{QﬁX(hK)

lim hy =0 et lim nPhy =o00,¥8 >0

n—-+00 n—-+o00
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4.2.2 Propriétés asymptotiques

Théoréme 4.2.1. Sous les hypothéses (Hy) — (Hy),on a :

~ logn
sup [h¥ (y) — b = o(h%) + o(h%2) + oy | ——=—+— .Co. 4.1
sup () = 1 ()] = o) + ofbf) + oy [ Bls) poo. (1)
Preuve du théoréme (4.2.1)
On peut écrire ¥ (y) — ¥ (y) sous la forme
N _ _fw ()
hX(y) - hX(y) - Lﬁﬁk‘( l - FXy(y) R
B € S B ()L S () B R () s ) LA €)
) (4.2)

(
[

(1 )1 FX(y)) s
(FX(9) — [ (9)) + Tr s (F¥(y) — F¥(y))

*(y)

D’aprés la décomposition précédente, il suffit de montrer que

DX XN — (b1 ba logn
sup [F¥(5) = F¥(0)] = o0) + o) + oy | =20y peo (43)
TXN XN — (b1 b logn
sup [F(5) = £ = o) + ol0) + oly B o (1)
36 >0 telque ZIP{in£ 11— F¥(y)| < 0} < o0 (4.5)
n=1 ve

On remarque que

FYy) = F¥y) = 2e{(F¥ ) - BEY () — (F*(y) = BEY ()} + 2P — BFf}
(4.6)

P = 1) = ZAFF W) B 6) — (P ) - B @)} + F2{F ~ BF)
(4.7)
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Ce qui nous permet de conclure que la preuve du théoréme est basée sur les résultats

ci-dessous. [ |

Lemme 4.2.1. Sous les hypothéses (Hy), (Hy) et (Hg), on a :

logn

FY —EFY = of —mbx(hK)

), p.co. (4.8)

Preuve du lemme(4.2.1) ona

n

FY _EFY = = U ) :
b b TLZEKl n <ZI:EK1>

=1 =

donc

DX _ X _1\xwm K EK;
Fp —EFp _nZizllEKl EK;
— 1y ‘

ou A; = Efi(il - EE[;Z'I (A; est une variable centrée).En appliquant le lemme (1.5.1) sur

les variables A;, pour cela il faut majorer |A;| et EA? En effet, les hypothéses (Hy)

et (Hs) permettent d’écrire

A A
0< < E(K;) <
¢ (hi) () ¢x(hi)
d’ou,
A
Al < =0
24 px(hi)
D’aprés 'hypothése (Hs), on montre de la méme maniére que
A A
0< <EB(K?) < ———

Px(hi) ¢x(hi)
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alors, il existe A’ telle que

Donc, pour tout & €0, olona

P(FY —BF5| > e(\/msis)) < 2exp(grigy;) (49)

— op e /Abx(hi)02 (4.9)

— op A

Ag?

Pour un choix convenable de 2, la série du terme général n~ converge.On peut
)

P(PY — EFX| > 1987 )< S onAe <
nzl(lD i \/nquhK ;

écrire

[ |
Corollaire 4.2.1. Sous les hypothéses du lemme (4.2.1), on a :
D P(FY <1/2) < o0 (4.10)
n=1

Preuve de Corollaire 4.2.1

on a

{IFY) <1/2} C{|FF — 1] > 1/2}

par suite

P{FY| <1/2} <P{F§ —1]>1/2}
< P{|F{ - EFY| >1/2}

car EF X =1 on applique le résultat du lemme (4.2.1) on montre que

Y P(F <1/2) < oo
n=1
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[ |
Lemme 4.2.2. Sous les hypothéses (Hy)-(H7) on a
L sup | FE(y) — EFE (y)] = of | 22" (4.11)
— Su — = 0 — ) .CO. .
P es MY N nox(hg) "’
L sup | (y) — BFE ()] = of | ——2B8" ) (1.12)
——su — =o0(y| ——————), p.co. )
F¥ yes VY v nhida(hg) "

Preuve du lemme (4.2.2)

L’idée est de recouvrir le compact S par des intervalles Sy de longueurs égales.
Cependant, La compacité de S implique qu’on peut extraire de cet recouvrement un

recouvrement fini dont le nombre des intervalles sera noté s,, .Autrement dit,

SC U S ou Sp=(my—l,,my+1,) .Posons m,= arg min |y — my|

€l,...,s
k=1 "

En ajoutant et retranchant le terme Fif (my) + EFY (my) et appliquant I'in-égalité

trigonométrique. On montre que :

[P (y)—BEY ()| < |FY ()= FY (my)[+|FY (my) —EEY (my,)[+|BEFY (my) —EFY (y)]

Ainsi,

1 ~ ~ 1 ~ ~ 1 ~ ~
=2 Sup |[Fy (y)~EFy (y)| < =5 sup [Fy (y) — Fy (my)] +—= sup [Fy (my) — EFf (m,)| +
FD yeS FD yeS FD yeS

-~ -~

T1 TQ

1 ~ ~
—sup|[EFY (m,) — B (y)
FD yeS

N

-

T3
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En ce qui concerne (7})

L’hypothése(Hy) entraine

IN

77 SWyes [P () = F (my)| < 7w Subyes mmmy 2o [Hily) — Hilmy)| K

1 Aly—my| 1 n .
P SUPyes — 1, (n]EKl Zi:l KZ)

IN

1 Aly—my| X
E SUPyes — 1, Fp

A

IN

IN

dn
hi
(4.13)

En prenant [, = n=5-3 et on montre que

ln/hu = o(y/logn(ngx(hi)) ")

en effet
e =
d’apres (HT)
1 [ox(h)

lim =0

n—+oo hynf \l logn

et cela montre que

ln/hu = o(y/logn(ngx(hi)) 1)

D’aprés la définition de la limite, on a Ve > 0, 3N, > 0 pour n > N,

o [nox(hk) <
hy logn —
donc pour €/3, 3N,y pour n > N
L, h
hy logn

et d’aprés (4.13) on déduit que

1 ~x ~v logn
——sup |F —EFy(m,)| <e/3| ———
F s F )~ ERY )] < /3y 20
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et il résulte que, pour n > N,

1 ~ ~ logn
P(— sup|F (y) — BFY (m,)] > /3

F yes n¢x(hK)) =0 (4.14)

Ainsi, on peut écrire
ZIP () > /3, | 28" )<§IP(T S o3, )81y Z P(Ty > 2/3, | —%8" )
1 nox(hi) ~ = nga( hK A nox(hi)

le premier terme du membre de droit est fini, et le second est nul d’aprés (4.14). D’ou

oo

> P(Ty>¢/3

n=1

logn

—n¢x(hK)) < 00 (4.15)

En ce qui concerne (73)

P(supyes |Fi (my) — EFg (m,)| > ¢/3 n¢1;g(f7LLK)>

= P(maxier, s, |FR(mi) — BEE (my)| > £/3, /1)
< i POEE (ma) — BEY (my)] > /3, /5%
< spmaxger, s, PIEY (mi) — BEY (my)| > €/3, /3%
< Amaxeer,.o, PIFT (my) = BEY (my)] > /3, 32%0)
On a
I (my) — EFE (m Z g - B
Ay

!

d’aprés (H5) et comme H < 1, on en déduit que [A;| < A/pxn,) et E(A?) = ¢:(‘h :
k

On applique le lemme (1.5.1) on trouve
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P(FY () — ERY (mi)| > ¢/3,/5%5) = POITE, Al > </3

A

nPx(ny,)
2n—A5

A

En choisissant ¢ tel que Ag? = 3/2 + 23, nous obtenons

~ ~ logn
P(sup |FY (my) — EFE (my)| > /34 | ——
(sup |y (ms) = BE (mo)| > /34 |22

pour [, = n_ﬂ_%, on déduit que

~ ~ logn
P(sup | FE (my) — BEX (my)] > ¢/3 &

2 Y < Anp~ 1P
yeS n¢X(hK)> o

Finalement, on utilise le corollaire (4.2.1), on obtient

1 ~ ~ 1
P( sup | FX (my) — BEX (my)] > ¢/3, [ ——2"

— 2 Y< Ap~' P
FY yes n¢x(h1<)) -

Et cela montre que

logn

Z]P b= e\ )

— ) <

En ce qui concerne (73)

Nous avons

1 o f 1 o~ ~
= sup [EFyy (m,) — EFy (y)| < =2 sup|Fy (y) — Fiy (my)|
FD yeS FD yeS

et d’aprés (4.13) il résulte que

1 o - ln
—sup |EFy (m,) — EFy (y)| < A

FDX yeS H

) < AL,

logn

nox (hK))
2 exp(— Ap2logn pi Py bxhg))

(4.16)
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On a

logn logn
{T3 >e/3 W)} C {T1 >e/3 m)}

ce qui implique

logn logn
IP{Tg >e/3 m)} < IP{Tl >¢e/3 W)}

et par suite

ogn logn
IP T3 >¢/3 < ]P T >¢/3
Et finalement grace & (4.15) nous aurions alors
1
ZIP{Tg >e/3 ] —2 " )} < (4.17)
¢x(hK)

Ce qui prouve ’équation (4.11) du lemme (4.2.2). Il nous reste, maintenant,l’équation

(4.12), en effet, remarquons que

1 1 -~
=7 S TR (W) — BT ()] < =z sup [ (y) = F¥ (my)] +
FD yeS FD yeS

1 ~ 1 ~
= sup | fi (my) — Efy (m,)] + = SuplEfN (my) — Efy (y)]
FD yeS FD ye

J/
-~ -~

Fy F3

Concernant Fi et F3 :on utilise les mémes arguments employés dans la démons-

tration de T et T3, on montre que

1 ~ L 1 ~ ~ L
—— Su m <A et —su E v m —E <A
P yeglfN() i (my)| e 7 yegl i (my) = Ef5 (v)] n
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On choisit maintenant [,, sous la forme [, = n=2°"2 et d’aprés (HT7), on déduit

logn

2 _
b/ iy = of nhugx(hi)

Concernant F, :

2 ’\ logn
P(su Yim,) —EfS(m,)| >e/3, ——=——
(yeg |y (my) — Ef§(my)| > ¢/ nthbx(hK))
= P(maxkel,...,sn |]?K,((mk) — Ef]/\\;(mk)’ > 6/3 %)

IN

vy PO (i) = B (mi)| > €/34 /s d)

IA
»
3
=
o
"
ol
m

..... o POFE (i) = BFE (my)] > ¢/3, ) l22n—)
< maXger,.s, P(|J?Ji/((mk) - EJ?J)\;(mk” >¢/3 #Xn(hkﬂ
On a
- f ~H (oK BH (my) K,
|fv (my) = Efy (my)| = — — hyE(K) - heE(K) }
A*

il est clair d’aprés (H1) et (H5) que |Af| < A/hpox(hk) Cherchons un majorant
pour EA*

w2y BHY (my)?K?
on a E(A; )Sﬁet

E(HY (my)?K?) = EE(HY (my)?K3/X)
= E(K?EH," (my,)*/X)

d’apres (H4) [ H{Q)(y)dy < 400,donc

1= |BEES )2/ X) = ) f B (9)dy
= e S HP ()X () = X () [y B )y

par changement de variable m; — z = u dans le premier intégrale et y = i dans le

deuxiéme intégrale on trouve
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I = |[x ,JHH ”2(%)#(( my, —w)du — [g 5 HO" (G) fX (my ) dul
| g e HO (G (f¥ (e — w) — £ (my))du
< | f\U\SM hH 1)2(%)(‘78)((”% —u) = fX(mk))du + | fu|>M h = H " (ht;)fx(mk — u)du|+
’f\u\>M hH Q(ﬁ)fX(mk)dU’
I < A sup f¥(myp—u)— fX(my) +  sup H<1)2(y)+fx(mk)/ HY (y)dy
lul<M  >M/hy N 1> /hs )
cl c2 c3

Comme f% est continue sur le compact {|u| < M} alors elle est bornée et on peut
écrire,
Ve > 0,dM., VM < M., ¢; <¢€/3
et d’aprés (H4) on déduit que,
Ve > 0,3M., Inpe, Y > nppe, 01 + co < 2¢/3

Finalement quand n — +oo
E(H (0 /X) < bt (mi) | HO'()dy < 400
R

comme EK, > Ady(hg) et EK? < A'¢r(hi) ;on déduit

* A,
E(AT) < hadx(hi)

On applique le lemme (1.5.1) on trouve
P/ (me) = Bf5 (mi)] > /3y smsitny) = PGIXZL ALl > e/3y/amsitg)

2 exp(—An—nh;(;(;g" hadx(hr))
A'p~A*

IA A

Finalement

P(sup | FE (my) — BFE (mg)] > /3, | ——28"

_vsrtt <A’l71an€2
yes nhH¢x(hK)>_ "
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En choisissant € de facon que Ag? = %B + %, on obtient

~ ~ logn

P(sup | £ (my,) — Efs (mg)| > /3| ———=———) < An~ P71
(sup 7 me) = B (m) > /3y [ 80 <
en appliquant le corollaire (4.2.1), on déduit
1 ~ ~ logn
P(— sup |fx (m,) — EfS(m,)| > /3y —————) < An~ P71
(g sup TR ) — R )] > <3y B8 <

Ce qui acheve finalement le lemme (4.2.2) [
Lemme 4.2.3. Sous les hypothéses (Hq)-(Hg) on a

1 .

—sup |[F¥(y) — BEY ()] = O(h%2) + O(2). (4.18)

FD yeS

= Yly) — B (y)| = O(h2) + O(h%2 4.1

—sup| F¥(y) — EFY (5)] = O() + O(hl3), (4.19)

FD yeS
Preuve du lemme (4.2.3)
Nous obtenons successivement

EFY(y) ~ F*(y) = spm i BKGHi(y) = F¥(y)
wie (B (Y0) — FY(y)] (4.20)

= s B(K\[E(Hi(hg' (y — Y3)/X) — F¥(y))]

B(Hy(hy'(y —Y)/X) = [ HOH S (u)du
)

Par ailleurs,

E(H,(hiy' (y — Y)/X) — FX(y)|

I
?
T
=
B>
>
<
|
>
y
N
oW
Py
|
S
>
s
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Ainsi, grace & (H2) on obtient

[E(H (hy' (y — Vi) /X) = F¥(y)| < Ax/RH(”(hl}éJr [t ki )dt (4.21)

Cette inégalité est uniforme en y, en remplagant dans (4.20) et simplifiant le terme
(EK;) on trouve

EFE(y) - FX(y) < Ax(h /R HO(t)dt + 1 /R ]2 O (¢)d)

Finalement, ’hypothése (H4) et le corollaire (4.2.1) entrainent la preuve de I’équation

(4.18). Il nous reste & montrer I’équation (4.19), en effet

EfY (W) — X(y) = e [BEHP (55) — hy fX ()]
= e B BH (hy (y — Y0) /X) — b fX ()

de plus
E(H (hy' (y = Y))/X) = [o HO(EY) — fX(u)du

H

= ha fy HO(0)f¥ (y — hiat)dt

Et par suite
E(H (hig (y = Y0)/X) = b f¥ ()] < har /R HO@)| X (y — hart) — ¥ (y)ldt
I’hypothése (H3) entraine que
B(H (hy (y = Y2)/X) = b f¥ ()] < Axhag /R HW (B3 + [t B dt

I'hypothése (H4) et le corollaire (4.2.1) entrainent la preuve de 'équation (4.19). Ce

qui achéve la preuve du lemme (4.2.3) [

Lemme 4.2.4. Sous les conditions du théoreme précédent

36 > Otelque E IP{in£|1 — F¥(y)| < 0} < 0
ye
n=1
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Preuve du lemme (4.2.4)

Dés lemmes précédents on déduit que
F¥(y) =< F¥(y)

Ce qui implique que

Y P{F(y) - F¥(y)| > e} < o0
n=1
D’autre part, nous aurions par I’hypothése F'¥ < 1

inf [1 — F¥(y)| < (1 —sup F¥(y))/2 = sup [F¥(y) — F¥(y))| > 1 — sup F¥(y))/2
yeS yeS yeS yeS

Ce qui implique

P{ing [1 = F¥(5)| < 6} < Plsup | P () — F¥(0)] 2 (1 sup ()2} < oc

yeS
On prend

0 =1—supF(y))/2

yeS

4.3 Estimation de la fonction de hasard condition-

nelle : cas dépendant

On se propose dans cette section de généraliser les résultats obtenus dans la section

précédente sur les observations i.i.d. au cas dépendant.

4.3.1 Notations et hypothéses

Nous gardons les mémes notations ainsi que les mémes hypothéses du cas indépen-

dant on introduit aussi,
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5+V17
2

-----

!

H'2)

sup;,; P((X;, Xj) € B(X, h) x B(X, h))

P(X; € B(X, b)) = o((n™ dxm)"")

H'3)

—a+38 1

I >0, An e T < hudxg € Gxmg < Ani-a

4.3.2 Propriétés asymptotiques

Théoréme 4.3.1. Sous les hypothéses du théoreme (4.2.1) et (H'1) — (H'3) on a :

sup (WX (y) — W ()] = o(%) + o(h2) + of | 28" ) (1.22)
ves nha@x(ny)

Preuve du théoréme (4.3.1)
En utilisant les décompositions (4.2)et(4.6). La preuve sera une conséquence du

lemme (4.2.3,4.2.4) et le lemme suivant.

Lemme 4.3.1. Sous les conditions du théoréme (4.3.1) on a :

logn

FY _EFY =o 4.23
D b =o(y/~ i) (4.23)
1 ~ ~ logn
—sup |F(y) — EF(y)| =0 4.24
7 s I W) — BN )] = o | 225 (4.24)
1 ~ ~ logn
=-sw [y (y) = Efy ()| = o4/ ———) (4.25)

FY yes NG X (he)
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Preuve du lemme (4.3.1)

En ce qui concerne (4.23) : notre objectif est de démontrer

logn

< 0 (4.26)

P(|FY —EF¥| > ¢
; (|1Fp Dl S

~ ~ 1 n
FY —EFY = ER, § A;
=1

ou A;(X) = K; — EK; 11 suffit d’appliquer 'inégalité de Fuc-Nagaev. Pour cela, on

doit d’abord calculer asymptotiquement s? En effet

s2 = Zn: z”: lcov(A;, Aj)| = s;‘f + znjvar(A,-) (4.27)
i=1

i=1 j=1

ol
n
2
Sp = Z Z |COU(Ai7 A])l
i=1 itj

ainsi pour tout ¢ # j on a
CO’U(AZ‘7 A]) = E(AzA]) — E(AZ)E<AJ)
Par définition

lcov(A;, A;)] ABE(Ipx hye)xB(xh) (X, X)) + AEI B he) (Xa) ) E(IB(a,he) (X))
(

AP((X:, X;) € B(X, hi) x B(X, hi)) + AP(X; € B(X, hg))P(X; € B(X, hy)’

A'dx(hi)((ndx(h)* + dx(hi))

VAN VAN VAN

(4.28)
En utilisant les techniques de Masry (1986) et on définit les ensembles Sy, Sy

S1={(,j) telquel <j—1i<my,};

Sy ={(i,j) telquem,+1<j—i<n-—1}
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ou (m,), est une suite arbitraire d’entier positive vérifiant m,, — oo. Donc pour n

assez grand on obtient
= leov(As, A)] Y leov(A, A;)]
S1 SZ
D’apreés la définition de Sy et (4.28) on déduit que

> leov(As, A))| < Ay (hic) (™ b (b))

St
il découle du lemme (1.5.3) que
|cov(Ai, Ag)] < Aa(fi = j])

donc on obtient

Z lcov(A;, A;)] < An*a(m,) < A'n*m;°
Sa

n

dx(hr)

On prend m,, = ( )1/e il résulte que

%2

Dans un second temps, on a, pour tout ¢ =1,...,n

Z var( Z E(AY) — (BE(A))?
On montre par la méme méthode utiliser dans le calcul de la cov(A;, A;) que

var(A;) < A'éx(hi)

et par suite

Zvar o(nox(hg)) (4.29)

Finalement, d’apreés (4.27) on combine (4.28) et (4.29) on trouve

s2 = o(nox(hi)) (4.30)
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L’inégalité de Fuk-Nagaev sur la variable A; entraine pour e >0 et r > 1

P(FY —EFf|>¢) = P(| X5, Ail > enEKY)
S 4(1 + 2E2K1> 5 _|_2nc,r. 1(8_T)a+1

16rs2 enER;
Ainsi on arrive a
2 2102 logn
~ ~ 1 en“ kK 8
P(|FX-EFY| > e, —2"0 ) <4(1+ L) ) 5y 9per - ja+l
nox(hi) 167s2 enEK, ¢1og(}7; :
nox\nNK
nlogn, a —(at+1)
< 41+ Ellg6+(hl() —|—Anr =@ (nlognex(hg)) ™ 2
g ) lat))
< A1+ 2T 4 AnT 5 e D (log g (i)

(a+1)

+An= = r% (@D (logn)

(a +1> —(a+1)

dx(hr)™ >

&2 logn)

< Aexp 3 log(14+ =57

On peut toujours choisir r sous la forme 7 = C'(logn)?, ot C' est une constante

logn
nox(hi)

atl q_(at1) —(a+1)

~ ~ _e2
P(|Fy —EF5| > ¢ ) < Anwz 4 A(logn)®* "z n'" 2 ¢gx(hk) 2

Grace a I'inégalité de gauche en (H'3)

((l+1)(3+a )
a+1

~ ~ —52 a+1
P(|FY —EFY| > e,/ —2n ) Anz 4 A(logn)2= "5 nl=" 2 n”

néx (hi)

IN

2
- +1 +1) _ (a+l) 3+a
Anse 4+ An2= 5t~z nm 2 Gt

762 —a a
< An7sz +An_1_(17+ 3 1)

IN

pour ¢ suffisamment grand et v > 0 on aboutira,

logn
nox(hi)

> ~ ~ lgn
PFX—EFXM,/ ) < An’ll’

P(|FY —EFY| > ¢ ) < A'ntv (4.31)

Finalement,
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Ce qui montre (4.23) qui est la premiére partie du lemme (4.3.1)
En ce qui concerne (4.24) : en suivant la méme démarche celle de la preuve (4.11),

pour 17 et T3 le calcul reste le méme. Cependant, pour 75, on a,

~ ~ logn
P(sup |F¥ (m,) — EFY(m,)| > ¢/3 ————
(sup ¥ (my) — B 0my)| > /3 | L)
<A ax PFE(my) — BFX(m,)| > /3, —8" )
— X — —_—
- ln MyEM1,...,Msy, N Y N Y n¢X(hK)
On a aussi
~y ~v 1
FN (my) — EFN (my) = W ZH my K E(Hz(my)KzZ

A*

- . / <
Laquelle nécessite le calcul de s,2 ou
n n

= ZZ [cov(A], AT)|

i=1 j=1

En utilisant la méme méthode que dans s> de (4.27) et en prenant

on montre que
sp = O(nox(hi)) + O(ng(hi))

L’inégalité de Fuk-Nagaev sur la variable A} entraine pour 6 >0 et r > 1,

P(|Fy (my) — BFY (m,)| > 6) = |ZA*| > onBK))
Pn’EK, o r
< 4 1 1 a+1
< 4( +—16 )2 + 2ner” (—5n]EK1)
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Ainsi on arrive a

logn 0*n?B? Ky 52 8r

ey 3 nox (hi = —
PR (my)—EF (my)| > ) [-==05s) < 4(1+ 20 ) F - omer(

]_67“8121 logn
onBk, nox(hi)

—(at1)

< 401+ Mm@)% + Anro6= @) (nlog ngx (hi)) ™ 2
< 41 4 Blogmy T 4 Ap =5 g @) (log ngy (b)) "
< Aexp™ sHTED) 4 Ap1= 3 gt (10g ) "5 gy () T

On peut toujours choisir r sous la forme r = C(logn)?, ot C est une constante. Ce

qui donne

logn
nox(hi)

9g_atl 1_(atD) —(at1)

P(| 5 (my)~EFy (my)| > ) < Anr +A(logn)** T F nt T g (hi) 2

Grace a l'inégalité de gauche en (H'3)

logn
nox(hi)

(a+1) (4—a+33
=45 czH +n)

(a+1)
127

A~ A~ —62 a
P(|E (m,)—EFE(my)| > 6 ) < An5z +A(logn)® T n n

Donc,

logn _a+l

~ ~ _2
P(sup |Fy (my,) — BEY (my)]e/3 ) S Al (n3 40T

yeS n¢/\’ (hK)

On applique le corollaire (4.2.1), sous un choix convenable de e, on montre que

“+o00
1 ~ ~ logn
P(—|sup F¥(m,) — EFE(m,)|e/3 < 400
ngz:l (Fg|y€£ N( y) N( y>|/ n¢X(hK))

En ce qui concerne (4.25) : en suivant la méme démarche celle de la preuve (4.12),

pour Fi et Fj le calcul reste le méme. Cependant, pour F5, on a,

- —~ logn
P(sup |f% (m,) — EfY (my)| > 0 8

yes nhu¢x(hi) )

a+
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R R logn
P(lFX _EfX N
myEﬂI?iaan (Lfiv (my) I (my) > nhpdx(hi)

On a aussi

A~

Fi(my) ~ BFE my) = — e S HY (my ) K — B (my ) )
i=1

on pose

=

* *
E [cov(T;, )|
1 j=1

En utilisant la méme méthode que dans s> de (4.27) et en prenant

1
huadx(hi)

my, =

on montre que
Sln2 = o(nhH¢X(hK))

d’aprés 'inégalité de Fuk-Nagaev, on a

= = logn
P(sup | fr (my) — Efg(my)] > 64/ ————) < A A
(sup 7 (my) — BFY(my)] > 0y |28y <
ou
_r 2logn . )
Al = AeTlog(l—&—é 1167‘ ) et A2 — Anl (+) a6 a+1)(hH logn) (hK) (2+1)

On applique ’hypothése (H'3) et un choix de r = C(logn)? et I, = n3%=3 on montre

qu’il existe v > 0 pour 7 assez grand, on a
l;l(Al + AQ) S A?’Liliu

d’aprés le corollaire (4.2.1), on en déduit

1 ~ ~ logn -
P(—sup | fE(m,) — EfE(m,)] > 0] —=—) < An~ 17"
(G sl m) — R ) > 0y [ ) <
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