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Introduction

Le produit des variétés Riemanniennes est un moyen d’exhiber de nouvelles variétés
Riemanniennes. Pour étudier les variétés a courbure négative et en utilisant la défor-
mation homothétique d’une variété produit, Bishop et O’Neill ont introduit la notion
du produit tordu en 1969 [18]. La définition de cette notion est actuellement donné
par : Soient (Mji, g1) et (Ms,g2) deux variétés Riemanniennes et f : M; — R* une
fonction différentiable positive sur M, le produit tordu de (M, g1) et (Ma, go) est la
variété produit M; x ; My munie de la métrique Riemannienne § = 7*g; + (fom)?0*ga,
ou 7 et o sont les projections canoniques de My X 5 My sur M; et M, respectivement.
La variété M, est dite la base de M; x s M, tandis que M, est dite la fibre. La fonction
f est appelée la fonction de distorsion.

La variété Riemannienne produit tordu est une généralisation naturelle de la variété
Riemannienne produit. Par exemple, la surface de révolution M obtenue par rotation
d’une courbe (C) plane autour d’une droite L dans son plan est une variété produit
tordu. Explicitement, si M est obtenu en faisant tourner une courbe plane (C') autour
d’un axe L dans R3 et f : (C') — RT donne la distance a l'axe, alors M = (C) x; S*.
Une variété Riemannienne M est dite localement symétrique si toutes ses réflexions
7;’ sont des isométries locales. E.Cartan a montré qu'une variété Riemannienne est lo-
calement symétrique si son tenseur de courbure de Riemann R est paralléle (VR = 0).
Une variété Riemannienne M est semi-symétrique si VX, Y € X(M), R(X,Y).R=0
ou R(X,Y) agit comme dérivation. Chaque variété Riemannienne localement symé-
trique est semi- symétrique .Z.1.Szab6 & classifié les variétés Riemanniennes semi-

symeétriques (voir [28] et [29]). Une variété Riemannienne M, de dimension n > 3 et
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dite pseudo symétrique, au sens de Deszcz, s’il existe une fonction Lrp : M — R
tel que R(X,Y).R = Lr(X ANY).R avec (X ANY)Z = g(Y,2)X — g(X,2)Y et

Up={x € M|R— ﬁG # Oenx} ou T est la courbure scalaire et G(X,Y, Z, W) =

g((Z AW)Y, X). Il est clair que toute variété semi-symétrique est pseudo symétrique
(Lgr =0).

On traite ce travail de la maniére suivante : le premier chapitre est un rappel des
propriétés et définitions de bases des variétés Riemanniennes. Le second chapitre il
est consacré a la notion de la variété Riemannienne produit. Nous rappelons les défi-
nitions et les propriétés en donnant quelques type de métriques Riemanniennes qu’on
peut définir sur une variété produit, nous donnons aussi leurs connexions.

Le troisiéme chapitre traite de facon détaillée la notion de la pseudo symétrie une
généralisation de la notion de symétrie et aussi les deux notions de Ricci pseudo

symétrie et de la Weyl pseudo symétrie et leurs liens avec la pseudo symétrie.



Chapitre 1
Variétés Riemanniennes

Dans ce chapitre on rappel quelques propriétés et définitions des variétés Rieman-

niennes.Pour cela on uitilise les références suivantes [13],[1], [23] et [20].

1.1 Variétés différentiables

1.1.1 Variétés différentiables

Définition 1.1.1. Une variété topologique de dimension n est un espace de Hausdorff

M tel que pour tout p € M 1l existe un voisinage ouvert U C M avec p € U, voisinage

owvert U' C R™ et un homéomorphisme

o:U—=U

Les couple (U, p) sont appelés des cartes, U étant le domaine de la carte et ¢ appli-

cation de coordonnées .

Définition 1.1.2. Une wvariété différentiable est un couple (M, A) ou M est une
variété topologique et A est un atlas différentiable de M.

Définition 1.1.3. Soient M une variété différentiable et D un ouvert de M. Une
fonction f . D — R est différentiable en un point p € D s’il existe une carte (U, )
de M avecp € U et U C D tel que fop™ : p(U) — R est différentiable. La fonction
f est différentiable dans D si f est différentiable en p pour tout p € D.
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Définition 1.1.4. Soient M M deuz variétés différentiables et D un ouvert de M
une application f : D — M’ est différentiable en p s’il existe une carte (U, @) de M
avec p € U € D et une carte (V,1)) de M avec f(U) € V telle que

o fop™ip(U) = (V) (1.1)

est différentiable. L ’application f est différentiable dans D si f est différentiable en p
pour tout p € D

Définition 1.1.5. Soient M une variété différentiable avec «(0) = p et Dun ensemble
des fonctions différentiables sur M a p.Le vecteur tangent de o au point p est la
fonction o/(0) : D — R donnée par

foa)

(o) = 22

_ D
dt |t707f €

L’ensemble des vecteurs tangente en p est noté par T,M, c’est un espace vectoriel. On

appelle T, M [’espace tangent de M en P.

Exemple 1.1.1. Soit (U, ) une carte de M™,p € M et p = ¢(p).Pouri=1,...,n

on définit un vecteur tangent %lp € T,M en posant

9 _0(foe (@)
oz 1 = o

Remarque 1.1.1. Les vecteurs %|p forment une base de T),M

Définition 1.1.6. Soit M une variété différentiable. On écrit
TM = UpenT,M
= {(p.v)/p € M,v € T,M}

={vp/p € M,v, € T,M}

On appelle TM le fibré tangent de M.



1.1 Variétés différentiables 9

FIGURE 1.1 — Vecteur tangent
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FIGURE 1.2 — Dessin d'un champ de vecteurs dans R?

1.1.2 Champ de vecteurs

Définition 1.1.7. Soit M une variété différentiable. L’application

X: M—TM
P — X(P)

est appellée champ de vecteurs. On dit que X est différentiable dans le voisinage de p
st et seulement si Uapplication X : M — TM est différentiable dans un voisinage de
point p et on dit que X est différentiable sur M si et seulement si X est différentiable
dans un voisinage de chaque point p. L’ensemble des champs de vecteurs sur M est
noté par X(M).
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Définition 1.1.8. Soit M une variété différentiable. Le crochet de Lie noté [,[est défini
par [z,y] = XY — Y X pour tous X,Y € X(M) et vérifiant les propriétés suivantes :
1. [,] est bilinéaire et antisymétrique.

2. [X,Y]Z)+[[Y, 2] X]+ [[Z, X]Y] = 0 pour XY, Z € X(M)

1.1.3 Immersion et plongement

Définition 1.1.9. Soient f : M — N wune application différentiable, p € M et

a: I — M une courbe telle que a(ty) = p et o/(ty) = v alors
dfp : TpM — Tf(p)M

v dfy(v)
est défini par df,(v) = (f o ) (to). On appelons df,, la différentielle de f au point p.
Définition 1.1.10. Soient M et N deux variétés différentiables et f : M — N une
application différentiable. On dit
1. f est une immersion si et seulement si df est injective.

2. f est un plongement si et seulement si f est une immersion et f : M™ — f(M)

est un homéomorphisme.

3. M est une sous variété si et seulement si M C N et ['application inclusion est

un plongement.

1.1.4 Tenseurs
Définition 1.1.11. — Pour tout x € M nous définissons l’espace vectoriel

ngp,q)M:?xM@)TxM®...®Tx]\/_L®T;M®T;M®...®T;M

pfois qfois

- Un élément T € T;,Sp’q)M est un tenseur de type (p,q) au- dessus de x. Dans une
base associe & un systeme de coordonnées, (x') au voisinage de w, il s’écrit comme
suit

0

R i

1112...17 a
Tle =T} 5 (@) 5—(2) @

T T j1j2---dq ori

(7) ® do’'|, ® do”|, @ ...dz""|,
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N 11%2...9p .
ou, T; ;> "(x) sont des nombres réels.

- On TLOte T(p’q)M — UxeM Tm(pﬂ)M

Définition 1.1.12. Un champ de tenseur de type (p,q) (ou un tenseur sur M) est
une section de TP M. L’ensemble des champs de tenseur de type (p,q) est noté par

(z(pQ)M‘

Exemple 1.1.2. 1. Une fonction sur une variété M est un tenseur de type (0,0)
2. Un champ de vecteurs X est un tenseur de type (1,0)

3. Une 1-forme différentielle w sur une variété M est un tenseur de type (0,1)

1.2 Variétés Riemannienne

1.2.1 Meétrique Riemannienne

Définition 1.2.1. Soit M une variété différentiable. Une métrique Riemannienne
g sur M est un tenseur de type (0,2); telle que pour tout X € M application
o : TpoM x T, M — R est une application bilinéaire ,symétrique et définie positive.
Une variété différentiable avec une métrique Riemannienne est une variété Rieman-

nienne

Remarque 1.2.1. Dans un systéme de coordonnées locales. Les composantes de g

sont gij = g(a%i, %)

Exemple 1.2.1. 1. (R, go) est le produit scalaire usuel sur R™ (i.e go(5, 72) =
7).
2. D" = {x € R" ||z|]| < 1} munie de la métrique hyperbolique g définie par
g(X,)Y) = WQO(X’ Y), X,)Y € T,R", © € D" est une variété Rieman-
nienne.

1.2.2 Connexion

Connexion linéaire
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Définition 1.2.2. Une connexion linéaire sur une variété différentiable M est une

application

Vo X(M) x X(M) — X(M)

satisfait les conditions suivantes :
1. Vyxigv(Z) = fVxZ 4+ gVy Z
2. Vx(Y+2)=VxY +VxZ
3. Vx(fY)=fVxY + X(f)Y

OuwX,Y,Ze€X(M) et f,geD.

On dit que VxY est la dérivée covariante de 'Y en direction de X

Définition 1.2.3. Soit (U, ) une carte sur la variété M de dimension n et {z;} les

coordonnés associées pour les quelles on noté T Les symboles de christoffel d’une

connexion NV relativement aux coordonnées {x;} sont les fonctions Fij € D définie

par

Vaa: r’?.a

w0, Y0,

Lemme 1.2.2.1. Localement, les symboles de Christoffel déterminent entrainement

la connexion V. Plus précisément ,pour X = ml— etY =y; —z_ on
J

VXYZZZI’%F + X (y ))aixk

Preuve. Soit V une connexion, on a :
VXY = Vx(y]al'j>
= y;Vx0x; + X(y;)0z;
= yjz; % " 0ry + X (yr) Oz,
= (Xyi, + y;zil'f;) 0y,
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Connexion Riemannienne

Définition 1.2.4. Soit M une variété Riemannienne. On dit que la connexion V est

compatible avec la métrique g si et seulement st
pour X,Y, 7 € X(M)

Définition 1.2.5. Soient M une variété différentiable et V une connexion linéaire.

On dit que V est symétrique si

ViY — Vy X = [X,Y] (1.2)

pour tout X,Y € X(M)

Remarque 1.2.2. Dans un systéme de coordonnées(U, ), V est symétrique implique

0
8:151-

Vi X, — Vi X; = [X, X;] =0, X, = (1.3)

pouri,j € {1,...,n}
L’équation (1.4) est équivalent a la relation Ff’j = Ffipour tous 1, 7, k

Théoréme 1.2.1. Soit M une variété Riemannienne, il existe une unique connexion

V surM satisfait les conditions suivantes :

1. 'V est symétrique
2. V est compatible avec la métrique Riemannienne

Dans ce cas, on appelle la connexion Levi-Civita

Preuve Premiérement, on prouve que V est unique.Supposons qu’elle est symétrique

et compatible avec la métrique que, alors on a

XQ(Y7 Z) = Q(VXY, Z) +g(Y7VXZ>
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Zg(va) :g<vZX7Y) +g(X7 VZY)

Additionner la premiére equation et la deuxiéme et soustraire la troisieme équation
dont on trouve
XY, 2)+Yy(Z2, X) = Z,(X,)Y) =9(VxY,Z)+g(Y,VxZ)+ g(VyZ,X)
+9(Z, Vy X) = g(VzX.Y) — g(X,VzY)

Comme V est symétrique donc

Xg(Y, Z) +Y9(Z7 X) _ZQ<X7Y> = g(vXYu Z)+g(Y7 [X7 Z])g(Z7 VYX>+9(X7 D/v Z])

Ce qui précéde peut encore étre réécrit comme

XY, 2)+Yy(Z, X)=Zy(X,Y) = 29(VxY, Z)—g(VxY, Z)+g(Y, [X, Z])9(Z, Vy X)+9(X, Y, Z])

Donc

G(VxY.2) = H(X,(V.2) + Y,(Z,X) - Z,(X.Y)

(1.4)
—g(V,[X, Z]) — (X, [V, Z]) — g(Z,[Y, X]))

Ce qui implique 'unicité, aussi I’équation (1.5) prouve 'existence deV

Proposition 1.2.1. Soient M une variété différentiable, (M, g) une variété Rie-

mannienne avec la connexion de Levi-Civita V |, f : M — M une immersion et

X, Y deux champs de vecteurs sur M, alors

Vxdf (Y) — Vydf(X) = df ([X,Y]) (1.5)

Proposition 1.2.2. Dans un systeme de coordonnées locales ; les composantes Ffj

de la connexion de Levi-Civitasont données par

n

1 0 0 0
) z : 29 (amz 827]'921 axlglj) ( 6)

i=1
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avec (") est la matrice inverse de (g;;)
Torsion d’une connexion

Définition 1.2.6. La torsion d’une connexion est le tenseur de type(1,2) définit par
T(X,Y)=VxY - VyX — [X,Y] pour X,Y € X(M)

Définition 1.2.7. Une connexion V sur une M est dite sans torsion si T =0

1.2.3 Dérivée covariante d’un tenseur

Définition 1.2.8. Soit T un tenseur d’ordre r. La dérivée covariante
VT de T est un tenseur d’ordre (r + 1) donnée par VT (Yi,...,Y,,Z) =
Z(T(Yy,....Y,)) — T(VzY1,....Y,) — ... — T(V1,...,Y,1,VZY,), pour tout
Z € X. La dérivée covariante V71T de T relativement aZ est un tenseur d’ordre r

donnée par
VT (Yy,....,Y,)=VT(Yy,...,Y,. Z)

1.2.4 Dérivée covariante le long d’une courbe

Soit v : I C R — M une courbe dans M. Un champ de vecteurs V sur v est une
application de I vers le fibré tangent de M, T'M, qui associe & chaque ¢t € I un
vecteur V' € T ).

Soit t € I et (x1,...,x,) un systéme de coordonnées local au point y(¢). La dérivée
covariante de V' (avec V; = Y70 370 (GF (1) + 200, FZ%Vj(t))]%(’y(t)), avec

fl—Z(t) =3, Ui(t)a%i(t) le vecteur tangent & -y au point t.
La dérivée covariante est la seule application linéaire sur les champs de vecteurs le

long de une courbe v vérifiant :

1. Pour tout fonction réel f sur I

DY) )
() = S 00) + ()0
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2. S’il existe un voisinage de t tel que le champ de vecteur Y est restriction a ~

d’un champ de vecteurs X défini sur un voisinage W de 7(ty) alors

BY(t0) = (Vi) X )(t0) 0t Y(t0) = G (to)

1.2.5 Transport paralléle

Définition 1.2.9. Un champ de vecteurs X le long de v est dit paralléle si sa dérivée

covariante le long de v est nulle c’est-a-dire

DX

— () = tel
(1) =0Vt €

Proposition 1.2.3. Soit v : I C R — M une courbe, de classe C* dans M et
to € I.Pour tout v € T, M, il existe un unique champ de vecteur X le long de vy tel

que X (ty) = v.

Définition 1.2.10. Le transport paralléle de (0) a y(t) le long d’une courbe v dans
M est Uapplication linéaire Py de Ty vers T qui associe a chaque v € Tyo\M le

vecteur X, (t) ou X, est le champ de vecteur paralléle le long de 7y tel que X,,(0) = 0.

1.3 Les courbures sur une variété Riemannienne

1.3.1 Courbure Riemannienne
Définition 1.3.1. Le tenseur de la courbure de Riemannienne R d’une variété
Riemannienne (M, g) est le tenseur, de type (1,3) définit par
R(X,)Y)Z =VxVyZ —VyVxZ —Vixy|Z
ou X,Y,Z € X(M) et V est la connezion Riemannienne sur M.

Proposition 1.3.1. Le tenseur de courbure R d’une variété Riemannienne a les

propriétés suivantes :
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~ R est bilinéaire sur X(M) x X(M), i.e,
R(le + gX27 }/1) = fR<X17 }/1> + QR(X% YI)

R(Xla f}/17g}/2> - fR(Xluyl) +gR<X17}/2)
f,g c COO(M>,X1,X2,§/1,}/2 c %(M)
— Pour chaque X,Y € X(M), Uopérateur R(X,Y) : X(M) — X(M) est linéaire, i.e,

RX,Y)Z+W)=R(X,Y)Z +R(X,Y)W
R(X,Y)fZ = fR(X,Y)Z
feC>M),Z,W e X(M)

Proposition 1.3.2. 1. R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = 0 (La premiére
lidentité de Bianchi)

2. (VxR)(Y,Z)W+(VyR)(Z, X)W+ (VzR)(X,Y)W = 0(La deuxiéeme l’identité
de Bianchi)X,Y, Z,W € X(M).
On peut considere le tenseur de courbure de Riemannienne comme un tenseur de type

(0.4) avec R(X,Y,Z,W) = g(R(X,Y)Z,W)
Proposition 1.3.3. 1. R(X,Y,Z,T)=R(X,Y,Z,T)+ R(X,Y,Z,T)=0
2. RX,Y,Z,T)=—-R(Y, X, ZT)
3. R(X,)Y,Z,T)=—-R(X,Y,T,7)
4. RX,Y,Z,T)=R(Z T, X,Y)
La courbure en coordonnées Soient p € M et (zy,...,x,) un systéme de

coordonnées au voisinage de p

Pour tout
X =S u' XY =30 X;, 7 =3, whXyavee 22 = X;, on a

dz;

R(X,Y)Z =Y R, uvw*X,

i7j7k7l
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tel que
Tk = Z M Z %5 + F;kv
!
et

(R(XMX Xk; Zkagls = zgks

La courbure sectionnelle

Définition 1.3.2. Soient (M, g) une variété Riemannienne et m un plan engendré

par v et w.La courbure sectionnelle de m est défini par

g(R(v, w)w,v)
g(U, U)g(U), w) - g(”? w>2

K(p) =

Remarque 1.3.1. La définition ci-dessus est indépendante du choixz de la base du

plan ©

1.3.2 Courbure de Ricci

Définition 1.3.3. On appelle le tenseur de courbure de Ricci d’une variété Rieman-
nienne (M", g) le tenseur S de type (0,2) donné par
S(X,Y) =trace(Z - R(Z,X)Y)
= 21 9(R(ei, X)Y, e;)
=2 9(R(X, e)e;, Y)
Pour tout X,Y € X(M) ou (e;) est une base orthonormée.
Le tenseur de courbure de Ricci est symétrique, en effet,
S(X,Y) =32 g(Rles, X)Y, e;)
g(R(Y,e)e;, X)
g(R(e;, )X, €;)
=S(Y, X)
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1.3.3 L’opérateur de Ricci

Définition 1.3.4. L’opérateur de Ricci S d’une variété Riemannienne (M™,g) est

défini par S(X,Y) = g(X,SY) pour tout X,Y € X(M).

1.3.4 courbure scalaire

Définition 1.3.5. On appelle courbure scalaire T d’une variété Riemannienne M est

définie par T = trace(S).

Remarque 1.3.2. La courbure scalaire peut étre exprimer dans systeme des coor-

onnées locales (x*,...,x en fonction des composantes du tenseur comme sui
d local Lo an tion d tes du t t
y
T = E g]Sij
irj

o) 6)

8zt OxI

avec (") est la matrice inverse de (g;;) et S;; = S(

1.3.5 courbure de Weyl

Définition 1.3.6. Le tenseur de courbure de Weyl, noté C, d’une variété Rieman-

nienne M de dimension n > 3 est défini par :

1 - -
C(X,Y)Z = R(X,Y)Z = —(X A, §Y + 5X 7, Y — ﬁx A Y)Z

n —

avec (X NgY)Z =g(Y,2)X —g(X,2)Y.

Le tenseur de courbure de Weyl peut étre vu comme un tenseur de type (0,4)
C(X,Y, Z,W) = g(C(Z, W)Y, X)

Définition 1.3.7. [18] Une variété Riemannienne M est dite conformément plate si
pour tout x € M, il existe un voisinage V de x telle que la métrique €* g est plate
sur' V' ; avec g la métrique Riemannienne de M et f une fonction réelle sur V.

Une variété Riemannienne M de dimension n est conformément plate si est seule-

ment st :
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(n > 4) Le tenseur de courbure de Weyl est nul ([5] page 60 ).
(n = 3) Le tenseur B = S — Zg est un tenseur de Codazzi i.e VxB(Y,Z) =
VyB(X,Z), pour tout X,Y,Z € X(M)([5] page 435)



Chapitre 2

Variété Riemannienne produit

2.1 Variété Riemannienne produit

Définition 2.1.1. Soient (M, A1), (M, As) deux variétés de classe C*°, munies de
deur atlas A; et Ay de dimensions ny, no respectivement. Alors le produit Ay x As

donné par

A X Ay = {(Ur X Us, 01 X 02)|(Us, 1) € Ay, (Us, p2) € As}

o
1 X 02 1 Up X Uy = 01(Ur) X 02(Us) (1, 22) = (p1(71), 02(T2))

est un atlas sur M; x My de dimension ny + ny et de classe C*°.
La variété (My x My, Ay x Ay) est dite variété produit de My et M,

Exemple 2.1.1. Variété Produit M x N : Soient M etN deux variétés différen-
tiables de dimension m et n et d’atlas (U,, ¢q), Vi, 1p) respectivement. Alors ['es-
pace produit M x N est une variété de dimension m + n dont la structure différen-

tiable est définie par latlas formé de toutes les cartes de la forme U, X Vi, ¢atbp, 0u

(da X Vo) (0, q) = (Ba(p), ¥u(q)) € R™™
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Proposition 2.1.1. — Si M; et My sont deux variétés de classe C*, alors les pro-
jections canoniques mw : My X My — My et my : My X My — My sont de classe
.

- S1 My, My et Mz sont trois variétés, alors ’application f : Ms — M; x My est de

classe C™ si et seulement sim o f et myo f sont dz classe C®.f = (m o f,mp 0 f)

Proposition 2.1.2. Soient My et My deux variétés, alors pour tout (z1,xs) € M; X

My on a :
T(xl,xg)Ml X M2 = T$1M1 X T:DQMQ

Démonstration : Soit w et o les projections canoniques, alors l’application :

T(xl,:rg)Ml X MQ — Tlel X TIQMQ
v (d(zl,m)ﬂ-(v)? d(wmﬂz)a(?}))

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Proposition 2.1.3. Soient X et Y deux champs de vecteurs sur la variété produit
My x My, pour tout f; € C*°(M) et pour tout f; € C(M;) on a

X(fiom) =Y(fiom)
{ X(faom) =Y(foom)=X=Y
Démonstration : Soit v = (y1,72)(resp.a 6 = (d1,02)) une courbe sur M x N
associée & Xz = (X1(x), Xo(y)) € TpoMy x TyM, (resp.a Y,y = (Yi(z),Ya(y)) €
T, M, x T,Ms)

Xi(z)(fr) = %(fo’h)’t:o
= %(fl o T 07)\1;:0
= Xy (from)
= Yoy (f1om)
= %(fl o Ty O5)|t=o
= %(fl o 51)|t:0
= Yi(z)(f1)

Pour tout f; € C*(M,), donc X1(z) = Yi(x), on utilise les mémes démarches (en
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considérant my) pour démontrer que
Xo(y) = Ya(y), d'ott X(zy) = Yiay) pour tout (x,y) € My x M, c’est-a-dire X =Y

Proposition 2.1.4. Soient My et My deux variétés différentiables, on a les propriétés

suivantes :
L (X1,0)(fiom) = Xi(f1) om et (X1,0)(faom) =
2. (0, X3)(fa 0 ) = Xo(fo) 0 75 et (0, Xo)(f1 0 m1) =
3. [(X1,0), (1,0)] = ([X1,Y1],0),[(0, X2), (0, ¥2)] = (0, [X1, X]) et [(X1,0)] =0
4. (/1X1,0) = (fi o m)(X1,0) et (0, foX3) = (f2 0 m2)(0, X3)

pour tout X1,Y) € X(M;),Xs,Ys € X(Ms), fr € C®(M) et fo € C°(Ms)

Proposition 2.1.5. Soient w,n deux formes différentielle sur la variété produit My X
Ms. Pour tout Xy € X(M;) et Xy € X(M,),

{ w(X1,0) =n(X1,0)
w(0,X5) =n(0,Xy) =>w=n

Proposition 2.1.6. Soient V, V deuz connexions linéaires sur M x N. Pour tout
Xl,Yi € .}:(Ml) et X27}/2 € }:(Mg),

Démonstration : Si {2 }1<i<m €t {8%1}199 sont des bases locales de champs de
vecteurs relatives aux cartes (U, @) € atl(M) et (V,1) € atl(N) respectivement, alors
{(Z,0), (0, a;;)}léiﬁm,lﬁaﬁn est la base de champs de vecteurs sur M x N relative a

la carte (U x V, @, 1).Pour

P MR CICOURR RS S)

B = Z {Bj(g,O)—FBIHm(O?aiyb)}

1<5<m,1<b<n Yi

>J LU
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avec A, Agim, Bj et By, € C°(M X N), 001 <i, j<metl<ab<n,ona:

V Zl<z j<m,1<a b<n{A [(

O ) I L W,V S

+BV 8 ’0)(%,0)
+(50: 70)(Bb+m)(0 o)

’ Oy
+Bb+mv( o_0) (07 8?;1) )]
+Aa+m[< 2 ( )(aijﬁ)
+B;V ,0(52-,0)

+(0, 55.) (Boam) (0, 57)
+Bb+mv(o,%)( 7% }

Pour la proposition 2.1.6 on peut donner la proposition suivante :

Proposition 2.1.7. Si V! et V? deux connexion linéaires sur My et M,y respective-
ment alors, suivant la proposition précédente il existe une unique connexion V sur la
variété produit My x My telle que
V(X1,0)(Y170> = (V§(1Y'170)
V(XLO)(O’ }/2) = (O’ vg{QYé)
V(Xh())(o,Xl) - V(O,XQ)(Xl, 0) - 0
pour tout X1,Y; € X(My) et Xo,Ys € X(M)
Proposition 2.1.8. Sous les mémes hypothéses de la proposition précédente on a :
T((X1,0),(Y1,0)) = (T"(X1,11),0)
T<<07X2)7 (073/2)) (07 2(X27}/é))
T((X1,0),(0,X2)) =0
pour tout X1,Y) € X(My) et Xo,Ys € X(My) ou T, T, T? désignent les tenseurs de

torsion sur My x My, My et My respectivement.

2.2 Meétrique diagonale sur la variété produit

Proposition 2.2.1. [16] Si (M, g1) et (M, go) sont variétés Riemanniennes de di-

mension ny et ng respectivement, alors le tenseur g = wig1 + mhge est une métrique
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Riemannienne sur My X My telle que
g((Xb 0)7 (}/1, 0)) = gl(X17 lfl) O T

g((onQ)v (07 Y2)) = gl(X27§/2) O Ty
g((X17 O)a (Oa X2>) =0
pour tout X1,Y) € X(My) et Xy, Yy € X(My) il suffit de voir la matrice associé a g,

(91ij) : 0

0 (g2ab)

Définition 2.2.1. La variété Riemannienne (M; x Ms, g) est dite variété Rieman-

nienne produit

Proposition 2.2.2. La connexion de My x Ms associé a g = mi{g1 + w592 est bien la

connezion de la proposition (2.1.6).

2.3 Tenseur de courbure Riemannienne et le tenseur

de Ricci sur la variété produit

Proposition 2.3.1. [16] Soit (My X My, g = wg1 + 75g2) une variété Riemannienne
produit avec son tenseur de courbure R. Si X1,Y1, 7, € X(My) et Xo,Ys, Zy € X(Ms),

alors

R((X1,0),(Y1,0))(Z1,0) = (R'(X1,Y1)%,,0)

R((0, Xy), (0,Y2))(0, Z2) = (0, R*(X3,Y3)Z,)

R((X1,0),(0,Y2))(Z1,0) = R((X1,0), (¥1,0))(0, Z2) = R((0, X2), (0,Y2))(Z1,0)
R((X1, Xo), (Y1, Y2))(Z1, Z2) = (RN(X1, Y1) 21, R*(X2, Y2)Zs)

Proposition 2.3.2. Soit (M, x Ms,g = 7ig1 + T5g2) une variété Riemannienne
produit avec S son tenseur de Ricci. St X1,Y; € X(My) et X1,Y; € X(My), alors
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Tenseur de courbure de Riemann

P .
Tenseur de Weyl Tenseur de Ricci
Effet de marée Densté dénergie
(Changemant gravitationn e (Changemant de voluma)
A N
N ) 6

U W iy &
\ 4 -
Le tenseur de courbure de Riemann se décompose en un tenseur de Weyl mesurant l'effet de marée
el en un tenseur de Ricci mesurant la densité d’énergie. Les équations de champ unifié d'Einstein
permettent de dresser une égalité entre l'espace-temps et la matiére, c’'est le quadrivecteur ou
tenseur d'énergie-impulsion.

S((X1,0),(Y1,0)) = SYXy, Y1) om
S((0,X5),(0,Y2)) = S*(Xz,Ya) om

S((X170)7 (1/170

) =0




Chapitre 3

Variété Riemannienne produit tordu

Le produit tordu M x; N de deux variétés Riemannienne (M, gar) et (NN, gn) est la
variété produit M x N munie de la métrique g = gy + f2gn, ol f est une fonction
positive sur M, appelée fonction de distorsion.

Il est bien connu que la notion du produit tordu joue un réle important dans le
domaine de la géométrie différentielle et celui de la physique ([1]), par exemple le
meilleur modéle relativiste de 1'espace de sortie autour d’une étoile massive ou d'un
trou noire est donné comme produit tordu de variétés adaptées ([1]).

Dans travail, on s’intéresse aux tenseurs de courbure, de courbure Riemannienne-
Christoffel et de Ricci d’une variété Riemannienne produit, on utilise pour cela la

notion de relévement pour établir la relation entre ces tenseurs et ceux des variétés
M et N.

3.1 Meétrique Riemannienne du produit tordu

3.1.1 Meétrique Riemannienne du produit tordu

Définition 3.1.1. Soient (M, g1) et (M, g2) deuz variétés Riemannienne de dimen-
stons ny et ny respectivement, et f une fonction strictement positive sur M. Le produit
tordu noté My x ¢ My est définie comme étant la variété produit My x My munie de

la métrique g.
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Le couple (My x ¢ Ms,q) s’appelle variété Riemannienne produit torduet f s’ap-

pelle la fonction de distorsion au produit tordu

3.2 Variété Produit Tordu

Définition 3.2.1. Soient (M, g) et (N,h) deux variété Riemannienne de dimension
m et n respectivement et f € C*(M) une fonction strictement positive. La variété
produit tordu M X g2 N est définie comme étant la variété M x N munie de la métrique

G2 telle que

Gp=m"g+(fo m)*n*h
oum:MXxXN—Metn: Mx N — N désignent les projections canoniques.
Si X, Y€ HM x N) on a

G (X, Y) = gdn(X),dn(Y)) + (f o 7)?h(dn(X), dn(Y))

Proposition 3.2.1. [7],[17]Soient (M, g1) et (Ma, g2) deux variétés Riemanniennes
de dimensions ny et ny respectivement et f une fonction strictement positive sur M.
On considére la variété produit My x My avec ses projections canoniques mp et mo,
alors
g =g+ (f o m)*m30,

est une métrique sur My X My.(car : ot 7}(g;) est le pullback de g;. Via m; pour
i=1,2).

Preuve

comme T et wo sont des applications de classe C™, et wig1,m5g2 € T(My x My). Si

U,V € Ty 20y M1 X My alors

9(u,v) = gi(dmy (u), dmy (v)) + f*(21)ga(dma(u), dra(v))

donc g est une symétrique.

On montre que g induit une forme bilinéaire non dégénérée sur Ty, 4, My X Ms.
Supposons g(u,v) = 0 pour tout v € Tiz) 20y My X My, en particutier pour tout v €
Tiwrz {1} X My nous avons f?(x1)ga(dmsa(u),dme(v)) = 0 et comme f strictement

positive on obtient dma(u) = 0. De méme on obtient dmy(u) =0, d’ot u = 0.
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Exemple 3.2.1. Le tore

1. Le tore est la variété produit S* x S' avec g, = du? une métrique Rie-

(1+u2 u?
mannienne sur la sphére unité St alors § = g, + f2g, est une métrique Rieman-
nienne tordu sur le tore T?, ot f une fonction de classe C™ sur St, strictement

positive.

2. Le tore T? est variété produit ST x St x S alors, on peut définis deux métrique
Riemannienne tordu §i = gy + f1(9v + gw) €t G2 = (u + 9v) + f3 9w
ot f1 une fonction de classe C™ sur S' et fy une fonction de classe C* sur

St x St strictement positive.

Proposition 3.2.2. Soient (M, q1),(Ms,g2) deux wvariétés Riemanniennes et
(My x5 Ma,q) la variété produit tordu. Si X1,Y; € X(My) et X5,Ys € X(Ms), On a

1. Vix,0(Y1,0) = (V4,Y1,0)
2. Vix,0(0, X2) = Vio.x,)(X1,0) = X1 (Inf)(0, X5)
3. 6(0,)(2)(0, Ys) = (0, V4, Y2) — 392(X2, Ya)(gradf?,0)

1. En utilisant la formule de Koszul
25(VxY, Z) = X§(Y, 2)+Y §(Z2, X)-Z§(X,Y)+3(Z, [X,Y)+3(Y, [Z, X])-§(X, [V, Z])

pour tous X = (X1, X5),Y = (Y1,12),Z = (Z1,Z2) € X(M = M, x; M)

On a

25(V(x,,0(Y1,0), (Z1,0)) = (X1,0)3((¥1,0), (Z1,0)) + (¥1,0)3((Z1,0), (X1,0))
—(21,0)9((X1,0), (Y1,0)) + §((Z1,0), [(X1,0), (Y1, 0)])
+4((Y1,0), [(Z1,0)(X1, 0)]) — (X1, 0)[(Y1,0), (Z1,0)])
= X1(g1(V1, Z1)) + Yi(91(Z1, X1)) — Z1(1(X1, Y1)
+91(Z1, [X31, 1]
+91(Y1, [Z1, Xi]
=2g1(Vx, Y1, Z1)
= 24((VX,Y1,0),(Z,0)

)
)
) — g1(X1, Y1, Z41))
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pour tout Z; € X(M;) de méme on a

g(v(Xl,O)(YL 0)7 (07 ZQ)) =0

pour tout Zy € X(Ms), d’ou

Vix,.0(Y;0) = (Vi,¥1,0)
25(V(x,.0(0,Y2), (0, Z2)) = (X1,0)3((0, Y2), (0, Z2)) + (0, ¥2)§((0, Z2), (X1,0))
—(0,22)3((X1,0), (0,Y2)) + g((0, Z2), [(X1,0), (0, ¥2)])
+4((0,Y2), [(0, Z2)(X1,0)]) — g((X1,0)[(0, Y2), (0, Z5)])
2. =2fX1(f)g2(Yz, Z2)

= 2f%go(*4Ly3, Z)

= 2f%g2(X1(Inf)Ya, Zs)

= 2g((0, Xy (Inf)Ya, (0, Zs)

d’ou,

g<v(X1,0)(07 }/2)7 (07 ZQ)) = Xl<lnf)§<<oa }/2)? (Oa ZQ))

pour tout Zy € X(M,).
Si Z; € X(M,) alors :

29(V(x,,0(0,Y2), (Z1,0)) :(XLO)LE]((NO,}@)»(Zl,O))
_?]((07 YQ)? V(XLO)(Zl)’ O))
= —4((0,Y3),(Vx,71,0)) = 0

comme [(X1,0),(0,Y3)] =0 on déduit

Vx1,0(0,Y2) = V(o,15)(X1,0) = X1(Inf)(0,Y2)

3. En utilisant la formule de Koszul et remarquons que pour tout Zs € X(Ms;), on

(0, 22)(f) =0

on obtient :

2.&(@0,()(2)(07 Y2)7 (07 Z2)) - g((oa V?XQ}/2)7 (07 ZQ))



3.2 Variété Produit Tordu 31

et
2(V0,x,)(0,Y2), (71,0)) = (0, X2)g((0,Y2),(Z1,0))

—(Z1,0) = g((0,Y2), V(0,x,)(Z1,0))
= Z1(Inf)g((0, X2), (0,Y2))
—f2Z1(Inf)ga(Xs, Ya)
= —%Q(QTGdf2a Z1)92( X2, Y2)
= —302(X5,¥2)d((gradf?,0), (Z,0))

d’ou

~ 1
V(O,Xg)(()’ Y2) = (07 V?le/'g) - 592()(27 Y2)(gmdf2> 0)

3.2.1 Tenseur de courbure Riemannienne et de Ricci du pro-

duit tordu

Proposition 3.2.3. Soit M = My x ¢y My une variété produit tordu et R son tenseur
de courbure. Si X1,Y1, 7, € X(My), et Xo,Ys, Z1 € X(Ms), alors

1. R((X1,0),(Y1,0))(Z1,0) = (RY(X1,Y1)Z1,0)

2. R((07X2)7 (}/170))(2170> = _%gl(v%’pgradfv Zl)(oaXQ)

3. R((X1,0), (¥1,0))(0, Z2) = R((0, X3), (0,Y2))(Z1,0) = 0

4~ R((Xla 0)7 (07 }/2))(07 ZQ) = R((Xla O)a (Oa ZZ))(O, }/2):_]092(}/2, Zg)(V§(1g7"adf, 0)

5. R((0,X2),(0,Y2))(0, Z) = (0, R*(X3, Y2) Z2) — |gradf[*((0, X2 Az Y2) Z2)
avec (X ANY)Z =g(Y,2)X —g(X,2)Y

Preuve La preuve découle directement de la définition du tenseur de courbure et la

proposition(3.1.2)

Proposition 3.2.4. Soit M, x1 My une variété produit tordu et S sa courbure de
Ricci. Pour tout X1,Y; € X(Mj) et X1,Y; € X(M;) ona

1. g((XbO)? (1/170)) = Sl<Xla}/1) - %gl(v}){lgradf’y&)
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2. S((X1,0),(0,Y2)) =0
(

3. g (0>X2)7 (07 }/2)) = 81<X27 YQ) - gQ(XQa Y2)<fA1(f) + <n2 - 1)|gradf|2)
ou AY(f) est le Laplacian de la fonction f sur M

Preuve La preuve est simple on utilisant la proposition (3.1.3), et la définition de la

courbure de Ricci avec la base orthonormée {E; %Fk}

Exemple 3.2.2. Le cone sur une variété.

Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension n. La variété Riemannienne
produit tordu (M = M x, RY, g = r?g + dr?) est dite cone sur une variété. Alors,

la dérivée covariante NV de la connezion de Levi-Civita de g satisfait les formules
suiwantes ([48],p206)

Vardr =0, Vor X = Vxr = 1X, VxY = VxY —rg(X,Y)dr (notation Or = 2)
VX,Y € X(M). Les composantes non nulles du tenseur de courbure R et le tenseur

de Ricci S sont
~ R(0r, X)0r = R(Or, X)Y = R(X,Y)dr =0
- R(X,Y)Z=R(X,Y)Z - (XAY)Z

1. S(0r,0r) =0

2. S(X,Y)=S(X,Y) = (n—2)g(X,Y)

3.3 Autres métriques Riemanniennes sur la variété
produit

Dans cette section nous donnons quelques types de métrique Riemannienne qu’on
peut défini sur une variété produit et nous donnons aussi sans démonstration les

connexions de Levi-Civita associées a ces métriques.
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3.3.1 Meétrique tordu généralisée

Définition 3.3.1. Soient (M, g1) et (Ms, g2) deux variétés Riemanniennes et f
une fonction strictement positive sur My X M. La métrique tordu généralisée g sur

M, x ¢ My est définie par

g =g+ (f om)*msgs

ot (x1,22) € My X My — 21 € My et mo @ (21,22) € My X My — x9 € My sont
les projections canoniques.

Pour tous champs de vecteurs X,Y sur My x My, on a

9(X,Y) = gi(dm (X),dmi (Y)) + f2ga(dmy(X), dma(Y))

Proposition 3.3.1. [21] Soient (M, g1) et (Ma, go) deuzx variétés Riemanniennes et
(My x5 My, q) la variété produit tordu. Si X1,Y, € X(M;) et Xa,Ys € X(Ma), on a

VxY =VxY + X(Inf)(0,Y2) + Y(inf)(0, X3) — %gg(Xg, Ys)(grad, f?, %gmdgfz)

ot X = (X1, X5),Y = (Y1,Y) et VxY = (V4 Y1, V4, Vo)

3.3.2 Meétrique tordu doublée

Définition 3.3.2. Soient (M, g1) et (M, g2) deux variétés Riemanniennes et f1, fa
deux fonctions strictement positives sur My et My. La métrique tordu doublée g sur

My, x4, My est définie par

g=(f20 7T2)27Tf91 +(fio 7T1)27T§92

ot (x1,22) € My X My — x1 € My et mo @ (21,22) € My X My — x9 € My sont
les projections canoniques.

Pour tous champs de vecteurs X,Y sur My x My, on a

J(X,Y) = fFg1(dmy(X),dm(Y)) + figa(dma(X), dma(Y))
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Proposition 3.3.2. [5] Soient (M, g1) et (Ma, ga) deux variétés Riemanniennes et
(M, X § M, 9) la variété produit tordu double. Si X1,Y; € X(M;) et Xo,Ys € X(Ms),

on a

- 1
VxY = VxY + —X,(f40,Ys) +

2f12 (fl (0 X2)

Xa(f3(11,0)

f1 2f2

Vo(f30X0,0) — 501 (X0, Yi)(grad f2,0) — 50a(Xo, 2)(0, gras /)

1
2f2
ou X = (Xl,XQ),Y = (le,}/g) et VXY = (Vﬁ(lYl,V%Yg)

3.3.3 Meétrique tordu doublée généralisée

Définition 3.3.3. Soient (M, g1) et (Ms, g2) deux variétés Riemanniennes et f1, fa
deux fonctions positives sur My X My respectivement. La métrique tordu doublée g

sur My, Xz, My est définie par

g = (faom)’migr+ (f1om)*msgs
ot (x1,22) € My X My — 1 € My et mo @ (21,22) € My X My — x9 € My sont
les projections canoniques.

Pour tous champs de vecteurs X,Y sur My x My, on a

I(X,)Y) = f591(dm(X), dmi(Y)) + f1ga(dma(X), dmy(Y))
Proposition 3.3.3. [5] Soient (M, g1) et (Ma, ga) deux variétés Riemanniennes et
(M, X g Ms,g) la variété produit tordu double généralisée. St X1,Y, € X(M,) et
Xo, Yy € X(Ms), on a

6(Xl,()) (}/17 O) =

2
(V§<1Y1+X1 (Inf2)Y1+Y1(In f2) X1—91(X1, Y1) gradi(In fz), —f—2291 (X1, Y1)grady(Infz))

1

V(0.x,)(0,Y2) =

2
(1 T (X Yohgrad (1n 0V, Yo+ Xallnf)¥s + (1n )Xo — 02X Yolgrada(in )
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V0 (0,Ya) = (Ya(f2) X1, X (f1)Ya)

Voo (Y1,0) = (Xa(f2)V1, Vi (f1)X2)
ot X = (X1,X2),Y = (V1,Y2) et VxV = (Vi Y1, V3, Y2)



Chapitre 4

La pseudo symétrie au sens de Deszcz

4.1 variétés localement symétriques

Les transport paralléele de deux vecteurs linéairement indépendants le long d’une
courbe nous donne a chaque point de cette courbe deux vecteurs linéairement indé-
pendants.Ainsi on peut définir le transport paralléle d’'un plan le long d’une courbe,
en fixons une base de plan de départ, et prenons son transport paralléle le plan en-
gendré par les transport paralléle des vecteurs de la base. Levy |1 1] étudié la courbure
sectionnelle d'un plan et de son transport paralléle le long des courbes du flot d’un

champ de vecteurs X

Théoréme 4.1.1. (Levy) La condition nécessaire et suffisante pour que la courbure

FIGURE 4.1 — Le carré de Levi-Civita
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sectionnelle de tout plan 7 reste constante le long des courbes du flot d’un champ de
vecteurs X quand ce plan w est transporté parallelement le long des courbes du flot,
est que VxR = 0. E. Cartan [9] a montré que les variétés Riemanniennes avec un
tenseur de Riemann parallele (VR = 0) sont les espaces dite localement symétrique,
c’est-a-dire les espaces qui ont la propriétés suivante : tout les réflexions vy, (v, inverse

les géodésiques passant par p) sont des isométries locales

Définition 4.1.1. Une variété M Riemannienne avec un tenseur de Riemann paral-

lele (VR = 0) est dite localement symétrique.

4.2 variétés semi-symétriques

Le tenseur R.R de type (0,6) est défini par
(R.R)(X\, Xo, X3, X4; X, V) = (R(X,Y).R)(X, X, X3, X1)
- _R(R(XJ Y)Xl) X2) X37 X4) - R(X17 R(X7 Y)X27 X37 X4>
_R(Xh X27 R(X7 Y)X?n X4) - R(Xh X27 X37 R(X7 Y)X4)

Définition 4.2.1. Une variété Riemannienne (M,g) est dite semi-symétrique si
RR=0

4.3 variétés pseudo symétriques

Probablement le plus simple (0,6)-tenseur de M, admettant les mémes pro-

priétés algébriques que R.R est tenseur de Tachibana (g, R), défini par

Qg R) (X1, Xo, X3, X, X,Y) = (X AY).R)(Xy, Xo, X3, Xy)
= —R(XAY)X, X5, X3, X))
—R(X1, (X ANY) Xy, X3, Xy)
—R(X1, Xo, (X NY) X3, Xy)
—R(X1, Xo, X3, (X ANY) X))

Proposition 4.3.1. Une variété Riemannienne M est a courbure constante si et
seulement si Q(g, R) = 0.



4.3 variétés pseudo symétriques 38

Définition 4.3.1. [2//,[”] Soit M wune variété Riemannienne de dimension n > 3
qui n’est pas a courbure constante et notons Ugr l’ensemble des points ou le tenseur
de Tachibana Q(g, R) est non nul c¢’est-a-dire Ugp = {x € M|Q(g, R) # 0}. Alors en

p € Ug un plan m = AW C T, M est dit a courbure-dépendance avec le plan © = TNy
si Q(g, R)(V, 0, &, 0; 7, §) # 0.

Définition 4.3.2. [2/],[2] Pour p € Ug, soient les deux plans m = UAW et T = TN\,
tangent a M en p, a courbure-dépendance. Alors la courbure sectionnelle de Deszcz

L(p;m;7) du plan 7 respectivement & @ est défini par

L(p;m; @) =

Remarque 4.3.1. Cette définition est indépendante du choix de la base de 7 et 7.

Théoréme 4.3.1. [2/] Une variété Riemannienne M de dimension n > 3 est pseudo
symétrique, au sens de Deszcz, si et seulement si en tout point p € Ug les courbures
sectionnelles de Deszcz sont les méme ; c’est-a-dire pour tout les plans tangent, en p

0,7 en courbure-dépendance L(p,m, ) = Lgr(p) pour une certain fonction Ly : Up —

R.

Corollaire 4.3.1. Les variétés semi-symétriques sont caractérisées par la nullité de

la courbure sectionnelle de Deszcz.

Définition 4.3.3. Une variété Riemannienne M, de dimensionn = 3 est dite pseudo
symétrique, au sens de Deszcz, en un point p € Ugr sl existe un scalaire Ly tel que,
enp, R.R= LrQ(g, R).

Une variété Riemannienne M, de dimension n > 3, est dite pseudo symétrique, au

sens de Deszcz, si elle est pseudo symétrique en tout ses points, ¢’est-a-dire sl existe
une fonction Lr : M — R tel que R.R = LrQ(g, R).
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4.4 Ricci pseudo symétrique et Weyl pseudo symé-

trique

Définition 4.4.1. Soit T un tenseur de type (0,7) sur M. Les deux tenseur R.T et
Q(g,T) de type (0,7 + 2) sont définis par :

(RT>(X17X277XI€7X7Y> :<R(X7Y)T)<X17X277Xk7X7Y>
= —T(R(X,Y) X1, Xor oo X — oo —
T(X17X27"'7R(X7 Y)Xk:)

Q(g, T)(X1, Xo, ..., X3 X,Y) :((X/\ Y).T) (X1, Xa, ..., Xp)
—T((X Ay Y) X1, Xo, ..., Xp)
—T(Xl,Xg,...,(X N Y)X3)

Définition 4.4.2. Une variété Riemannienne M est dite Ricci semi-symétrique si
R.S = 0. Elle est dite Weyl semi-symétrique si R.C =0

Définition 4.4.3. Une variété Riemannienne M est dite Ricci pseudo-symétrique s’il
existe une fonction Lg sur Ls = {x € M/S — Lg # Oenz} telle que R.S = LsQ(g,S)
sur Uget elle est dite Weyl pseudo symétrique s’il existe une fonction Losur Us =

{z € M/C # Oenz} telle que R.C' = LcQ(g,C) sur Ue

Remarque 4.4.1. — On Ug C Ug. De plus tout variété pseudo symétrique est Ricci
pseudo symétrique. Mais 'inverse n’est pas, en général, vrai. Par exemple ([15]
page 40) tout produit tordu My X g My d’une variété de dimension un (M, g) et
une variété d’Einstein non pseudo symétrique (Ms, g), de dimensionn > 3, est une
vari€té non pseudo symétrique et Riccit pseudo symétrique. Pour plus d’exemples
voir [19].

— Tout variété Weyl semi-symétrique est Weyl pseudo symétrique. L’ inverse n’est pas
vrai ([15[page 41,[20],[19]).

— Toute variété pseudo symétrique est Weyl pseudo symétrique
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4.5 Ricci pseudo symétrie du produit tordu double

Définition 4.5.1. (/10][,p3) Soient (B,gg) et (F;,gr) des variétés pseudo Rie-
manniennes de dimension m et n; respectivement et b; : B —|0,00[ des fonctions
strictement positives et de classe C* dans B pour chaque i € {1,2,...,m}. On
considere la variété produit M = B X Fy X ... X F,, avec ses projections 7 et o;, alors

g=gp®...®V% gr, définie par :

g=1"(g8) ® (b1 om)°07(gF1) ® ... ® (by, 0 T)05 (9 F )

est une métrique sur Bx Fy x ... x F,, chaque fonction b; : B —]0, 00| est dite fonction
de torsion et chaque variété (F;, gr,) est dite variété fibre pour i € {1,2,...,m}. La

variété (B, gg) est dite variété base du produit tordu multiple.

Proposition 4.5.1. ([10/,p3) Soit M = B x4, F1 X ... Xy, Fy,, une variété pseudo
Riemannienne produit tordu multiple munie de la métrique g = gp & ... ® b2 gr,,
soient X,Y € £(B) etV € £(F;), W € £(Fj). Alors

1. VxY =VE&Y
2. VxV =VyX = (§&V
3. VyW =0 sii;j
b VW = VW — LW Grad(b;) sii = j
Proposition 4.5.2. ([10],p4) Soit M = B X, Fy X ... %y, F,,, une variété pseudo

Riemannienne produit tordu multiple munie de la métrique g = gg ® ... ® b, gr,

soient X,Y,7Z € £(B) etV € £(F;), W € £(F}) et U € £(Fy). Alors

1. R(X,Y)Z = RE(X,Y)Z

2. R(V,X)Y = "Xy

3. RX, V)W =R(V,W)X =RV, X)W =0 sii#j
4. R(V,W)X =0sii=j
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5. R(X,Y)V =0
6. RV, W)U =0 sii=jeti,j#k

7. R(U, V)W = —g(V, W) 2eloradaCuoreds@ iy i = j et i, j # k

8. R(X, V)W = 2EVE (gradp (b)) sii = j

9. R(V,W)U = RE(V,W)U — %{g(u U)W —g(W, U)WV} sii,j =k

Proposition 4.5.3. ([10],p4) Soit M = B Xy, Fy X ... Xy, F,, une variété pseudo
Riemannienne produit tordu multiple munie de la métrique g = gg ® ... ® b2 gr,,

soient X,Y € £(B) et V € £(F;), W € £(Fy). Alors

1. Ric(X,Y) = Ric®(X,Y) = 3"~ (X,Y)

=1 bl
2. Ric(X,V)=0
3. Ric(V.W)=0sii#j

4. Ric(V,W) = Ric"(V, W) — (258 4 (s, — 1)lored 0)ls

7

m 9B (b))% m
Zk:l,k;ﬁi Sk 2 + Zk:l,k;ﬁi Sk

ra B i ),gra B N N
gs(grad (ll:izkg d (bk)))g(v7 W) sii=j

4.6 La symétrie des espaces produit tordu multiple

Cette section fait I'objet principal de notre travail, on étudie les tenseurs R.S et
Q(g,S) sur une variété produit tordu multiple et on explicite quelques résultats

congernant les conséquences géométriques, dans ce cas :Ricci pseudo-symétrie

Proposition 4.6.1. Soit M = B Xy, Fy X ... %y, F,, le produit tordu multiple
de métrique g = gg Dbigr, & ... Db gr,, . Soient X,Y € £(B) et Z,W € £(M).
Alors
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1. (RS)(Z,W;X,Y) = {(Rp,Sp) — >, £(Rp.HE)HZ,W; X,Y) si Z € £(B)
et W e £(B)
2. (RS)(Z,W;X,Y)=0si Z € £(B) et W ¢ £(B)
3. (RS (Z,W;X,)Y)=0si Z ¢ £(B) et W € £(B)
4. (RS ZW;X,)Y)=0s1Z ¢ £(B) et W ¢ £(B)
Démonstration.La démonstration découle directement des proposition 4.5.1 et 4.5.2.
(R.S)(Z,W;X)Y) =-=S(R(X,Y)Z,W)—-S(Z,R(X,Y)W)
=—-S(Rp(X,Y)Z,W)—S(Z, Rg(X,Y)W)
= —{Sp(Rs(X,Y)Z,W) = 311 HE(Rp(X,Y)Z, W)}
= —{SB(Z, Rp(X,Y)W) = 311, 3 Hp(Z, Rp(X,Y)W)}
= —Sp(Rp(X,Y)Z,W) — Sp(Z, Rg(X,Y)W)
= XL S (Rp(X,Y) 2, W) = HE(Z, Rp(X,Y)W)}

(RS)(Z.W;X.Y) = (Ru, Sp)(Z, W X.Y) = D 2 U (Rp.H%)(Z,W; X,Y)
=1

s

(4.1)

(R.S)(Z,W; X,Y) =—S(R(X,Y)Z,W)—S(Z R(X,Y)W)
= —S(Rp(X,Y)Z, W) — S(Z,0)

> = —S(Rp(X,Y)Z,W)
=0
(R.S)(Z,W;X,Y)=0
(RS)(Z,W;X,Y) =—S(R(X,Y)Z,W)—S(Z R(X,Y)W)
; —S(0,W) — S(Z, Rg(X,Y)W)

~S(Z, Re(X,Y)W)
=0

(R.S)(Z,W ;X,Y)=0
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(R.S)(Z,W;X,Y) = —S(R(X,Y)Z,W) — S(Z, R(X,Y)W)
4. — —S(0,W) — 8(Z,0)
=0

(R.S)(Z,W :X,Y)=0

Proposition 4.6.2. Soit M = B X, F1 X ... Xy, Fy, le produit tordu multiple de
métrique g = g @D bigr, @ ... ® b2 gr,, . Soient X,Y € L£(F;),i € {1,...,m} et
Z,W e £(M). Alors

1. (RS)(Z,W:X,Y)=0si Z € £(B) et W € £(B)

) (RS)Z,W;X,)Y)=0 siZ € £&(B)etW € £(F;)
| (RS Z,W;X,Y)=0 siZ e L(B)etW € &(F,),i #j

P (RS)Z,W; X,)Y)=0 siZ € &(F;)etW € £(B)
| (RS Z,W;X,Y)=0 siZ € L(F))etW € £(B)

(R.S) = (Rp,-Sr,) — |Gradp(bi)|3Q (9, Sr,)  siZ, W € £(F))

(R.S)(Z,W;X,Y) =0 siZ € &(F,),W € £(F)),i # j
/ (R.S)(Z,W;X,Y) = siZ € L(F))etW € &(F,),i # j

(R.S)(Z,W;X,Y) =0 siZ € L(F;)etW € £(F;)

Proposition 4.6.3. Soit M = B x;, I} X ... Xy, F,, le produit tordu multiple de
métrique g = gp B bigr, O ... B b2, gr, . Soient X € L(F;),Y € £(F;) avec i # j et
Z,W e £(M). Alors

1. (RS)Z,W;X,Y)=0 si Z € &B),W € £(B)
2. (RS)(Z,W:;X,Y)=0si Z € &(B),W ¢ £(B)
3. (RS)Z,W:X,Y)=0si Z ¢ &B),W € £(B)



4.6 La symétrie des espaces produit tordu multiple 44

(R.S)(Z,W;X,Y)=0 siZ ¢ L(F),W € &(F)

) (R.S)(Z,W;X,Y)#0 siZ ¢ &(F), W € &(F))
| (RS Z WX, Y)£0 siZ ¢ L(F), W € &(F;)
(R.S)(Z,W:;X,Y)=0 siZ ¢ L(F)),W € £(F})

Proposition 4.6.4. Soit M = B x,, Fi X ... Xy, F,, le produit tordu multiple
de métrique g = g ® b2gp, © ... D b2 gr,,. Soient X € L£(B),Y € £(F;) avec
ie{l,....m} et ZW € £(M). Alors

1. (RS)(Z,W;X,Y)=0si Z € &(B),W € £(B)

, { BRSZWX,Y)#£0 siZ € £(B),W € £(B)
| (RS)Z,W;X,Y) =0 siZ € &(F),W € &(F)),i#j

~—

5 | (BS)ZWiXY)#£0 siZ € 8(F), W € &(B
| (RS Z,W;X,Y)=0 siZ e L£(F;),W € £(B)

(R.S)(Z,W;X,Y)#0 siZ,W € &(F))
(R.SY(Z,W:X,Y)=0 siZ e &(F,),W € &(F;),i #j

4 (R.S)(Z,W;X,Y)=0 siZ € &(F),W € &(F),i #j
(RS)ZW;X,)Y)=0 siZ € £(F;),W € £(F})

Proposition 4.6.5. Soit M = B X, F1 x ... X, F, le produit tordu multiple
de métrique g = gg®V2gp, ® ... DV2,gr,, . Soient X,Y € £(B) et Z,W € £(M). Alors

1. Z € £(B) et W € £(B)
Q(g,8)(Z,W;X,Y) = Q(gs, S)(Z,W: X,Y) — Z Qlgs, H2)(Z,W: X,Y)

2. Q9,9)(Z,W:X,Y)=0si Z € &(B) et W ¢ £(B)
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3. Qg,9)(Z,W;X,Y)=0si Z ¢ £(B) et W e £(B)
4. Q(g, ) Z,W;X,)Y)=0si Z ¢ £(B) et W ¢ £(B)

Proposition 4.6.6. Soit M = B x;,, Fy X ... Xy, F,, le produit tordu multiple de
métrique g = gp D bigr, & ... ® b2 gr, . Soient X,Y € £(F;), 1 € {1,...,m} et
Z,W e £(M). Alors

1. Q(g,9)(Z,W;X,Y)=0si Z € £&B) et W € £(B)

, | QUSIZWXY) =0 siZ € LB)etV € £(F)
| Qg,S)(Z,W;X,Y) =0 siZ € &(B)etW € £(F))

5 | QUSIZWIXY) =0 siZ € L(F)etW € £(B)
| Q9,9 (Z,W;X,Y)=0 siZ € L(F;)etW € £(B)

09, S)(Z,W: X,Y) = 2Q(gr. Sp.)(Z,W; X,Y) siZ € &(F)etW € £(F))

Q(g,9Z,W;X,Y) = siZ € £(F;)etW € £(Fj),1
4 Qlg, S)(ZW:;X,Y) = siZ € &(F))etW € &(F),i

Qg,9)(Z,W;X,Y) = siZ € L(F;)etW € £(Fj)

Proposition 4.6.7. Soit M = B x;, I} X ... Xy, F,, le produit tordu multiple de
métrique g = gp B bigr, B ... & b2.gr, . Soient X € L&(F;), Y € L£(F;) avec i # j et
Z,W e £(M). Alors

1. Q(g.8)(Z,W;X,Y)=0 Z € &B) et Z € &B)

[ Q(g,S)(Z,W:X,Y) =0 siZ e &(B)etW € &(F)
2.4 Q(g,8)(Z,W:X,Y) =0 siZ € &(B)etW € &(F))
(g, S)(Z,W;X,Y) =0 siZ € L(B)etW € £(F)

<

\

( Q9. 9)(Z,W: X,Y) =0 siZ e &(F)etW € £(B)
3.8 Q(g,9)(ZW;X,Y) =0 siZ € &(F))etW € £(B)
Qg 8)(Z,W: X,Y) =0 siZ € &(F)etW € £(B)

\
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Qg,S)(Z,W;X,Y) = siZ € &(F)etW € &(F;)
y Qg,9)(Z,W;X,Y) = —g(Z X)S(Y, W) +gW,Y)S(Z,X) siZ € &£(F,)etW € £(F})
0(g,9)(Z,W; X,Y) = g(Z Y)S(X, W) — g(W, X)S(Z,Y)  siZ € &(F,)etW € &(F)
Q0. S)(Z.W:X.Y) = (E)ettV € £(F)

siz € L(F))etW € £(F)

Proposition 4.6.8. Soit M = B Xy, [y X ... Xy, F,, le produit tordu multiple

de métrique g = gp ® bigp, B ... ® V2,gr,, . Soient X € £(B), Y € £(F;) avec
ie{l,....m} et Z,W € £(M). Alors

1. Q(g, ) (Z,W;X,Y)=0 Z e £(B) et Z € £(B)
WZ,W; X,Y) = —g(Z, X)S(Y,W) + g(W,Y)S(Z,X) siZ € &(B)etW € &(F)
WZ,W;X,Y)=0 siZ € L(B)etW € £(F}),
i#J
N WZ, W, X,Y) =g(Z,Y)S(X, W) —g(W,X)S(Z,Y) siZ e &(F)etW € £(B)
WZ,W;X,Y) =0 siZ € &(F;)etW € £(B)
Qg, 9)(Z,W:X,Y)=0 siZ W e £(F)
) Q(9,5)(Z,W;X,Y) =0 siZ € L(F))etW € &(F;),i # j
) Q4,9 Z WX, Y)=0 siZe L(F))etW € &(F,),i#j
Q(g, ) Z,W:;X,)Y)=0 siZ e &(F;)etW € £(F})

Proposition 4.6.9. Soit M = B x;, I} X ... Xy, F,, le produit tordu multiple de
métrique g = gg ® Vg, B ... ®b2,gr,, . Soient X,Y,Z, W € £(M). Alors

(RS)(Z’ W; X7 Y) = (RFH SFZ)(Z7 W; X7 Y)_”GradB(bl)H%Q(ngv SFi)(Z7 W; X7 Y)
(4.2)

si X,Y,Z,W € &(Fy)
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2.
) . (Gradp(b;),Gradp(b;))
(RS)(Z,W;X)Y) = —g(X,Z)% B L LD S(Y, W) (4.3)
_ (Y W) QB(GTadB(bi)vGTadB(bj))S(Z X) '
g ) bib]‘ ’
si X,Z € &(F;) et Y,W € &(F})
3.
HY(X,Z) g(Y, W) B
(RS)(ZW; X, Y) = = —ES2228(Y, W) = 5252, VR (Gradi (b))
(4.4)
si X, 7 € &(B) et Y,W € &(F)
4.

9. 2) ¢ oo, 1) L)

S(Z,VE(Gradg(b;)))

(4.5)

si X € &(B) et Y, Z,W € &(F)

Proposition 4.6.10. Soit M = B Xy, F} X ... Xy, F,, le produit tordu multiple de
métrique g = gg ® Vg, B ... ®b2,gr,, . Soient X, Y, Z, W € £(M). Alors

1.
Q(g,S)(Z,W,X,Y) :Q(gB;SB)(ZaW7X7Y) (46)
_221 Z_z (gB>H%)(Za W;X7 Y)
si X,Y,Z,W € &(B)
2.

si X,Y,Z,W € &(F,)
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Q9. 9)(Z,W; X,Y) = —g(2, X)S(Y, W) —g(W,Y)5(Z,X) (4.8

SZX,ZG/S(F;) €tKW€£(F]), Z%]

Qg,9)(Z,W; X, Y) = —g(Z, X)S(Y, W) —g(W,Y)5(Z, X)  (4.9)

siX,Z € &(B) et Y,W € &(F)

Exemple 4.6.1. Si M = B x;, Fy est un produit tordu simple muni de la métrique

g=gp ®bigr,. Alors

1.
(R.S)(Z,W;X,Y) = (Rg,Sp)(Z,W;X,Y) (4.10)
—3(Rp.HY)(Z,W; X,Y) '
si X,Y,Z,W € £(B)
2.
(RS)(Z,W;X,Y) = (Rr,Sr)(Z,W;X,Y) (4.11)
—|Gradg(b1)||% — Q(9r,, Sr)(Z,W; X,Y) .
si XY, Z,W € &(F)
1.
b1
(RS)(Z,W;X,Y) =-222D5(y,w) (4.12)
— 208 (2, VR (Gradp(by)) |
st X, Z € &(B) et Y,W € £(F;
2.
(RSXZWGXJW==—%%W“”MAM%W) (4.13)

— 90 (2, V5 (Gradg (b))
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si X € £(B) et Z,Y,W € £(F)

3.
Q(Q,S)(Z,W,X,Y) :Q(gBaSBXZaW,X?Y) (4 14)
_1% (gB7H%1)(Zaw;X7Y> ‘
si X,Y,Z,W € £(B)
/.
Q(Q,S)(Z, WaXa Y) = b%Q(gF17SF1)<Z7W7X7 Y) (415)
si X,Y,Z,W € £(F))
d.
Qg, SN2, W; X, Y) = —g(Z, X)S(Y, W) — g(W,Y)5(Z, X) (4.16)

si X,Z € &(B) et Y,W € £(F)

Exemple 4.6.2. St M = B Xy, F| X, Fy est un produit tordu double muni de la
métrique g = gg ® b3gp, ® bigr,. Alors

1.
(R.S)(Z,W; X,Y) =:KRiﬁb)—%% 2 (4.17)
(Rp.Hp) — 2(Rp-HZ)}(Z, W; X, Y)
si XY, Z,W € &(B)
2.
(R.S)(Z,W;X,Y) = (Rr.Sk)(Z,W;X,Y) (4.18)

—[Gradp(b)|5Q(9r, Sr)(Z, W; X, Y)

si X,Y,Z,W € &(F)



— 90N S(Z, VxGrad(bs))

si X € &(B) et Z,Y,W € L£(F,)
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(RS)(Z,W;X)Y) = (Rg,.Sr)(Z,W;X,Y) (4.19)
—||Grad(b:)[3Q(gr, Sk )(Z,W; X, Y) |
si X,Y,Z,W € &(F)
(R.S)(Z,W; X, Y) = selCradfu Gredte) (4.20)
st X, Z € £(Fy)etY,W € £(F3)
' H(X,2)
(RS)(Z,W;X)Y) = _YWTS(Y’ W) (4.21)
— 90 S(Z, V xGrad(by))
st X, Z € &(B)etY,W € £(Fy)
' _ H2(X,2)
(RS)(Z,W;X,Y) = —YWTS (Y, W) (4.22)
— W) S(2,V xGrad(bs))
si X, 7 € &(B) et Y, W € &(F)
(RS)(Z,W:X,Y) =—2D3(VxGrad(b,),W) (4.23)
—90W) §(Z,V xGrad(b,)) '
si X € &(B) et Z,Y,W € £(F))
(RS)(2,W;X)Y) =—225(VxGrad(by), W) (4.24)
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9.
Q(gv S)(Zv W;Xa Y) = {Q(gB,SB) - (s,_i
; . (4.25)
Q(gBaHBl> - Z_z (gBaHBz)}(Za WX, Y)
si X,Y,Z,W € £(B)
10.
Q(.QJ S)(Z7 W; X7 Y) = b%Q(.gFN SFl)(Z7 W; X7 Y) (426>
si XY, Z,W € &(F,)
11.
Q(gv S)(Za W;Xa Y) = ng(ng SFQ)(Z7W;X7 Y) (427)
si X,Y,Z,W € &(F)
12.
Q9. 5)(Z,W; X, Y) = —g(Z, X)S(Y, W) + g(W,Y)5(Z, X) (4.28)
S X,Z S £(F1)€tY,W € Q(Fg), 1 7&]
15.
Qg, S)Z,W; X, Y) = —g(Z, X)S(Y, W) — g(W,Y)5(Z, X) (4.29)
st X, Z € &(B)etY,W € £(F,)
1.
Qg,9)(2,W; X, Y) = —g(2, X)S(Y, W) + g(W,Y)5(Z, X) (4.30)

si X, Z € &(B)etY,W € £(F,)

Proposition 4.6.11. Soit M = B Xy, Fy le produit tordu simple muni de la métrique
g = gp ® bigr,. L'espace tordu M est Ricci pseudo-symétrique si seulement si les

conditions suivantes sont vérifiées :
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{(R5.SB) — LQ(g5,Sp)}(Z,W; X,Y) = 2{(Rp.Hp)

m (4.31)
—LQ(QB, HB )}(27 W; X’ Y)
si X,Y,Z,W € £(B)
2.
(R .Sp)(Z, W3 X,Y) = {Lb; + ||Gradp(b)|/B} (4.32)

Q(ng SFI)(Z7 W; Xv Y)

si X,Y,Z,W € &(F)

(D 4 Loz, XIS, W) = g(W,Y)
{LS(Z,VxGrad(b,)) + LS(Z, X)}
(4.33)

si X,Z € &(B) etY,W e £(F)

Proposition 4.6.12. Soit M = B xy, Fy le produit tordu double muni de la métrique
g = gp ® b3gp, ® bigr,. L'espace tordu M est Ricci pseudo-symétrique si seulement

si les conditions suivantes sont vérifiées :

{(Rp.Sp) — LQ(gp, Sp)HZ,W; X,Y) =3t
{(Rp.Hy)
—LQ(gs, HY)}(Z,W; X, Y)  (4.34)
+2{(Rp.H?)
—LQ(gr, HF)}(Z,W; X,Y)

si X,Y,Z,W € £(B)
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2.
Q(gF17 SFI)(Z7 W; X; Y)
si X,Y,Z,W € &(F)
3.
(Rp,-Sp)(Z,W; X,Y) = {Lb3 + ||Gradp(by)||3} (4.36)
Q(ng SF2)(Z7 W; Xa Y)
si XY, Z,W € £(F)
4.
b1
(225D 1 Lg(Z, X)}S(Y, W) = g(W,Y)
{%S(Z, VXGT’CLd(bl)) + LS(Z, X)}
(4.37)
st X,Z € &(B) et Y,W € £(F)
.

(—HECD 4 L7, X)IS(Y, W) = g(W,Y)
{%S(Z, VxGrad(bs)) + LS(Z,X)}
(4.38)

si X,Z € &(B) et Y, W € £(F3)

Conclusion et perspective

Dans ce mémoire nous avons exhiber des conditions de pseudo symétrie d’une variété
produit tordu double.
Dans le futur on cherche la possibilité d’étendre d’étude de la pseudo symétrie a

d’autres variétés tordu en utilisant d’autres techniques de calculs.
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