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Introduction

Le produit des variétés Riemanniennes est un moyen d’exhiber de nouvelles variétés
Riemanniennes. Pour étudier les variétés à courbure négative et en utilisant la défor-
mation homothétique d’une variété produit, Bishop et O’Neill ont introduit la notion
du produit tordu en 1969 [18]. La définition de cette notion est actuellement donné
par : Soient (M1, g1) et (M2, g2) deux variétés Riemanniennes et f : M1 → R∗ une
fonction différentiable positive sur M1, le produit tordu de (M1, g1) et (M2, g2) est la
variété produitM1×fM2 munie de la métrique Riemannienne g̃ = π∗g1 +(f ◦π)2σ∗g2,
où π et σ sont les projections canoniques de M1×f M2 sur M1 et M2 respectivement.
La variétéM1 est dite la base deM1×fM2 tandis queM2 est dite la fibre. La fonction
f est appelée la fonction de distorsion.
La variété Riemannienne produit tordu est une généralisation naturelle de la variété
Riemannienne produit. Par exemple, la surface de révolution M obtenue par rotation
d’une courbe (C) plane autour d’une droite L dans son plan est une variété produit
tordu. Explicitement, siM est obtenu en faisant tourner une courbe plane (C) autour
d’un axe L dans R3 et f : (C)→ R+ donne la distance à l’axe, alors M = (C)×f S1.
Une variété Riemannienne M est dite localement symétrique si toutes ses réflexions
γ3
p sont des isométries locales. E.Cartan a montré qu’une variété Riemannienne est lo-

calement symétrique si son tenseur de courbure de Riemann R est parallèle (∇R = 0).
Une variété Riemannienne M est semi-symétrique si ∀X, Y ∈ X(M), R(X, Y ).R = 0

où R(X, Y ) agit comme dérivation. Chaque variété Riemannienne localement symé-
trique est semi- symétrique .Z.I.Szabó à classifié les variétés Riemanniennes semi-
symétriques (voir [28] et [29]). Une variété Riemannienne M , de dimension n > 3 et



TABLE DES MATIÈRES 6

dite pseudo symétrique, au sens de Deszcz, s’il existe une fonction LR : M → R
tel que R(X, Y ).R = LR(X ∧ Y ).R avec (X ∧ Y )Z = g(Y, Z)X − g(X,Z)Y et
UR = {x ∈M |R− τ

n(n−1)
G 6= 0enx} où τ est la courbure scalaire et G(X, Y, Z,W ) =

g((Z ∧W )Y,X). Il est clair que toute variété semi-symétrique est pseudo symétrique
(LR = 0).
On traite ce travail de la manière suivante : le premier chapitre est un rappel des
propriétés et définitions de bases des variétés Riemanniennes. Le second chapitre il
est consacré à la notion de la variété Riemannienne produit. Nous rappelons les défi-
nitions et les propriétés en donnant quelques type de métriques Riemanniennes qu’on
peut définir sur une variété produit, nous donnons aussi leurs connexions.
Le troisième chapitre traite de façon détaillée la notion de la pseudo symétrie une
généralisation de la notion de symétrie et aussi les deux notions de Ricci pseudo
symétrie et de la Weyl pseudo symétrie et leurs liens avec la pseudo symétrie.



Chapitre 1

Variétés Riemanniennes

Dans ce chapitre on rappel quelques propriétés et définitions des variétés Rieman-
niennes.Pour cela on uitilise les références suivantes [13],[1], [23] et [26].

1.1 Variétés différentiables

1.1.1 Variétés différentiables

Définition 1.1.1. Une variété topologique de dimension n est un espace de Hausdorff
M tel que pour tout p ∈M il existe un voisinage ouvert U ⊂M avec p ∈ U , voisinage
ouvert U ′ ⊂ Rn et un homéomorphisme

ϕ : U → U ′

Les couple (U,ϕ) sont appelés des cartes, U étant le domaine de la carte et ϕ l’appli-
cation de coordonnées .

Définition 1.1.2. Une variété différentiable est un couple (M,A) où M est une
variété topologique et A est un atlas différentiable de M .

Définition 1.1.3. Soient M une variété différentiable et D un ouvert de M . Une
fonction f : D → R est différentiable en un point p ∈ D s’il existe une carte (U,ϕ)

de M avec p ∈ U et U ⊂ D tel que f ◦ϕ−1 : ϕ(U)→ R est différentiable. La fonction
f est différentiable dans D si f est différentiable en p pour tout p ∈ D.
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Définition 1.1.4. Soient M ,M ′ deux variétés différentiables et D un ouvert de M

une application f : D → M
′ est différentiable en p s’il existe une carte (U,ϕ) de M

avec p ∈ U ∈ D et une carte (V, ψ) de M ′ avec f(U) ∈ V telle que

ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U)→ ψ(V ) (1.1)

est différentiable.L’application f est différentiable dans D si f est différentiable en p
pour tout p ∈ D

Définition 1.1.5. SoientM une variété différentiable avec α(0) = p et Dun ensemble
des fonctions différentiables sur M à p.Le vecteur tangent de α au point p est la
fonction α′(0) : D → R donnée par

α′(0)f =
d(f ◦ α)

dt
|t=0, f ∈ D

L’ensemble des vecteurs tangente en p est noté par TpM , c’est un espace vectoriel.On
appelle TpM l’espace tangent de M en P .

Exemple 1.1.1. Soit (U,ϕ) une carte de Mn,p ∈ M et p = ϕ(p).Pour i = 1, . . . , n

on définit un vecteur tangent ∂
∂xi
|p ∈ TpM en posant

∂

∂xi
|p[f ] =

∂(f ◦ ϕ−1)(p)

∂xi

Remarque 1.1.1. Les vecteurs ∂
∂xi
|p forment une base de TpM

Définition 1.1.6. Soit M une variété différentiable.On écrit

TM = ∪p∈MTpM
= {(p, υ)/p ∈M,υ ∈ TpM}
= {υp/p ∈M,υp ∈ TpM}

On appelle TM le fibré tangent de M .
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Figure 1.1 – Vecteur tangent

Figure 1.2 – Dessin d’un champ de vecteurs dans R2

1.1.2 Champ de vecteurs

Définition 1.1.7. Soit M une variété différentiable. L’application

X : M → TM

P 7→ X(P )

est appellée champ de vecteurs. On dit que X est différentiable dans le voisinage de p
si et seulement si l’application X : M → TM est différentiable dans un voisinage de
point p et on dit que X est différentiable sur M si et seulement si X est différentiable
dans un voisinage de chaque point p. L’ensemble des champs de vecteurs sur M est
noté par X(M).
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Définition 1.1.8. SoitM une variété différentiable.Le crochet de Lie noté [,]est défini
par [x, y] = XY − Y X pour tous X, Y ∈ X(M) et vérifiant les propriétés suivantes :

1. [, ] est bilinéaire et antisymétrique.

2. [[X, Y ]Z] + [[Y, Z]X] + [[Z,X]Y ] = 0 pour X, Y, Z ∈ X(M)

1.1.3 Immersion et plongement

Définition 1.1.9. Soient f : M → N une application différentiable, p ∈ M et
α : I →M une courbe telle que α(t0) = p et α′(t0) = v alors

dfp : TpM → Tf(p)M

v 7→ dfp(v)

est défini par dfp(v) = (f ◦ α)′(t0). On appelons dfp la différentielle de f au point p.

Définition 1.1.10. Soient M et N deux variétés différentiables et f : M → N une
application différentiable. On dit

1. f est une immersion si et seulement si df est injective.

2. f est un plongement si et seulement si f est une immersion et f : Mn → f(M)

est un homéomorphisme.

3. M est une sous variété si et seulement si M ⊂ N et l’application inclusion est
un plongement.

1.1.4 Tenseurs

Définition 1.1.11. – Pour tout x ∈M nous définissons l’espace vectoriel

T (p,q)
x M = TxM ⊗ TxM ⊗ . . .⊗ TxM︸ ︷︷ ︸

pfois

⊗T ∗xM ⊗ T ∗xM ⊗ . . .⊗ T ∗xM︸ ︷︷ ︸
qfois

– Un élément T ∈ T (p,q)
x M est un tenseur de type (p, q) au- dessus de x. Dans une

base associe à un système de coordonnées, (xi) au voisinage de x, il s’écrit comme
suit

T |x = T
i1i2...ip
j1j2...jq

(x)
∂

∂xi1
(x)⊗ . . . ∂

∂xip
(x)⊗ dxj1|x ⊗ dxj2|x ⊗ . . . dxjq |x
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où, T i1i2...ipj1j2...jq
(x) sont des nombres réels.

– On note T (p,q)M =
⋃
x∈M T

(p,q)
x M

Définition 1.1.12. Un champ de tenseur de type (p, q) (ou un tenseur sur M) est

une section de T (p,q)M . L’ensemble des champs de tenseur de type (p, q) est noté par

T(p,q)M .

Exemple 1.1.2. 1. Une fonction sur une variété M est un tenseur de type (0,0)

2. Un champ de vecteurs X est un tenseur de type (1,0)

3. Une 1-forme différentielle ω sur une variété M est un tenseur de type (0,1)

1.2 Variétés Riemannienne

1.2.1 Métrique Riemannienne

Définition 1.2.1. Soit M une variété différentiable. Une métrique Riemannienne
g sur M est un tenseur de type (0, 2) ; telle que pour tout X ∈ M l’application
gx : TxM × TxM −→ R est une application bilinéaire ,symétrique et définie positive.
Une variété différentiable avec une métrique Riemannienne est une variété Rieman-
nienne

Remarque 1.2.1. Dans un système de coordonnées locales. Les composantes de g

sont gij = g( ∂
∂xi
, ∂
∂xj

)

Exemple 1.2.1. 1. (Rn, g0) est le produit scalaire usuel sur Rn ( i.e g0( ∂
∂xi
, ∂
∂xj

) =

δji ).

2. Dn = {x ∈ Rn, ‖x‖ < 1} munie de la métrique hyperbolique g définie par

g(X, Y ) = 4
(1−‖x‖)2 g0(X, Y ), X, Y ∈ TxRn, x ∈ Dn est une variété Rieman-

nienne.

1.2.2 Connexion

Connexion linéaire
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Définition 1.2.2. Une connexion linéaire sur une variété différentiable M est une
application

∇ : X(M)× X(M)→ X(M)

satisfait les conditions suivantes :

1. ∇fX+gY (Z) = f∇XZ + g∇YZ

2. ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ

3. ∇X(fY ) = f∇XY +X(f)Y

.
Où X, Y, Z ∈ X(M) et f, g ∈ D.
On dit que ∇XY est la dérivée covariante de Y en direction de X

Définition 1.2.3. Soit (U,ϕ) une carte sur la variété M de dimension n et {xi} les

coordonnés associées pour les quelles on noté ∂
∂xi

. Les symboles de christoffel d’une

connexion ∇ relativement aux coordonnées {xi} sont les fonctions Γkij ∈ D définie
par

∇ ∂
∂xi

∂

∂xj
=

n∑
k=1

Γkij
∂

∂xk

Lemme 1.2.2.1. Localement, les symboles de Christoffel déterminent entrainement

la connexion ∇. Plus précisément ,pour X = xi
∂
∂xi

et Y = yj
∂
∂xj

on

∇XY =
∑
k

(
∑
ij

xiyjΓ
k
ij +X(yk))

∂

∂xk

Preuve. Soit ∇ une connexion, on a :

∇XY = ∇X(yj∂xj)

= yj∇X∂xj +X(yj)∂xj

= yjxiΓ
k
ij∂xk +X(yk)∂xk

= (Xyk + yjxiΓ
k
ij)∂xk
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Connexion Riemannienne

Définition 1.2.4. Soit M une variété Riemannienne. On dit que la connexion ∇ est
compatible avec la métrique g si et seulement si

Xg(Y, Z) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ)

pour X, Y, Z ∈ X(M)

Définition 1.2.5. Soient M une variété différentiable et ∇ une connexion linéaire.
On dit que ∇ est symétrique si

∇XY −∇YX = [X, Y ] (1.2)

pour tout X, Y ∈ X(M)

Remarque 1.2.2. Dans un système de coordonnées(U,ϕ), ∇ est symétrique implique

∇Xi
Xj −∇Xj

Xi = [Xi, Xj] = 0, Xi =
∂

∂xi
(1.3)

pour i, j ∈ {1, . . . , n}
L’équation (1.4) est équivalent à la relation Γkij = Γkjipour tous i, j, k

Théorème 1.2.1. Soit M une variété Riemannienne, il existe une unique connexion
∇ surM satisfait les conditions suivantes :

1. ∇ est symétrique

2. ∇ est compatible avec la métrique Riemannienne

Dans ce cas, on appelle la connexion Levi-Civita

Preuve Premièrement, on prouve que ∇ est unique.Supposons qu’elle est symétrique
et compatible avec la métrique que, alors on a

Xg(Y, Z) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ)
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Yg(Z,X) = g(∇YZ,X) + g(Z,∇YX)

Zg(X, Y ) = g(∇ZX, Y ) + g(X,∇ZY )

Additionner la première equation et la deuxième et soustraire la troisième équation
dont on trouve

Xg(Y, Z) + Yg(Z,X)− Zg(X, Y ) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ) + g(∇YZ,X)

+g(Z,∇YX)− g(∇ZX, Y )− g(X,∇ZY )

Comme ∇ est symétrique donc

Xg(Y, Z) +Yg(Z,X)−Zg(X, Y ) = g(∇XY, Z) + g(Y, [X,Z])g(Z,∇YX) + g(X, [Y, Z])

Ce qui précède peut encore être réécrit comme

Xg(Y, Z)+Yg(Z,X)−Zg(X, Y ) = 2g(∇XY, Z)−g(∇XY, Z)+g(Y, [X,Z])g(Z,∇YX)+g(X, [Y, Z])

Donc

g(∇XY, Z) = 1
2
(Xg(Y, Z) + Yg(Z,X)− Zg(X, Y )

−g(Y, [X,Z])− g(X, [Y, Z])− g(Z, [Y,X]))
(1.4)

Ce qui implique l’unicité, aussi l’équation (1.5) prouve l’existence de∇

Proposition 1.2.1. Soient M une variété différentiable, (M̃, g̃) une variété Rie-

mannienne avec la connexion de Levi-Civita ∇̃ , f : M → M̃ une immersion et
X, Y deux champs de vecteurs sur M , alors

∇̃Xdf(Y )− ∇̃Y df(X) = df([X, Y ]) (1.5)

Proposition 1.2.2. Dans un système de coordonnées locales ; les composantes Γkij

de la connexion de Levi-Civitasont données par

Γkij =
n∑
i=1

1

2
gkl(

∂

∂xi
gjl +

∂

∂xj
gil −

∂

∂xl
gij) (1.6)
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avec (gij) est la matrice inverse de (gij)

Torsion d’une connexion

Définition 1.2.6. La torsion d’une connexion est le tenseur de type(1,2) définit par
T (X, Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ] pour X, Y ∈ X(M)

Définition 1.2.7. Une connexion ∇ sur une M est dite sans torsion si T = 0

1.2.3 Dérivée covariante d’un tenseur

Définition 1.2.8. Soit T un tenseur d’ordre r. La dérivée covariante
∇T de T est un tenseur d’ordre (r + 1) donnée par ∇T (Y1, . . . , Yr, Z) =

Z(T (Y1, . . . , Yr)) − T (∇ZY1, . . . , Yr) − . . . − T (Y1, . . . , Yr−1,∇ZYr), pour tout
Z ∈ X. La dérivée covariante ∇ZT de T relativement àZ est un tenseur d’ordre r
donnée par

∇ZT (Y1, . . . , Yr) = ∇T (Y1, . . . , Yr, Z)

1.2.4 Dérivée covariante le long d’une courbe

Soit γ : I ⊂ R → M une courbe dans M . Un champ de vecteurs V sur γ est une
application de I vers le fibré tangent de M , TM , qui associe à chaque t ∈ I un
vecteur V ∈ Tγ(t).

Soit t ∈ I et (x1, . . . , xn) un système de coordonnées local au point γ(t). La dérivée

covariante de V (avec Vt =
∑n

k=1[
∑n

j=1(dV
j

dt
(t) +

∑n
i=1 Γkij

dU i

dt
V j(t))] ∂

∂xk
(γ(t)), avec

dγ
dt

(t) =
∑n

i=1 U
i(t) ∂

∂xi
(t) le vecteur tangent à γ au point t.

La dérivée covariante est la seule application linéaire sur les champs de vecteurs le
long de une courbe γ vérifiant :

1. Pour tout fonction réel f sur I

D(fY )

dt
(t) =

df

dt
(t)(Y ) + f(t)

DY

dt
(t)
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2. S’il existe un voisinage de t0 tel que le champ de vecteur Y est restriction à γ
d’un champ de vecteurs X défini sur un voisinage W de γ(t0) alors
DY
dt

(t0) = (∇ ˙γ(t0)X)γ(t0) où ˙γ(t0) = dγ
dt

(t0)

1.2.5 Transport parallèle

Définition 1.2.9. Un champ de vecteurs X le long de γ est dit parallèle si sa dérivée
covariante le long de γ est nulle c’est-à-dire

DX

dt
(t) = 0,∀t ∈ I

Proposition 1.2.3. Soit γ : I ⊂ R → M une courbe, de classe C1 dans M et
t0 ∈ I.Pour tout υ ∈ Tγ(t0)M , il existe un unique champ de vecteur X le long de γ tel

que X(t0) = υ.

Définition 1.2.10. Le transport parallèle de γ(0) à γ(t) le long d’une courbe γ dans
M est l’application linéaire Pt de Tγ(0) vers Tγ(t) qui associe à chaque υ ∈ Tγ(0)M le

vecteur Xυ(t) où Xυ est le champ de vecteur parallèle le long de γ tel que Xυ(0) = 0.

1.3 Les courbures sur une variété Riemannienne

1.3.1 Courbure Riemannienne

Définition 1.3.1. Le tenseur de la courbure de Riemannienne R d’une variété
Riemannienne (M, g) est le tenseur, de type (1,3) définit par

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

où X, Y, Z ∈ X(M) et ∇ est la connexion Riemannienne sur M .

Proposition 1.3.1. Le tenseur de courbure R d’une variété Riemannienne a les
propriétés suivantes :
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– R est bilinéaire sur X(M)× X(M), i.e,

R(fX1 + gX2, Y1) = fR(X1, Y1) + gR(X2, Y1)

R(X1, fY1, gY2) = fR(X1, Y1) + gR(X1, Y2)

f, g ∈ C∞(M), X1, X2, Y1, Y2 ∈ X(M)

– Pour chaque X, Y ∈ X(M), l’opérateur R(X, Y ) : X(M)→ X(M) est linéaire, i.e,

R(X, Y )(Z +W ) = R(X, Y )Z +R(X, Y )W

R(X, Y )fZ = fR(X, Y )Z

f ∈ C∞(M), Z,W ∈ X(M)

Proposition 1.3.2. 1. R(X, Y )Z + R(Y, Z)X + R(Z,X)Y = 0 (La première
l’identité de Bianchi)

2. (∇XR)(Y, Z)W +(∇YR)(Z,X)W +(∇ZR)(X, Y )W = 0(La deuxième l’identité
de Bianchi)X, Y, Z,W ∈ X(M).

On peut considère le tenseur de courbure de Riemannienne comme un tenseur de type
(0,4) avec R(X, Y, Z,W ) = g(R(X, Y )Z,W )

Proposition 1.3.3. 1. R(X, Y, Z, T ) = R(X, Y, Z, T ) +R(X, Y, Z, T ) = 0

2. R(X, Y, Z, T ) = −R(Y,X,Z, T )

3. R(X, Y, Z, T ) = −R(X, Y, T, Z)

4. R(X, Y, Z, T ) = R(Z, T,X, Y )

La courbure en coordonnées Soient p ∈ M et (x1, . . . , xn) un système de
coordonnées au voisinage de p
Pour tout
X =

∑
i u

iXi,Y =
∑j vjXj,Z =

∑
k w

kXk,avec ∂
∂xi

= Xi, on a :

R(X, Y )Z =
∑
i,j,k,l

Rl
i,j,ku

ivjwkXl
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tel que

Rs
ijk =

∑
l

ΓlikΓ
s
jl −

∑
l

ΓljkΓ
s
il +

∂

∂xi
Γsjk,

et

g(R(Xi, Xj)Xk, Xs) =
∑
l

Rl
ijkgls = Rijks

La courbure sectionnelle

Définition 1.3.2. Soient (M, g) une variété Riemannienne et π un plan engendré
par v et w.La courbure sectionnelle de π est défini par

K(p) =
g(R(v, w)w, v)

g(v, v)g(w,w)− g(v, w)2

Remarque 1.3.1. La définition ci-dessus est indépendante du choix de la base du
plan π

1.3.2 Courbure de Ricci

Définition 1.3.3. On appelle le tenseur de courbure de Ricci d’une variété Rieman-
nienne (Mn, g) le tenseur S de type (0,2) donné par

S(X, Y ) = trace(Z → R(Z,X)Y )

=
∑n

i=1 g(R(ei, X)Y, ei)

=
∑n

i=1 g(R(X, ei)ei, Y )

Pour tout X, Y ∈ X(M) où (ei) est une base orthonormée.
Le tenseur de courbure de Ricci est symétrique, en effet,

S(X, Y ) =
∑m

i g(R(ei, X)Y, ei)

= g(R(Y, ei)ei, X)

= g(R(ei, Y )X, ei)

= S(Y,X)
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1.3.3 L’opérateur de Ricci

Définition 1.3.4. L’opérateur de Ricci S̃ d’une variété Riemannienne (Mn, g) est

défini par S(X, Y ) = g(X, S̃Y ) pour tout X, Y ∈ X(M).

1.3.4 courbure scalaire

Définition 1.3.5. On appelle courbure scalaire τ d’une variété Riemannienne M est

définie par τ = trace(S̃).

Remarque 1.3.2. La courbure scalaire peut être exprimer dans système des coor-
données locales (x1, . . . , xn) en fonction des composantes du tenseur comme suit

τ =
∑
i,j

gijSij

avec (gij) est la matrice inverse de (gij) et Si,j = S( ∂
∂xi
, ∂
∂xj

)

1.3.5 courbure de Weyl

Définition 1.3.6. Le tenseur de courbure de Weyl, noté C, d’une variété Rieman-
nienne M de dimension n > 3 est défini par :

C(X, Y )Z = R(X, Y )Z − 1

n− 2
(X ∧g S̃Y + S̃X ∧g Y −

r

n− 1
X ∧g Y )Z

avec (X ∧g Y )Z = g(Y, Z)X − g(X,Z)Y .
Le tenseur de courbure de Weyl peut être vu comme un tenseur de type (0, 4)

C(X, Y, Z,W ) = g(C(Z,W )Y,X)

Définition 1.3.7. [18] Une variété Riemannienne M est dite conformément plate si

pour tout x ∈ M , il existe un voisinage V de x telle que la métrique e2fg est plate
sur V ; avec g la métrique Riemannienne de M et f une fonction réelle sur V .
Une variété Riemannienne M de dimension n est conformément plate si est seule-
ment si :
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(n > 4) Le tenseur de courbure de Weyl est nul ([3] page 60).
(n = 3) Le tenseur B = S − τ

4
g est un tenseur de Codazzi i.e ∇XB(Y, Z) =

∇YB(X,Z), pour tout X, Y, Z ∈ X(M)([3] page 435)



Chapitre 2

Variété Riemannienne produit

2.1 Variété Riemannienne produit

Définition 2.1.1. Soient (M1,A1), (M2,A2) deux variétés de classe C∞, munies de
deux atlas A1 et A2 de dimensions n1, n2 respectivement. Alors le produit A1 × A2

donné par

A1 ×A2 = {(U1 × U2, ϕ1 × ϕ2)|(U1, ϕ1) ∈ A1, (U2, ϕ2) ∈ A2}

où

ϕ1 × ϕ2 : U1 × U2 → ϕ1(U1)× ϕ2(U2)(x1, x2) 7→ (ϕ1(x1), ϕ2(x2))

est un atlas sur M1 ×M2 de dimension n1 + n2 et de classe C∞.
La variété (M1 ×M2,A1 ×A2) est dite variété produit de M1 et M2

Exemple 2.1.1. Variété Produit M × N : Soient M etN deux variétés différen-
tiables de dimension m et n et d’atlas (Ua, φa), (Vb, ψb) respectivement. Alors l’es-
pace produit M × N est une variété de dimension m + n dont la structure différen-
tiable est définie par l’atlas formé de toutes les cartes de la forme Ua × Vb, φaψb, ou
(φa × ψb)(p, q) = (φa(p), ψb(q)) ∈ Rn+m
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Proposition 2.1.1. – Si M1 et M2 sont deux variétés de classe C∞, alors les pro-
jections canoniques π1 : M1 ×M2 → M1 et π2 : M1 ×M2 → M2 sont de classe
C∞.

– Si M1, M2 et M3 sont trois variétés, alors ’application f : M3 → M1 ×M2 est de
classe C∞ si et seulement si π1 ◦ f et π2 ◦ f sont dz classe C∞.f = (π1 ◦ f, π2 ◦ f)

Proposition 2.1.2. Soient M1 et M2 deux variétés, alors pour tout (x1, x2) ∈M1 ×
M2 on a :

T(x1,x2)M1 ×M2
∼= Tx1M1 × Tx2M2

Démonstration : Soit π et σ les projections canoniques, alors l’application :

T(x1,x2)M1 ×M2 → Tx1M1 × Tx2M2

v 7→ (d(x1,x2)π(v), d(x1,x2)σ(v))

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Proposition 2.1.3. Soient X et Y deux champs de vecteurs sur la variété produit
M1 ×M2, pour tout f1 ∈ C∞(M1) et pour tout f1 ∈ C∞(M1) on a{
X(f1 ◦ π1) = Y (f1 ◦ π1)

X(f2 ◦ π2) = Y (f2 ◦ π2)⇒ X = Y

Démonstration : Soit γ = (γ1, γ2)(resp.à δ = (δ1, δ2)) une courbe sur M × N

associée à X(x,y) = (X1(x), X2(y)) ∈ TxM1 × TyM2 (resp.à Y(x,y) = (Y1(x), Y2(y)) ∈
TxM1 × TyM2)

X1(x)(f1) = d
dt

(f ◦ γ1)|t=0

= d
dt

(f1 ◦ π1 ◦ γ)|t=0

= X(x,y)(f1 ◦ π1)

= Y(x,y)(f1 ◦ π1)

= d
dt

(f1 ◦ π1 ◦ δ)|t=0

= d
dt

(f1 ◦ δ1)|t=0

= Y1(x)(f1)

Pour tout f1 ∈ C∞(M1), donc X1(x) = Y1(x), on utilise les mêmes démarches (en
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considérant π2) pour démontrer que
X2(y) = Y2(y), d’où X(x,y) = Y(x,y) pour tout (x, y) ∈M1 ×M2 c’est-à-dire X = Y

Proposition 2.1.4. SoientM1 etM2 deux variétés différentiables, on a les propriétés
suivantes :

1. (X1, 0)(f1 ◦ π1) = X1(f1) ◦ π1 et (X1, 0)(f2 ◦ π2) = 0

2. (0, X2)(f2 ◦ π2) = X2(f2) ◦ π2 et (0, X2)(f1 ◦ π1) = 0

3. [(X1, 0), (Y1, 0)] = ([X1, Y1], 0),[(0, X2), (0, Y2)] = (0, [X1, X2]) et [(X1, 0)] = 0

4. (f1X1, 0) = (f1 ◦ π1)(X1, 0) et (0, f2X2) = (f2 ◦ π2)(0, X2)

pour tout X1, Y1 ∈ X(M1),X2, Y2 ∈ X(M2), f1 ∈ C∞(M1) et f2 ∈ C∞(M2)

Proposition 2.1.5. Soient ω,η deux formes différentielle sur la variété produit M1×
M2.Pour tout X1 ∈ X(M1) et X2 ∈ X(M2),{
ω(X1, 0) = η(X1, 0)

ω(0, X2) = η(0, X2)⇒ ω = η

Proposition 2.1.6. Soient ∇, ∇̃ deux connexions linéaires sur M × N . Pour tout
X1, Y1 ∈ X(M1) et X2, Y2 ∈ X(M2),
∇(X1,0)(Y1, 0) = ∇̃(X1,0)(Y1, 0)

∇(X1,0)(0, X2) = ∇̃(X1,0)(0, X2)

∇(0,X2)(X1, 0) = ∇̃(0,X2)(X1, 0)

∇(0,X2)(0, Y2) = ∇̃(0,X2)(0, Y2)⇒ ∇ = ∇̃

Démonstration : Si { ∂
∂xi
}1≤i≤m et { ∂

∂ya
}1≤a≤n sont des bases locales de champs de

vecteurs relatives aux cartes (U,ϕ) ∈ atl(M) et (V, ψ) ∈ atl(N) respectivement, alors

{( ∂
∂xi
, 0), (0, ∂

∂ya
)}1≤i≤m,1≤a≤n est la base de champs de vecteurs sur M ×N relative a

la carte (U × V, ϕ, ψ).Pour

A =
∑

1≤i≤m,1≤a≤n

{Ai(
∂

∂xi
, 0) + Aa+m(0,

∂

∂ya
)}

B =
∑

1≤j≤m,1≤b≤n

{Bj(
∂

∂yj
, 0) +Bb+m(0,

∂

∂yb
)}
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avec Ai, Aa+m, Bj et Bb+m ∈ C∞(M ×N), où 1 ≤ i, j ≤ m et 1 ≤ a, b ≤ n, on a :

∇AB =
∑

1≤i,j≤m,1≤a,b≤n{Ai[(
∂
∂xi
, 0)(Bj)(

∂
∂xj
, 0)

+Bj∇( ∂
∂xi

,0)(
∂
∂xj
, 0)

+( ∂
∂xi
, 0)(Bb+m)(0, ∂

∂yb
)

+Bb+m∇( ∂
∂xi

,0)(0,
∂
∂yb

)]

+Aa+m[(0, ∂
∂ya

(Bj)(
∂
∂xj
, 0)

+Bj∇(0, ∂
∂ya

)(
∂
∂xj
, 0)

+(0, ∂
∂ya

)(Bb+m)(0, ∂
∂yb

)

+Bb+m∇(0, ∂
∂ya

)(0,
∂
∂yb

)}

Pour la proposition 2.1.6 on peut donner la proposition suivante :

Proposition 2.1.7. Si ∇1 et ∇2 deux connexion linéaires sur M1 et M2 respective-
ment alors, suivant la proposition précédente il existe une unique connexion ∇ sur la
variété produit M1 ×M2 telle que
∇(X1,0)(Y1, 0) = (∇1

X1
Y1, 0)

∇(X1,0)(0, Y2) = (0,∇2
X2
Y2)

∇(X1,0)(0, X1) = ∇(0, X2)(X1, 0) = 0

pour tout X1, Y1 ∈ X(M1) et X2, Y2 ∈ X(M2)

Proposition 2.1.8. Sous les mêmes hypothèses de la proposition précédente on a :
T ((X1, 0), (Y1, 0)) = (T 1(X1, Y1), 0)

T ((0, X2), (0, Y2)) = (0, T 2(X2, Y2))

T ((X1, 0), (0, X2)) = 0

pour tout X1, Y1 ∈ X(M1) et X2, Y2 ∈ X(M2) où T, T 1, T 2 désignent les tenseurs de
torsion sur M1 ×M2, M1 et M2 respectivement.

2.2 Métrique diagonale sur la variété produit

Proposition 2.2.1. [16] Si (M1, g1) et (M2, g2) sont variétés Riemanniennes de di-
mension n1 et n2 respectivement, alors le tenseur g = π∗1g1 + π∗2g2 est une métrique
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Riemannienne sur M1 ×M2 telle que

g((X1, 0), (Y1, 0)) = g1(X1, Y1) ◦ π1

g((0, X2), (0, Y2)) = g1(X2, Y2) ◦ π2

g((X1, 0), (0, X2)) = 0

pour tout X1, Y1 ∈ X(M1) et X2, Y2 ∈ X(M2) il suffit de voir la matrice associé à g,
(g1ij)

... 0

· · · · · · · · ·

0
... (g2ab)


Définition 2.2.1. La variété Riemannienne (M1 ×M2, g) est dite variété Rieman-
nienne produit

Proposition 2.2.2. La connexion de M1 ×M2 associé à g = π∗1g1 + π∗2g2 est bien la
connexion de la proposition (2.1.6).

2.3 Tenseur de courbure Riemannienne et le tenseur

de Ricci sur la variété produit

Proposition 2.3.1. [16] Soit (M1×M2, g = π∗1g1 + π∗2g2) une variété Riemannienne
produit avec son tenseur de courbure R. Si X1, Y1, Z1 ∈ X(M1) et X2, Y2, Z2 ∈ X(M2),
alors

R((X1, 0), (Y1, 0))(Z1, 0) = (R1(X1, Y1)Z1, 0)

R((0, X2), (0, Y2))(0, Z2) = (0, R2(X2, Y2)Z2)

R((X1, 0), (0, Y2))(Z1, 0) = R((X1, 0), (Y1, 0))(0, Z2) = R((0, X2), (0, Y2))(Z1, 0)

R((X1, X2), (Y1, Y2))(Z1, Z2) = (R1(X1, Y1)Z1, R
2(X2, Y2)Z2)

Proposition 2.3.2. Soit (M1 × M2, g = π∗1g1 + π∗2g2) une variété Riemannienne
produit avec S son tenseur de Ricci. Si X1, Y1 ∈ X(M1) et X1, Y1 ∈ X(M1), alors
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S((X1, 0), (Y1, 0)) = S1(X1, Y1) ◦ π1

S((0, X2), (0, Y2)) = S1(X2, Y2) ◦ π2

S((X1, 0), (Y1, 0)) = 0



Chapitre 3

Variété Riemannienne produit tordu

Le produit tordu M ×f N de deux variétés Riemannienne (M, gM) et (N, gN) est la

variété produit M × N munie de la métrique g = gM + f 2gN , où f est une fonction
positive sur M , appelée fonction de distorsion.
Il est bien connu que la notion du produit tordu joue un rôle important dans le
domaine de la géométrie différentielle et celui de la physique ([4]), par exemple le
meilleur modèle relativiste de l’espace de sortie autour d’une étoile massive ou d’un
trou noire est donné comme produit tordu de variétés adaptées ([4]).
Dans travail, on s’intéresse aux tenseurs de courbure, de courbure Riemannienne-
Christoffel et de Ricci d’une variété Riemannienne produit, on utilise pour cela la
notion de relèvement pour établir la relation entre ces tenseurs et ceux des variétés
M et N .

3.1 Métrique Riemannienne du produit tordu

3.1.1 Métrique Riemannienne du produit tordu

Définition 3.1.1. Soient (M1, g1) et (M2, g2) deux variétés Riemannienne de dimen-
sions n1 et n2 respectivement, et f une fonction strictement positive surM . Le produit
tordu noté M1 ×f M2 est définie comme étant la variété produit M1 ×M2 munie de
la métrique g̃.



3.2 Variété Produit Tordu 28

Le couple (M1×f M2, g̃) s’appelle variété Riemannienne produit torduet f s’ap-
pelle la fonction de distorsion au produit tordu

3.2 Variété Produit Tordu

Définition 3.2.1. Soient (M, g) et (N, h) deux variété Riemannienne de dimension
m et n respectivement et f ∈ C∞(M) une fonction strictement positive. La variété
produit torduM×f2N est définie comme étant la variétéM×N munie de la métrique
Gf2 telle que

Gf2 = π∗g + (f ◦ π)2η∗h

où π : M ×N →M et η : M ×N → N désignent les projections canoniques.
Si X, Y ∈ H(M ×N) on a

Gf2(X, Y ) = g(dπ(X), dπ(Y )) + (f ◦ π)2h(dη(X), dη(Y ))

Proposition 3.2.1. [7],[17]Soient (M1, g1) et (M2, g2) deux variétés Riemanniennes
de dimensions n1 et n2 respectivement et f une fonction strictement positive sur M1.
On considère la variété produit M1 ×M2 avec ses projections canoniques π1 et π2,
alors

g̃ = π∗1g1 + (f ◦ π2)2π∗2g2

est une métrique sur M1 × M2.(car : où π∗i (gi) est le pullback de gi. Via πi pour
i = 1, 2).
Preuve

comme π1 et π2 sont des applications de classe C∞, et π∗1g1, π
∗
2g2 ∈ T0

2(M1 ×M2). Si
u, v ∈ T(x1,x2)M1 ×M2 alors

g̃(u, v) = g1(dπ1(u), dπ1(v)) + f 2(x1)g2(dπ2(u), dπ2(v))

donc g̃ est une symétrique.
On montre que g̃ induit une forme bilinéaire non dégénérée sur T(x1,x2)M1 × M2.

Supposons g̃(u, v) = 0 pour tout v ∈ T(x1,x2)M1 ×M2, en particutier pour tout v ∈

T(x1,x2){x1} ×M2 nous avons f 2(x1)g2(dπ2(u), dπ2(v)) = 0 et comme f strictement

positive on obtient dπ2(u) = 0. De même on obtient dπ1(u) = 0, d’où u = 0.
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Exemple 3.2.1. Le tore

1. Le tore est la variété produit S1 × S1 avec gu = 4
(1+u2)u2

du2 une métrique Rie-

mannienne sur la sphère unité S1 alors g̃ = gu+f 2gv est une métrique Rieman-
nienne tordu sur le tore T 2, où f une fonction de classe C∞ sur S1, strictement
positive.

2. Le tore T 3 est variété produit S1×S1×S1 alors, on peut définis deux métrique
Riemannienne tordu g̃1 = gu + f 2

1 (gv + gw) et g̃2 = (gu + gv) + f 2
2 gw

où f1 une fonction de classe C∞ sur S1 et f2 une fonction de classe C∞ sur
S1 × S1, strictement positive.

Proposition 3.2.2. Soient (M1, g1), (M2, g2) deux variétés Riemanniennes et
(M1 ×f M2, g̃) la variété produit tordu. Si X1, Y1 ∈ X(M1) et X2, Y2 ∈ X(M2), On a

1. ∇̃(X1,0)(Y1, 0) = (∇1
X1
Y1, 0)

2. ∇̃(X1,0)(0, X2) = ∇̃(0,X2)(X1, 0) = X1(lnf)(0, X2)

3. ∇̃(0,X2)(0, Y2) = (0,∇2
X2
Y2)− 1

2
g2(X2, Y2)(gradf 2, 0)

1. En utilisant la formule de Koszul

2g̃(∇̃XY, Z) = Xg̃(Y, Z)+Y g̃(Z,X)−Zg̃(X, Y )+g̃(Z, [X, Y ])+g̃(Y, [Z,X])−g̃(X, [Y, Z])

pour tous X = (X1, X2), Y = (Y1, Y2), Z = (Z1, Z2) ∈ X(M = M1 ×f M2)

On a

2g̃(∇̃(X1,0)(Y1, 0), (Z1, 0)) = (X1, 0)g̃((Y1, 0), (Z1, 0)) + (Y1, 0)g̃((Z1, 0), (X1, 0))

−(Z1, 0)g̃((X1, 0), (Y1, 0)) + g̃((Z1, 0), [(X1, 0), (Y1, 0)])

+g̃((Y1, 0), [(Z1, 0)(X1, 0)])− g̃((X1, 0)[(Y1, 0), (Z1, 0)])

= X1(g1(Y1, Z1)) + Y1(g1(Z1, X1))− Z1(g1(X1, Y1))

+g1(Z1, [X1, Y1])

+g1(Y1, [Z1, X1])− g1(X1, [Y1, Z1])

= 2g1(∇1
X1
Y1, Z1)

= 2g̃((∇1
X1
Y1, 0), (Z1, 0)
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pour tout Z1 ∈ X(M1) de même on a

g(∇̃(X1,0)(Y1, 0), (0, Z2)) = 0

pour tout Z2 ∈ X(M2), d’où

∇̃(X1,0)(Y, 0) = (∇1
X1
Y1, 0)

2.

2g̃(∇̃(X1,0)(0, Y2), (0, Z2)) = (X1, 0)g̃((0, Y2), (0, Z2)) + (0, Y2)g̃((0, Z2), (X1, 0))

−(0, Z2)g̃((X1, 0), (0, Y2)) + g̃((0, Z2), [(X1, 0), (0, Y2)])

+g̃((0, Y2), [(0, Z2)(X1, 0)])− g̃((X1, 0)[(0, Y2), (0, Z2)])

= 2fX1(f)g2(Y2, Z2)

= 2f 2g2(X1(f)
f
Y2, Z2)

= 2f 2g2(X1(lnf)Y2, Z2)

= 2g̃((0, X1(lnf)Y2, (0, Z2)

d’où,

g̃(∇̃(X1,0)(0, Y2), (0, Z2)) = X1(lnf)g̃((0, Y2), (0, Z2))

pour tout Z2 ∈ X(M2).
Si Z1 ∈ X(M1) alors :

2g̃(∇̃(X1,0)(0, Y2), (Z1, 0)) = (X1, 0)g̃((0, Y2), (Z1, 0))

−g̃((0, Y2), ∇̃(X1,0)(Z1), 0))

= −g̃((0, Y2), (∇̃X1Z1, 0)) = 0

comme [(X1, 0), (0, Y2)] = 0 on déduit

∇̃(X1,0)(0, Y2) = ∇̃(0,Y2)(X1, 0) = X1(lnf)(0, Y2)

3. En utilisant la formule de Koszul et remarquons que pour tout Z2 ∈ X(M2), on
a

(0, Z2)(f) = 0

on obtient :

2g̃(∇̃0,(X2)(0, Y2), (0, Z2)) = g̃((0,∇2
X2
Y2), (0, Z2))
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et

2g̃(∇̃(0,X2)(0, Y2), (Z1, 0)) = (0, X2)g((0, Y2), (Z1, 0))

−(Z1, 0)− g((0, Y2),∇(0,X2)(Z1, 0))

= Z1(lnf)g((0, X2), (0, Y2))

−f 2Z1(lnf)g2(X2, Y2)

= −1
2
g(gradf 2, Z1)g2(X2, Y2)

= −1
2
g2(X2, Y2)g̃((gradf 2, 0), (Z1, 0))

d’où

∇̃(0,X2)(0, Y2) = (0,∇2
X2
Y2)− 1

2
g2(X2, Y2)(gradf 2, 0)

3.2.1 Tenseur de courbure Riemannienne et de Ricci du pro-

duit tordu

Proposition 3.2.3. Soit M̃ = M1×f M2 une variété produit tordu et R̃ son tenseur
de courbure. Si X1, Y1, Z1 ∈ X(M1), et X2, Y2, Z1 ∈ X(M2), alors

1. R̃((X1, 0), (Y1, 0))(Z1, 0) = (R1(X1, Y1)Z1, 0)

2. R̃((0, X2), (Y1, 0))(Z1, 0) = − 1
f
g1(∇1

Y1
, gradf, Z1)(0, X2)

3. R̃((X1, 0), (Y1, 0))(0, Z2) = R((0, X2), (0, Y2))(Z1, 0) = 0

4. R̃((X1, 0), (0, Y2))(0, Z2) = R((X1, 0), (0, Z2))(0, Y2)=−fg2(Y2, Z2)(∇1
X1
gradf, 0)

5. R̃((0, X2), (0, Y2))(0, Z2) = (0, R2(X2, Y2)Z2)− |gradf |2((0, X2 ∧2 Y2)Z2)

avec (X ∧ Y )Z = g(Y, Z)X − g(X,Z)Y

Preuve La preuve découle directement de la définition du tenseur de courbure et la
proposition(3.1.2)

Proposition 3.2.4. Soit M1 ×1 M2 une variété produit tordu et S̃ sa courbure de
Ricci. Pour tout X1, Y1 ∈ X(M1) et X1, Y1 ∈ X(M1) ona

1. S̃((X1, 0), (Y1, 0)) = S1(X1, Y1)− n2

f
g1(∇1

X1
gradf, Y1)
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2. S̃((X1, 0), (0, Y2)) = 0

3. S̃((0, X2), (0, Y2)) = S1(X2, Y2)− g2(X2, Y2)(f∆1(f) + (n2 − 1)|gradf |2)

où ∆1(f) est le Laplacian de la fonction f sur M1

Preuve La preuve est simple on utilisant la proposition (3.1.3), et la définition de la

courbure de Ricci avec la base orthonormée {Ei, 1
f
Fk}

Exemple 3.2.2. Le cône sur une variété.
Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension n. La variété Riemannienne

produit tordu (M̃ = M ×r R+, g̃ = r2g + dr2) est dite cône sur une variété. Alors,

la dérivée covariante ∇̃ de la connexion de Levi-Civita de g̃ satisfait les formules
suivantes ([48],p206)

∇̃∂r∂r = 0, ∇̃∂rX = ∇̃X∂r = 1
r
X, ∇̃XY = ∇XY − rg(X, Y )∂r (notation ∂r = ∂

∂r
)

∀X, Y ∈ X(M). Les composantes non nulles du tenseur de courbure R̃ et le tenseur

de Ricci S̃ sont

– R̃(∂r,X)∂r = R̃(∂r,X)Y = R̃(X, Y )∂r = 0

– R̃(X, Y )Z = R(X, Y )Z − (X ∧ Y )Z

1. S̃(∂r, ∂r) = 0

2. S̃(X, Y ) = S(X, Y )− (n− 2)g(X, Y )

3.3 Autres métriques Riemanniennes sur la variété

produit

Dans cette section nous donnons quelques types de métrique Riemannienne qu’on
peut défini sur une variété produit et nous donnons aussi sans démonstration les
connexions de Levi-Civita associées à ces métriques.
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3.3.1 Métrique tordu généralisée

Définition 3.3.1. Soient (M1, g1) et (M2, g2) deux variétés Riemanniennes et f
une fonction strictement positive sur M1 ×M2. La métrique tordu généralisée g̃ sur
M1 ×f M2 est définie par

g̃ = π∗1g1 + (f ◦ π1)2π∗2g2

où π1 : (x1, x2) ∈ M1 ×M2 → x1 ∈ M1 et π2 : (x1, x2) ∈ M1 ×M2 → x2 ∈ M2 sont
les projections canoniques.
Pour tous champs de vecteurs X, Y sur M1 ×M2, on a

g̃(X, Y ) = g1(dπ1(X), dπ1(Y )) + f 2g2(dπ2(X), dπ2(Y ))

Proposition 3.3.1. [21] Soient (M1, g1) et (M2, g2) deux variétés Riemanniennes et
(M1 ×f M2, g̃) la variété produit tordu. Si X1, Y1 ∈ X(M1) et X2, Y2 ∈ X(M2), on a

∇̃XY = ∇XY +X(lnf)(0, Y2) + Y (lnf)(0, X2)− 1

2
g2(X2, Y2)(grad1f

2,
1

f 2
grad2f

2)

où X = (X1, X2), Y = (Y1, Y2) et ∇XY = (∇1
X1
Y1,∇2

X2
Y2)

3.3.2 Métrique tordu doublée

Définition 3.3.2. Soient (M1, g1) et (M2, g2) deux variétés Riemanniennes et f1, f2

deux fonctions strictement positives sur M1 et M2. La métrique tordu doublée g̃ sur
M1f1 ×f2 M2 est définie par

g̃ = (f2 ◦ π2)2π∗1g1 + (f1 ◦ π1)2π∗2g2

où π1 : (x1, x2) ∈ M1 ×M2 → x1 ∈ M1 et π2 : (x1, x2) ∈ M1 ×M2 → x2 ∈ M2 sont
les projections canoniques.
Pour tous champs de vecteurs X, Y sur M1 ×M2, on a

g̃(X, Y ) = f 2
2 g1(dπ1(X), dπ1(Y )) + f 2

1 g2(dπ2(X), dπ2(Y ))
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Proposition 3.3.2. [5] Soient (M1, g1) et (M2, g2) deux variétés Riemanniennes et
(M1h×fM2, g̃) la variété produit tordu double. Si X1, Y1 ∈ X(M1) et X2, Y2 ∈ X(M2),
on a

∇̃XY = ∇XY +
1

2f 2
1

X1(f 2
1 (0, Y2) +

1

2f 2
1

Y1(f 2
1 (0, X2) +

1

2f 2
2

X2(f 2
2 (Y1, 0)

+
1

2f 2
2

Y2(f 2
2 (X1, 0)− 1

2
g1(X1, Y1)(grad1f

2, 0)− 1

2
g2(X2, Y2)(0, grad2f

2)

où X = (X1, X2), Y = (Y1, Y2) et ∇XY = (∇1
X1
Y1,∇2

X2
Y2)

3.3.3 Métrique tordu doublée généralisée

Définition 3.3.3. Soient (M1, g1) et (M2, g2) deux variétés Riemanniennes et f1, f2

deux fonctions positives sur M1 × M2 respectivement. La métrique tordu doublée g̃
sur M1f1 ×f2 M2 est définie par

g̃ = (f2 ◦ π2)2π∗1g1 + (f1 ◦ π1)2π∗2g2

où π1 : (x1, x2) ∈ M1 ×M2 → x1 ∈ M1 et π2 : (x1, x2) ∈ M1 ×M2 → x2 ∈ M2 sont
les projections canoniques.
Pour tous champs de vecteurs X, Y sur M1 ×M2, on a

g̃(X, Y ) = f 2
2 g1(dπ1(X), dπ1(Y )) + f 2

1 g2(dπ2(X), dπ2(Y ))

Proposition 3.3.3. [8] Soient (M1, g1) et (M2, g2) deux variétés Riemanniennes et
(M1h ×f1 M2, g̃) la variété produit tordu double généralisée. Si X1, Y1 ∈ X(M1) et
X2, Y2 ∈ X(M2), on a

∇̃(X1,0)(Y1, 0) =

(∇1
X1
Y1+X1(lnf2)Y1+Y1(lnf2)X1−g1(X1, Y1)grad1(lnf2),−f

2
2

f 2
1

g1(X1, Y1)grad2(lnf2))

∇̃(0,X2)(0, Y2) =

(−f
2
1

f 2
2

g2(X2, Y2)grad1(lnf1)∇2
X2
Y2 +X2(lnf1)Y2 + (lnf1)X2 − g2(X2, Y2)grad2(lnf1))
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∇̃(X1,0)(0, Y2) = (Y2(f2)X1, X1(f1)Y2)

∇̃(0,X2)(Y1, 0) = (X2(f2)Y1, Y1(f1)X2)

où X = (X1, X2), Y = (Y1, Y2) et ∇XY = (∇1
X1
Y1,∇2

X2
Y2)



Chapitre 4

La pseudo symétrie au sens de Deszcz

4.1 variétés localement symétriques

Les transport parallèle de deux vecteurs linéairement indépendants le long d’une
courbe nous donne à chaque point de cette courbe deux vecteurs linéairement indé-
pendants.Ainsi on peut définir le transport parallèle d’un plan le long d’une courbe,
en fixons une base de plan de départ, et prenons son transport parallèle le plan en-
gendré par les transport parallèle des vecteurs de la base. Levy [11] étudié la courbure
sectionnelle d’un plan et de son transport parallèle le long des courbes du flot d’un
champ de vecteurs X

Théorème 4.1.1. (Levy) La condition nécessaire et suffisante pour que la courbure

Figure 4.1 – Le carré de Levi-Civita
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sectionnelle de tout plan π reste constante le long des courbes du flot d’un champ de
vecteurs X quand ce plan π est transporté parallèlement le long des courbes du flot,
est que ∇XR = 0. E. Cartan [9] a montré que les variétés Riemanniennes avec un
tenseur de Riemann parallèle (∇R = 0) sont les espaces dite localement symétrique,
c’est-à-dire les espaces qui ont la propriétés suivante : tout les réflexions γp(γp inverse
les géodésiques passant par p) sont des isométries locales

Définition 4.1.1. Une variété M Riemannienne avec un tenseur de Riemann paral-
lèle (∇R = 0) est dite localement symétrique.

4.2 variétés semi-symétriques

Le tenseur R.R de type (0,6) est défini par

(R.R)(X1, X2, X3, X4;X, Y ) = (R(X, Y ).R)(X1, X2, X3, X4)

= −R(R(X, Y )X1, X2, X3, X4)−R(X1, R(X, Y )X2, X3, X4)

−R(X1, X2, R(X, Y )X3, X4)−R(X1, X2, X3, R(X, Y )X4)

Définition 4.2.1. Une variété Riemannienne (M, g) est dite semi-symétrique si
R.R = 0

4.3 variétés pseudo symétriques

Probablement le plus simple (0,6)-tenseur de M , admettant les mêmes pro-
priétés algébriques que R.R est tenseur de Tachibana Q(g,R), défini par

Q(g,R)(X1, X2, X3, X4;X, Y ) = ((X ∧ Y ).R)(X1, X2, X3, X4)

= −R((X ∧ Y )X1, X2, X3, X4)

−R(X1, (X ∧ Y )X2, X3, X4)

−R(X1, X2, (X ∧ Y )X3, X4)

−R(X1, X2, X3, (X ∧ Y )X4)

Proposition 4.3.1. Une variété Riemannienne M est à courbure constante si et
seulement si Q(g,R) = 0.
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Définition 4.3.1. [24],[2] Soit M une variété Riemannienne de dimension n > 3

qui n’est pas à courbure constante et notons UR l’ensemble des points où le tenseur
de Tachibana Q(g,R) est non nul c’est-à-dire UR = {x ∈ M |Q(g,R) 6= 0}. Alors en
p ∈ UR un plan π = ~v∧ ~w ⊂ TpM est dit à courbure-dépendance avec le plan π̄ = ~x∧~y
si Q(g,R)(~v, ~w, ~w,~v; ~x, ~y) 6= 0.

Définition 4.3.2. [24],[2] Pour p ∈ UR, soient les deux plans π = ~v∧ ~w et π̄ = ~x∧~y,
tangent à M en p, à courbure-dépendance. Alors la courbure sectionnelle de Deszcz
L(p; π; π̄) du plan π respectivement à π̄ est défini par

L(p; π; π̄) =
(R.R)(~v, ~w, ~w,~v; ~x, ~y)

Q(g,R)(~v, ~w, ~w,~v; ~x, ~y)

Remarque 4.3.1. Cette définition est indépendante du choix de la base de π et π̄.

Théorème 4.3.1. [24] Une variété Riemannienne M de dimension n > 3 est pseudo
symétrique, au sens de Deszcz, si et seulement si en tout point p ∈ UR les courbures
sectionnelles de Deszcz sont les même ; c’est-à-dire pour tout les plans tangent, en p
,π,π̄ en courbure-dépendance L(p, π, π̄) = LR(p) pour une certain fonction LR : UR →
R.

Corollaire 4.3.1. Les variétés semi-symétriques sont caractérisées par la nullité de
la courbure sectionnelle de Deszcz.

Définition 4.3.3. Une variété RiemannienneM , de dimension n > 3 est dite pseudo
symétrique, au sens de Deszcz, en un point p ∈ UR s’il existe un scalaire LR tel que,
en p, R.R = LRQ(g,R).
Une variété Riemannienne M , de dimension n > 3, est dite pseudo symétrique, au
sens de Deszcz, si elle est pseudo symétrique en tout ses points, c’est-à-dire s’il existe
une fonction LR : M → R tel que R.R = LRQ(g,R).
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4.4 Ricci pseudo symétrique et Weyl pseudo symé-

trique

Définition 4.4.1. Soit T un tenseur de type (0, r) sur M . Les deux tenseur R.T et
Q(g, T ) de type (0, r + 2) sont définis par :

(R.T )(X1, X2, . . . , Xk;X, Y ) = (R(X, Y ).T )(X1, X2, . . . , Xk;X, Y )

= −T (R(X, Y ))X1, X2, . . . , Xk − . . .−
T (X1, X2, . . . , R(X, Y )Xk)

Q(g, T )(X1, X2, . . . , Xk;X, Y ) = ((X ∧g Y ).T )(X1, X2, . . . , Xk)

= −T ((X ∧g Y )X1, X2, . . . , , Xk)

−T (X1, X2, . . . , (X ∧g Y )Xk)

Définition 4.4.2. Une variété Riemannienne M est dite Ricci semi-symétrique si
R.S = 0. Elle est dite Weyl semi-symétrique si R.C = 0

Définition 4.4.3. Une variété RiemannienneM est dite Ricci pseudo-symétrique s’il
existe une fonction LS sur LS = {x ∈M/S − r

n
g 6= 0enx} telle que R.S = LSQ(g, S)

sur USet elle est dite Weyl pseudo symétrique s’il existe une fonction LCsur UC =

{x ∈M/C 6= 0enx} telle que R.C = LCQ(g, C) sur UC

Remarque 4.4.1. – On US ⊂ UR. De plus tout variété pseudo symétrique est Ricci
pseudo symétrique. Mais l’inverse n’est pas, en général, vrai. Par exemple ([15]
page 40) tout produit tordu M1 ×F M2 d’une variété de dimension un (M1, ḡ) et
une variété d’Einstein non pseudo symétrique (M2, ḡ), de dimension n > 3, est une
variété non pseudo symétrique et Ricci pseudo symétrique. Pour plus d’exemples
voir [19].

– Tout variété Weyl semi-symétrique est Weyl pseudo symétrique. L’inverse n’est pas
vrai ([15]page 41,[20],[19]).

– Toute variété pseudo symétrique est Weyl pseudo symétrique
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4.5 Ricci pseudo symétrie du produit tordu double

Définition 4.5.1. ([10],p3) Soient (B, gB) et (Fi, gFi
) des variétés pseudo Rie-

manniennes de dimension m et ni respectivement et bi : B →]0,∞[ des fonctions
strictement positives et de classe C∞ dans B pour chaque i ∈ {1, 2, . . . ,m}. On
considère la variété produit M = B×F1× . . .×Fm avec ses projections π et σi, alors
g = gB ⊕ . . .⊕ b2

mgFm définie par :

g = π∗(gB)⊕ (b1 ◦ π)2σ∗1(gF1)⊕ . . .⊕ (bm ◦ π)2σ∗m(gFm)

est une métrique sur B×F1×. . .×Fm chaque fonction bi : B →]0,∞[ est dite fonction
de torsion et chaque variété (Fi, gFi

) est dite variété fibre pour i ∈ {1, 2, . . . ,m}. La
variété (B, gB) est dite variété base du produit tordu multiple.

Proposition 4.5.1. ([10],p3) Soit M = B ×b1 F1 × . . . ×bm Fm une variété pseudo
Riemannienne produit tordu multiple munie de la métrique g = gB ⊕ . . . ⊕ b2

mgFm

soient X, Y ∈ L(B) et V ∈ L(Fi), W ∈ L(Fj). Alors

1. ∇XY = ∇B
XY

2. ∇XV = ∇VX = (Xbi
bi
V

3. ∇VW = 0 si i 6= j

4. ∇VW = ∇Fi
V W −

g(V,W )
bi

Grad(bi) si i = j

Proposition 4.5.2. ([10],p4) Soit M = B ×b1 F1 × . . . ×bm Fm une variété pseudo
Riemannienne produit tordu multiple munie de la métrique g = gB ⊕ . . . ⊕ b2

mgFm

soient X, Y, Z ∈ L(B) et V ∈ L(Fi), W ∈ L(Fj) et U ∈ L(Fk). Alors

1. R(X, Y )Z = RB(X, Y )Z

2. R(V,X)Y = Hbi (X,Y )
bi

V

3. R(X, V )W = R(V,W )X = R(V,X)W = 0 si i 6= j

4. R(V,W )X = 0 si i = j
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5. R(X, Y )V = 0

6. R(V,W )U = 0 si i = j et i, j 6= k

7. R(U, V )W = −g(V,W )gB(gradB(bi),gradB(bk))
bibk

U si i = j et i, j 6= k

8. R(X, V )W = g(V,W )
bi
∇B
X(gradB(bi)) si i = j

9. R(V,W )U = RFi(V,W )U − ‖gradB(bi)‖2B
b2i

{g(V, U)W − g(W,U)V } si i, j = k

Proposition 4.5.3. ([10],p4) Soit M = B ×b1 F1 × . . . ×bm Fm une variété pseudo
Riemannienne produit tordu multiple munie de la métrique g = gB ⊕ . . . ⊕ b2

mgFm

soient X, Y ∈ L(B) et V ∈ L(Fi), W ∈ L(Fk). Alors

1. Ric(X, Y ) = RicB(X, Y )−
∑m

i=1
si

biH
bi
B

(X, Y )

2. Ric(X, V ) = 0

3. Ric(V,W ) = 0 si i 6= j

4. Ric(V,W ) = RicFi(V,W )− (∆B(bi)
bi

+ (si − 1)
‖gradB(bi)‖2B

b2i∑m
k=1,k 6=i sk

gB(bi)‖2B
b2i

+
∑m

k=1,k 6=i sk

gB(gradB(bi),grad
B(bk))

bibk
)g(V,W ) si i = j

4.6 La symétrie des espaces produit tordu multiple

Cette section fait l’objet principal de notre travail, on étudie les tenseurs R.S et
Q(g, S) sur une variété produit tordu multiple et on explicite quelques résultats
conçernant les conséquences géométriques, dans ce cas :Ricci pseudo-symétrie

Proposition 4.6.1. Soit M = B ×b1 F1 × . . .×bm Fm le produit tordu multiple
de métrique g = gB⊕b2

1gF1⊕ . . .⊕b2
mgFm. Soient X, Y ∈ L(B) et Z,W ∈ L(M).

Alors
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1. (R.S)(Z,W ;X, Y ) = {(RB, SB) −
∑m

i=1
si
bi

(RB.H
bi
B )}(Z,W ;X, Y ) si Z ∈ L(B)

et W ∈ L(B)

2. (R.S)(Z,W ;X, Y ) = 0 si Z ∈ L(B) et W /∈ L(B)

3. (R.S)(Z,W ;X, Y ) = 0 si Z /∈ L(B) et W ∈ L(B)

4. (R.S)(Z,W ;X, Y ) = 0 si Z /∈ L(B) et W /∈ L(B)

Démonstration.La démonstration découle directement des proposition 4.5.1 et 4.5.2.

1.

(R.S)(Z,W ;X, Y ) = −S(R(X, Y )Z,W )− S(Z,R(X, Y )W )

= −S(RB(X, Y )Z,W )− S(Z,RB(X, Y )W )

= −{SB(RB(X, Y )Z,W )−
∑m

i=1H
bi
B (RB(X, Y )Z,W )}

= −{SB(Z,RB(X, Y )W )−
∑m

i=1
si
bi
Hbi
B (Z,RB(X, Y )W )}

= −SB(RB(X, Y )Z,W )− SB(Z,RB(X, Y )W )

−
∑m

i=1
si
bi
{Hbi

B (RB(X, Y )Z,W )−Hbi
B (Z,RB(X, Y )W )}

(R.S)(Z,W ;X, Y ) = (RB, SB)(Z,W ;X, Y )−
m∑
i=1

si
bi

(RB.H
bi
B )(Z,W ;X, Y )

(4.1)

2.

(R.S)(Z,W ;X, Y ) = −S(R(X, Y )Z,W )− S(Z,R(X, Y )W )

= −S(RB(X, Y )Z,W )− S(Z, 0)

= −S(RB(X, Y )Z,W )

= 0

(R.S)(Z,W ;X,Y)=0

3.

(R.S)(Z,W ;X, Y ) = −S(R(X, Y )Z,W )− S(Z,R(X, Y )W )

= −S(0,W )− S(Z,RB(X, Y )W )

= −S(Z,RB(X, Y )W )

= 0

(R.S)(Z,W ;X,Y)=0
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4.
(R.S)(Z,W ;X, Y ) = −S(R(X, Y )Z,W )− S(Z,R(X, Y )W )

= −S(0,W )− S(Z, 0)

= 0

(R.S)(Z,W ;X,Y)=0

Proposition 4.6.2. Soit M = B ×b1 F1 × . . . ×bm Fm le produit tordu multiple de
métrique g = gB ⊕ b2

1gF1 ⊕ . . . ⊕ b2
mgFm. Soient X, Y ∈ L(Fi), i ∈ {1, . . . ,m} et

Z,W ∈ L(M). Alors

1. (R.S)(Z,W ;X, Y ) = 0 si Z ∈ L(B) et W ∈ L(B)

2.

{
(R.S)(Z,W ;X, Y ) = 0 siZ ∈ L(B)etW ∈ L(Fi)

(R.S)(Z,W ;X, Y ) = 0 siZ ∈ L(B)etW ∈ L(Fj), i 6= j

3.

{
(R.S)(Z,W ;X, Y ) = 0 siZ ∈ L(Fi)etW ∈ L(B)

(R.S)(Z,W ;X, Y ) = 0 siZ ∈ L(Fj)etW ∈ L(B)

4.


(R.S) = (RFi

.SFi
)− ‖GradB(bi)‖2

BQ(gFi
, SFi

) siZ,W ∈ L(Fi)

(R.S)(Z,W ;X, Y ) = 0 siZ ∈ L(Fi),W ∈ L(Fj), i 6= j

(R.S)(Z,W ;X, Y ) = 0 siZ ∈ L(Fj)etW ∈ L(Fi), i 6= j

(R.S)(Z,W ;X, Y ) = 0 siZ ∈ L(Fj)etW ∈ L(Fj)

Proposition 4.6.3. Soit M = B ×b1 F1 × . . . ×bm Fm le produit tordu multiple de
métrique g = gB ⊕ b2

1gF1 ⊕ . . . ⊕ b2
mgFm. Soient X ∈ L(Fi), Y ∈ L(Fj) avec i 6= j et

Z,W ∈ L(M). Alors

1. (R.S)(Z,W ;X, Y ) = 0 si Z ∈ L(B),W ∈ L(B)

2. (R.S)(Z,W ;X, Y ) = 0 si Z ∈ L(B),W /∈ L(B)

3. (R.S)(Z,W ;X, Y ) = 0 si Z /∈ L(B),W ∈ L(B)
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4.


(R.S)(Z,W ;X, Y ) = 0 siZ /∈ L(Fi),W ∈ L(Fi)

(R.S)(Z,W ;X, Y ) 6= 0 siZ /∈ L(Fi),W ∈ L(Fj)

(R.S)(Z,W ;X, Y ) 6= 0 siZ /∈ L(Fj),W ∈ L(Fi)

(R.S)(Z,W ;X, Y ) = 0 siZ /∈ L(Fj),W ∈ L(Fj)

Proposition 4.6.4. Soit M = B ×b1 F1 × . . . ×bm Fm le produit tordu multiple
de métrique g = gB ⊕ b2

1gF1 ⊕ . . . ⊕ b2
mgFm. Soient X ∈ L(B), Y ∈ L(Fi) avec

i ∈ {1, . . . ,m} et Z,W ∈ L(M). Alors

1. (R.S)(Z,W ;X, Y ) = 0 si Z ∈ L(B),W ∈ L(B)

2.

{
(R.S)(Z,W ;X, Y ) 6= 0 siZ ∈ L(B),W ∈ L(B)

(R.S)(Z,W ;X, Y ) = 0 siZ ∈ L(Fi),W ∈ L(Fj), i 6= j

3.

{
(R.S)(Z,W ;X, Y ) 6= 0 siZ ∈ L(Fi),W ∈ L(B)

(R.S)(Z,W ;X, Y ) = 0 siZ ∈ L(Fj),W ∈ L(B)

4.


(R.S)(Z,W ;X, Y ) 6= 0 siZ,W ∈ L(Fi)

(R.S)(Z,W ;X, Y ) = 0 siZ ∈ L(Fi),W ∈ L(Fj), i 6= j

(R.S)(Z,W ;X, Y ) = 0 siZ ∈ L(Fj),W ∈ L(Fi), i 6= j

(R.S)(Z,W ;X, Y ) = 0 siZ ∈ L(Fj),W ∈ L(Fj)

Proposition 4.6.5. Soit M = B ×b1 F1 × . . . ×bm Fm le produit tordu multiple
de métrique g = gB⊕b2

1gF1⊕ . . .⊕b2
mgFm. Soient X, Y ∈ L(B) et Z,W ∈ L(M). Alors

1. Z ∈ L(B) et W ∈ L(B)

Q(g, S)(Z,W ;X, Y ) = Q(gB, SB)(Z,W ;X, Y )−
m∑
i=1

si
bi
Q(gB, H

bi
B )(Z,W ;X, Y )

2. Q(g, S)(Z,W ;X, Y ) = 0 si Z ∈ L(B) et W /∈ L(B)
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3. Q(g, S)(Z,W ;X, Y ) = 0 si Z /∈ L(B) et W ∈ L(B)

4. Q(g, S)(Z,W ;X, Y ) = 0 si Z /∈ L(B) et W /∈ L(B)

Proposition 4.6.6. Soit M = B ×b1 F1 × . . . ×bm Fm le produit tordu multiple de
métrique g = gB ⊕ b2

1gF1 ⊕ . . . ⊕ b2
mgFm. Soient X, Y ∈ L(Fi), i ∈ {1, . . . ,m} et

Z,W ∈ L(M). Alors

1. Q(g, S)(Z,W ;X, Y ) = 0 si Z ∈ L(B) et W ∈ L(B)

2.

{
Q(g, S)(Z,W ;X, Y ) = 0 siZ ∈ L(B)etW ∈ L(Fi)

Q(g, S)(Z,W ;X, Y ) = 0 siZ ∈ L(B)etW ∈ L(Fj)

3.

{
Q(g, S)(Z,W ;X, Y ) = 0 siZ ∈ L(Fi)etW ∈ L(B)

Q(g, S)(Z,W ;X, Y ) = 0 siZ ∈ L(Fj)etW ∈ L(B)

4.


Q(g, S)(Z,W ;X, Y ) = b2

iQ(gFi
, SFi

)(Z,W ;X, Y ) siZ ∈ L(Fi)etW ∈ L(Fi)

Q(g, S)(Z,W ;X, Y ) = 0 siZ ∈ L(Fi)etW ∈ L(Fj), i 6= j

Q(g, S)(Z,W ;X, Y ) = 0 siZ ∈ L(Fj)etW ∈ L(Fi), i 6= j

Q(g, S)(Z,W ;X, Y ) = 0 siZ ∈ L(Fj)etW ∈ L(Fj)

Proposition 4.6.7. Soit M = B ×b1 F1 × . . . ×bm Fm le produit tordu multiple de
métrique g = gB ⊕ b2

1gF1 ⊕ . . . ⊕ b2
mgFm. Soient X ∈ L(Fi), Y ∈ L(Fj) avec i 6= j et

Z,W ∈ L(M). Alors

1. Q(g, S)(Z,W ;X, Y ) = 0 Z ∈ L(B) et Z ∈ L(B)

2.


Q(g, S)(Z,W ;X, Y ) = 0 siZ ∈ L(B)etW ∈ L(Fi)

Q(g, S)(Z,W ;X, Y ) = 0 siZ ∈ L(B)etW ∈ L(Fj)

Q(g, S)(Z,W ;X, Y ) = 0 siZ ∈ L(B)etW ∈ L(Fk)

3.


Q(g, S)(Z,W ;X, Y ) = 0 siZ ∈ L(Fi)etW ∈ L(B)

Q(g, S)(Z,W ;X, Y ) = 0 siZ ∈ L(Fj)etW ∈ L(B)

Q(g, S)(Z,W ;X, Y ) = 0 siZ ∈ L(Fk)etW ∈ L(B)



4.6 La symétrie des espaces produit tordu multiple 46

4.


Q(g, S)(Z,W ;X, Y ) = 0 siZ ∈ L(Fi)etW ∈ L(Fi)

Q(g, S)(Z,W ;X, Y ) = −g(Z,X)S(Y,W ) + g(W,Y )S(Z,X) siZ ∈ L(Fi)etW ∈ L(Fj)

Q(g, S)(Z,W ;X, Y ) = g(Z, Y )S(X,W )− g(W,X)S(Z, Y ) siZ ∈ L(Fj)etW ∈ L(Fi)

Q(g, S)(Z,W ;X, Y ) = 0 siZ ∈ L(Fj)etW ∈ L(Fj)

Proposition 4.6.8. Soit M = B ×b1 F1 × . . . ×bm Fm le produit tordu multiple
de métrique g = gB ⊕ b2

1gF1 ⊕ . . . ⊕ b2
mgFm. Soient X ∈ L(B), Y ∈ L(Fi) avec

i ∈ {1, . . . ,m} et Z,W ∈ L(M). Alors

1. Q(g, S)(Z,W ;X, Y ) = 0 Z ∈ L(B) et Z ∈ L(B)

2.


Q(g, S)(Z,W ;X, Y ) = −g(Z,X)S(Y,W ) + g(W,Y )S(Z,X) siZ ∈ L(B)etW ∈ L(Fi)

Q(g, S)(Z,W ;X, Y ) = 0 siZ ∈ L(B)etW ∈ L(Fj),

i 6= j

3.

{
Q(g, S)(Z,W ;X, Y ) = g(Z, Y )S(X,W )− g(W,X)S(Z, Y ) siZ ∈ L(Fi)etW ∈ L(B)

Q(g, S)(Z,W ;X, Y ) = 0 siZ ∈ L(Fj)etW ∈ L(B)

4.


Q(g, S)(Z,W ;X, Y ) = 0 siZ,W ∈ L(Fi)

Q(g, S)(Z,W ;X, Y ) = 0 siZ ∈ L(Fi)etW ∈ L(Fj), i 6= j

Q(g, S)(Z,W ;X, Y ) = 0 siZ ∈ L(Fj)etW ∈ L(Fi), i 6= j

Q(g, S)(Z,W ;X, Y ) = 0 siZ ∈ L(Fj)etW ∈ L(Fj)

Proposition 4.6.9. Soit M = B ×b1 F1 × . . . ×bm Fm le produit tordu multiple de
métrique g = gB ⊕ b2

1gF1 ⊕ . . .⊕ b2
mgFm. Soient X, Y, Z,W ∈ L(M). Alors

1.

(R.S)(Z,W ;X, Y ) = (RFi
, SFi

)(Z,W ;X, Y )−‖GradB(bi)‖2
BQ(gFi

, SFi
)(Z,W ;X, Y )

(4.2)

si X, Y, Z,W ∈ L(FI)
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2.

(R.S)(Z,W ;X, Y ) = −g(X,Z)
gB(GradB(bi),GradB(bj))

bibj
S(Y,W )

−g(Y,W )
gB(GradB(bi),GradB(bj))

bibj
S(Z,X)

(4.3)

si X,Z ∈ L(Fi) et Y,W ∈ L(Fj)

3.

(R.S)(Z,W ;X, Y ) = −H
bi
B (X,Z)

bi
S(Y,W )− g(Y,W )

bi
S(Z,∇B

X(GradB(bi)))

(4.4)

si X,Z ∈ L(B) et Y,W ∈ L(Fi)

4.

(R.S)(Z,W ;X, Y ) = −g(Y, Z)

bi
S(GradB(bi),W )−g(Y,W )

bi
S(Z,∇B

X(GradB(bi)))

(4.5)

si X ∈ L(B) et Y, Z,W ∈ L(Fi)

Proposition 4.6.10. Soit M = B ×b1 F1 × . . . ×bm Fm le produit tordu multiple de
métrique g = gB ⊕ b2

1gF1 ⊕ . . .⊕ b2
mgFm. Soient X, Y, Z,W ∈ L(M). Alors

1.

Q(g, S)(Z,W ;X, Y ) = Q(gB, SB)(Z,W ;X, Y )

−
∑m

i=1
si
bi
Q(gB, H

bi
B )(Z,W ;X, Y )

(4.6)

si X, Y, Z,W ∈ L(B)

2.
Q(g, S)(Z,W ;X, Y ) = b2

iQ(gFi
, SFi

)(Z,W ;X, Y ) (4.7)

si X, Y, Z,W ∈ L(Fi)
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3.
Q(g, S)(Z,W ;X, Y ) = −g(Z,X)S(Y,W )− g(W,Y )S(Z,X) (4.8)

si X,Z ∈ L(Fi) et Y,W ∈ L(Fj), i 6= j

4.
Q(g, S)(Z,W ;X, Y ) = −g(Z,X)S(Y,W )− g(W,Y )S(Z,X) (4.9)

si X,Z ∈ L(B) et Y,W ∈ L(Fi)

Exemple 4.6.1. Si M = B ×b1 F1 est un produit tordu simple muni de la métrique
g = gB ⊕ b2

1gF1. Alors

1.

(R.S)(Z,W ;X, Y ) = (RB, SB)(Z,W ;X, Y )

− s1
b1

(RB.H
b1
B )(Z,W ;X, Y )

(4.10)

si X, Y, Z,W ∈ L(B)

2.

(R.S)(Z,W ;X, Y ) = (RF1 , SF1)(Z,W ;X, Y )

−‖GradB(b1)‖2
B −Q(gF1 , SF1)(Z,W ;X, Y )

(4.11)

si X, Y, Z,W ∈ L(F1)

1.

(R.S)(Z,W ;X, Y ) = −H
b1
B (X,Z)

b1
S(Y,W )

−g(Y,W )
b1

S(Z,∇B
X(GradB(b1)))

(4.12)

si X,Z ∈ L(B) et Y,W ∈ L(F1

2.

(R.S)(Z,W ;X, Y ) = −g(Y,Z)
b1

S(GradB(b1),W )

−g(Y,W )
b1

S(Z,∇B
X(GradB(b1)))

(4.13)
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si X ∈ L(B) et Z, Y,W ∈ L(F1)

3.

Q(g, S)(Z,W ;X, Y ) = Q(gB, SB)(Z,W ;X, Y )

− s1
b1
Q(gB, H

b1
B )(Z,W ;X, Y )

(4.14)

si X, Y, Z,W ∈ L(B)

4.
Q(g, S)(Z,W ;X, Y ) = b2

1Q(gF1 , SF1)(Z,W ;X, Y ) (4.15)

si X, Y, Z,W ∈ L(F1)

5.
Q(g, S)(Z,W ;X, Y ) = −g(Z,X)S(Y,W )− g(W,Y )S(Z,X) (4.16)

si X,Z ∈ L(B) et Y,W ∈ L(F1)

Exemple 4.6.2. Si M = B ×b1 F1 ×b2 F2 est un produit tordu double muni de la
métrique g = gB ⊕ b2

1gF1 ⊕ b2
2gF2. Alors

1.

(R.S)(Z,W ;X, Y ) = {(RB.SB)− s1
b1

(RB.H
b1
B )− s2

b2
(RB.Hb2

B )}(Z,W ;X, Y )
(4.17)

si X, Y, Z,W ∈ L(B)

2.

(R.S)(Z,W ;X, Y ) = (RF1 .SF1)(Z,W ;X, Y )

−‖GradB(b1)‖2
BQ(gF1 , SF1)(Z,W ;X, Y )

(4.18)

si X, Y, Z,W ∈ L(F1)
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3.

(R.S)(Z,W ;X, Y ) = (RF2 .SF2)(Z,W ;X, Y )

−‖GradB(b2)‖2
BQ(gF2 , SF2)(Z,W ;X, Y )

(4.19)

si X, Y, Z,W ∈ L(F1)

4.

(R.S)(Z,W ;X, Y ) = gB(Grad(b1),Grad(b2))
b1b2

{g(Y,W )S(Z,X)− g(X,Z)S(Y,W )}
(4.20)

si X,Z ∈ L(F1)etY,W ∈ L(F2)

5.

(R.S)(Z,W ;X, Y ) = −H
b1
B (X,Z)

b1
S(Y,W )

−g(Y,W )
b1

S(Z,∇XGrad(b1))
(4.21)

si X,Z ∈ L(B)etY,W ∈ L(F1)

6.

(R.S)(Z,W ;X, Y ) = −H
b2
B (X,Z)

b2
S(Y,W )

−g(Y,W )
b2

S(Z,∇XGrad(b2))
(4.22)

si X,Z ∈ L(B) et Y,W ∈ L(F2)

7.

(R.S)(Z,W ;X, Y ) = −g(Y,Z)
b1

S(∇XGrad(b1),W )

−g(Y,W )
b1

S(Z,∇XGrad(b1))
(4.23)

si X ∈ L(B) et Z, Y,W ∈ L(F1)

8.

(R.S)(Z,W ;X, Y ) = −g(Y,Z)
b2

S(∇XGrad(b2),W )

−g(Y,W )
b2

S(Z,∇XGrad(b2))
(4.24)

si X ∈ L(B) et Z, Y,W ∈ L(F2)
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9.

Q(g, S)(Z,W ;X, Y ) = {Q(gB, SB)− s1
b1

Q(gB, H
b1
B )− s2

b2
Q(gB, H

b2
B )}(Z,W ;X, Y )

(4.25)

si X, Y, Z,W ∈ L(B)

10.
Q(g, S)(Z,W ;X, Y ) = b2

1Q(gF1 , SF1)(Z,W ;X, Y ) (4.26)

si X, Y, Z,W ∈ L(F1)

11.
Q(g, S)(Z,W ;X, Y ) = b2

2Q(gF2 , SF2)(Z,W ;X, Y ) (4.27)

si X, Y, Z,W ∈ L(F2)

12.
Q(g, S)(Z,W ;X, Y ) = −g(Z,X)S(Y,W ) + g(W,Y )S(Z,X) (4.28)

si X,Z ∈ L(F1)etY,W ∈ L(F2), i 6= j

13.
Q(g, S)(Z,W ;X, Y ) = −g(Z,X)S(Y,W )− g(W,Y )S(Z,X) (4.29)

si X,Z ∈ L(B)etY,W ∈ L(F1)

14.
Q(g, S)(Z,W ;X, Y ) = −g(Z,X)S(Y,W ) + g(W,Y )S(Z,X) (4.30)

si X,Z ∈ L(B)etY,W ∈ L(F2)

Proposition 4.6.11. Soit M = B×b1 F1 le produit tordu simple muni de la métrique
g = gB ⊕ b2

1gF1. L’espace tordu M est Ricci pseudo-symétrique si seulement si les
conditions suivantes sont vérifiées :
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1.

{(RB.SB)− LQ(gB, SB)}(Z,W ;X, Y ) = s1
b1
{(RB.H

b1
B )

−LQ(gB, H
b1
B )}(Z,W ;X, Y )

(4.31)

si X, Y, Z,W ∈ L(B)

2.

(RF1 .SF1)(Z,W ;X, Y ) = {Lb2
1 + ‖GradB(b1)‖2

B}
Q(gF1 , SF1)(Z,W ;X, Y )

(4.32)

si X, Y, Z,W ∈ L(F1)

3.

{−H
b1
B (X,Z)

b1
+ Lg(Z,X)}S(Y,W ) = g(W,Y )

{ 1
b1
S(Z,∇XGrad(b1)) + LS(Z,X)}

(4.33)

si X,Z ∈ L(B) et Y,W ∈ L(F1)

Proposition 4.6.12. Soit M = B×b1 F1 le produit tordu double muni de la métrique
g = gB ⊕ b2

1gF1 ⊕ b2
2gF2. L’espace tordu M est Ricci pseudo-symétrique si seulement

si les conditions suivantes sont vérifiées :

1.

{(RB.SB)− LQ(gB, SB)}(Z,W ;X, Y ) = s1
b1

{(RB.H
b1
B )

−LQ(gB, H
b1
B )}(Z,W ;X, Y )

+ s2
b2
{(RB.H

b2
B )

−LQ(gB, H
b2
B )}(Z,W ;X, Y )

(4.34)

si X, Y, Z,W ∈ L(B)
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2.

(RF1 .SF1)(Z,W ;X, Y ) = {Lb2
1 + ‖GradB(b1)‖2

B}
Q(gF1 , SF1)(Z,W ;X, Y )

(4.35)

si X, Y, Z,W ∈ L(F1)

3.

(RF1 .SF1)(Z,W ;X, Y ) = {Lb2
2 + ‖GradB(b2)‖2

B}
Q(gF2 , SF2)(Z,W ;X, Y )

(4.36)

si X, Y, Z,W ∈ L(F2)

4.

{−H
b1
B (X,Z)

b1
+ Lg(Z,X)}S(Y,W ) = g(W,Y )

{ 1
b1
S(Z,∇XGrad(b1)) + LS(Z,X)}

(4.37)

si X,Z ∈ L(B) et Y,W ∈ L(F1)

5.

{−H
b2
B (X,Z)

b2
+ Lg(Z,X)}S(Y,W ) = g(W,Y )

{ 2
b2
S(Z,∇XGrad(b2)) + LS(Z,X)}

(4.38)

si X,Z ∈ L(B) et Y,W ∈ L(F2)

Conclusion et perspective

Dans ce mémoire nous avons exhiber des conditions de pseudo symétrie d’une variété
produit tordu double.
Dans le futur on cherche la possibilité d’étendre d’étude de la pseudo symétrie à
d’autres variétés tordu en utilisant d’autres techniques de calculs.
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