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Tableau des index et notation

P : La loi de probabilité de la variable aléatoire discrét ou continue
p et q : La valeur de la probabilité
E* . La dual de 'espace F

P : La loi de probabilité radiale sur £

<. > Produit scalaire dans R?
H : Un sous espace vectoriel de E
v : Un produit scalaire sur E*
vy @ Produit scalaire sur H*
7w La projection v~ — orthogonale de E sur H
B,, : La boule de centre Op et rayon r > 0
(e1,...,e,) : est une base se E
Sy La sphere de centre O et rayon r > 0
(ef,...,er) : est une base dual se E*
| : Sachant
. : la norme eculidiene de R?
0 : lestimateur de paramétre 6
0 75 : lestimateur de James -Stein




Introduction générale

Les premiéres tentatives de découvrir 'interaction entre la géométrie diffé-
rentielle et la théorie des probabilités et statistiques sont due & Rao a 1’époque
des années quarante du vingtiéme siécle. Les chercheurs ont essayé d’appli-
quer les méthodes de la géométrie différentielle et surtout riemanniennes a
I'inférence statistique. Dans le cadre paramétrique par exemple ’ensemble
des lois de probabilités qui gére un modele statistique est présentée par une
variété différentiable dont le systéme de coordonnées (cartes) est exprimé
parle paramétre de loi en question. L’exemple le plus courant de cette ap-
proche est la famille normale, qui est généralement exprimée comme une

famille de densités.

:\/21_7m exp(_(z;u))

Le paramétre d’intérét dans ce cas le couple (i, o) qui varie sur 'ouvert de

P(p,0) = N(p,0%)

R? déterminé par p > 0. L’espace échantillon est R et les densités sont par
rapport a la mesure de Lebesgue sur R.

En effet, si la famille des lois qui gére un phénomeéne aléatoire est présentée
par une variété dont le systéme de coordonnées est celui du parameétre de la

loi en question, alors comme toute variété riemannienne, il existe un groupe
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non trivial (inclus dans le groupe des isométries)qui agit sur la variété. La
reconnaissance et 1’étude de ce groupe de symétrie a une grande importance
sur I’étude du phénoméne aléatoire.

Un des exemples des résultats de cette approche en statistique est le
phénomeéne de Stein exprimé par le lemme di & ce dernier. On montre dans
le chapitre 4 de ce mémoire que ce phénoméne est réellement une conséquence
de la symétrie elliptique de la loi normale.

Ce mémoire est composé de quatre chapitres. Dans les deux premiers
chapitres on rappelle les principales notions de probabilités notamment les
propriétés des lois de probabilités discrétes et continues. Le troisiéme chapitre
traite la notion de symétrie sphérique de la loi normale et les propriétés
correspondantes.

Le quatriéme chapitre est consacré a une application en statistique. On
explique I'impact de la reconnaissance du groupe de symétrie d’une loi sur
I'estimation du paramétre de la loi (moyenne), et comment cette approche
géométrique a produit une classe d’estimateurs qui dominent l’estimateur

naturel de maximum de vraisemblance.




Chapitre 1

Rappels sur Les lois de

probabilités usuelles discrétes

1.1 Définitions et Propriétés

Définition 1.1.

Les lois de probabilités sont des objets mathématiques qui permettent aux sta-
tisticiens de fabriquer des modéles pour décrire des phénoménes ou le hasard

intervient.
Une loi de probabilité est une distribution théorique de fréquence.
Soit Q une ensemble muni d’une probabilitée P.
Une variable aléatoire X est une application définie sur €2 dans R.
X permet de transporte la loi P en loi P’ définie sur ' = X (Q).

on a:P'(x;) =P(X =x;). La loi P" appelée loi de X.
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Une variable aléatoire est une application de ['univers 2 dans R.

X: Q=R

Wi X (W)

La variable aléatoire est dit discréte si l'ensemble X () est discret.

c’est a dire qui ne prend que des valeurs ponctuelles, isolées, typiqument

N ou Z.
on définit :

- m la moyenne, ou E(X) l’espérance de X par :

m=E(X)= Z P(X = ;)

— ug : le moment d’ordre 2 par :

uy = B(X?) = Zuz?]P(X = 1)
i=1

Var(X) : la variance de X par :

Var(X) =) (z; —m)’P(X = z;) = B(X?) — B(X)?

=1

— o : lecart type par :

o=+ Var(X)
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1.2 Les lois discrétes

Loi uniforme

Définition 1.2.
X est une variable aléatoire qui prend les valeurs xy,xa, ...., Ty,.
st pour tout v on a : P; = %
alors la distribution de la variable aléatoire X est dit uniforme.
Soit (a,b) € Z? tel que a < b. X ~~ U([a,b]\Z) si et seulement si :
X(Q) =a,b] et VK € X(Q), P(X = K) = m
Propriétés 1.1.
Loi d’une wvariable aléatoire X prenant ses valeurs dans {1,...,n} avec la
méme probabilité :

P(X =2)= %;‘v’x e{l,2,...n}

Moment :

B(X) = (n—2|—1)
i) =)

L’élements de calcul pour l’espérance et la variance :

. o nn+1
> o+

Z 2 n(n + 1)6(2n +1)

11




Exemple 1.1.

X :résultat d’un jet de dé a six faces non-pipé.

Les n = 6 modalités possibles :

I’l:1,1’222,.’133:3,.1'4:4,275:5,376:6

ont toutes pour probabilité élémentaire % :

Loi Bernoulli

Définition 1.3.

Soit une expérience dont le résultat est aléatoire et soit A un évenement défini
sur cette expérience.

Soit X la variable aléatoire prenant la valeur 1 quand A est réalisé et 0
quand A est réalisé .

On dit que X est une variable aléatoire de Bernoulli s’il existe p et g dans

R vérifiant :

P(X=1)=p
P(X=0)=g¢q
ptqg=1

on dit également que X suit une loi de Bernoulli B(0,1,p).

Propriétés 1.2.
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Lot de probabilité :

Moyenne :

m, = E(X) =31, pii
=px1l4+gx0=p

Variance :

= B(X —m,)? = B(X?) — (E(X))*

L’écart type :

Exemple 1.2.

Lancer d’un piece de monnaie :




p=qg=
Suite de lancers de dé :
A=1,6
A=192345
p=- et q=<

Loi Binomiale

Définition 1.4.

Considérons un schéma de Bernoulli de probabilité p.

Le nombre de succes au cours d’une série de n épreuves est une variable
aléatoire X.

La loi de probabilité de cette variable aléatoire est par définition la loi

binomiale B(0,n,p).

Propriétés 1.3.

Lot de probabilité :

Moyenne :

m, = E(X) =np
Variance :
Ve = B(X —m,)* = E(X?) — (E(X))* = npq

14
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FIGURE 1.1 — Exemple de loi binomiale pour déffirentes valeurs des para-

metres n et p.

N |
oun=———y

o est le coefficient binomiale, c’est dire le nombre de combinai-
sons de x éléments choisis parmi n.
Remarque :
Si:n>50 e p<01=X=~P(np)
Si:n>50 et p>0.1= X~ N(np,/npq)

St :

Xl ~ B(nlap)
Xy ~ B(ng,p) =
X, IX,

X1+ Xy ~ B(ny + ng,p)

Translation d’une lot Binomaziale :
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FIGURE 1.2 — Exemple de loi binomiale pour différentes valeurs du parameétre

de translation d.

Si l'on ajoute un parametre entier positif d de translation tel que d < n

on définit la loi binomiale B(d,n,p) :

P(X =2)=(n—dp*P¢" ™ Veecdd+1,..d+n

mgy =d+ (n—d)p

Ve = (n—d)pq

Exemple 1.3.

Une laboratoire doit analyser N échantillons Ey, Es, ......... , En pour détermi-

ner ceuxr qui contiennent un corps C'.
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C est présent dans l'un quelconque des échatillons Ey, avec la probabilité
p. Pour faire un nombre d’analyses inférieur a N, on wutilise le protocole
swvant :

On répartit les N échantillons en k groupes de n(N = kn) ; pour un groupe
on réalise un prélevement dans chacun des échantillons.

Les prélevements sont mélangés, on crée ainsi un nouvel échantillon qu’on
soumet a l'analyse (cet échantillon "résume le groupe”).

St le résultat est positif ou analyse séparément chacun des échantillon du
groupe.

Question :Combien d’analyses sont effectuées en moyenne ¢

solution :

X désigne la variable aléatoire :"Nombre d’analyses effectuées”; pour
chaque groupe, A est I’événement :"Un, au moins des échantillons contient
c’.

Y désigne la variable aléatoire :"Nombre de réalisation de A dans les k
goupes”.

Ona: X =k+ny,Y suitla loi binomiale B(0,k,pa) =

Déterminer pa et on déduire les caractéristiques de Y puis de X.

La probabilité qu’aucun des n échantillons d’une groupe ne contienne le

corps C' est :
Pz =q"
D’ou :
Py=1-4"
Alors :




Comme X =k+ny, onaP(X =k+nr)=Py=r), dou :

E(X) =Y iP(X =i
=3k (k+nr)P(X =k +nr)
= Zfzo(k +nr)P(y =1)
=k Py =)+ st
=k+nE(y)
=k +nk(l—q")
Prenons par exemple : N = 200, n =4, k =50 et p = 0.05

E(X) =50(1+4(1 —0.95)*)) = 87.14
Avecn =5, on a :
E(X) =40(1+5(1 —0.95)%)) = 85.28

Le gain de travail, grace a ce protocole est, en moyenne, trés important lorsque

p est petit.

Loi binomiale négative

Définition 1.5.

Considérons un schéma de Bernoulli de probabilité p.

Le nombre d’épreuves pour obtenir r succes est une variable aléatoire X .
La loi de probabilité de cette variable aléatoire et par définition la loi bino-
miale négative NB(r,r,p).

Si v est un entier strictement positf, NB(0,r,p), est la loi du nombre
d’échecs avant d’avoir r.

Pour d quelconque, on note la loi binomiale négative NB(d,r,p).

18




Propriétés 1.4.

Lot de probabilité :

PX=z)=@—d+r—1pq¢" 9, Veredd+l.

Moyenne :
r
my = d+ "
p
Variance :
rq
Ve =2
2

Une loi NB(d,r,p) est toujours étalée a droite et le coefficient d’asymétrie

Y1 est donc toujours positif.

Exemple 1.4.

Soit X la v.a :"nombre d’acides aminés lus jusqu’a la K — ieme recontre
avec une molécule d’alanine”.

Question 1 :

Détermaner les valeurs prises par les variables aléatoires Xy, en d’éduire
les valeurs moyennes Xy, pour les différentes valeurs de k (on prendra k< 7).

Question 2 :

On suppose que la synthése du lisozyme s’effectue selon un schéma de

Bernoulli.

On suppose tout d’abord que la probabilité de tirer un acide aminé est la

meéme pour les 20 acides aminés.

19
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FIGURE 1.3 — Exemple de loi binomiale négative pour déffirentes valeurs du

parameétre de translation d, du parameétre r et de la probabilité p.

Détermainer les valeurs moyennes prises par les variables aléatoires Xy

théoriques. Que peut on en déduire ?

On suppose maintenant que les acides aminés sont utilisés proportionnelle-
ment a leur fréquence dans le sang.
On se pose les mémes questions, avec P(A) = 0.16
Solution :
Valeurs observées de Xy pour k <7 :
K=1 X;={917,6,10,5,26,3,7,7,2,2,2,11, 3}
K =2 X,=1{26,16,31,10,9,4,14}
K =3 X3=1{32,41,17,6}
=4 X, ={42,41,13}
5 X5 = {47,45}

20




K=6 X¢=1{73,23}

K=7 X,={76,34)

Question 1 :

Xy suit une loi binomiale négative N B(k, k,p), avec p = %.
k 1 2 3 4 5 6

E(Xg) | 20 40 60 80 100 | 120 | 140

Xy 7.80 | 15.72 | 24.00 | 32.00 | 46.00 | 48.00 | 55.00

= Désaccord entre observation et modele. On rejéte au moins une des

hypothése permettant de calculer E(Xy,).
Question 2 :
Xy, suit une loi binomiale négative N B(k, k,p), avec p = 0.16
k 1 2 3 4 5 6 7
E(Xy) | 6.25| 12.50 | 18.75 | 25.00 | 31.25 | 87.50 | 43.75
Xy | 7.86 | 15.72| 24.00 | 32.00 | 46.00 | 48.00 | 55.00

Déffirences entre loi binomiale et loi binomiale négative :

Dans le cadre d'une suite d’épreuves Bernoulli indépendantes :

la loi binomiale B(0,n,p) joue donc le role de loi de comtage.

la loi binomiale négative NB(r,r,p) joue le role de loi d’intervalle (de
temps si 'on assimile une épreuve de Bernoulli & une unité de temps).

Importance prise par ces notions de loi de comtage et de loi d’intervalle

dans les processus stochastiques.

Loi hypergéométrique

Définition 1.6.

21




Soit une urne contenant N boules avec une proportion de p boules blanches
et de ¢ =1 — p boules noires.
On tire sans remise n boules. La variable aléatoire X égale au nombre de

boules blanches obtenus suit une loi hyrergéométrique H(N,n,p).

Propriétés 1.5.

Loi de probabilité :

Moyenne :

Variance :

Remarque :

Si: N >>n(N > 10n) =X~ B(n,p)

Exemple 1.5.

Dans une population de N individus, on préléve a individus que [’on marque
et relache dans la population. On effectue une seconde capture de n individus.
Commment faire pour déterminer N ?

Solution :

Soit X le nombre d’individus marqués parmi les n capturés.

X suit une loi hypergéométrique.

Idée, estimée N a partir des valeurs expérimentales de X .

La méthode est appelée méthode de dilution ou de capture-recapture.

X suit une loi hypergéométrique de parameéetre N, n, p d’ou :

22




() ()
()

Ezpérimentalement on reléve la valeur a = Np(oub=N-a) d’ou :

() (%)
()

On choisit N tel que Py(X = k) soit mazimum (méthode du mazimum de

Py(X =Fk) =

Py(X =k) =

vraissemblance).

On considere le rapport :

Py (X = k)
Py (X = k)

En supposant qu’on a relevé a, alors pour calculer Py, = N — a et pour

calculer Pn_1p =N —1—a :

Py(X=k) _ (@WN=a) ,, (N=1)(a)

Pn_1(X=k) N N—1-a
_ N—a N—n
~ N—a—n+k X

N2—an—nN+an
N2—aN—-nN+kN

Remarque :

P (X=k)
Py_1(X=k)
Py (X=k)
Py _1(X=Fk)

est >1 si N < %

est <1 st N > %

Le rapport
Le rapport

na

d’ou Pn(X = k) est mazimal pour N = 52.

Application Au cours d’une premiére capture on préléve a = 160 vairons
que l'on marque et relache. Au cour de la seconde capture, n = 150 vairons
sont prélevés, dont 15 marqués. On estime donc a :

N =160 x %0 = 1600, Le nombre total de vairons.

23




Loi de poisson

Définition 1.7.

Soit X wune varitable aléatoire pouvant prendre toutes les valeurs entieres
0,1,......... Jn...vérifiant :

P(X:x):w

On dit que X suit une loi de poisson P(\) de paramétre \.
Propriétés 1.6.

Lot de probabilité :

— M)A\
P(X = g) = ZPEA
x!
Moyenne :
my = E(X) =X\
Variance :
Ve = E(X —m,)* = BE(X?) - (B(X))* = A
Remarque :
Si A grand = X ~ N(\, V)
St :
Xl ~ ]P()\l)
X2 ~ ]P()\2) —
X, I X,

X1+ Xo~P(A +A)

24
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FIGURE 1.4 — Exemple de lois poisson pour déffirentes valeurs du paramétre

det A\

Translation d’un loi de poisson :

Si 'on ajoute un paramétre entier positif d de translation, on définit la

loi de poisson P(d, ) :

B exp(—)\)/\x_d.

me = d -+ A

Ve=2A

Pour une loi P(d, ), le signe du coefficient d’asymeétrie y; est toujours positif.
Une loi P(d, A) est donc : toujours étalée a droite.

Illustration du modéle :




Nombre de véhicules franchissant un poste de péage pendant une période
de durée T.

Nombre de défauts dont est affecté un objet qui est fabriqué en série.

Nombre d’oeufs podnus au cours d’une ponte par certaines espéces ani-

males.

Exemple 1.6.

On suppose que le nombre d’oeufs podnus par un insecte suit une loi de pois-
son de parameétre \.

On suppose également que les oeufs pondus sont mutuellement indépen-
dants et que la probabilité de développement d’un oeuf est P. Quelle est la
probabilité pour que, parmi les oeufs pondus, il y ait exactement k survivants ¢

Solution :

Il y a k survivants si et seulement si :

Le nombre d’oeufs pondus est supérieur (ou égal )a k.

On suppose que l'insecte ponds n oeufs, avec n > k.

La probabilité pour que l’insecte ponde n oeufs est :

_exp(—A)A"

P(X =n)= oy

Soit y la variable aléatoire : nombre d’oeufs qui se développent parmi n
oeufs pondus.
Soit A I’événement :"loeuf considérer se développe .

Y suit une loi binomiale B(n,p), d’ou :

Py = K) = (n)qu(”‘K)




La probabilité pour que l’insecte ponde n oeufs et que parmi ces n oeufs

k se développe est :

A B
exp(=A) = % (n)pFq™®

On considere l'évenement :"k oeufs survivent”.

Cet évenement peut se réaliser d’une infinité de maniéres :
[insecte pond n = k oeufs et tous survivent.

[insecte pond n =k + 1 oeufs et tous suvivent sauf un.
linsecte pond n =k + 2 oeufs et tous survivent sauf deux.

etc.

P(k  survivants) =3, exp(—A)27 x (p)pFg"*

= exp(—\)pF >, n' #k)'q N
= exp(— A)pk?: Dk (?Ln k';q -
= exp(—\)pF /;\: Z;io qjl!]

= exp(=A)p* % exp(Ag)

=exp(—\ + )\Q)pﬁ

= exp(—Ap )pk}\;nc

Il s’agit donc d’une lov de poisson de parametre A\p :

)\k

P(k  survivants) = exp(—Ap)p" o

Loi géométrique
Définition 1.8.

27




On dit d’une variable aléatoire X suit une loi géométrique de parameétre p

G(0,p), sion a :

Propriétés 1.7.

Lot de probabilité :

Moyenne :
m, = FE(X)=-
(X) .
Variance :
Vo= B(X —m,)’ = B(X*) — (B(X)) = 7
p
Exemple 1.7.

Dans une population de vanneauz, la probabilité de décés d’un oiseau au cours
d’une année est constante et égale a %, quel est l’age moyen d’une oiseau ?
Solution :
La durée de vie X d’une oiseau suit une distribution géométrique. Et ["on

peut écrire :

P(X =n)=pg"*

1o

Avec g = 5 el p = % , ainst la probabilité qu’un vanneau meure a deux

ans est :

28




2 1 2

La durée moyenne de vie d’un vanneau est alors :

1
m, = E(X) = - = 3ans
p




Chapitre 2

Rappels sur les lois de

probabilités usuelles continues

2.1 Définitions et Propriétés

Définition 2.1.

Une wvariable aléatoire continue est un wvariable aléatoire qui peut prendre
comme valeurs tout les nombres réels d’un certain intervalle I de R est dit

continue.
Et la variable aléatoire est dit continue si [’ensemble X (€)) est un
intervalle (ou une réunion d’intervalles)de R.

Une variable aléatoire X est absolument continue si il existe f(x) telle

que sa fonction de répartition F(x) est égale a :

P(X < z) = F(z) = /_ F(t)dt
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la fonction f(x) est appelée densité de probabilité et on a :

fx) = F'(x)

L’espérance mathématique ou moyenne de X est :

EX)=X = /Oo t* f(t)dt

La variance de X est :

2.2 Les lois continues

Loi uniforme

Définition 2.2.

On dit que la loi de probabilité d’une variable aléatoire réelle est uniforme
sur un segment [a;b], avec 0 < a < b.

st sa densité de probabilité [ est définie par :

L si pourx € [a;b]
fla)y=q "

0 st pour r<a ou r>b
On note alors X ~» U([a;b]).

f admet la représentation graphique de la Figure 2.1.
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FIGURE 2.1 — La représentation graphique de la densité de probabilité d'une

loi uniforme

Propriétés 2.1.
On a bien une densité de probabilité puisque :
flz)>0 ; VzeR
f est continue sur | — oo; a[U]a; b[U]b; ool.
[ f@ydt = [ f@ydt+ [P f(6)dt + [ ft)dt =0+1+0=1.
Fonction de répartition :

On sait que : F(z) = P({X < a}) = [*_ f(t)dt donc si X ~ U([a;b]) :

0 st r<a

Prevve :

On distingue trois cas :
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FIGURE 2.2 — La représentation graphique de la Fonction de répartition d’une

loi uniforme

Siz <a, Fz)=["_f(t)dt = [ _0dt=0.

Sia<z<b Fx)=["_f(t)dt= [*_0dt+ ["Ldt = =2,
Six>b, Fe)= [*_ft)dt = [*_0dt+ [’ Fdt+ [70dt = 0+1+0 =1,

Moments :

Si X ~» Ul([a;b]), alors :

t 12 a+b
dt = b
b—a [

2@—@L_ 2

(a® + ab + V?) B (a+b)2 _ (b—a)?
3 2 12




En effet, on a :

b2 3 3_ 3 2 2
E(XQ):/ t i = | t ]Z:b a _a +ab+0b
a 3(b—a) 3(b—a) 3

Exemple 2.1.

On choisit un nombre au hasard dans intervalle [5;20].
La variable X égale au nombre choisi, suit la loi uniforme sur [5;20].
On considere les événements :
A=(X>10), B=(12< X <16) et c = (8 < X < 13).
Alors :
P(A) = 22 ~ 0.67,P(B) = 152 ~ 0.27,P(C) = % ~ 0.33
P(A) =P(X <10) =1-P(A) ~0.33

l P(BUC) =P(B)+P(C)~P(BNC) =4 4+ 5 — L8

15 15 15

pour rappeler que les formules connues fonctionnent encore avec les lois

continues.

Loi exponentielle

Définition 2.3.

Une variable aléatoire X suit une loi expenentielle de paramétre A (A € RT).
S1 X est une variable aléatoire absolument continue dont la densité de

probabilité est définie par :

0 st pourr <0
fz) =

Aexp(—Az) si pourx >0
On note alors X ~» g(\).




[ A]

FIGURE 2.3 — La représentation graphique de la densité de probabilité d’une

loi exponentielle

la fonction f admet la représentation graphique de la Figure 2.3.
Propriétés 2.2.

on a bien une densité de probabilité puisque :

f(z)>0; VreR

[ est continue sur R et R+,

[ fydt = [0 0dt + [7° Nexp(—At)dt.

Or, si A >0, fOA Aexp(—=Mt)dt = [— exp(At)])' =1 — exp(—AA) — 1

Quand A — 400 donc f_Jr;o f(t)dt =1.

La loi exponentielle peut etre considérée comme [’équivalent en continu
de la loi géométrique dans le cas discret. En effet, elle modélise un temps
d’attent du premier succes dans un processus de Poisson.

Fonction de répartition :
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FIGURE 2.4 — La représentation graphique de la Fonction de répartition d’une

loi exponentielle

Si X ~» (X)), ona :

0 st pourx <0
Fz) = P
1—Xexp(—Az) si pourz >0
dont la représentation graphique est donnée a la Figure2.4.

Moments :

St X ~ 5()\) :

E(X)z/_oo tf(t)dtz/ooo/\texp(—)\t)dtzi

a l'aide d’une intégration par parties :




En effet, on sait que V(X) = E(X?) — (E(X))? ,comme :

+o00
BE(X?) = / M2 exp(—\t)dt
0
a l'aide de deux intégration par parties, on obtient :

2
B(X?) = Vi

Loi de Laplace-Gauss ou loi normale
Définition 2.4.
On appelée variable aléatoire normale ou gaussienne toute variable aléatoire

absolument continue dont la densité de probabilité f est définie par :

1 exp(—(z —m)*)

o\ 2 202

flx) =

m €étant une constant réelle, o une constante réelle strictement positive.

On utilise la notation suivante :

X ~ N(m,o)
Propriétés 2.3.

On admettra que f est bien une densité de probabilité(la difficulté étant de
montrer que fj;o ftdt=1).
La courbe représentative de f est donnée par la Figure 2.5.

La courberr, dite courbe en cloche, a un axe de symétrie qui est la droite

d’équation x = m.
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FIGURE 2.5 — La représentation graphique de la densité de probabilité d'une

loi de Laplace-Gauss

La densité f a un maximum atteint pour x = m valant (l}_ 2.

La courbe est d’autant plus pointue que o est petit. Pour d’éterminer
le(s) point(s) d’inflexion d’une fonction, on calcule sa dérivée seconde et on
détermine le signe de cette derniere .

Si le signe change pour une abscisse particuliére, la fonction y admet un
point d’inflexion.

Déterminons le(s) point(s) d’inflexion de f. Le calcul de la dérivée

premiére et Le calcul de la dérivée second donne :

par conséquent, la courbe admet deux points d’inflexion pour xt = m + o
etx=m—o.

Soit X ~» N(m, o) et K une constante. On a les résultats suivants :

la variable KX suit une loi normale N(Km,|K|o).

la variable K + X suit une loi normale N(K +m, o).
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Somme de deux variables normales indépendantes :

Soient deux variables Xy ~» N(mq,01) et Xo ~~ N(mq, 03) indépendantes.

Alors :

X1+ Xy v N(my +mgo, \/0F +03)

et X1 — Xo ~ N(mi — ma, /o7 + 03)

Plus généralement soient n variables aléatoires indépendantes deux a deux
telles que X; ~ N(my,0;); Vi€ {1,2,...,n}, alors :

la variable X = 3" | a;X; suit une loi normale N(m, o) de moyenne

m =" m; et décart -type 0 = /(> aio?)

Si les X; suivent la méme loi N(m,o) :

la variable X = X1+ X9+ ........ + X, suit une loi normale de moyenne
nm et d’écart-type o2 + 02 + ........ +o2=\/LH=2

La variable Y = W suit une loi normale de moyenne

nm
n

=m, d’écart-type \/Lﬁ

Exemple 2.2.

Les variables normales sont trés fréquentes, par exemple la variable aléatoire
réelle "poids" d’un francais adulte, la variable aléatoire "quotient intellectuel”
d’une population donnée.

Moments :

L’espérance et la variance d’une variable normale sont respectivement

données par :

EX)=m et V(X)=o?
Variable normale centrée réduite : Sim =0 et 0 = 1.
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FIGURE 2.6 — La représentation graphique de la fonction g

La variable normale est appelée variable normale centrée réduite et est
notée Z ou I' on note alors Z ~~ N(0,1).
La courbe représentative de la fonction g est donnée par la Figure 2.6.

Sa densité de probabilité est la fonction g définie par :

1 —x?

r) = —exp(—).
ola) = <= exp()
Cette fonction g est paire, la courbe a un axe de symétrie qui est la droite
des ordonnées. En x =0, la fonction g vaut g(0) = \/LZ—W
Les points d’inflexion de la fonction g se trouvent en v = —1 et x = 1.
En général, les valeurs de g(x) = \/LzTr eXp(_Tﬁ) sont données a larde d’une
table pour x > 0.

Fonction de répartition :

St on note 7 la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite
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FIGURE 2.7 — La représentation graphique de la fonction de répartition m

Z associée ¢ X :

cette fonction est représentée graphiquement a la Figure 2.7.11 existe des
tables qui donnent la valeurs de w(z) pour z > 0. désigne aire du domaine

plan en jaune (voir Figure2.8).

Relation entre la fonction de répartition et la densité de proba-

bilité des lois normales et lots normales centrées réduites :
Soit X ~» N(m, o) de densité f.
La fonction de répartition F est définie par F(x) = P({X < z})

et vérifie alors la relation :
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FIGURE 2.8 — La représentation graphique de la domaine de définition de la

fonction de répartition 7

F=f
Soit Z ~» N(0,1) de fonction de répartition m et de densité g alors :
=y
(z—m)

- ainst que la relation :

On a Uégalité {X< x}—{Z <

Par d’érivation :




ce qui permet ['utilisation de la table de densité de probabilité de la lot

N(0,1) pour calculer les valeurs de la densité de probabilité de N(m, o).

Approximation d’une loi binomiale par une loi normale :
Soit une loi binomiale B(n,p) de moyenne m = np, d’écart-type

o= \/npq.

On montre que l'on peut approximer la loi binomiale B(n,p) par la loi
normale N(m = np,o = \/npq) si n > 15, p et ¢ étant non voisins de 0.
Dans la pratique, 'approximation est admise si n > 20, np > 10, nqg > 10.
par exemple :

Soit X ~» B(n = 100,p = 0.4) avec :

E(X)=140et o(X) = /40 x 0.6 = v/24.

On a dans ce cas :

.

n = 100 > 20

np =40 > 10
< ng = 60 > 10
\ npq = 24

ce qui implique que X ~ N(m = 40,0 = v/24). Calculons P({X < 38}).
On a:
P{X =38})p =P({37.5 < X <38.5})n

Posons :

alors :




—25 -1.5
{375 <X <385} = — <zZ<—=%=1{0.510< Z <0.306}
V24 V24

Ainsi :

P({X = 38})p = 7(—0.306) — 7(—0.510)
= 7(—0.510) — 7(—0.306)
= 0.6950 — 0.6202 = 0.0748
Montrons que 7(0.306) = 0.6202 & l'aide de I'interpolation linéaire :
on a : 7(0.30) = 0.6179 et w(0.31) = 0.6217 et le tableau suivant :

0.6179 X 0.6217

0.30 | 0.306 | 0.31

x—0.6179  0.306 —0.30 0.006

_ — 0.61 . — 0.6202
S 06217 — 06179~ 031 _030 == 06179400038 > e = 0.620

Ensuite, P({X > 38})5 = P({X > 38.5})x

B (38.5—40)
et {X >385}=q7> "/

Par conséquent :

P({X >38})p =P{X >385})x
=1-P({X< 38.5}) .

ou encore :

P({X > 38})p = 1 — m(—0.306) = 7(0.306) = 0.6202
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Enfin, P({X < 38})p=P({X< 38.5})n

- (40—38.8)
et {X <385} = {Z < AT

Par conséquent :

P({X < 38})5 — IP({Z < %}) — 7(—0.306)

Finalement :

P({X < 38})p =1 —7(0.306) = 1 — 0.6202 = 0.3797

Loi du X? (Khi- deux)de Pearson

Définition 2.5.

l On considére n variables indépendantes d’une loi normale centrée réduite

11,15, ......,T,. La quantité :

est une variable aléatoire dont la distribution est celle d’un X? a n degrés de

liberté.

Propriétés 2.4.
Moyenne : E(X?)=n
Variance : V(X?2) = 2n
Lorsque n augmente, la densité f d’une loi du X? ressemble de plus en

plus a la densité d’une loi normale (voir la Figure 2.9) : La variable X? est

tabulée en fonction du nombre n de degrés de liberté.
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FIGURE 2.9 — La représentation graphique de la densité de probabilité d'une
loi Khi- deux

La table donne pour différentes valeurs de «, la valeur de x telle que :
P{X?<1z})=1—a

Remarque :
Attention, d’autres tables donnent la probabilité o, en fonction du nombre
de degrés de liberté v pour qu’une variable aléatoire X suivant une loi de X?

soit supérieure ou €gale a une valeur donnée x :
a=P{X > x}).

On a la propriété suivante :

X2+ X2=X2

m—+n

Ce X2 admet :




une moyenne :

X2

m—+n

E( )=m+n

une variance :

0% (Xgn) = 2(m +n)

et ceci par application directe du théoreme sur l’addition de variables aléa-

toires indépedantes.

Exemple 2.3.

Calculer P({X3, > 20.5}). On récupére a l'aide de la table, la probabilité :
P({X?, < 20.5}) = 0.975. Par conséquent, la probabilité recherchée
P({X%, > 20.5}) est égale a 1 — 0.975 = 0.025.

l Loi de Student -Fischer

Définition 2.6.

La loi de Student est une loi continue qui comme la loi du X? dépend d’un

seul parameétre qu’on appellera également degré de liberté et qu’on note :

v(v € N*). La variable X distribuée selon cette loi qu’on note :

X ~ t,

Propriétés 2.5.

Prend toutes ses valeurs dans R. Si' Y ~ N(0,1) et Z ~ X2, Y et Z étant

\}fz suit une loi de Student a v degrés de

indépendantes, la variable X =

liberté.




On dit qu’une variable aléatoire réelle a densité X a une lot de probabilité
de Student a v degrés de liberté (n entier >0), si et seulement si, sa densité

de probabilité est donnée par la formule :

e
ViR (1+ )

Dans cette formule, T' est la fonction Gamma d’Euler Définie, lorsque la

fu()

partie réelle de x est positive, par :

['(x) = /0+00 exp(u)u”du

La loi de Student a v degrés de liberté est la loi de probabilité du quotient
d’une variable normale centrée réduite par la racine carrée de la somme des
carrés de v vartable normales centrées réduites indépendantes entre elles et
indépendantes de la premiére variable.

Pour v =1, la loi de Student s’appelle loi de cauchy, ou loi de Lorentz.
C’est la loi du rapport de deux variables normales centrées réduites indépen-
dantes.

Courbes :

La courbe est unimodale, centrée, symétrique et plus plate que la courbe
d’une lot normale. Lorsque le nombre de degrés de liberté augmente, la loi de
Student tend vers la loi normale N(0, 1) (voir Figure 2.10).

Moments :

Soit X ~~t,, on a :

E(X)=0 et V(X)zvvj,pour v > 2.

Remarque :
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FIGURE 2.10 — La représentation graphique d’une loi student tend vers loi

normale

Lorsque [’espérance existe, elle est nulle, puisque la loi est symétrique
autour de 0.

Lorsque v =1 ou v = 2, la variance n’est pas déterminée .

Lorsque v tend vers 'infini, la variance tend vers 1.

Tables :

Soit X ~ t,. Il existe une table qui fournit les valeurs t,1_ pour v et o

donnés, telles que :

P{X <ty ol)=1—a

Graphiqument, cette probabilité est données par la surface grisée de la

Figure 2.11.

Exemple 2.4.




FIGURE 2.11 — La représentation graphique de la pobabilité d'une loi student

pour les valeurs v et «

v=10, a =0.1 et X ~ t19 donc P({X < 1.372}) = 0.9
et t10,09 = 1.372
v =20, =0.05 et X ~> tyg donc P({X < 1.725}) = 0.95
et L0095 = 1.725

Il existe une autre table qui fournit pour v et o donnés la valeur t, . telle

que :

P{—tyo <X <tya})=1—«a

On remarque alors que :

PAX < ~toap=px>tiah=1-0-$)=3




Loi de Ficher-Snedecor

Définition 2.7.

La loi de Ficher-Snedecor est une loi continue dépendant de deux parametres
notés vy et vy, entiers naturels non nuls. La variable X distribué selon cette
loi prend toutes ses valeurs dans ™ ou dans RT.

SiY ~~ Xgl et Z ~» sz, Y et Z étant indépendantes, la variable X =

S N =

suit une loi de Ficher-Snedecor. On note :

X ~ F(’Ul,’UQ)

Propriétés 2.6.

La loi F' de Fischer-Snedecor a (vy,v2) degrés de liberté est la loi de pro-
babilité du rapport de deux variables de Khi-deux indépendantes divisées par
leurs nombres de degrés de liberté (v, pour le numérateur, vy pour le déno-
minateur).

Pour vy =1, la loi F' de Fischer-Snedecor a (1,vq) degrés de liberté est la
loi de probabilité du carré d’une variable de Student a vy degrés de liberté.

La densité de probabilité est, par définition :

fv1,v2 (l’) = ‘/1?‘/22

pour x > 0, vy et vy € IN*.
Dans cette formule, I' est la fonction Gamma d’FEuler définie, lorsque la

partie réelle de x est positive, par :




Loi de Fisher-Snedacor F(10,20) - Fonction da dans ité
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FIGURE 2.12 — La représenttion graphique de la densité de probabilité d'une
loi de Fischer-Snedecor

La fonction fivi,vs) est bien une densité de probabilité sur ]0;+o00[, car :

ses valeurs sont positives.
la fonction est intégrable et son intégrale est donnée par :

0o vy vy [ V1+V2) 00 17%171
/0 fv1,v2(x) =V V2 ) /O ( v Fug

V1T + vg)” 2

dx

Pour calculer lintégrale :

on pose .




De plus :
1

1-t

V1T + Vg = Vg X

ce qui implique lorsque x = 0, t = 0 et lorsque x tend vers 'infinie, t tend

vers 1. Par conséquent :

1 1
Vo t v1_q 11—t v1+va Vo dt il _”2/ v g v _q
] = = )2 pJ—— =V 2V, 2 12 1—1%)>2
| B e e T [y

Dans lintégrale, on reconnait la fonction Beta d’Euler définie, lorsque

des parties réelles de x et de y sont positives, par :

Bia) = [ w0 = T

donc fol tr (1 — )7 dt = B(%, %) ce qui implique que :

_—~ 2 7
0 LT (3)
L7intégrale de f(y, v,) est bien égale a 1, ce qui montre que f, »,) est bien

une densité de probabilité.

Si X ~ F(vy,v2) la variable % ~ F(vg,v1) done :

F(vy,v9,1 —a) = —F(vg,lvl, o)
Courbes :
On a représenté ci-desssus (Figure2.13) la loi F' de Fischer-Snedecor pour
diverses valeurs de vy et de vs.
Moments :

Soit X ~~ F(vy,v9).

Pour vy > 2, l'espérance est définie par :
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FIGURE 2.13 — La représentation graphique de loi F' de de Fischer-Snedecor

pour diverses valeurs de v; et de vy

V2
EX) = -

Remarque :
Pour vy < 2, l’espérance n’est pas déterminée.

Pour vy > 4, la variance est définie par :

203 (vy + vy — 2)
'1)1(’02 — 2)2(?}2 — 4)

V() =

Remarque :

Pour vy < 4, la variance n’est pas détermanée.

Tables :

Soit X ~~ F(vi,vq). La table fournit, pour a = 0.025, pour vy et vy

donnés, les valeurs Fi, 4,1 telles que P({X < F, pp1-a}) =1 —a.
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Cette table sert a la comparaison des variances de deux populations a

partir de deuzx échantillons.




Chapitre 3

Sur les lois a symétrie elliptique

3.1 Introduction

Beaucoup de résultats en analyse statistique multidimensionnelle
sont obtenus sous des hypothéses de normalité. or il s’avére que, pour
certains d’entre eux, la propriété fondamentale qui intervient dans
leur démonstration est l'invariance de la loi normale par rotation (ou

plus généralement par transformation orthogonale).

Philoche(]5]) montre que le classique test F' du modéle linéaire reste
valide dans le cas de lois invariantes par transformation orthogonale.
De nombreuses propriétés des lois invariantes par rotation ont été

obtenues par Eaton dans ([3]).

3.2 Définitions et propriétés

Lois radiales et Lois & symeétrie elliptique
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Définition 3.1.

Soit v un produit scalaire sur E*. Une mesure(resp. une probabilité)sur E
est dite radiale (resp. loi radiale)de paramétre de dispersion v, si elle est

L' — orthogonale.

mvariante par toute transformation v—
On suppose le parameéetre de dispersion est un produit scalaire sur E* se
justifie par le fait, que nous démontrerons plus loin, que si une loi radiale

admet un moment d’ordre 2 ce dernier est un parametre de dispersion.

Définition 3.2.

Une mesure (resp. une probabilité) sur E est une mesure (resp. une loi) a
symétrie elliptique sur E, de paramétre de position A\ € E et de paramétre de
dispersion v si elle est l'image, par la translation de vecteur A\, d’une mesure

(resp. loi) radiale sur E de paramétre de dispersion v.

Remarque 3.1.

St une mesure a symétrie elliptique sur 2 admet v pour parameétre de disper-
sion, elle admet aussi pour parametre de dispersion av pour tout o € R
On verra plus loin qu’en fait le parametre de dispersion est définie a un
facteur multiplicatif prés.
Etant donné le lien entre mesures radiales et mesures a symétrie ellip-
tique, nous nous limiterons par la suite a [’étude des propriétés des mesures

radiales Celles des mesures a symétrie elliptiques s’en déduisent facilement.

Proposition 3.1.

. Une lot de probabilité P sur E est une loi radiale de parametre de dispersion

v si et seulement si sa fonction caractéristique ®, factorise a travers ||.||2. I
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existe donc alors une fonction ¥, de R+ dans C telle que :
VEEE  py(t) = Tp(I[t]*)

2. Dans ce cas, les lois images de P par toutes les formes linéaires sur E de

norme 1 sont les mémes et leur fonction caractéristique est l’application :
a~ V,(a?).

Démonstration :

1. a) Condition nécessaire

Soient t € E et t' € E tels que [|t|| = ||¢’|| . Il existe alors une trans-
formation v~!-orthogonale g de E, telle que g(t') = t. Nous pouvons

écrire :

pp(t) = Epleap(i <t,.>)]
— B leap(i < g(¢),. >)
B fenpli < #,g7() )
=E,,1]exp(i < t',.>)]
=E,[exp(i <t',.>)]

= Sap(t,)-

La condition nécessaire en découle.
b)Condition suffisante

<Supposons qu’il existe ¥,, de Ry dans C telle que :

Vi€ B op(t) = U,(]t]%)
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1

Soit g une transformation v~ — orthogonale. Nous avons, pour tout

tek:

e, (1) = (g7 () = (g™ ON1) = T, ([I£]1%) = wp(t)
donc P, = P.

2. Soit f € E* telle que ||f|| =1 . On désigne par ¢ le vecteur de E
tel que f=<t,.>.

Soient F' le sous-espace de F engendré par t, 7 le projecteur v=! —

orthogonal de E sur F et £ I'isomorphisme de R sur £ (£(a) = at).

Il est claire que f = ¢! om. Pour tout s € £, on a :

Ppr(5) = pp(m(s))

en vertu de la remarque et du fait que 7 est autoadjoint.

En particulier, pour tout a € R, et s = at :

o (at) = pplat) = y([lat|*) = ¥, (a*).

Pour tout a € R, on a alors :




Proposition 3.2.

Soit P une loi de probabilité radiale sur E.

Sauf si P est la loi de Dirac en Og, le paramétre de dispersion de P est
défini a un facteur multiplicatif prés.

Démonstration

Soient vy et vo deux paramétres de dispersion de P. Notons ||.||1 et ||.||2
les mormes associées.

Il existe une base de E, (eq, .....,en), qui est a la fois v;' — orthonormale
et vy ' — orthogonale.

Soient A1, ...., A, les coefficients diagonauz de la matrice diagonale de vy*
dans cette base (pour 1 <i<mn on a X >0). Soient :

m= 1rsnkign)\k et © un indice tel que \; = m

et

M= maz N\ et j un indice tel que \j = M

1<k<n
11 suffit de démontrer que si m < M alors P est la mesure de Dirac en

Op.
Nous définissons les endomorphismes [ et g de E par :
Vk (I<k<nk#ik#j)  flex)=g(er) =ex
fle)) =e;, flej) =€, glei) = \/%ej et gle;) = \/%ei
Il est clair que f est v;' — orthogonale et que g est vy' — orthogonale.

Supposons m < M. Soit t # O0p dans E et soit xy le vecteur de E dont
les composantes dans la base (eq, ..., e,) sont (|[t|l1  Okj)1<k<n-

Nous avons ||xo||1 = |[t|li. Définissons alors la suite(x,)nen de vecteurs

de E par :
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FIGURE 3.1 — La représentation graphique de la suite x,,

VYneN" ; x,=go f(x,_1)

présenté par le figure 3.1

Alors, pour tout n € N* :

|3

Xo= (3PP 5 X =

et par conséquent :

lim X, =0g

n—-+o0o

En outre :

p(Xn) = @p(go f(Xn-1))
= @P(f(Xn—l))

61




car g est v,' — orthogonale et P est vo — radiale.

Alors :

¥p(Xn) = op(Xna)

car f est v;' — orthogonale et P est v, — radiale.

Il en résulte que, pour tout n € N :

Pp(Xn) = ¢p(Xo) = #p(1)

et donc que la suite (¢,(X,,))nen est constante.

Par conséquent :

1=¢,(0g) = lm ¢,(X,) = ,(t).

n—-+o0o

L’égalité précédente ayant lieu pour tout t € E, P est la loi de Dirac en
Op .

En définitive nous avons montré que si P n’est pas la loi de Dirac en Og

alors m = M et donc vy " = mu; .

3.3 Exemples de mesures et de lois radiales

La mesure de Lebesque sur E

Définition 3.3.

Soit v un produit scalaire sur E*. Soit (ey, ...., e,) une base vy * —orthonormale

de E et & lisomorphisme naturel de R" dans E défini par :

V(X1 Xn) ERY (X1, X)) = ) Xies,
i=1
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1l est clair que & est une isométrie bimesurable de R"™ sur E.

On définit alors la mesure de Lebesque sur E, notée \,, comme étant la
mesure image par & de la mesure de Lebesque sur R™.

L invariance de la mesure de Lebesque sur R™ par transformation ortho-
gonale implique d’une part que A, est une mesure radiale sur E admettant v
pour parameétre de dispersion et d’autre part que A\, ne dépend pas de la base
v;' — orthonormale choisie.

On vérifie aisément que, si vy et vy sont deux produits scalaires sur E*

alors Ay, et Ay, sont deuxr mesures équivalentes.

Loi normale n-dimensionnelle

Définition 3.4.

On appelle loi normale sur E toute loi de probabilité P sur E dont l'image
par toute forme linéaire sur E est une loi normale sur R . Une telle loi P
admet un moment d’ordre 1 et un moment d’ordre 2.

Supposons P centrée et calculons sa fonction caractéristique :

vVt e B Spp(t) = @pt(l)

— cap (—} [y X2R(X)
= exp (—3E,(t?))
= exp (—1u(t, 1))

ou v désigne la variance de P.
Siv est définie positive, alors d’aprés la proposition 3.1, la lot Pest radiale
de parametre de dispersion v. Dans le cas ou P n’est pas centrée, st m désigne

la moyenne, alors la loi P est une loi a symétrie elliptique notée Ng(m,v).
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Loi de Cauchy n-dimensionnelle

Définition 3.5.

Soit v un produit scalaire sur E*.Une probabilité P sur E est une loi de
Cauchy de parameétre v si pour toute forme linéaire t sur E, la loi image P,

est une loi de Cauchy sur R de paramétre d’échelle \/v(t,t).

Calculons la fonction caractéristique d’une telle loi. Pour toutt € E* :

Pp(t) = o (1) = exp(=+/v(t, 1))

Par conséquent P est loi radiale admettant v comme paramétre de dis-
persion. Cette loi admet pour densité relativement a la mesure de Lebesgue

Ao sur E Uapplication y ~~

K
n+1l -
(1+lyl1?) 2

oun=dimFE et K est une constante de normalisation.

Loi uniforme sur une sphére n-dimensionnelle

Soit v un produit scalaire sur E*.

Proposition 3.3.

Il existe sur S, une unique loi radiale de E de parameétre de dispersion v

appelée loit uniforme sur S, et notée U,.

Démonstration

Nous adaptons celle donnée par J.L. Philoche([5]) dans le cas E = R™.

1. Existence :

Soit A\, la mesure de Lebesque sur E associée a v. Soit N application de

B, —{0g} dans S, définie par :




1

VX € Bo— {05} N(X) = 3 X

Soit U, la mesure de probabilité sur E définie par :

VAEB(E)  Uy(A) = ﬁmwm ns.))

autrement dit U, est la normalisée de la mesure image par N de la trace de
Ay sur B,.
Montrons que U, est radiale de paramétre de dispersion v.

Soit g une transformation v;' — orthogonale de E. Il est clair que

Nog = goN. Pour tout A € B(E) :

Par conséquent U, est radiale de parameétre de dispersion v.
2. Unicité :
Sa démonstration fait appel a la théorie de la mesure de Haar.

Le groupe O, des transformations vy* — orthogonales de E est un groupe
topologique compact. Il en découle qu’il existe une unique probabilité v inva-
riante par les translations a gauche et a droite (voir Nachbin ). v est appelée

la mesure de Haar de O,.




Soit C(S,) l’ensemble des fonctions continues sur S, a valeurs réelles. Pour

tout f € C(S,), pour tout g € O, et tout v € S,, on définit f,(g) et fy(z)par :

fo(9) = folz) = f(g7 ' (x))

Puisque O, opére transitivement sur S,, pour tout f € C(S,) lintégrale
fOU fz(g)dv(g) ne dépend pas de x € S,. On peut donc définir sur S, une
loi de probabilité Q) par :

Vf € C(S,) /Sfsz [ pan

Soient P une loi v — radiale sur S, et f € C(S,). Alors :

Js, [(@)dP(z) = [, ([g, f(x)dP(x))dv(g)
= Jo, (s, fo(x)dP(x))dv(g)
=[5, (Jo, f=(9)dv(g))dP(x)
= [o, f=(g)dv(g)
= fsv fdQ.

Par conséquent P = () ce qui établit ['unicité.

Définition 3.6.

Soit v € Ry. On appelle loi uniforme sur S, , la loi tmage, par ’homothétie

de rapport r, de la loi uniforme sur S,. On la note U, .

3.4 Propriétés élémentaires des lois radiales

Propriété 3.1.




Tout mélange de lois radiales sur E est une loi radiale sur E.

Propriété 3.2.
Soit P une loi radiale sur E. St P admet un atome en a € E, alors a = 0.
Démonstration :

Supposons a # 0g. Consideérons la sphére S(0g, ||al|) de centre O et de
rayon |lal|. Pour tout x € S(0g,|la]|) , on a P({z}) = P({a}) > 0 et ainsi
P(S(0g, |lal|)) = +o0 ce ce qui est absurde.

Proposition 3.4.

Soit P une loi radiale sur E. Si P est une probabilité d’ordre 2 alors P admet

son moment d’ordre 2 pour parametre de dispersion.

Démonstration :
Soit v un parametre de dispersion de P. D’aprés la proposition 3.1

il existe une fonction ¥, de Ry dans C telle que :

Vte B ep(t) = Wpog(t)

ou g(t) = ||t3|| = v=1(¢,t). La fonction g est différentiable sur E et vérifie
pour tout (t,z)e E x E :

et donc, pour tout (x,y) € E X E :

gOp)=0 et g"(0p).(x,y) = 2v " (z,y).
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Soit my le moment d’ordre 2 de P, et p, est de classe C* sur E et vérifie :

y(0p) = —my "

Pour tout t € E, o, (t) vérifie, pour tout (v,y) € E X E :

pp(t)-(z,y) = Wy, (g(2)).(¢" (). (z, ) + Vy(9() (g (1), g' (1) .y)

Par conséquent, pour t = Og :

F1(00).(2,1)

=V, (9(0r)).(9"(0k).(z, ) + ¥ (9(0£))(9'(0p).z, ¢'(0p).y)
=20 (0) v N(z,y).

l Autrement dit, pour tout (v,y)e E x E :

mgl(x,y) = _2\112(0) ’Uil(xa y)'

En conséquence, le moment d’ordre 2 est proportionnel au paramétre de

dispersion, c’est donc aussi un paramétre de dispersion de P.

Proposition 3.5. (Image d’une loi radiale par une application li-
néaire)
Soit P une loi radiale sur E de paramétre de dispersion v.

Soit f une application linéaire surjective de E dans F'.

Alors la loi image Py de P par f est radiale sur F' et admet pour paramétre

de dispersion v(* f(.)," f(.)).

Démonstration :




1. Soient H un sous-espace vectoriel de E et 7 la projection v~

2. Désignons par H le sous-espace vectoriel v—*

1
de E sur H.
Montrons que Py est radiale de parametre de dispersion vg)

autrement dit, que P, est invariante par toute transformation (v

Soit v une transformation (v=1)g — orthogonale sur H. La transformation &

sur E définie par :

Ve e B §(x) =y(n(z)) + z — w(x)

est v!

vyeE 0 'y)=7""(r)+y—7(y).

Pour tout borélien B de B(F'), comme yom = o~ nous avons :

ce qui constitue le résultat cherché.

la projection v1

m . f=gom ou g est un isomorphisme de H sur F. Il est alors clair que

ltmage par g d’une loi radiale sur H de paramétre de dispersion vigy est

radiale sur F' de parametre de dispersion v (*g,' g).
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) g—orthogonale

— orthogonale et admet pour réciproque 6~ donnée par :

—orthogonal de Ker f et par

—orthogonale sur H. La fonction f factorise alors a travers




Puisque Py = (Pr),, Py est radiale de paramétre de dispersion :
v (‘9. g) = v('mol gt mot g) = w(* £ f).

3.5 Propriétés caractéristiques des lois radiales

Nous développons ici deux types de caractérisation des lois radiales.

D’une part (cf. prop.3.6 et corol.3.1), toute loi radiale est présentée clas-
siquement comme un mélange de lois uniformes sur des sphéres. Dans ce cas
le rayon et le vecteur normalisé sont indépendants.

D’autre part (cf. prop.3.7), a la suite de Eaton ([3]), nous caractérisons
une loi radiale par la loi conditionnelle de toute forme linéaire relativement

a toute autre forme linéaire orthogonale.
Proposition 3.6.

Sotent P une loi de probabilité sur E et v un produit scalaire sur E*.
Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :
— i) P est radiale de parameétre de dispersion v.
— i) P est un mélange de lois uniformes sur les sphéres de E de centre
Op .
Dans ce cas une version réguliere de la loi conditionnelle de P sachant

.|| =r est Uy,

Démonstration

i) = i1) 1l existe une application ¥, de Ry dans C telle que :

VEEE  py(t) = Ty(l[t]*).
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Soit t firé dans E. Pour tout u de E tel que ||u|| = 1, nous avons :

W, ([1E11%) = @ (el flul*)

wplt) = = ep(l[tllw)

ep(t) = [g epllthu)Us(du)
= s [[perp(i <y,[lt|u>)P(dy)|U,(du)
= [plfs, exp(i <|ltlly, u >)U,(du)]P(dy)
= [ eu, (Itly) P(dy)
= [ Pu. ([[tI*ly]]*) P(dy)
= Jo, Co ([[t]*r*) Py (dr)
= Jo, u.(rt) P (dr)

l = o, .. ()P (dr)

D’ou il vient, pour tout borélien B € B(E) :

P(B) = / Unr(B) Py (dr)

ce qui termine cette partie de la démonstration.

i1) = i) évident dapres la propriété 3.1

Remarque 3.2.

De la proposition précédente on déduit qu’une loi de probabilité sur Ry ca-
ractérise une loi radiale sur E comme étant la loi de son rayon.

corollaire 3.1.

Soient P une loi de probabilité sur E sans atome en Og et v un produit

scalaire sur E*. Soit N Uapplication de E — {0g} dans E définie par :
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Vre E—{0n)  N(X)= ﬁ.x

Alors les deux conditions sont équivalentes :

1. P est radiale de paramétre de dispersion v.

2. La loi Py est la lot uniforme sur la sphere S, et les variables aléatoires N et

I|.|| sont indépendantes.

Démonstration :
1) = 2) Supposons que P soit v — radiale. Calculons la loi Py de N.

1

Soit g une transformation v—' — orthogonale de E et soit f une fonction

numeérique positive B(E) — mesurable. Alors :

Epy(fog) =Ey(fogoN)

=Ep(foNog)

=Ep(foN)

=Epy(f)
Donc Py est v —radiale. Or Py est portée par S, par conséquent
Py =U,.
Calculons la loi conditionnelle de N sachant ||.|| notée PJU,'”.

Pour P -presque tout v € Ry, d’aprés la proposition précédente 3.6.

P]”V'H:r = (Uv,r)N = Uv = PN

Par conséquent N et ||.| sont indépendantes.
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2) = 1) Pour tout x € E — {0g}, on a © = ||z||.N(x). Des hypothéses
de 2) on déduit facilement que la loi conditionnelle de P sachant ||.|| = r est

Uy, et donc que P est v — radiale.

Remarque 3.3.

Du corollaire précédent on déduit qu’une loi v—radiale sur E est caractérisée
par le couple (N, ||.||) dés que ces deux variables sont indépendantes et que la

loi de N est U,.

Proposition 3.7.

Soient P une probabilité sur E et v un produit scalaire sur E*. Alors les deux
conditions suivantes sont équivalentes :

1 - P est radiale de parametre de dispersion v.

ii - Pour tout couple (f,g) de formes linéaires non nulles v—orthogonales

sur E, la loi conditionnelle de g sachant f est symétrique sur R.

Démonstration :

i) = i) Soient f et g deux formes linéaires non nulles v — orthogonales
sur E. Notons Hy = (Kerf)* et H = (Kerg)*.

L’application linéaire (f,g) de E sur R? est surjective. En effet, pour tout
(o, B) € R?, il emiste et x, € Hy et xg € Hy tels que f(z,) = a et g(xg) = B.
Comme v(f,g9) =0, on a H, C Kerf et Hf C Kerg et donc :

(f,9)(xa + 25) = (a, B).

D’apres la proposition 3.5, Ps 4) est radiale sur R?. Comme Py et P, sont

elles-mémes radiales sur R (i.e. symétriques), on en déduit facilement que la
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loi conditionnelle de g relativement a f est symétrique sur R puisque /g et

sgn(g) sont indépendantes (cf. corollaire 3.1).

i1) = i) La démonstration s’appuie sur le lemme suivant :

Lemme 3.1.

Soient f et g deux formes linéaires sur E. Si la loi conditionnelle de g sachant

f est symétrique sur R, alors pour tout couple de nombres réels (a,b) on a :

SDPaf—H)g = SOPaf—bg

Démonstration du lemme :

VieR Ppasing (t) =

Démontrons maintenant que i) = 1)

Soit v une transformation v=! — orthogonale sur E. Pour toutt € E

sotent :

=< %(t+*y(t)),. St g—< %(t CA),. >

On remarque que v(f,g) =0, f+g=<t,.> et f—g=<~(t),. >.
En vertu de l’hypothese ii) et du lemme précédent, on a Crirg = Pryg
d’ ol gy, (1) = @y, (1) et donc @,(t) = w,(y(t)) . Par conséquent P est

radiale de parameétre de dispersion v.
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Proposition 3.8. (Cas de lois a densité)

Sotent v un produit scalaire sur E*, P une probabilité sur E absolument
continue par rapport a la mesure de Lebesque \, sur E. Alors les deux condi-
tions suivantes sont équivalentes :

i) P est radiale et admet v pour paramétre de dispersion

ii) P admet une densité f, de la forme :

vyeE  fily) =&yl

ot &, est une application mesurable de R dans R .

Démonstration :

Soit f, une densité de P relativement a la mesure de Lebesgue \,.

1

i) = ii) soit g une transformation v—* — orthogonale. Pour tout

Ae B(E),ona :

= Jyry Fo A2
= fA fpogil d()‘v)g
= fA fp Og_l d)\v

Il en résulte que f, 0 g~ ' = f,\, -presque sirement. D’ou le résultat.

1

i1) = i) Soit g une transformation v—' — orthogonale. Pour tout

A e B(E),ona:
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Py~ = iy Fo(@)  dAo()
= fg—l(A) ép(llxll ) dA(2)
= Sy SUlg@)I?)  dAu(z)
= Jy1 (o g) (@) dAy(z)
= Lafo(y)  d(X)g(y)
= [aFo(y) dhu(y)
= P(A)
d’ot le résultat.
La proposition 3.9 suivante et le théoreme fondamental 3.1 mettent en

évidence une propriété particulierement précieuse des lois radiales.

Proposition 3.9.

Soit v un produit scalaire sur E* .Soient H un hyperplan de E et 7 la pro-

L' — orthogonale sur H.

jection v~
Pour tout v > 0, la lot image par 7 de la loi uniforme U, sur la sphére
Sy, €st absolument continue par rapport a la mesure de Lebesque Ay sur

H.

Démonstration :

On considére une probabilité P sur E, v—radiale et absolument continue
par rapport a la mesure de Lebesque A\, sur E. Une telle loi existe toujours

(il suffit de considérer la loi normale Ng(Og,v)).

Alors d’aprés la proposition 3.8, P admet une densité f, de la forme
fo(@) = &(||z]|?) ou &, est une application mesurable de R, dans R.

Pour toute application numérique mesurable positive ¢ de H dans R

on a .
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en vertu de proposition 3.6.
Mais pour toute fonction mesurable ¥ de R, dans R, on a:

Epy [VEp(pom) ||l

= [ ¥(llzl)( o m)(2)dP(z)

= [ Y(llz[)(w o m)(@)&([z]I*)dAu ()

= [orears Uy + 2DeW)&p[ly + 217Ny (y)dNo (1 (2)
=2 [, U(r)o(y)&(r?)g(y, r)dNs i (y)dAr, (r)

en effectuant le changement de variable (y, z) ~ (y, ||y + z||)

ou K = {(y,r) € HxR"/|ly|| <r}; compte tenu du fait que dim H*+ = 1
le jacobien g(y,r) de cette transformation vaut r(r2 — ||y[|2)=

On remarque que Ag, est équivalente a (\,)| et qu'une densité de Ag,

relativement a ()| est I'application :
N +1)

- Tl—n
nm?2

K:r—

ou n est la dimension de E.

Il vient alors :

Epy [WEy(pom) | ]
=2 [1 U(r)p(y)& (1) gy, 7)E(r)du (1) d(X0) ()
=2 [, U(r)e(y)g(y, r)k(r)dNo,, (y)dP)(r)
= Jrs V)2 [y1<ry 2W)9(y, ) E(r)dA 1y (y))d Py (7)-
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On en déduit que, pour tout r > 0 :

Ey(porm | | =7’)=2/Hsa(y)g(y,r)k(r)1{||y||<r}(y)dAv(H>(y).

Ceci étant vrai pour toute fonction ¢ mesurable de H dans R, en re-
portant ’égalité précédente dans (3.1), on en déduit que pour tout r > 0,
(Uyr)r est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue )\v( )

sur H est portée par B, g, et admet pour densité relativement a A, (g) sur

cet ensemble :

Théoréme 3.1.

Soient v un produit scalaire sur E* et P une loi radiale sur E de paramétre
de dispersion v, n’admettant pas d’atome en Op.

Alors la projection v=!

— orthogonale de P sur tout sous-espace vectoriel
propre H de E est absolument continue relativement a la mesure de Lebesque

Av(rry sur H.

Démonstration

1. Supposons d’abord que dimH = (dimFE) — 1. Si n désigne la projec-

tion v~!

— orthogonale sur H, pour tout r > 0, A, est absolument
continue par rapport a et admet une densité h,, d’aprés la proposition
précédente.

Comme P est v — radiale, on a, d’aprés la proposition 3.6, pour toute

fonction ¢ mesurable de H dans R,.
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E, (p) =Ey(pom)
= fR* ([elpo W)(IB)de,r(w))dP||.H(7“)
= Jre S W) dUs)(y)) APy ()
= JueW) fR* dPn 1(r)dA ) (y)-

Donc Py est absolument continue par rapport a A, ) et admet pour

densité le mélange des densités des projections des lois uniformes

y = Jpe hr(y)dBy(r).

2. Dans le cas ou H est un sous-espace vectoriel propre de E, la propriété
se déduit facilement de 1 en se rappelant que la projection dune loi

radiale est encore radiale.

3.6 Cas de la normalité

Proposition 3.10.

Soit v un produit scalaire sur E*. Soit P une loi radiale sur E, de paramétre

de dispersion v.

1

St la projection v~ — orthogonale m de P sur un sous-espace vectoriel H de

E (dimH # 0) est une loi normale, alors P est une loi normale Ng(0g, o%v).

Démonstration :

Soit f une forme linéaire sur H de norme 1. Alors f o w appartient a E*
et est de norme égale aussi a 1.

D’ aprés la proposition 3.1, pour tout t € E, ¢,(t) = U(||t]|?) on ¥ est la

fonction caractéristique de Pror = (Pr) ;.
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Or par hypothése P, est normale, donc Py, = (Pr)s est normale et ¢, &

la forme fonctionnelle de la fonction caractéristique de Ng(0g, o2v).

Proposition 3.11.

Soient v un produit scalaire sur E* et P une loi v — radiale sur E. Soit

L — orthonormale de E.

(e1,....,en) une base v-
Si les marges P; de P sur les sous-espaces vectoriels E; engendrés par

(e;/1 < i < n) sont indépendantes, alors la loi P est égale & Np(0g, 0v).

Démonstration :
Pour ¢ € E, soit (t;)1<i<n la suite des composantes de t dans la base

(e1,...,€y,). Alors, d'une part :

n
(pp(t) = H (ppi(ti):H:';l ‘I/p(t?)
i=1
en vertu de l'indépendance et, d’autre part :

elt) =0 2 17)

i=1

Ainsi la fonction continue V¥, vérifie I'égalité U, (a+0b) = ¥,(a)V,(b). Par

conséquent ¥, est une fonction exponentielle U, (s) = e** . De plus, comme

W, est bornée sur R, , nous avons a < 0 ce qui donne le résultat cherché.




Chapitre 4

Application a la théorie de

I’estimation

4.1 Introduction

Pour la plupart des lois de probabilité usuelles, I’estimateur du maximum
de vraisemblance est défini de fagon unique, et se calcule explicitement.

Sur le plan théorique, il présente de nombreux avantages. Sous des hy-
pothéses vérifiées par de nombreux modéles courants, on démontre qu’il est
asymptotiquement sans biais et convergent. On démontre de plus que sa va-
riance est minimale. La méthode du maximum de vraisemblance est donc
théoriquement la meilleure des méthodes d’estimation.

Mais cette méthode d’estimation par maximum de vraisemblance a aussi

ses défauts, on cite parmis ses défauts :
1. La complexité de maximisation de la fonction de vraisemblance.

2. Une technique de maximisation donne forcément des estimateurs peu
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lisses.

3. L’approche du maximum de vraisemblance n’admet pas toujours de

justification probabiliste et décisionelle.

4.2 Modéles

Deux modéles seront considérés par la suite :

Modéle 1
C’est le modeéle d'une suite gaussiénne :
yj:t%:efj, ]:1,,d

avec 0 < € < 1, les & étant des v.a.iid. de loi N(0,1), Et si on note

y, 0, & les vecteurs.

Yy = (yl, ..... ,yd), 9 = (91, ..... ,Od), f = (fl, ..... ,fd) ~ Nd((), 1)

ot Ny(0,1) désigne la loi normale standard en dimension d, le modéle peut
s’écrire :

y=0+¢e, &~ Ng0,1)

Le probléme statistique consiste & estimer le paramétre inconnu § € R?

Modéle 2

On observe les vecteurs aléatoires X1, ..., X,, vérifiant :

Xzzg—i-’fh, 2:1,,n
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avre § € RY, les n; étant des vecteurs gaussiens i.i.d. de loi Ny(0,1).
Et le Le probléme statistique consiste & estimer le paramétre § € R? .
Le vecteur X = %Z? X, est une statistique exhaustive dans ce modéle.
On peut écrire :

X =0+¢€

avec :

1
e:% et szZnind(O,l)

Dans la suite Iy désigne I'espérence relative a la loi de y dans le Modéle
1 ou & celle de X dans le modéle 2 et ||| désignera la norme euclidienne de

R

Remarque 4.1.

Le modele 1 avec € = \/Lﬁ est équivalent au modéle 2 au sens suivant :

uelle que soit la fonction mesurable ) : R~ , le risque quadratique
Quell it ti ble 0 : R?*— RY, | drat

1

Eo||0(y) — 0|2 de Uestimateur 6(y) dans le modele 1 avec € = est égal au

risque Eg||0(X) — 0||? de Uestimateur O(X) dans le modele 2.

S

Remarque 4.2.

Alors que le modele 2 est classique en statistique parameétrique, le modéle 2

sera utile dans le contexte d’applications a [’estimation non-paramétrique.

4.3 Admissibilité

Définition 4.1.
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Un estimateur 0* du parameétre 0 est dit inadmissible sur © C R¢ par

rapport au risque quadratique s’il existe un autre estimateur 0 tel que :
Eoll0 — 0> < Egl|0* — 0|> pour tout 6e©

et il existe Oy € O tel que :

Eo, |0 — 60l|* < Eag, 16" — 6o]*

Dans le cas contraire, l'estimateur 0* est dit admassible.

Exemple 4.1.

Le risque quadratique de Uestimateur X dans le modeéle 2 vaut :
~ 2 d 2 d
Egl| X — 0| = — =de*, VOeR
n

En considérant le modéle 2, Stein a montré que si d > 3 [’estimateur
X est inadmissible. Cette propriété se nomme phénomeéne de Stein. En
outre, Stein a proposé un estimateur qui est meilleur que X partout sur R?
st d > 3. La construction est basée sur une contraction qui rapproche les

valeurs de X vers 0 en fonction de || X]||.

4.4 Contraction de Stein et estimateur de James-

Stein

Pour expliquer 'idée de la contraction de stein pour le modéle 1 (le raison-

nement pour le modeéle 2 étant analogue). On a besoin des lemmes suivants :
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Lemme 4.1. (Lemme de Stein, 1981)
Supposons qu’une fonction f: R — R vérifie :
(i) f(u,....,uq) est absolument continue en chaque coordonnée w; pour

presque toutes les valeurs des autres coordonnée (u;,j # i).

(i)

E@[gg(y)} <oo, i=1,..,d
Alors :
0
Eol(6: — u) ()] = ~Bol L), i=1,..d
Yi
preuve :

La preuve utilise essentiellement I'intégration par parties avec une légére
modification due au fait que la fonction f n’est pas différentiable au sens

usuel.

Lemme 4.2. Pour d > 3, pour tout § € RY,

1

La preuve repose sur la propriété de symétrie sphyrique de la lov gaus-
sienne, dans le sens :

Pour & ~ Ny(p, 02), 0na :

Vo0 € R o] = V]| = [|€ + ]| = [|€ + o]
et pour d > 3 , il existe une constante C' > 0 telle que :
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2 00 2
/ exp(——”u“ Mul|2du = C/ e s ri3dr < oo
R 6 0

4.5 Contraction de Stein

Stein a introduit la classe des estimateurs de la forme 6 = g(y)y,on
g : RY = R est une fonction & choisir.
Les coordonnées du vecteur 6 sont de la forme :
0 = (él, ..... : éd), avec éj = g(y)y;
Le vecteur aléatoire y est lui méme un estimateur de f(analogue & X dans

l le modéle 2). Son risque vaut :

Eglly — 6]|* = de’

Cherchons une fonction g telle que le risque 6 = g(y)y soit inférieur a

celui de y.

d
Byl — 0]* = ZEG[g(y)yi —60,)°] =
i=1

Z{EG[(yi —0,)°] + 2E[(0; — i) (1 — g(v)wi] + Eoly? (1 — 9(v))*]}

Supposons que la fonction g est telle que les conditions du lemme 4.1

soient vérifiees pour f;(y) = (1 — g(y))y;, i = 1,....,d.Alors :
dg

Eq[(6; — y')(1 — g(y))yi] = —€’Eo[1 — g(y) — yia—yi(y)]
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et

Eyl(62 — 62] = & — 2 B(1 — g(y) — yig—?jn LBl - g))?

En prenant la somme sur ¢, on obtient :

Eoll0 = 0])° = de® + Eg[W (y)]

avec

d

W(y) = ~20(1 - g(y)) + 283 g

i=1 y; (y) + ||y||2(1 — g(y))z

Pour que le risque de é, soit plus petit que celui de y, il suffit de choisir

g telle que :

Eo[W(y))] <0

Afin de satisfaire a cette inégalité, Stein (1956) a proposé de chercher g

parmi les fonctions de la forme :

C
9(y) =1- 5
lyl”

avec une constante ¢ > 0 convenablement choisie. Dans ce cas les fonction

fily) = (1 — g(y))y; vérifient les conditions du lemme 4.1, on obtient donc :

1
W(y) = W(—Qde% +4é?c + )

La valeur ¢ fournissant le minimum de W (y) vaut :
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Copt = €2(d — 2)

Dans ce cas W (y) = —%, et —oo < Ey[W(y)] < 0 dés que d > 3.

d’aprés le lemme 4.2. Et La fonction g et 'estimation = g(y)y associés

& ce choix de ¢ valent :

2(d— A 2(d—
9y) =1 = et Ops = (1= Sy (4)

on appelle 075 estimateur de James-Stein (James et Stein 1961). Si la
norme ||y|| est assez grande, la fonction g effectue une contraction de y vers

0, que 'on appelle contraction de Stein (en anglais Stein’s shrinkage).

4.6 Phénoméne de Stein

De fagon similaire, pour le modeéle 2 I'estimateur de James-Stein s’obtient

si 'on remplace y par X et € par \/iﬁ dans (4.1) :

nl| X1

s = (
On a donc le résultat suivant.

Théoréme 4.1. (Phénoméne de Stein)

Soit d > 3. L’estimateur 0 = y est tnadmissible sur R? dans le modéle 1 et

Uestimateur § = X est inadmissible sur R% dans le modéle 2.




Conclusion et perspectives

Dans ce mémoire on explique comment la connaissance du groupe de
symétrie d’une loi de probabilité sur I’étude d’un phénomeéne aléatoire, et en
particulier sur I'estimation du paramétre d’intérét. L’approche géométrique
se base sur la symétrie gouvernée par I’action d’un groupe (groupe de Lie) sur
une variété riemannienne, ce qui produit I'invariance de certaines quantités
géométrique et par suite la réduction de I’étude du phénomeéne aléatoire a
des parties réduites de ’espace des événements.

La difficulté de cette approche provient du fait qu’on ne connait pas tout
de ces groupes de symétrie, la loi normale est une exception, mais les travaux
de recherches actuels et en avenir peuvent mener a des résultats qui vont

changer notre vision a l'univers de 'aléatoire.
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