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0.1 Introduction

Le flux trouve naturellement sa place en mécanique des fluides, dans ce domaine les flux
sont systématiquement des débits, c’est-a-dire qu’ils représentent une quantité qui traverse une
surface, une section, par unité de temps (débits massique et volumique, etc.). Il est aussi utilisé
dans le domaine des transferts thermiques ol 'on peut aisément s’imaginer la chaleur comme
un fluide qui traverse diverses couches successives. En mathématiques et plus particuliérement
en géométrie, une surface M d’une variété différentiable (N, g), est une surface flux d’un champ

vectoriel W lorsque

g(Won) = (W,n) =0 (1)

par tout en M, ou n est le vecteur normal a M.
Si de plus, la variété riemannienne (N, g) est soumise & une force de Lorentz i.e. muni d’un

champ magnétique F' défini par

9(P(X),Y)=F(X,Y) |VX,Y € x(M)

ol ® est un tenseur (1,1) associé au champ F' lié a un vecteur W par

X)=W x X | X € y(M)

W est dit un vecteur magnetique associé au champ magnetique F' et la surface M est dite
surface flux associée au vecteur magnetique W (voir [I],[2]). Dans ce cas, le champ magnétique
ne traverse la surface M nulle part, c’est-a-dire que le flux magnétique traversant M est nul.
On peut alors définir une fonction flux scalaire f telle que sa valeur soit constante sur la surface
M, et on a

gW,Vf) =W, Vf)=0

D’autre part, Wilhelm Karl Joseph Killing (10 mai 1847 — 11 février 1923) est un mathéma-
ticien allemand connu pour ses nombreuses contributions aux théories des algebres de Lie, des
groupes de Lie..., 'un de ces travaux qui prend son non la notion de vecteurs de Killing. Un
vecteur de Killing, ou champ de Killing, est un champ de vecteur sur une variété Riemannienne

qui conserve la métrique de cette variété. Lorsque W est de plus un vecteur de Killing, on le



note par un vecteur magnétique de Killing.
Ainsi des que W est un vecteur de Killing, M et f sont appelés surface flux et fonction flux

scalaire accordées au vecteur magnetique de Killing W respectivement. (voir [3] et [6])

Le but de ce Mémoire est d’étudier et de déterminer les Surfaces flux et fonctions flux scalaire

correspondentes aux vecteurs de killing sur le groupe SoL(3,R) (voir [4], [2]) défini par

e 0 =z
SoL (3,R) = 0 e* y ||(zy2)eR},
0 0

qu’il se compose en trois chapitre :

Dans le premier chapitre, on rappelle quelques notions de base sur les variétés (variété différen-
tiable et variété Riemannienne),vecteurs de Killing et surfaces paramétrées dans un varéité de
dim 3 .

Le deuxiéme chapire se consentre sur la géometrie du groupe SoL (3,R) et la connexion de
Levi-civite ainsi que les vecteurs de Killing.

Finalement le troisieme et le dernier chapitre, on détermine Surfaces flux et fonctions flux
scalaire accordées aux vecteurs de Killing dans le groupe SoL (3,R) et on donne leurs repré-
sentations graphiques en utilisant le logiciel "Wolfram Mathematica’ dans I'espace Euclidien de

dimension 3.



Chapitre 1

Notions basiques sur les variétés

1.1 Variétés différentiables

1.1.1 Variétés Différentiables

Soit M un espace topologique sépéré non vide.

Définition 1.1 On dit que M est une variété topologique de dimension n € N si tout point p

de M posséde un voisinage ouvert U homéomorphe a R™ 1.e: il existe une application bijective
p:R" —U

1

tel que @ et son inverse = sont continue.

Un point p de U est repéré par les coordonnées (py, .., p,) dans R™ de son image réciproque
o Y(p). Alors, on dit que U est un ouvert de coordonnées locales de M au voisinage de p. La
paire (U, ¢) est appelée carte locale et (p, .., p,) = ¢ '(p) seront les coordonnées locales de p.
Si (U, ) et (V,9) sont deux cartes locales telle que l'intersection U et V' soit non vide
alors un point p € U NV est repéré par ses coordonnées (py, .., p,) dans U et ses coordonnées

(pl,..,pl,) dans V. Comme le diagramme

e (UNV) & Unv

v
! /

yHUNY)



est commutatif alors on a

(s D) =0 0 0(p1, ey )

ott Papplication 1) ~* o ¢ est appelée changement de coordonnées de la carte (U, ) vers la carte

(V.4).
On appelle atlas définissant M la donnée d’un recouvrement ouvert {U; };c; et pour chaque

i € I, d’'un homéomorphisme ¢, : R" — U; ; cet objet sera noté {U;, ¢, }icr-

Définition 1.2 On dira que M est une variété différentiable si elle est une variété topologique

et ’homéomorphisme 1)~ o ¢ est de classe C™.

1.1.2 Espace tangent et espace cotangent

Soit M une variété différentielle de dimension n. On note C*° (M) 'ensemble des fonctions

réelles de classe C! sur M.

Définition 1.3 L’ensemble C*°(M) est un espace vectoriel sur R est une algébre associative et

commutative avec le produit usuel

ou f,g € C®(M) etx € M.

Définition 1.4 Un vecteur tangent en un pointp € M est lapplication v : C°(M) — R telle
que pour touts a,b € R, pour touts f,g € C>*(M), on a

-v est R-linéaire : v(af + bg) = av(f) + bv(g),

- v satisfait la régle de Leibnitz : v(f.g)(p) = v(f).g9(p) + f(p).v(g).

L’ensemble de vecteurs tangents au point p de M est noté par TpM, et on ['appelle [’espace

tangent en p € M, c’est un espace vectoriel de dimension n (dim M ).

On peut voir ’espace tangent par la définition suivante.

Définition 1.5 On définit l’espace tangent & M en un de ses points comme [’ensemble des

vecteurs tangents a une courbe tracée dans M. Un vecteur v de R™ est dit tangent a M en un



point x de M s’il existe une courbe paramétrée de classe C!
v:i]—e,+e[—> M CR"
définie sur un voisinage de 0, telle que

2(0) =z et /(0) = v
L’espace tangent en tout point p d’un ouvert U de R™ est TpU = R"™ .

Définition 1.6 Comme T,M est un espace vectoriel, il est possible de considérer son dual, que
nous noterons Ty M. Cet espace est appelé [’espace cotangent a M en p. Il est un espace vectoriel
de méme dimension que T, M.

Localement, au dessus d’un ouvert U, d’une carte locale (U, p), {%(p)} est une base de T,M
pour tout p € U. Notons {dx; |,} sa base duale, on a alors :

< d)y, 5o-(p) >= §-(p) = )

1.1.3 Fibrés tangent et cotangent

Définition 1.7 On appelle fibré tangent a M, que l’on désigne par T' M, l’ensemble de tous les
vecteurs tangents deM en ses points, c’est donc la réunion de tous les espaces tangents T'pM en

ses divers points :

TM = TeM = M T M
pEUM P péJM{(pv'U)|p€ ,VEdp }

C’est une famille d’espaces vectoriels paramétrisés par M. On peut le munir d’une projection

7w :TM — M définie par m(p,v) = p.

Le fibré T'M est une variété différentiable de dimension 2n. L’application 7 : (p;u) € TM —
p € M est différentiable.

On appelle section C*° de T'M ou champ de vecteurs sur M toute application différentiable
X :TM — M telle que m o X = idy,. Le champ de vecteurs X en tout point p € M est un
vecteur X (p) tangent & M en p de fagon a ce que la variation de X (p) (en fonction de p) soit

différentiable.



L’ensemble I'(T'M) des champs de vecteurs sur M est un module sur 'anneau C*°(M) des

fonctions C* sur M.

Définition 1.8 On définit le fibré cotangent par
™M= UT'M
peEM

C’est une variété différentiable de dimension 2n. Une section de classe C*° o : M — T M de

ce fibré, est appelée une 1-forme différentielle sur M.

1.1.4 Connexions

Définition 1.9 Soit M une variété différentiable. Une connexion linéaire sur M est une ap-
plication

V : D(M) x T(M) — (M)

telle que
V:(X)Y)— VyxY

vérifiants les propriétés :

1. VxY est C®(M)-linéaire par rapport & X :
VixigvZ = fVxZ +gVyZ, frg € C™(M)
2. VxY est R-linéaire par rapport a Y :
Vx(@Y +bZ) =aVxY +bVxZ, a,beR
3. vérifie la régle de Leibniz :
VxfY = fVxY + X(f)Y, fe (M)

VxY est appelée la dérivée covariante de Y dans la direction de X .

pour tous X,Y,Z € I'(M).

Définition 1.10 Soient V une connexion sur M et (U, ¢) une carte sur M de coordonnées

8



locales (11, xa, ..., x,). On définit les fonctions différentiables l"fj :U — R par

r*
61 8(’1’/’] Z ] 8$k

appelée les symboles de Christoffel. En générale,

oYk
oxt

0

Y =X’ —
Vx ( Ox*

+ T, Yﬂ)
Vx :T(M) — (M) est la dérivée covariante associé a la connexion linéaire V.

Définition 1.11 Soit V une connexion sur une variété différentiabl M. Le tenseur de torsion
de V est une application

T:T(M)xT'(M)—T(M)
tel que

T:(X,Y)—T(X,Y)=VxY — VyX — [X,Y]

1.1.5 Géodesiques

Définition 1.12 Une courbe v dans une variété differentiable M muni d’une connexion linéaire
V est dite géodésique st
V,Y/’)// =0

1.2 Variétés Riemanniennes

1.2.1 Meétriques Riemmaniennes

Soit M une variété differentiable de dimension n.

Définition 1.13 Une métrique Riemannienne notée g est une application définie par

g  D(TM)xID(TM)— C®(M),
(X,Y) — g¢(X,Y)



telle que g est

1. Symétrique g(X,Y) = g(Y, X),

2. Non dégénérée g(X,X) =0 = X =0,
3. Définie positive g(X,X) >0,

pour tout X,Y € I'(T'M).

Définition 1.14 Une variété differentiable M muni d’une métrique Riemannienne g est dite

variété Riemannienne notée (M, g) .

Une metrique Riemannienne g sur M définit sur chaque espace tangent un produit scalaire
donnée par

(u,v) = (u,v), = g (v,v) | u,v € T,M

Définition 1.15 La norme d’un vecteur v de T,M est

vl = Vg(v,v)
Langle entre deux vecteurs u et v de T,M est lunique 8 € [0, 7] telle que

{u, v)

cosf =
|ul vl

Définition 1.16 La longueur d’une courbe C' par morceauz v : [a,b] — M est définie par

Liy) = / Iy (t)] dt

La longueur d’une courbe est invariante par reparamétrage réqulier. La distance entre x,y € M
est définie par

d(x,y) = inf L(7)

Une courbe v : [a,b] — M est paramétrée par la longueur d’arc ou unitaire si

=1

10



1.2.2 Connexion de Levi-Civita

Définition 1.17 Soit (M, g) une variété Riemannienne .Une connexion linéaire V est dite de
Levi-Chvita si

1.V est symétrique si le tenseur de torsion est nul i.e. VxY — Vy X = [X,Y].

2.V est compatible avec g i.e. X (Y, Z) = (VxY,Z)+ (Y,VyZ).

Théoréme 1.18 Une variété Riemannienne (M, g) admet une et une seule connexion de Levi-

Clivita.

1.3 Vecteurs de Killing

Définition 1.19 Soit (M, g) une variété Riemannienne. Le champ de vecteur V sur M est

appelé un champ de vecteur de Killing s’il satisfait [’équation de Killing

9(VyV.Z) +g(V2V.Y) = 0,WY, Z € T(T M) (1.1)

1.4 Surface d’une variété

1.4.1 Surface d’une variété

Définition 1.20 Une surface S de M est differentiable si pour un voisinage de tous point p de

S il existe une paramétrisation

X : IxJCR®*=ScM

(s,t) = (2(s,1),y(s:1),2(5:1))

ot les fonctions x,y et z sont différentiables.

1.4.2 Espace tangent d’une surface

Définition 1.21 Soit S une surface d’une variété M de dim 3 paramétrisé par X (s,t) =

(x (s,t),y(s,t),z(s,t)) et (e1,e2,e3) sa base canonique .

11



On définie les vecteur tangent a S par

Xs(sat) = xs(37t)€1+ys(87t)62+zs(3at)€3

Xt(sa t) - xt(87 t>61 + yt(87 t)€2 + zt(57 t)e?)

Définition 1.22 Le plan passant par un point P d’une surface réguliere différentiables S de M

— —
qui est paralléle auz vecteurs X 4(p) et X(p) est appelé le plan tangent o la surface S o P.

Définition 1.23 Le vecteur normal a la surface au point p sera notée n(p) (pour simplifier on

le note seulement par n(p)) et supposée étre un vecteur unitaire |n(p)| = 1. En particulier, Le

XS ><Xt

XX X1 et on a

vecteur normal peut étre identifié avec le vecteur

X, x X,
n= ————
| X x Xy

12



Chapitre 2

Géométrie du groupe Sol(3)

2.1 Groupe Sol(3)

Soit le groupe spécial linéaire réel définit par

e 0 =
SoL (3,R) = 0 e* y ||(xy,2)¢€ R?
0 O

On présente la métrique riemannienne sur SoL3 par la définition suivante.

Définition 2.1 On définie la métrique invariante a gauche sur le groupe SoL3 par
Jsor(3r) = €2°da® + e **dy® + d2°

et de matrice representative

e 0 0
JsoL3R) = () : 0 e 0 (2.1)
0 0 1

La norme d’un vecteur tangent X a SoL(3,R) est donné par

X| = (X, X)z.

13



Proposition 2.2 La famille de vecteur (e;),_i3 de SoL(3,R) donnée par

0 0 0

ep=€e°"—, e=€e—, e3=— (2.2)
forme une base orthonormée de SoL(3,R) et de base duale associée donnée par
1 2

w=efdr, wr=eFdy, WwP=dz

Preuve. On montre que que |e;| = 1, alors

e e
|€1|2 = JSoL(3,R) 0 ) 0
0 -0
e 0 0 e
:(6_Z00> 0 e 0 0
0 0 1 0
=1
de la méme maniére, on montre que |e3| = |ez| = 1 et Porthogonalité, donc

(ei,ej) =1 sii=j

(€i,ej) =0 sii#j

tels que 7,7 =1,2,3. m

2.2 Connexion de Levi-Civita

Pour calculer la connexion de Levi-Civita associée a la métrique de SoL(3,R), on aurra

besoin du lemme suivant ;

Lemme 2.3 Le crochet de Lie de la base (e;),_13 est donné par

ler,e2] = 0, [er,es] =e1 et [eg,e3] = —ey

[eiaei] = 0 vza] = 17_3

14



Preuve. Les crochets de lie se calculent directement on utilisons la Proposition

[61762] = €162 — €261

22 .0 )

8x)(628_y) — (e a—y)(e‘Z%)
=0

la preuve est la méme pour les crochets [eq, e3] et [eg,e3]. m

D’ot la proposition suivante.

Proposition 2.4 La connéxion de Lévi-civita V de SoL(3,R) est donnée par

velel = —é€g3, ve1€2 =0, ve1€3 = €1,
Ve2€1 =0, V32€2 = €3, Veses = —€2,

Ve,er =0, Vese2 =0, Vese3 = 0.

Preuve. On utilisons la formule de Kosul suivante
1
<VXY7 Z> = §{X<Y7 Z> + Y<ZaX> - Z<X> Y> - <Za [K X]) - <X7 [Y7 Z]) - <Y7 [X7 Z]>}7

On va faire le calcul pour V es seulement.

(Veye2,01) = —%{@27 [ea, e1]) + (e2, [e2, e1]) + (e1, [e2, €2])} =0
(Veye2,€0) = —%{@27 €2, €2]) + (€2, [e2, €2]) + (€2, [e2,€2])} =0
(Ve,e2,63) = —§{<€27 [ea, €3]) + (€2, [e2, €3]) + (e3, [e2,€e2])} =1

Alors

Ve,€2 = €3.

De la méme maniére on calcul les autres connexions. m

15



2.3 Vecteurs de Killing dans SoL(3, R)

Supposons que le champ vectoriel de Killing ait la forme suivantes
K= Cl(fL’, Y, 2)61 + b(fL’, Y, 2)62 + C(Q?, Y, 2)63

En substituant K dans la relation Eq.(1.1)) et en prenant Y = e;,Z = e; pour tout 4,j €

{1,2,3},on aura 9 équations
g(veiK7 ej) + g<ve]-K7 ei) =0 (23)

et puisque la métrique est symétrique le nombre d’équations se réduit a 6 équations. Pour

1= 7j =1, on a d’aprés la Proposition

VoK = Veae; + Ve bes + Ve, ces
= ei(a)e; —aes +ey(b)es + e1(c)es + ceq

= (e1(a) +c)er + (e1(b))ex + (e1(c) — a)es

_ (_Z@Jr) e +(_z@)
= (& or c)er € or €9 (& o €3

d’ou
_,0a
9(Ve K e1) + g(Ve K e1) = 2(e p +¢)=0

de meme on obtient par I'Eq (2.3) le systéme d’équations différentielles (S) suivant

( 6*2%—1—0:0
ez%zo

%0:0
e‘z%—l—ezg—g—l—c:o
6*2%—a+%:0

\eay—i_az_()

16



le systeme () devient

( e‘z% +c=0
b=b(zx,2)
c=c(z,y)
e‘z%—i—ezg—;‘—l—c:o

—z0c _ Oa _
€ Oz a+8z_0

2dc | b _
L € dy + 9. — 0
On remarque que les solutions de (5) sont les champs de vecteurs de Killing dans SoL(3,R)

sont donnés en base canonique par

Klzg K2:2 ngxﬁ a a

_y 2 _ 2 2.
oy’ Ox y(?y 0z’ (24)

les champs de vecteurs de Killing donnés dans la base (e, €2, e3) sont

K| =¢€"ey, Ky=e"ey, K3=uxe‘e; —ye “ey — ez,

17



Chapitre 3

Surfaces flux et fonctions flux scalaire

accordées aux vecteurs magnetiques de

Killing sur SolL3

3.1 Surfaces flux et fonctions flux scalaire accordées aux
vecteurs magnetiques de Killing

Définition 3.1 Soit M une surface différentiable dans une variété riemannienne (N, g) et n
son champ de vecteurs normal. On dit que M est une surface flux accordé au champ de vecteurs
V sur (N, g) si

g(V,n) =0

partout sur M.
De plus, si V' est un champ magnétique (voir [1] pour la définition des vecteurs magnétique) de

Killing alors on dit que M est une surfaces flux accordés aur vecteurs magnetiques de Killing

V. (voir Figure
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E':E\'\I Z -

Surface flux M pour un champs de vecteur linéaire V' dans (R?, g.,.)

Pour la suite des sous-section, pour simplifier, on note une surface flux M d’un champ
vectoriel V' par surface K-flux et si de plus V' est un vecteur magnétique de Killing, on note M

par surface K-flux magnetique.

Lemme 3.2 Soit f une fonction scalaire dans (N, g), alors on a

= e“fyer+e “fea+ fies

Définition 3.3 Soit f une fonction sur (N, g). Alors f est appelée une fonction flux scalaire
correspondant au champ vectoriel magnétique K si sa valeur est constante sur la surface M de
N, et

g(K,Vf)=0

On note [ par fonction K-flux scalaire .

On utilise par la suite les notations suivantes.

Notation 3.4 Soient x(s,t), y(s,t) et z(s,t) trois fonctions dans R3, on note par les fonctions
V193(5,1) = c123 (c123 sont des constantes), solutions des équations différentielles ordinaires

suivantes

ds b ds__dtds

T Ty Ys Y Zs Zt

respectivement.
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Ici on présente une proposition pour résourdre les equations aux dérivées partielles linéaires

d’ordre 1.

Proposition 3.5 Soient P et Q deux fonctions réelles telles que
P(s,t)0sh(s,t) + Q(s,t)0:h(s,t) =0

Alors
1. Si P =0 (resp Q =0) alors h(s,t) = h(s) (resp. h(s,t) = h(t)).

2. Si P et Q sont des fonctions non nulles on a

h(S, t) = @(@D(& t))

telle que i est la solution de I’EDP % = —% ,et ¢ fonction réelle arbitraire.

Dans la suite, Nous utiliseront le logiciel informatique "Wolfram Mathematica" pour pré-

3

senter les figures des surfaces dans I'espace Euclidien E? = (R3, gey.)-

3.2 Surfaces K;-flux de SolL3

Dans cette sous-section, nous considérons les courbes magnétiques de Killing qui corres-
pondent au champ de vecteur de Killing K; = 0, donné par 'Eq.(2.4)).

Soient M une surface dans Sol3 et X (s,t) = (z(s,t),y(s,t), z(s,t)) sa paramétrisation. Les

vecteurs tangents X, = %—fet X, = %—f sont décrits par

X, = x,0r+ y,0y + 2,0z = €“xge1 + € “yseq + 25€3

X; = z0x+y, 0y + 20z = €’ me; + e “yeq + zie3
Le vecteur normal n a la surface M suivant la base (e;);_13 est

(yszt - ytzs)eiz
Tg X Ty 1

- = X
Ty X Xy |zs X x4

(125 — x521)€7

xsyt - :Etys
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Maintenant, nous avons le théoréme.

Théoréme 3.6 Soient M une surface dans Sol3 et X (s,t) = (x(s,t),y(s,t),2(s,t)) son para-

métrage. Alors M est une surface Ki-flur magnetique si et seulement si
Yszt — Yrzs = 0 (3.1)

Preuve. C’est une conséquence directe en utilisant le produit scalaire suivant la base or-
thonormée (e;),_13 définie dans la définition [3.1| du vecteur normal n donné par I'Eq. (3.1)) et

le vecteur de Killing K i.e.

1

K) = — (o, x 21, K1) =0
(n, Ky) |$5><ajt|<x X x4, K1)
1 —z
= m«yszt_ytzs)e K1) =0
donc
Yszt — Yzs = 0
m

Proposition 3.7 Toutes les surfaces Ki-flux dans Sol3 sont paramétrées par

L X(s,t) = (z(s,),y(s,1), p1(1h(s,1))),
2. X(s,1) = (x(s,),01(¥3(5,1)), 2(s, 1)),
3. X(s,t) = (2(5,1),01(5), s (5))
4. X(s,t) = (x(s.1),91(t), 92 (1))

ol x,2,y et p 15 sont des fonctions lisses arbitraires dans R? et R, et 1) est une fonction lisse

arbitraire dans R .

Preuve. Le paramétrage X (s,t) est une solution générale de I'EDP linéaire du premier

ordre

Yszt — Ypzs = 0
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1. Soit z une fonction arbitraire dans R?, alors 'Eq. (3.1)) devienne
A Ys — B Y = 0

telle que
A=z et B=z,

par la Proposition [3.5 on a edo suivante

et sa solution

4(s,t) = ¢ constante

d’ou la solution de 'EDP linéaire Eq. (3.1)) est

y(87t) = (10(7703 (Sat>

ainsi la paramétrisation de la surface M est

X(Svt) = (:L‘(S,t), ¢(¢3 (S7t) ) 2 (Svt))

De la méme maniére, on montre que

X(Sv t) = (fL‘(S, t)a y(37 t)v ‘p(r(/)2 (3’ t))

2. On pose y; = 0 i.e. y(s,t) = ¢,(s) # 0, donc
Yszt — Ytos = Ysit = ¢ = 0

alors
Z(Sat) = @2(8)
donc

X(s:t) = (x(5,1),01(5), 02 (5))
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de la méme maniére, on montre que

X(S> t) = (l‘(S, t)’ Qol(t)’ P2 (t))

Exemple 3.8 1. Soit y(s,t) = scost, d’aprés la Proposition on a

ds dt

cost ssint

sa solution est

s% +t2 = ¢ constante

et
Vy(s,t) = 82 — In2(1 — cos 2t) = ¢ constante

par conséquent, la solution générale de I’équation est
X(s,t)=(x(s,1),y(s,1), p(t3 (s,1))
alors la surface M paramétrée par
X(s,t)=((s,t),scost,p (s* — In2(1 — cos2t)))

est le surface Ki—flur de Sol3, ot ¢ et x sont des fonctions lisses arbitraires dans R et R?

respectivement. (voir Figure @)

Surface M, K1—flux de Sol3
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2. Soit z(s,t) = e de méme, en utilisant la Proposition on a

ds —dt

tGSt - Sest

sa solution est

s% + 1% = ¢ constante

et

Ps(s,t) = s2+t2 = ¢ constante

donc la solution générale de l’équation est

X(s,t)=(2(s,1), p(¥5 (5.1) ,€)
alors la surface Ml paramétrée par

X(s,t)=(z(s,t), 0 (s> +17),€e™)

est le surface K,—flux dans Sol3, ow ¢ et z sont des fonctions lisses arbitraires dans R et R?
respectivement.

3. Soit z(s,t) = e on a
ds —dt

€S+t es—i-t

sa solution est

s+t = c constante

et
Y4(s,t) = s+t = c constante

donc la solution générale de l’équation est

X (s,t)= (x(s,1), 0(13 (s, 1), e**)

alors la surface M paramétrée par

X(s,t)= (x(s,t), 0 (s + 1), )
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est le surface K,—flux dans Sol3, ow ¢ et z sont des fonctions lisses arbitraires dans R et R?

respectivement.

3.2.1 Fonction K;-flux scalaire de SolL3

Maintenant, nous pouvons présenter le théoréme suivant.

Théoréme 3.9 Soit Ml une surface Ki—flur magnétique dans Sol3. Alors la fonction f donnée

par

f(w,y,2) = f(y,2)

et constante sur M, est une fonction K;-flux scalaire sur M .

Preuve. En utilisant la Définition [3.3et le Lemme 3.2, On a

Q(Kl,vf) =0
((€1,0,0),Vf) = 0

alors

g(K1,Vf)= €2Zf:c =0

donc f, = 0, en résolvant 'EDP du premier ordre , on obtient

f(xy,2) = f(y,2)

(i.e. f est une fonction arbitraire qui ne dépend que de y et z), alors la fonction f flux scalaire

de Killing K elle doit étre également constante sur M. m

Exemple 3.10 En utilisant l’exemple [3.§ , nous avons la surface Ky—flux magnetique et pa-

ramétrée par

X(s,t)=(z(s,1), 0 (s +1),e") = (cos st, Vestt, ")

La fonction f flux scalaire de Killing K1,du théoréeme([3.9, est de la forme

f(xy,2) = f(y,2)
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et doit étre constant sur M, (i.e. f(X(s,t)) = C une constante).
Soit
fX(st)=f(y2)=y"—z+a ,a€R

on obtient

f(X(s,t)) = a une constante

alors f est la fonction scalaire K1—flux a la surface M paramétrée par
X (s,t)=(cos st, Vestt e th)

donné dans le figure[3.1(

Surface M, K1—flur magnetique.

3.3 Surfaces Ko-flux de SoL3

Dans cette partie, par analogie avec la précédente, on considére les courbes magnétiques de
Killing qui correspondent au champ de vecteur de Killing K, = 9, donné par 1'Eq.([2.4]).

Dans ce cas, on a

Théoréme 3.11 Soient M une surface dans Sol3 et X (s,t) = (x(s,t),y(s,t), z(s,t)) son para-

métrage. Alors M est une surface Ki-flur magnetique si et seulement si

Tezp — Tp2e = 0
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Preuve. De la méme maniére que la preuve K, ,on a

1
(n,K) = m(ms X x4, K3) =0
1
- m((mtzs —x5z1)e’, Ko) =0
donc
Tzt — Tp2s = 0 (3.2)
[

Proposition 3.12 Toutes les surfaces Ko—flux dans Sol3 sont paramétrées par

1. X(s,t) = (p(s(s,1)),y(s,t), 2(s,t)),
2. X(s,t) = ((s,1),y(s,1), o(¥1(s,1))),
3. X(5,t) = (p1(5),y(5,1), 05 (5))
4. X(s,t) = (pu(t),y(s,t), 05 (1))

ou w,y,z et ;4 sont des fonctions lisses arbitraires dans R? et R, et 1) est une fonction lisse

arbitraire dans R

Preuve. Le paramétrage X(s,t) est une solution générale de I'EDP linéaire du premier
ordre

T2 — Tp2s = 0

1. Soit z une fonction arbitraire dans R?, alors I'Eq. (3.2)) devienne
A Zs — B Zr = 0

telle que
A=zx,et B=uzx,

par la Proposition [3.5 on a edo suivante



et sa solution

¥4(s,t) = ¢ constante

d’ou la solution de I'EDP linéaire Eq. (3.2) est

Z(S’t) = 90(77Z)1 (87t)

ainsi la paramétrisation de la surface M est

X(S’t) = (:L‘(S,t),y (Svt) 790(7701 (Svt)))

De la méme maniére, on montre que

X(S7 t) = ((20(1/)3 (Sa t))v y(S, t)? z (Sa t))
2. On pose z; = 0 i.e. z(s,t) = ¢,(s) # 0, donc
T2y — Tp2s = T2 = T4 = 0

alors

x($> t) = @2(5)

donc

X(s:1) = (2 (5),5(s5,), 1(5))

de la méme maniére, on montre que

X(Sa t) = (wl(t)a y(s, t)a P2 (t))

Exemple 3.13 1. Soit z(s,t) = sin(s + t), d’aprés la Proposition on a

ds dt

cos(s+1)  cos(s—+t)
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sa solution est

s+t = c constante

et

,(s,t) = s+t = ¢ constante

par conséquent, la solution générale de I’équation

X(S7 t): (Sin(s + t)> y(s, t)? 90(7#1 (5> t))

alors la surface Ml paramétrée par

X(s,t)=(sin(s +1),y(s,t), o (s +1))

est le surface Ko—flux dans Sol3, ot ¢ et x sont des fonctions lisses arbitraires dans R et R?
respectivement.

2. Soit z(s,t) = (1 + cost)sins, de méme, en utilisant la Proposition on a

ds dt

sintsins (1 + cost)coss
sa solution est

(1 — cost)
sin s

In|sins| —In|(1 —cost)| =c=1In = ¢ constante

et
(1 — cost)
sin s

= ¢ constante

Q103(87 t) =In

donc la solution générale de l’équation est

X (s,t)=(o(15 (s,t),y(s,t), (1 4 cost)sin s)

alors la surface M paramétrée par

x(s.0= (1 (S0 ), 0+ cost)sins

sin s
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est le surface Ko—flux dans Sol3, ow ¢ et z sont des fonctions lisses arbitraires dans R et R?

respectivement. (voir Figure

Surface M, Ko— fluxr dans Sol3

3.3.1 Fonction Ks>-flux scalaire de SolL3

Théoréme 3.14 Soit M une surface Ko— flux magnétique dans Sol3. Alors la fonction f donnée
par

f(xvya Z) = f(Q},Z)

et constante sur M, est une fonction Ks-flur scalaire sur M .

Preuve. En utilisant la Définition [3.3et le Lemme [3.2, nous avons

g(Ky, Vf) = 0
((0,62,0),Vf) = 0

alors

9Kz, Vf)=e*f,=0

donc f, = 0 en résolvant 'EDP du premier ordre, on obtient

f(xvya Z) = f(Q},Z)

(i.e. f est une fonction arbitraire qui ne dépend que de z et z), alors la fonction f flux scalaire

de Killing K5 elle doit étre également constante sur M. m

Exemple 3.15 En utilisant [’exemple , nous avons la surface M, Ko— flux magnetique et
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paramétrée par
X (s,t)=(sin(s +t),y(s,t), p(s + 1)) = (sin(s + t), cos(s* + t?), sin(s + t))

La fonction f flux scalaire de Killing Ks,du théoréme[3.1], est de la forme

[y, 2) = f(x,2)

et doit étre constant sur M, (i.e. f (X (s,t)) = C une constante).
Soit
f(X(s,t)) = f(z,2) =arcsinx —sinz+a ,a€R

on obtient

f(X(s,t)) =a wune constante

alors f est la fonction scalaire Ko—flux o la surface M paramétrée par
X (s,t)= (sin(s + t), cos(s* + t*), arcsin(s + t))

donné dans le figure

Surface My, Ky— flur magnetique.
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3.4 Surfaces K3-flux de SolL3

Dans cette partie, par analogie avec les précédentes, on considére les surfaces magnétiques

de Killing qui correspondent au champ de vecteur de Killing
K3 =20, —y0, — 0,

donné par ’Eq.([2.4)). Dans ce cas, on a;

Théoréme 3.16 Soient M une surface dans Sol3 et X (s,t) = (x(s,t),y(s,t), z(s,t)) son para-

métrage. Alors M est une surface Ks-flur magnetique si et seulement si

Tyt — TlYs = 0
T2y — T2 = 0 (3.3)
Yszt — Yizs = 0

Preuve. C’est une conséquence directe en utilisant le produit scalaire dans la base ortho-
normée (e;);_13 définie dans la Définition du vecteur normal m donné par I'Eq. (3.3)) et le
vecteur de Killing K.

(n, Ky) m@:s % 21, K3) = 0
(Ys2ze — yr2s)e ™"
= E;%Eﬁ (w125 — wsz)e® |, Ks) =0
TsYt — TtlYs
donc
Ty — XyYs = 0
Tz — Xp2g = 0
Yszt — Yrzs = 0
[

Proposition 3.17 Dans cette section, il y a 64 équations pour les surfaces Ks—flux dans Sol3,
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qui sont réduites a ce qui suit :

1. X(S,t) = (x(sat)vQol(qu)l(sat))v(pZ(qu)l(sat)))f
2. X(Svt) - (901(1/)2(57t))7y<87t)?QOQ(w2(87t)))>
3. X(Sat) = (@1(%@f))»@z(ws(svt))>2(57t))

ol x,2,y et p 15 sont des fonctions lisses arbitraires dans R? et R, et 1) est une fonction lisse

arbitraire dans R, respectivement ,les fonctions réelles @173(% v) sont des fonctions données dans
la Notation et nous supposons _8((91(7;11;)2) £ 0

Preuve. Le paramétrage X (s,t) est une solution générale de I'EDP linéaire du premier

ordre
TsYt — TYs = 0
St @z — 1z =0
Yz — Yszp = 0

disparaitre, en utilisant la Notation [3.4] et la Propositions [2.2)la solution des équations S, par
et en prenant :
1. z(s,t) = z(s) (i.e. zy = 0) est y(s,t) = y(s) et z(s,t) = 2(s) (i.e. yr = 2 = 0) et la solution

générale de (5) est réduite a une équation paramétrique de courbe

par conséquent, il n’y a pas de surface K3—flux magnétique de killing ,dans ce cas (similaire
le résultat est obtenu lorsque x(s,t) = x(t).
2. xs, x4 # 0 est

y(s,t) = p1(¥1(s,1)) et z(s,t) = a(¥1(s,1))

ol ¢, 5 sont des fonctions lisses arbitraires dans R.Le systéme (S) tient si I'équation (S)3 tient
c’est-a-dire

©1(V1(5,1))e 02(11(5,1))s — 1(¥1(5,1))s Pa(t1(5,1))e = 0

la derniére équation est toujours satisfait lorsque

0

O
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ce qui est toujours vrai dans ce cas.

Par conséquent, les équations paramétriques de M sont représentées comme suit

X(Sat) = ('r(sﬂt)a @1(¢1(8,t)),@2(¢1(8,t)))

De la méme maniére, nous obtenons les assertions 2 et 3 lorsque nous supposons que ¥y et z sont
respectivement des fonctions arbitraires. m

Exemple 3.18 1. Soit y(s,t) = st?, d’aprés la Proposition on a

ds B dt
12 2st

sa solution est

252 + t? = ¢ constante

et

Py(s,t) = s +t2 = ¢ constante

donc la solution générale de l’équation est

X<87 t): (‘T(S’ t)v Qol(qu)l(sa t))? ¢2(¢1(8’ t)))

alors la surface Ml paramétrée par

X(s,t)= (st2, v, (232 + t2) ) O (282 + t2))

est Ks—flux dans Sol3. (voir Figure

e | 75
Loty y
Lty |-
100500 sy

Surface M, K3—flur dans Sol3
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3.4.1 Fonction K3-flux scalaire de SoL3

Pour les fonctions K3—flux Scalaires magnétiques , nous avons le théoréme suivant.

Théoréme 3.19 Soit M une surface Ks-flux magnétiques dans Sol3. Alors la fonction f donnée

par

flz,y,2) =V (2lnx + e* 2Iny — e %)

et constante sur M, est une fonction Ks—flux scalaire scalaire sur M.

Preuve. En utilisant la Définition et le Lemme Nnous avons

g(K3,Vf) = 0
<(0,O,63),Vf> =0

alors

g(K3,Vf)= e’ f, — ye_2zfy —f.,=0

en résolvant 'EDP de premier ordre linéaire , nous obtenons
f(z,y,2) = ¥(2Inz + €**,2lny — e %)

La fonction f flux scalaire magnétique et constante sur M, ou ¥ est une fonction arbitraire. m

Exemple 3.20 En utilisant ’ezemple [5.18 , nous avons la surface Ksz—flux magnetique et

paramétrée par

X(s,t) = ((s,1), 01 (¢1(5,1)), 2 (¥1(5, 1)) = (5t27 Y1 (252 + t2) 1 P2 (252 + t2)>
La fonction f flux scalaire de Killing K3,du théoréme|3.19Y, est de la forme

f(r,y,2) = UQ2lnz+e* 2lny — e %)

_ B@In(st) + () 21n(g (20 4 12)) — ~2ea(2))
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et constante sur M, En choisissant
u 1
V(uv)=v, ¢i(u)=e2 et py(u) = —Zlnu
nous obtenons
f(2,9,2) =2+ et f(X(s,1)) = B(0)

alors f est constante sur Ml paramétrée par

2

1
X (s,t) = (st?, exp(s® + %), —3 In(2s* + %))

(voir Figure

05 —
oo

oo
—

__h0s

Surface M, Ks—flux magnetique.
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