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Introduction

Lors de l'étude des phénomènes dans la nature, les solutions de plusieurs problèmes

de la physique et de la technique, de la chimie et de la biologie ou d'autres sciences, sont

rarement exprimables sous forme d'une relation directe entre les grandeurs décrivant l'un

ou l'autre processus évolutif. Cependant, dans la plupart des cas, on peut parvenir à établir

une relation entre les grandeurs (fonctions) et les vitesses de leur changement i.e. on peut

parvenir à trouver des équations dans lesquelles des fonctions inconnues entrent sous le

signe de dérivée. Ces équations sont dites équations di�érentielles. Lorsque la fonction

inconnue dépend d'une variable, on parle d'équations di�érentielles ordinaires, et si elle

dépend de plusieurs variables, on parle d'équations aux dérivées partielles.

Une des propriétés caractéristiques des équations di�érentielles : Posséder un en-

sembl in�ni de solutions. C'est pourquoi, en résolvant une équation di�érentielle décrivant

l'évolution d'un processus donné, on trouve une in�nité de relations entre les grandeurs

caractérisant le processus donné. Pour ressortir de cette in�nité de relations, celle qui dé-

crit particulièrement ce processus, il faut disposer une information supplémentaire, par

exemple, savoir quel est l'état initial du processus. Sans cette information supplémentaire,

le problème n'est pas dé�ni et est semblable à ceci : " Un véhicule circule suivant une

route droite dans la direction d'une ville A, avec une vitesse constante v0. En combien de

temps le véhicule parviendra t-il dans la ville A ? " Symbolisant par s = s(t), la distance

parcourue par le véhicule en un temps t, dès le début de l'observation, nous obtenons la

loi du mouvement
ds

dt
= v0. Pour répondre à la question posée, il faut connaitre la posi-

tion initiale du véhicule. De telles conditions sont généralement dites conditions initiales

du problème. Dans d'autres circonstances, les conditions nécessaires sont les valeurs des

solutions sur la frontière d'un intervalle ou d'un domaine donnés. En ce cas on parle de

problèmes aux conditions de frontière.

Il convient de noter que les techniques de perturbation sont utiles dans l'analyse non

linéaire pour étudier les systèmes dynamiques décrits par des équations di�érentielles et

intégrales non linéaires. Certaines équations di�érentielles représentant un certain système
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dynamique n'ont pas de solution analytique, de sorte que la perturbation de ces problèmes

peut être utile. Les équations di�érentielles perturbées sont classées en di�érents types. Un

type important de ces perturbations est appelé une équation di�érentielle hybride (c'est-à-

dire une perturbation quadratique d'une équation di�érentielle non linéaire). Récemment,

cette question a reçu beaucoup d'attention [9]. Nous mentionnons que la théorie du point

�xe hybride peut être utilisée pour développer la théorie de l'existence pour les équations

hybrides. Pour plus de détails, voir [11].

Soit E un ensemble non vide, T : E → E une application. Si pour x∗ ∈ E, on a

Tx∗ = x∗, alors x∗ est appelé un point �xe de dans E. La théorie du point �xe joue un rôle

important dans l'analyse fonctionnelle non linéaire. Di�érents types de théorèmes de point

�xe ont été utilisés pour prouver l'existence de solutions pour les équations di�érentielles

et intégrales, voir [2, 6, 12]. Le principe de contraction de Banach est l'un des théorèmes

de point �xe les plus puissants en analyse non linéaire pour prouver l'existence et l'unicité

des points �xes dans les espaces métriques.

En 1955, Krasnoselskii [17] a prouvé un théorème du point �xe motivé par une obser-

vation selon laquelle l'inversion d'un opérateur di�érentiel perturbé peut donner la somme

des opérateurs compacts et de contraction. Son théorème combine en fait à la fois le prin-

cipe de contraction de Banach et le théorème du point �xe de Schauder, et est utile pour

établir des théorèmes d'existence pour les équations d'opérateurs perturbés. Il y a eu un

grand nombre d'articles ont contribué à des généralisations ou à des modi�cations du

théorème du point �xe de Krasnoselskii et de leurs applications, voir [9, 10, 11, 14]. L'une

des principales caractéristiques de ces généralisations est l'adoption de formes généralisées

du principe de Banach ou du théorème de Schauder. L'une des généralisations les plus

impressionnantes du théorème de Krasnoselskii a été donnée par Dhage [11]. Plus récem-

ment, plusieurs auteurs ont établi diverses formes et applications étendues du théorème

de Krasnoselskii.

Ce mémoire se décompose de trois chapitres partagés de la manière suivante :

Premier chapitre : Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions de base concer-

nant la topologie et l'analyse fonctionnelle utilisées tout le long de ce mémoire.

Deuxième chapitre : Ce chapitre nous présentons les théorèmes du point �xe (Banach,

Shauder, Krasnoselskii).

Troisième chapitre : Dans ce chapitre, on va étudier l'existence et l'unicité des solutions

d'une équation di�érentielle perturbées et une équation di�érentielles d'ordre fractionnaire

au sens de Caputo en appliquant le théorème du point �xe de Krasnoselskii.
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d

dt
[x(t)− f(t, x(t))] = g(t, x(t)), t ∈ J

x(t0) = x0 ∈ R,
(1)

avec f, g : J × R → R sont continus.

Dαx(t) + f(t, x(t)) = θ, 0 ≤ t ≤ 1, 1 < α ≤ 2,

x(0) =

∫ t

0

g(τ)x(τ)dτ, x(1) = θ. (2)

où cDα la dérivée d'ordre fractionnaire de type Caputo, f : J ×X → X est une fonction

donnée véri�ant certaines hypothèses qui seront précisées plus tard,
∫ t

0

g(τ)x(τ)dτ, θ ∈ X

et X est un espace de Banach avec la norme ∥ · ∥.
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Chapitre 1
Préliminaires

1.1 Espaces métriques

1.1.1 Topologie des espaces métriques

Dé�nition 1.1.1. (Espaces métriques).

Un espace métrique (E, d) est un ensemble E muni d'une application d : E × E → R,
appelée distance ou métrique, qui satisfait les propriétés suivantes :

1. ∀x, y ∈ E, d(x, y) = 0 ⇔ x = y, (séparation).

2. d(x, y) = d(y, x), (symétrie).

3. ∀x, y, z ∈ E, d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z), (inégalité triangulaire).

Exemple 1.1.1. Sur l'espace Rn, on peut dé�nir plusieurs distances faisant intervenir les

distances entre les composantes. Soient x = (x1, . . . , xn) et y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn.

On dé�nit deux distances, à savoir

d∞(x, y) = max{|xi − yi|, i = 1, . . . , n} et d1(x, y) =
n∑

i=1

| xi − yi | .

La trisième est ce qu'on appelle la distance euclidienne :

d2(x, y) =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2.

Proposition 1.1.1. [3] Pour tous x, y et z des points d'un espace métrique (E, d), on a

| d(x, y)− d(x, z) |≤ d(y, z). (1.1)

Dé�nition 1.1.2. Soit (E, d) un espace métrique. Pour x ∈ E et r > 0, on dé�nit :

8



1.1 Espaces métriques Préliminaires

1. La boule ouverte de centre x et rayon r :

B(x, r) = {y ∈ E; d(y, x) < r}, (1.2)

2. La boule fermée de centre x et rayon r :

Bf (x, r) = {y ∈ E; d(y, x) ≤ r}, (1.3)

3. La sphère de centre x et rayon r :

S(x, r) = {y ∈ E; d(y, x) = r}. (1.4)

Dé�nition 1.1.3. Soit (E, d) un espace métrique. Soit A et B deux parties de E, on

appelle distance entre A et B de E la quantitée

d(A,B) = inf{d(x, y) : x ∈ A, y ∈ B}. (1.5)

Dé�nition 1.1.4. On appelle diamètre d'une partie A de (E, d) et on note diam(A) la

quantité

Diam(A) = sup{d(x, y) : x, y ∈ A}. (1.6)

Dé�nition 1.1.5. (Parties bornées).

Soit (E, d) un espace métrique. On dit qu'une partie A de X est bornée s'il existe une

boule fermée Bf (x0, r) telle que

A ⊂ Bf (x0, r). (1.7)

On véri�e immédiatement qu'une partie A de X est bornée si et seulement si son diamètre

est �ni.

Dé�nition 1.1.6. (Fonctions borneés).

Soit D un ensemble et (E, d) un espace métrique. Une application f : D → E est bornée si

son image f(D) ⊂ E est bornée pour la distance d. On note par Fb(D,E) le sous-ensemble

de F(D,E) des fonctions bornées.

On peut munir l'ensemble Fb(D,E) d'une distance dite distance de la convergence uni-

forme, notée d∞. Elle est dé�nie comme suit

∀f, g ∈ Fb(D,E), d∞(f, g) = sup
x∈D

d(f(x), g(x)). (1.8)

Dé�nition 1.1.7. (Ouverts).

Soit (E, d) un espace métrique. Par dé�nition, une partie U de E est un ouvert si, pour

tout x ∈ U , il existe r > 0 tel que B(x, r) ⊂ U.
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1.1 Espaces métriques Préliminaires

Proposition 1.1.2. 1. Pour tout x ∈ E et tout r > 0, B(x, r) est un ouvert.

2. Si Ui est un ouvert, ∀i ∈ I, alors
⋃
i∈I
Ui est un ouvert.

3. Soit n ∈ N∗. Si Ui est ouvert, i = 1, . . . , n, alors
n⋂

i=1

Ui est un ouvert.

Dé�nition 1.1.8. (Fermés).

Soit (E, d) un espace métrique. Un ensemble F ⊂ E est fermé si son complémentaire F c

est ouvert.

Proposition 1.1.3. 1. Pour tout x ∈ E et tout r > 0, Bf (x, r) est un fermé.

2. Si Fi est un fermé, ∀i ∈ I, alors
⋂
i∈I
Fi est un fermé.

3. Soit n ∈ N∗. Si Fi est fermé, i = 1, . . . , n, alors
n⋃
i∈I

Fi est un fermé.

Dé�nition 1.1.9. (Voisinages).

On dit qu'une partie V d'un espace métrique (E, d) est un voisinage d'un point x0 si V

contient un ouvert contenant x0.

On note par V(x0) l'ensemble des voisinage du point x0 ∈ E. Ainsi

V ∈ V(x0) ⇐⇒ ∃O ∈ O : x0 ∈ O ⊂ V. (1.9)

Un Voisinage de x0 peut-être dé�nie par

V ∈ V(x0) ⇐⇒ ∃ε > 0 : B(x0, ε) ⊂ V. (1.10)

Dé�nition 1.1.10. (Intérieur, adhérence).

Soit (E, d) un espace métrique. Pour A ⊂ E, on dé�nit l'intérieur de A, notée
◦
A, par

◦
A =

⋃
U ouvert, U⊂A

U,

et l'adhérence de A, notée A, par

A =
⋂

F fermé, F⊃A

F.

Dé�nition 1.1.11. (Topologie des espaces métriques).

Soit (E, d) un espace métrique. La topologie métrique de (E, d) est

T = {U ⊂ E; U est un ouvert}. (1.11)

10



1.1 Espaces métriques Préliminaires

Exemple 1.1.2. On peut dé�nir une distance, dite discrète, sur un ensemble quelconque

D en posant, pour x, y ∈ D :

d(x, y) =

{
0 si x = y

1 si x ̸= y

Dé�nition 1.1.12. (Densité).

Une partie A d'un espace topologique E est dense dans E si l'adhérence de A est E

lui-même, soit : A = E.

Dé�nition 1.1.13. (Espace topologique séparé).

Un espace topologique (X, TX) est dit séparé s'il véri�e la propriété suivante appeleé axiome

de Hausdor� :

Pour tout coupel (x, y) ∈ E2 avec x ̸= y il existe V1 ∈ Vx et de V2 ∈ Vy tels que

V1∩V2 = ∅. Autrement dit, deux points distincts de E possèdent deux voisinages disjoints.

Proposition 1.1.4. Tout espace métrique est séparé.

Dé�nition 1.1.14. (Séparabilité).

Un espace métrique (E, d) est séparable s'il existe une partie A de E qui soit à la fois

dénombrable et dense dans E.

1.1.2 Applications continues

Dé�nition 1.1.15. (Limite d'une suite).

Soit (E, T ) un espace topologique. Soit (xn)n∈N une suite d'éléments de E et soit l ∈ E.

On dit que l est une limite de la suite (xn)n∈N quand n tend vers l'in�nie si pour tout

voisinage V de l dans E, il existe un rang à partir du quel tous les termes de la suite sont

dans V . cela se résume en

∀V ∈ V(l), ∃NV ∈ N, ∀n ≥ NV , xn ∈ V. (1.12)

La traduction dans les espaces métrique est plus quantitative (On a une distance pour

mesurer comment les termes de la suite s'approchent de la limite).

Proposition 1.1.5. Soit (E, d) un espace métrique. On dit que l ∈ E est une limite de la

suite (xn)n∈N si et seulement si

∀ε > 0, ∃Nε ∈ N, ∀n ≥ Nε, lim
n→∞

(xn, l) = 0. (1.13)

Dé�nition 1.1.16. (Continuité en un point).

Soit (E, T ) et (E ′, T ′) deux espaces topologiques et soit a ∈ E. On dit qu'une fonction
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1.1 Espaces métriques Préliminaires

f ∈ F(E,E ′), est continue au point a si l'image réciproque f−1(V′) de tout voisinage V ′

de f(a) est un voisinage de a. Cela s'écrit

∀V ′ ∈ V(f(a)), f−1(V ′) ∈ V(a), (1.14)

ou bien

∀O′ ∈ O, f(a) ∈ O′, ∃O ∈ O, a ∈ O et f(O) ⊂ O′. (1.15)

Théorème 1.1.1. Soit (E, T ),(E ′, T ′) et (E”, T ′′) trois espaces topologiques. Si la fonc-

tion f : E → E ′ et continue en a ∈ E et si la fonction g : E ′ → E” est continue en

f(a) ∈ E ′ alors g ◦ f est continue en a.

Proposition 1.1.6. Une application f : E → E ′ est continue au point a ∈ E si et

seulement si f(a) est limite de f(x) quand x tend vers a.

Proposition 1.1.7. Si (E, d) et (E ′, d′) sont des espaces métriques, si a ∈ E et si f ∈
F(E,E ′) les trois assertions suivantes sont équivalentes :

1. f est continue au point a.

2. ∀ε > 0, ∃α > 0, ∀x ∈ E, (d(x, a) ≤ α) ⇒ (d′(f(x), f(a)) ≤ ε).

3. Continuité séquentielle en a : Pour toute suite (xn)n∈N de E convergeant vers a, la

suite image (f(xn))n∈N converge vers f(a).

Dé�nition 1.1.17. (Continuité globale.)

Soit (E, T ) et (E ′, T ′) deux espaces topologiques. On dit qu'une fonction f : E → E ′ est

continue sur E si elle est continue en tout point de E. On note C0(E,E ′) (ou C0(E, T ;E ′, T ′)

s'il est besoin de préciser les topologies) l'ensemble de toutes les fonctions continues de E

dand E ′.

Théorème 1.1.2. [18] Pour deux espaces topologiques (E, T ) et (E ′, T ′) et f ∈ F(E,E ′)

on équivalence entre :

1. f est continue sur E.

2. L'image réciproque de tout ouvert de E ′ est un ouvert de E :

∀O′ ∈ O′, f−1(O′) ∈ O.

3. L'image réciproque de tout fermé de E ′ est un fermé de E ′ :

∀F ′ ∈ F ′, f−1(F ′) ∈ F

.
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1.1 Espaces métriques Préliminaires

Dé�nition 1.1.18. (Uniforme continuité).

On dit que f ∈ F(E,E ′) est uniformément continue si elle véri�e :

∀ε > 0, ∃αε > 0, ∀x, y ∈ E, (d(x, y) ≤ αε) ⇒ d′(f(x), f(y)) ≤ ε. (1.16)

Dé�nition 1.1.19. (Lipschitz continuité).

On dit que f ∈ F(E,E ′) est lipschitzienne de rapport k ∈ R+ sur E si :

∀x, y, d′(f(x), f(y)) ≤ kd(x, y). (1.17)

On véri�e immédiatement les implications.

Proposition 1.1.8.

f Lipschitzienne ⇒ f uniformément continue ⇒ f continue.

1.1.3 Compacité

Théorème 1.1.1. (Borel-Lebesgue).

On dit qu'un espace topologique (E, T ) est compact s'il est séparé et si de tout recouvre-

ment d'ouverts on peut extraire un sous-recouvrement �ni :(
E =

⋃
i∈I

Oi

)
⇒

(
∃J ⊂ I, J �ni, E =

⋃
i∈J

Oi

)
. (1.18)

Par passage au complémentaire on a une dé�nition équivalente avec les fermés que nous

donnons ici comme propriété.

Proposition 1.1.9. Un espace topologique (E, T ) est compact s'il est séparé et si de toute

famille de d'intersection vide on peut extraire une sous-famille �nie d'intersection vide :(⋂
i∈I

Fi = θ

)
⇒

(
∃J ⊂ I, J fini ,

⋂
i∈I

Fi = θ

)
. (1.19)

Le résultat suivant est une conséquence utile dans le cas ou les fermés sont emboîtés.

Dé�nition 1.1.20. Un espace métrique (E, d) est compact si toute suite (xn) ⊂ E admet

une sous-suite convergente.

Proposition 1.1.10. Dans un espace métrique, une partie compacte est fermée.

Proposition 1.1.11. [16] Si (E, T ) est un espace topologique campact et F est un fermé

de E alors F est compact.
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1.1 Espaces métriques Préliminaires

Dé�nition 1.1.21. On dit qu'une partie A d'un espace métrique (E, T ) est relativement

compacte si son adhérence est compacte.

Corollaire 1.1.1. Toute fonction continue sur un espace compact à valeurs dans R est

bornée et atteint ses bornes supérieure et inférieure.

Dé�nition 1.1.22. On dit qu'une application continue f : E → E ′, où (E, T ) et (E ′, T ′)

deux topologiques séparés, est propre si pour tout compact K ′ de E ′ l'image réciproque

f−1(K ′) est un compact de E.

Théorème 1.1.3. (Heine).

Si (E, d) et (E ′, d′) sont deux espaces métriques avec (E, d) compact, toute application

continue f : E → E ′ est uniformément continue.

Dé�nition 1.1.23. On dit qu'un espace topologique séparé (E, T ) est localement compact

si tout point admet une base de voisinages compacts.

Proposition 1.1.12. Un espace compact est complet.

1.1.4 Complétude

Dé�nition 1.1.24. On dit qu'une suite (xn)n∈N d'un espace métrique (E, d) est de Cauchy

si elle véri�e

∀ε > 0, ∃Nε ∈ N, ∀m,n ≥ Nε, d(xm, xn) ≤ ε. (1.20)

Proposition 1.1.13. Une suite de Cauchy est toujours bornée.

Proposition 1.1.14. Toute suite de Cauchy admettant une sous-suite convergente converge.

Proposition 1.1.15. Toute suite convergente est de Cauchy.

Dé�nition 1.1.25. On dit que l'espace métrique (E, d) est complet si toute suite de Cau-

chy converge.

Théorème 1.1.4. R est complet.

Théorème 1.1.5. Si D est un ensemble et (E, d) est un espace métrique complet, alors

Fb(D,E) muni de la distance d∞ de la convergence uniforme est complet.

Proposition 1.1.16. Dans un espace métrique complet (E, d), les sous-espaces complets

sont les fermés.

Corollaire 1.1.2. Si (E, T ) est un espace topologique et (E ′, d) est un espace métrique

complet, l'espace C0
b (E,E

′) des fonctions continues bornées de E dans E ′ muni de la dis-

tance d∞ de la convergence uniforme est complet.
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1.2 Espaces vectoriels normés Préliminaires

Corollaire 1.1.3. Soit (E, d) un espace métrique. Une intersection quelconque de sous-

espaces complets est compléte.

Proposition 1.1.17. Soit (E, d) un espace métrique. Une union �nie de sous-espaces

complets de (E, d) est complète.

Proposition 1.1.18. Tout espace métrique compact est complet.

Proposition 1.1.19. Un produit �ni ou dénombrable d'espaces métriques complets est

complet.

1.2 Espaces vectoriels normés

1.2.1 Notion d'espace normé

Dé�nition 1.2.1. (Norme).

Soit X un K−espace vectoriel. On appelle norme sur X une application de X dans R+

habituellement notée ∥ ∥ véri�ant pour tout x, y ∈ X et tout λ ∈ K

1. ∥ λx∥ = |λ|∥x∥, (homogénéité).

2. (∥x∥ = 0) ⇒ (x = 0).

3. ∥ x+ y ∥≤∥ x ∥ + ∥ y ∥, (inégalité triangulaire).

Exemple 1.2.1.

∥x∥∞ = sup{|xi|, i = 1, · · · , n}, ∥x∥1 =
2∑

i=1

| xi | et ∥ x ∥2=

√√√√ 2∑
i=1

x2i .

Dé�nition 1.2.2. Un espace vectoriel normé est un couple (X, ∥ ∥) où X est un espace

vectoriel sur K = R ou C et ∥ ∥ est une norme sur X.

Proposition 1.2.1. L'application d : (x, y) →∥ x−y ∥ est une métrique sur X invariante

par translation (c'est-à-dire d(x+a, y+a) = d(x, y)). On dit que d est la métrique associée

à norme.

Proposition 1.2.2. Si (X, ∥ ∥) est un espace vectoriel normé alors d(x, y) =∥ y − x ∥
dé�nit une distance sur X. De plus la topologie ainsi dé�nie est compatible avec la structure

d'espace vectoriel, i, e. les applications

E× E → E et K× E → E

(x, y) → x+ y (λ, x) → λ.x

sont continues.
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1.2 Espaces vectoriels normés Préliminaires

Remarque 1.2.1. On supposera toujours qu'un espace vectoriel normé est muni de cette

métrique et de la topologie associée.

Dé�nition 1.2.3. Soient N1 et N2 deux normes sur un espace vectoriel K. On dit que N1

et N2 sont équivalentes s'il existe deux constantes α, β > 0 teles que

∀x ∈ X,αN1(x) ≤ N2(x) ≤ βN1(x). (1.21)

Proposition 1.2.3. L'application x→∥ x ∥ est uniformément continue sur X.

Proposition 1.2.4. La norme ∥ ∥ est une application 1−Lipschitzienne de (X, ∥ ∥) dans
R+ :

∀x, y ∈ X, |∥ y ∥ − ∥ x ∥|≤∥ y − x ∥ . (1.22)

Dé�nition 1.2.4. Deux normes ∥ ∥ et ∥ ∥′ sur un K− espace vectoriel X sont equivalentes

si il existe une constante C > 0 telle que

∀x ∈ X,C−1 ∥ x ∥≤∥ x′ ∥≤ C ∥ x ∥ . (1.23)

Théorème 1.2.1. Dans un espace vectoriel de dimension �nie X, dimX = n <∞ :

1. Toute les normes sont équivalentes.

2. Pour toute norme, les compacts sont les fermés bornés.

3. Si (F, ∥ ∥F ) est un autre K−espace vectoriel normé (dimension quelconque), toute

application linéaire de X dans F est continue.

Proposition 1.2.5. Tous sous-espace vectoriel de dimension �nie F est fermé de (X, ∥
∥X).

Théorème 1.2.2. Si (X, ∥ ∥X) est un K−espace vectoriel normé, on a équivalence entre :

1. Bf (0, 1) est compacte.

2. X est de dimension �nie.

1.2.2 Convexité

Dé�nition 1.2.5. Une partie C de X est convexe si et seulement si, pour tout x ∈ C et

tout y ∈ C, le segment

[x, y] = {λx+ (1− λ)y : λ ∈ [0, 1]} (1.24)

est inclus dans C.

Proposition 1.2.6. Soit I un ensemble et pour tout i ∈ I, soit Ci un convexe de X. Alors

∩
i∈I
Ci est convexe.
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1.3 Espaces des fonctions Préliminaires

1.2.3 Espace de Banach

Dé�nition 1.2.6. On appelle espace de Banach un K−espace vectoriel normé complet.

Proposition 1.2.7. Les K−espaces vectoriels de dimension �nie sont des espaces de Ba-

nach.

Proposition 1.2.8. Si (E, T ) est un espace topologique et (X, ∥ ∥X) est un espace de

Banach alors Fb(E,X) et C0
b (E,X) munis de la norme de la convergence uniforme ∥

f ∥∞= sup
x∈E

∥ f(x) ∥X sont des espaces de Banach.

Dé�nition 1.2.7. Dans un K−espace vectoriel normé (X, ∥ ∥X) on dit qu'une série∑
n∈N

xn est absolument convergente (ou normalement convergente) si
∑
n∈N

∥ xn ∥X< +∞.

Dans la dé�nition ci-dessus on ne dit pas que la série converge mais que la série des

normes converge.

Théorème 1.2.3. Un K-espace vectoriel normé (X, ∥ ∥X) est un espace de Banach si et

seulement si toute série absolument convergente converge dans X,(∑
n∈N

∥ xn ∥X<∞

)
=⇒

(∑
n∈N

xn ∈ X

)
(1.25)

1.3 Espaces des fonctions

1.3.1 Espaces de fonctions continues

Théorème 1.3.1. (Ascoli).[7]

Soit (E, d) un espace métrique compact et (X, ∥ ∥) un espace de Banach. Une partie A de

C0(E,X) est relativement compacte dans l'espace de Banach C0(E,X) si et seulement si :

1. Pour tout x ∈ A, A(x) = {f(x), f ∈ A} est relativement compacte dans X.

2. A véri�e la propriété d'équicontinuité

∀ε > 0, ∀x ∈ E, ∃δ > 0, ∀f ∈ A, ∀y ∈ E, d(x, y) ≤ δ ⇒∥ f(x)− f(y) ∥≤ ε.

Proposition 1.3.1. Soit (E, d) un espace métrique compact et (E ′, d′) un espace métrique.

Les parties compactes K de (C0(E;E ′), d∞) sont nécessairement équicontinues et ponctuel-

lement compactes. Il est clair que la propriété d'équicontinuité est transmise à toute partie

du compact K. On a donc aussi la variante suivante pour les parties relativement com-

pactes.
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1.3 Espaces des fonctions Préliminaires

Corollaire 1.3.1. Soit (E, d) un espace métrique compact et (E ′, d′) un espace métrique.

Les parties relativement compactes X de (C0(E;E ′), d∞) sont nécessairment équicontinues

et ponctuellement relativement compactes.

Théorème 1.3.1. Soit (E, d) un espace métrique compact et (E ′, d′) un espace métrique.

Une partie X de C0(E;E ′) est relativement compacte pour la topologie de la convergence

uniforme si et seulement si elle est équicontinue et ponctuellement relativement compacte.

Corollaire 1.3.2. Si on munit C1([0, 1];R) de la norme ∥f∥C1 = ∥f∥∞+ ∥ f ′ ∥∞ alors les

bornés de (C1([0, 1];R), ∥ ∥C1) sont relativement compacts dans C0([0, 1];R).

1.3.2 Les espaces Lp

Dé�nition 1.3.1. Soit 1 ≤ p < ∞ un nombre réel. Si f : X → R ou C une fonction

mesurable on pose

∥ f ∥p=
(∫

X

| f |p dµ
)1/p

. (1.26)

En général ∥ f ∥p≤ +∞. On notera Lp
K(X,T, µ) l'espace des fonctions mesurables f :

X → K telles que ∥ f ∥p< +∞, i.e. | f |p est µ−intégrable sur X.

Théorème 1.3.2. (Inégalité de Hölder).

Soit f ∈ Lp et g ∈ Lp′ alors fg ∈ L1 et

∥ fg ∥L1≤∥ f ∥Lp∥ g ∥Lp′ . (1.27)

Théorème 1.3.3. Soit p ∈ [1,∞], Lp(Ω) est espace vectoriel et ∥ · ∥Lp est une norme sur

Lp(Ω).

Théorème 1.3.4. Lp(Ω) est un espace de Banach pour tout p ∈ [1,∞[.

Proposition 1.3.2. Soit (fn)n une suite de Lp et f ∈ Lp. Si fn converge vers f dans

Lp alors (fn) possède une sous-suite qui admet une majorante Lp et qui converge vers f

presque partout.

Corollaire 1.3.3. (Inégalité de Cauchy Schwarz).

Soit f, g ∈ L2
K(X,T, µ), alors fg ∈ L1

K(X,T, µ) et∫
| fg | dµ ≤

(∫
X

| f |2
)1/2(∫

X

| g |2
)1/2

. (1.28)

Théorème 1.3.5. (Inégalité de Minkowski).

Soit 1 ≤ p < +∞ et f, g : X → K des fonctions mesurables, alors on a

∥ f + g ∥p≤∥ f ∥p + ∥ g ∥p . (1.29)
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Chapitre 2
Théorème de krasnoselskii

2.1 Théorème du point �xe de Picard-Banach

Dé�nition 2.1.1. (Application contractante)

Soient (E, d) un espace métrique et f : E → E une application. On dit que f est contrac-

tante s'il existe une constante 0 < K < 1 telle que

∀x, y ∈ E, d(f(x), f(y)) ≤ Kd(x, y). (2.1)

On pourra alors dire que f est contractante.

Théorème 2.1.1. (Théorème du point �xe de Picard-Banach)[1]

Soient (E, d) un espace métrique complet et f : E → E une application contractante.

Alors

1. f admet un unique point �xe a ∈ E.

2. Pour tout x0 ∈ E, la suite des itérées de x0 par f , dé�nie par xn := fn(x0) pour

tout n ∈ N, converge vers a.

3. La convergence est géométrique

∀n ∈ N, d(xn, a) ≤
Kn

1−K
d(x1, x0). (2.2)

Démonstration :

1. Existence du point �xe

On �xe un point x0 ∈ E et on dé�nit une suite (xn) par récurence en posant

xn+1 = T (xn).
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2.1 Théorème du point �xe de Picard-Banach Théorème de krasnoselskii

Alors

d(x2;x1) = d(T (x1);T (x0)) ≤ Kd(x1;x0),

par ittération, on a

d(xn+1;xn) ≤ Knd(x1;x0),

Ainsi, pour n < m, en utilisant l'inégalité triangulaire et la somme de série déomé-

trique, on a

d(xn;xm) ≤ d(xn;xn+1 + · · ·+ d(xm−1;xm),

≤ (Kn +Kn+1 + · · ·+Km−1)d(x1;x0),

= Kn(1 +K + · · ·+Km−n−1)d(x1;x0),

≤ Kn

1−K
d(x1;x0), (2.3)

comme K < 1,
Kn

1−K
→ 0. Donc (xn)n∈N est une suite de cauchy, elle admet

une limite x ∈ E. T étant une contraction, elle est lipschitzienne donc continue,il

s'ensuit donc

T (x) = lim
n→+∞

T (xn) = lim
n→+∞

xn+1 = x.

2. Unicité du point �xe x ∈ E

Supposons qu'il ait x′ ̸= x dans E tel que x′ soit aussi un point �xe de T.

Alors, puisque

T (x) = x et T (x′) = x′,

on a,

d(T (x);T (x′)) = d(x;x′). (2.4)

Et, T est une contraction, alors

d(T (x);T (x′)) ≤ Kd(x;x′) < d(x;x′). (2.5)

(2.4) contredit (2.5). Donc, notre supposition est fausse.

En considérant m→ ∞ dans (2.3) on obtient l'estimation d'erreur souhaitée.

Dé�nition 2.1.2. (Application D-contractante) [11]

Une application ψ : R+ → R+ est appelée fonction dominante ou, en bref, D− fonction si

elle est continue et non décroissante véri�ant ψ(0) = 0. Une application Q : X → X est

appelée D-Lipschitz s'il existe une D−fonction ψ : R+ → R+ satisfaisant

∀x, y ∈ X, ∥ Qx−Qy ∥≤ ψ(∥x− y∥). (2.6)
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2.1 Théorème du point �xe de Picard-Banach Théorème de krasnoselskii

La fonction ψ est appelée une D− fonction de Q sur X . Si ψ(r) = kr, k > 0, alors Q est

dite Lipschitzinne avec la constante de Lipschitz k. En particulier, si k < 1, alors Q est

appelé une contraction sur E avec la constante de contraction k. En plus, si ψ(r) < r pour

r > 0, alors Q est appelé une D− contraction non-linéaire et la fonction ψ est appelée une

D−fonction de Q sur E.

Par exemple, il existe des D−fonctions et les D−fonctions couramment utilisées couram-

ment utilisées sont ψ(r) = kr et ψ(r) =
r

1 + r
, etc.

Théorème 2.1.1. (Théorème du point �xe de Boyd-wong-Banach)[6]

Soit E un espace métrique complet et convexe, T : X → X une application satisfasse

ρ(Tx, Ty) ≤ ψ(ρ(x, y)), (2.7)

où ψ : R+ → R+ est continue supérieure sur R+, et satisfasse ψ(t) < t, pour tout t ∈ R∗
+.

Alors, T a un unique point �xe x0, et T nx→ x0 pour tout x ∈ E.

Démonstration :

Soit x ∈ E, nous savons

cn = ρ(T nx, T n−1x). (2.8)

Alors, cn est décroissant jusqu'à zéro. Car, par (2.7), et a donc une limite c. Mais, si

c > 0, on a

cn+1 ≤ ψ(cn), (2.9)

pour que

c ≤ lim
t→c

supψ(t) ≤ ψ(c), (2.10)

qui est une contradiction.

On montre que pour tout x ∈ E, T nx est suite de cauchy. On peut donc compléter la

preuve, puisque la limite de cette séquence est un point �xe de T qui est clairement

unique. Supposons que T nx n'est pas une suite de Cauchy. Alors, il existe un ϵ > 0 et des

suites d'entiers m(k), n(k), avec m(k) > n(k) ≥ k, et telles que

dk = ρ(Tmx, T nx) ≥ ϵ pour k = 1, 2, . . . . (2.11)

On peut supposer que

ρ(Tm−1x, T nx) < ϵ, (2.12)

en choisissant m(k) comme étant le plus petit nombre dépassant n(k) pour lequel (2.11)

est valable. En rappelant (2.8), nous avons

dk ≤ ρ(Tmx, Tm−1x) + ρ(Tm−1x, T nx) ≤ cm + ϵ ≤ ck + ϵ. (2.13)
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2.2 Théorème du point �xe de Schauder Théorème de krasnoselskii

Donc, dk → ϵ, que k → ∞.

Mais là,

dk = ρ(Tmx, T nx) ≤ ρ(Tmx, Tm+1x) + ρ(Tm+1x, Tm+1x)

+ ρ(T n+1x, T nx) ≤ 2ck + ψ(ρ(Tmx, T nx)) = 2ck + ψ(dk). (2.14)

Alors, comme k → ∞ dans (2.14), on obtient ϵ ≤ ψ(ϵ), ce qui est une contradiction pour

ϵ > 0.

2.2 Théorème du point �xe de Schauder

Dé�nition 2.2.1. Soit X un espace vectoriel normé et F un sous-ensemble �ni de X

F = {x1;x2; · · · ;xn}.

Alors conv(F ), l'enveloppe convexe de F , est dé�nie par

conv(F ) =

{
n∑

i=1

tixi /
n∑

i=1

ti = 1, ti ≥ 0

}
. (2.15)

Dé�nition 2.2.2. Soit X un espace vectoriel normé et F un sous-ensemble de X. L'en-

veloppe convexe conv(F ) est l'intersection de tous les ensembles convexes S ⊂ X tels que

F ⊂ S.

Dé�nition 2.2.3. Soit ε > 0. Un sous-ensemble S d'un espace métrique X est dit ε−�let

de X si

X ⊂ ∪
x∈S

B(x, ε). (2.16)

Dé�nition 2.2.4. Un espace métrique X est dit totalement borné s'il existe un ε−�let,

pour tout ε > 0.

Remarque 2.2.1. Au lieu de totalement borné, le terme relativement compact est par-

fois utilisé. Cependant, cela peut également signi�er que la fermeture de l'ensemble est

compacte. Uniquement pour les espaces métriques complets, les deux notions coïncident.

Lemme 2.2.1. (Lemme de Projection de Schauder).

Soit A un sous-ensemble compact d'un espace vectoriel normé (X, ∥ ∥), avec d la métrique

induite par la norme ∥ ∥. Étant donné ε > 0, il exixte un sous-ensemble �ni F ⊂ X et une

application P : A→ conv(F ) tel que

∀x ∈ A; d(P (x);x) < ε. (2.17)
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2.2 Théorème du point �xe de Schauder Théorème de krasnoselskii

Cette application est appelée projection de Schauder.

Théorème 2.2.1. (Théorème de Brouwer).

Soit A un sous-ensemble non vide, compact et convexe de RN, alors, toute application

continue T : A→ A admet un point �xe.

Démonstration :

On considère un ε− �let pour le compact A et on note par F = {x1, · · · , xn} l'ensemble

des centres des ε−boules. Pour i = 1, · · · , n, on dé�nit ϕi : A→ R par,

ϕi(x) =

{
ε− d(x, xi) x ∈ B(xi, ε)

0 ailleurs.

On voit que ϕi est continue et strictement positif dans
◦
B(xi; ε) et s'annule ailleurs. Par

conséquent

∀x ∈ A;
n∑

i=1

ϕi(x) > 0,

On dé�nit la projection de Schauder P : A→ conv(F ) par

P (x) =
n∑

i=1

ϕi(x)

ϕ(x)
xi,

avec ϕ(x) =
∑n

i=1 ϕi(x) L'application P est continue car les ϕi le sont. De plus

d(P (x), x) =

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

ϕi(x)

ϕ(x)
xi −

n∑
i=1

ϕi(x)

ϕ(x)
x

∥∥∥∥∥ ,
=

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

ϕi(x)

ϕ(x)
(xi − x)

∥∥∥∥∥ ,
≤

n∑
i=1

ϕi(x)

ϕ(x)
∥ (xi − x) ∥<

n∑
i=1

ϕi(x)

ϕ(x)
ε = ε.

car ϕi(x) = 0 si ∥ (xi − x) ∥≥ ε.

Remarque 2.2.2. Ce théorème prolonge le résultat du théorème de Brouwer pour montrer

l'existence d'un point �xe pour une fonction continue sur un convexe compact dans un

espace de Banach. Le Théorème du Point �xe de Schauder est plus topologique et a�rme

qu'une application continue sur un convexe compact admet un point �xe, qui n'est pas

nécessairement unique.

Théorème 2.2.1. (Théorème de point �xe de Schauder).

Soit X un espace de Banach et soit M ⊂ X, non vide, convexe et fermé. Si T : M → M

est compact (c'est-à-dire que T (M) et relativement compact), alors T admet un point �xe.
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Démonstration :

Soit A = T (M) la fermeture de T (M) qui, par hypothèse, est compacte. Pour chaque

n ∈ N∗, soit Fn un
1

n
−�let pour A (qui existe car A est compact) et soit Pn : A→ conv(Fn)

la projection de Schauder correspondante. La convexité deM implique que conv(Fn) ⊂M

et on peut dé�nir l'application Tn : conv(Fn) → conv(Fn);

Tn = (Pn ◦ T ) |conv(Fn)

.

Le corollaire 2.2.1 garantit que Tn admet un point �xe. Pour chaque n ∈ N∗, on choisit

un tel point �xe de Tn et le note xn. Puisque A est compact (xn)n∈N∗ est bornée, elle admet

donc une sous-suite (xnA
)A convergente vers x ∈ A.

Du lemme 2.2.1 on a,

d(T (x);xnA
) = d(T (x);TnA

(xnA
)),

≤ d(T (x);T (xnA
)) + d(T (xnA

);TnA
(xnA

),

≤ d(T (x);TxnA
)) +

1

nA

→A→∞ 0.

puisque T est continu. Ainsi (xnA
)A converge à la fois vers x et T (x). Les limites sont

uniques, donc T (x) = x. c.q.f.d

Corollaire 2.2.1. Soient X un espace de Banach et M ⊂M , non vide, convexe et com-

pact. Si T :M →M est continu, alors T admet un point �xe.

2.3 Théorème du point �xe de Krasnoselskii

Lemme 2.3.1. [14] Si (X, ∥ ∥) est un espace normé, M ⊂ X et B : M → X une

application contractante, alors (I −B) est un homéomorphisme de M sur (I −B)M .
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Démonstration :

On suppose que B est α-contraction, (I − B) est continue car elle est la somme de deux

application continues. D'autre part, pour tout x, y ∈M avec x ̸= y, on voit que

∥(I −B)x− (I −B)y∥ = ∥(x− y)− (Bx−By)∥

≥ ∥x− y∥ − ∥Bx−By∥

≥ ∥x− y∥ − α∥x− y∥

≥ (1− α)∥x− y∥

> 0,

d'où ∥ (I−B)x−(I−B)y ∥≠ 0 ⇒ (I−B)x ̸= (I−B)y. En conclusion, (I−B) est injective,

et comme I − B : M → (I − B)M alors ∀y ∈ (I − B)M,∃x ∈ M tel que (I − B)x = y

d'où I−B est surjective et donc (I−B)−1 est continue, par l'absurde, si (I−B)−1 n'était

pas continue, alors ∃(I −B)y et ((I −B)xn)n∈N avec (I −B)xn → (I −B)y mais xn ↛ y.

Or, pour

∀ε > 0,∃N ∈ N tel que n ≥ N ⇒ (2.18)

ε ≥∥ (I −B)xn − (I −B)y ∥≥ ∥xn − y∥ − ∥Bxn −By∥

,

comme xn ↛ y,∃ε0 > 0 et (xnK
)K telle que ∥ (xnK

) − y ∥≥ ε0, et comme B est une

contraction alors ∃0 < δ < 1 avec ∥ B(xnK
) − By ∥≤ δ ∥ (xnK

) − y ∥. Ainsi, en utilisant

(2.18), on obtient

ε ≥ ∥ (I −B)xnK
− (I −B)y ∥

≥ ∥ xnK
− y ∥ − ∥ BxnK

−By ∥

≥ ∥ xnK
− y ∥ −δ ∥ xnK

− y ∥

= (1− α) ∥ xnK
− y ∥

≥ (1− α)ε0.

Mais ε0 est �xé, δ < 1, par conséquent on aura une contradiction lorsque ε → 0. Donc,

I −B est bien un homeomorphisme.
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Théorème 2.3.1. (Théorème de Krasnoselskii(1955))

Soit (X, ∥ ∥) un espace de Banach, et soit M une partie non vide, convexe et fermée de

S. On suppose que : A,B :M → X sont deux applications satisfaisant :

(1) Ax+By ∈M,∀x, y ∈M .

(2) A est continue et AM est cotenue dans un ensemble compact.

(3) B est une contraction de constante α < 1.

Alors ∃x∗ ∈M,Ax∗ +Bx∗ = x∗.

Démonstration :

Soient A,B deux application véri�ant l'hypothèse, on a B est contractant alors ∃α telque

0 < α < 1 et

∥ B(x)−B(y) ∥≤∥ x− y ∥, ∀x, y ∈M. (2.19)

D'aprés le lemme (2.3.1) : (I − B) : M → (I − B)M est un homeomorphisme alors

(I − B)−1 existe et continue sur (I − B)M . D'autre part, pour tout y ∈ M l'equation

x = B(x)+A(y) admet unique solution x ∈M puisque l'application x→ Bx+Ay dé�nit

une contraction deM dans lui même grâce à théorème de Banach. Ainsi A(y) ∈ (I−B)M

pour y ∈M et (I−B)−1A :M →M est une application continue car elle est composée de

deux application continues. Comme A est une application compact alors AM ⊂ K avec

K compact de X.

(I −B)−1(AM) ⊂ (I −B)−1(K) avec (I −B)−1(K) compact car (I −B)−1) est continue

donc (I −B)−1A :M →M est compact.

D'aprés le théorème de schauder. (I −B)−1A posséde un point �xe dans M .

2.3.1 Théorème de Dhage

Théorème 2.3.1. (Dhage)[11]

Soit S un sous-ensemble convexe fermé et borné de l'espace de Banach X et soit A : X →
X et B : S → X deux opérateurs tels que

(a) A est la D−contraction non linéaire,

(b) B est compact et continue,

(c) x = Ax+By pour tout y ∈ S ⇒ x ∈ S.

Alors l'équation opérateur Ax+Bx = x a une solution dans S.

Démonstration :

Puisque A est D-contraction sur S, il est equivalent à la condition de contraction

∥ Ax−Ay ∥≤ ϕ(∥ x− y ∥), (2.20)
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pour tout x, y ∈ E,où ϕ ∈ DL.
Soit y ∈ S un élèment �xé et l'application Ay de E, est dé�nie par

Ay(x) = Ax+ By. (2.21)

Nous montrons que Ay est une D-contraction de E. Soit x1, x2 ∈ E.Alors, nous avons

∥ Ay(x1)−Ay(xn) ∥≤∥ Ax1 −Ax2 ∥≤ ϕ(∥ x1 − x2 ∥) (2.22)

où ϕ ∈ DL, d'après le théorème de Boyd-wong, Ay a un point �xe unique, dit y′ ∈ E, i.e,

est un point unique de E tel que

Ay(y
′) = Ay′ + By = y′. (2.23)

Par l'hypothèse (c), on obtient y′ ∈ S. Maintenant, l'équation (2.23) écrite comme suit

(I −A)−1By = y′, (2.24)

où I est l'opérateur d'identite sur E.

Dé�nie un opérateur T sur S lui même par

T x = (I −A)−1Bx. (2.25)

Clairement, l'opérateur (I − A)−1 est bien dé�nie et continue sue E compte tenu de

l'hypothèse (a).
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Chapitre 3
Applications aux équations di�érentielles

3.1 Équations di�érentielles perturbées

Pour tout intervalle fermé et borné J = [0, T ] de la ligne réelle R, on considère le pro-

blème de la valeur initiale des équations di�érentielles ordinaires non linéaires du premier

ordre {
x′(t) = f(t, x(t)) a.e. t ∈ J

x(0) = x0 ∈ R,
(3.1)

si f : J × R → R.
Le problème (3.1) est une partie fondamentale ou centrale de l'analyse non linéaire et

largement étudiée dans la littérature au �l des ans pour di�érents aspects des solutions. Il

n'est pas faux de dire que le sujet de l'analyse non linéaire commence avec ces équations

di�érentielles non linéaires. Or, il se peut que la non-linéarité f impliquée dans le problème

(3.1) ci-dessus ne soit pas lisse ou régulière pour discuter de l'existence ou de certaines

autres caractérisations des solutions. Cependant, si nous divisons la fonction f en une

somme de deux fonctions f1 et f2 , soit f = f1+f2, alors ces fonctions ont de très bonnes

propriétés et l'équation di�érentielle non linéaire{
x′(t) = f1(t, x(t)) + f2(t, x(t)) a.e. t ∈ J

x(0) = x0 ∈ R,
(3.2)

est facilement résolution avec les techniques de théorie fonctionnelle disponibles. La mé-

thode qui permet de le faire est appelée méthode des perturbations et l'équation di�éren-

tielle (3.2) est appelée une perturbation de l'équation di�érentielle{
x′(t) = f1(t, x(t)) a.e. t ∈ J

x(0) = x0 ∈ R.
(3.3)
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L'équation di�érentielle ci-dessus (3.2) est obtenue en perturbant la non-linéarité f1 de

(3.3) et est appelée une équation di�érentielle perturbée. Maintenant, les équations di�é-

rentielles perturbées sont classées en deux catégories principales. Si la fonction inconnue

libre d'une équation di�érentielle est perturbée d'une manière quelconque, on l'appelle

alors une équation di�érentielle perturbée de premier type. De même, si la fonction incon-

nue fonction inconnue sous dérivée est perturbée d'une certaine manière, alors on l'appelle

une équation di�érentielle à perturbation du second type. L'équation di�érentielle non

linéaire (3.2) est elle-même en fait une perturbation implicite de la fonction inconnue sous

dérivation. La perturbation implicite du premier type correspondant à des problèmes bien

connus de valeur initiale d'une équation di�érentielle linéaire du premier ordre.{
x′(t) = x(t) a.e. t ∈ J

x(0) = x0 ∈ R.
(3.4)

Considérons maintenant l'équation di�érentielle perturbée associée (3.3), à savoir,
d

dt
[x(t)− f2(t, x(t))] = f1(t, x(t)) a.e. t ∈ J

x(0) = x0 ∈ R.
(3.5)

Dans cette perturbation de l'équation di�érentielle (3.5), le terme sous dérivée est perturbé

et ce type de perturbation est appelé une perturbation de second type. Une perturbation

d'une équation non linéaire qui implique l'addition ou la soustraction d'un terme est appelé

une perturbation linéaire et une perturbation qui implique la multiplication ou la division

par un terme est appelée une perturbation quadratique des équations en question. De

même, si la fonction inconnue dans l'équation di�érentielle (3.1) est perturbée par une

fonction, alors on l'appelle une perturbation implicite de l'équation di�érentielle (3.3).

Encore une fois, un implicite la perturbation peut être du premier ou du second type.

L'équation di�érentielle (3.5) est une perturbation linéaire de second type pour l'équation

di�érentielle (3.3).

Étant donné un intervalle borné J = [t0, t0 + a) dans R pour certains t0, a ∈ R �xes

avec a > 0, on considère les problèmes de valeur initiale (1) (en abrégé HDE). Par une

solution de l'EDH (1), nous entendons une fonction x ∈ C(J,R) telle que

1. La fonction t→ x− f(t, x) est continue pour chaque x ∈ R,

2. x satisfait les équations de (1).

L'importance des recherches sur les équations di�érentielles hybrides réside dans le fait

que qu'elles incluent plusieurs systèmes dynamiques en tant que cas particuliers. La prise

en compte des équations di�érentielles hybrides est implicite dans les travaux de Krasno-

selskii et largement traitée dans plusieurs articles sur les équations di�érentielles hybrides
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avec di�érentes perturbations (par exemple les travaux de Burton et Dhage). Cette classe

d'équations di�érentielles hybrides comprend les perturbations des équations di�érentielles

originales de di�érentes manières. Une classi�cation précise des di�érents types de pertur-

bations des équations di�érentielles apparaît dans Dhage qui peut être traité avec la théorie

du point �xe hybride (Dhage et Lakshmikantham).

3.1.1 Problèmes de valeur initiale pour les équations di�éren-

tielles hybrides

Dans cette section, nous prouvons un résultat d'existence pour l'EDH (1) sur un in-

tervalle fermé et borné J = [t0, t0+ a] sous conditions de Lipschitz et de compacité sur les

non-linéarités qui y interviennent. Nous considérons l'EDH (1) dans l'espace de fonctions

C(J,R) des fonctions continues à valeurs réelles dé�nies sur J muni de la norme ∥ ∥∞
dé�nie par

∥x∥∞ = sup
t∈J

|x(t)|.

Clairement, (C(J,R), ∥ ·∥) est un espace de Banach. Nous prouvons l'existence d'une solu-

tion pour l'EDH (1) via le théorème du point �xe hybride 2.3.1 dans l'espace (C(J,R), ∥·∥).

Dé�nition 3.1.1. Un opérateur Q sur un espace de Banach X dans lui-même est dit

compact si Q(X) est un sous-ensemble relativement compact de X. Q est dit totalement

borné si pour tout sous-ensemble borné S de E, Q(S) est un sous-ensemble relativement

compact de X. Si X est continue et totalement bornée, alors on dit qu'elle est complètement

continue sur X.

Nous considérons les hypothèses suivantes dans ce qui suit.

(A0) La fonction x→ x− f(t, x) est croissante dans R pour tout t ∈ J .

(A1) Il existe une constante L > 0 telle que

| f(t, x)− f(t, y) |≤ L | x− y |
M+ | x− y |

,

pour tout t ∈ J et x, y ∈ R. De plus, L ≤M .

(A2) Il existe une fonction continue h : J → R telle que

| g(t, x) |≤ h(t), t ∈ J,

pour tout x ∈ R.
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Lemme 3.1.1. Supposons que l'hypothèse (A0) soit véri�ée. Alors pour toute fonction

continue h : J → R, la fonction x ∈ C(J,R) est une solution de l'EDH.
d

dt
[x(t)− f(t, x(t))] = h(t), t ∈ J

x(0) = x0 ∈ R,
(3.6)

si et seulement si x satisfait à l'équation intégrale hybride (HIE)

x(t) = x0 − f(t0, x0) + f(t, x(t)) +

∫ t

t0

h(s)ds, t ∈ J. (3.7)

Démonstration :

Soit h ∈ C(J,R). Supposons que x est une solution de l'EDH (3.6). Par dé�nition,
d

dt
[x(t)−f(t, x(t))] est continue sur J , et donc di�érentiable sur J . d'où

d

dt
[x(t)−f(t, x(t))]

est intégrable sur J . En appliquant l'intégration à (3.6)de t0 à t, nous obtenons la HIE

(3.7) sur J .

Inversement, supposons que x satisfasse la HIE (3.7). Alors, par di�érentiation directe, on

obtient la première équation de (3.6). De nouveau, en substituant t = t0 dans (3.7), on

obtient

x(t0)− f(t0, x(t0)) = x0 − f(t0, x0).

Puisque l'application x → x− f(t, x) est croissant dans R pour tout t ∈ J , l'application

x→ x− f(t0, x). est injective dans R, d'où x(t0) = x0. Par conséquent, la démonstration

du lemme est complète.

Théorème 3.1.1. Supposons que les hypothèses (A0)− (A2) soient véri�ées. Alors l'EDH

(1) a une solution dé�nie sur J .

Démonstration :

On dé�nit X = C(J,R) et un sous-ensemble S de X dé�ni par

S = {x ∈ X |∥ x ∥≤ N}, (3.8)

où,

N =| x0 − f(t0, x0) | +L+ F0 + a ∥ h ∥ .

et F0 = sup
t∈J

| f(t, 0) |.

Clairement, S est un sous-ensemble fermé, convexe et borné de l'espace de Banach X.

Maintenant, en utilisant les hypothèses (A0) et (A2), on peut montrer par une application
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du lemme (3.1.1) que l'EDH (1) est équivalente à l'EDH non linéaire.

x(t) = x0 − f(t0, x0) + f(t, x(t)) +

∫ t

t0

g(s, x(s))ds (3.9)

pour t ∈ J.

On dé�nit deux opérateurs A : X → X et B : S → X par

Ax(t) = f(t, x(t)), t ∈ J, (3.10)

et

Bx(t) = x0 − f(t0, x0) +

∫ t

t0

g(s, x(s))ds, t ∈ J, (3.11)

Alors, la HIE (3.9) est transformée en une équation d'opérateur comme suit

Ax(t) +Bx(t) = x(t), t ∈ J.

Nous allons montrer que les opérateurs A et B satisfont toutes les conditions du théorème

(2.3.1). Tout d'abord, nous montrons que A est une D-contraction non linéaire sur E avec

une D-fonction ψ. Soit x, y ∈ X.

Alors, par hypothèse (A1),

| Ax(t)− Ay(t) |=| f(t, x(t))− f(t, y(t)) |≤ L | x(t)− y(t) |
M+ | x(t)− y(t) |

≤ L ∥ x− y ∥
M+ ∥ x− y ∥

pour tout t ∈ J . En utilisant le suprême sur t , on obtient

∥ Ax− Ay ∥≤ L ∥ x− y ∥
M+ ∥ x− y ∥

pour tout x, y ∈ X.Il en résulte que A est une D-contraction non linéaire X avec la

D-fonction ψ dé�nie par

ψ =
Lr

M + r
.

Par la suite, nous montrons que B est un opérateur compact et continu sur S dansX. Nous

montrons d'abord que B est continu sur S. Soit {xn} une séquence dans S convergeant

vers un point x ∈ S. Alors par théorème de convergence dominée pour l'intégration, on
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obtient

lim
n→∞

Bxn(t) = lim
n→∞

[
x0 − f(t0, x0) +

∫ t

t0

g(s, xn(s))ds

]
= x0 − f(t0, x0) + lim

n→∞

∫ t

t0

g(s, xn(s))ds

= x0 − f(t0, x0) +

∫ t

t0

[
lim
n→∞

g(s, xn(s))
]
ds

= x0 − f(t0, x0) +

∫ t

t0

g(s, x(s))ds = Bx(t).

pour tout t ∈ J . De plus, on peut montrer comme ci-dessous que Bxn est une suite

équicontinue de fonctions dans E. Maintenant, en suivant les arguments similaires à ceux

donnés dans Granas et al. prouvé que B est un opérateur continu sur S.

Ensuite, nous montrons que B est un opérateur compact sur S. Il su�t de montrer que

B(S) est un ensemble uniformément borné et équi-continu dans X. Soit x ∈ S arbitraire.

Alors par hypothèse (A2),

| Bx(t) | ≤ | x0 − f(t0, x0) | +
∫ t

t0

| g(s, x(s)) | ds,

≤ | x0 − f(t0, x0) | +
∫ t

t0

h(s)ds ≤ | x0 − f(t0, x0) | + ∥ h ∥ a.

pour tout t ∈ J . En prenant le suprême sur t ,

∥ Bx ∥≤| x0 − f(t0, x0) | + ∥ h ∥ a.

pour tout x ∈ S. On montre que B est uniformément borné sur S.

De même, soit t1, t2 ∈ J . Alors pour tout x ∈ S, on a

| Bx(t1)−Bx(t2) | =

∣∣∣∣∫ t1

t0

g(s, x(s))ds−
∫ t2

t0

g(s, x(s))ds

∣∣∣∣ ,
≤

∣∣∣∣∫ t1

t2

| g(s, x(s)) | ds
∣∣∣∣ ≤| p(t1)− p(t2) | .

où, p(t) =
∫ t

t0
h(s)ds. Puisque la fonction p est continue sur J compact, elle y est unifor-

mément continue. Donc, pour ϵ > 0, il existe un δ > 0 tel que

| t1 − t2 |< δ ⇒| Bx(t1)−Bx(t2) |< ϵ.

uniformément pour tout t1, t2 ∈ J et pour tout x ∈ S. Ceci montre que B(S) est un

ensemble équicontinue dansX. Or l'ensemble B(S) est un ensemble uniformément borné et
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equicontinue dans X, donc il est compact par le théorème d'Arzelá-Ascoli. Par conséquent,

B est un opérateure continue et compact sur S. On montre par la suite que l'hypothèse

(c) du théorème 2.3.1 est satisfaite. Soit x ∈ X �xé et y ∈ S soient arbitraires de sorte

que x = Ax+By. Alors, par l'hypothèse (A1), nous avons

| x(t) | ≤ | Ax(t) +By(t) ≤| x0 − f(t0, x0) | + | f(t, x(t)) | +
∫ t

t0

| g(s, y(s)) | ds,

≤ | x0 − f(t0, x0) | +(|f(t, x(t))− f(t, 0) | + | f(t, 0)|) +
∫ t

t0

| g(s, y(s)) | ds,

≤ | x0 − f(t0, x0) | +L+ F0 +

∫ t

t0

h(s)ds ≤| x0 − f(t0, x0) | +L+ F0+ ∥ h ∥ a.

En prenant le suprême sur t,

∥ x ∥≤| x0 − f(t0, x0) | +L+ F0+ ∥ h ∥ a.

et par conséquent, x ∈ S.

Ainsi, toutes les conditions du théorème 2.3.1 sont satisfaites et l'équation opérateur Ax+

By = x a une solution dans S. Par conséquent, l'EDH (1) a une solution dé�nie sur J .

Ceci complète la preuve.

2

3.2 Résultats d'existence pour des équations di�éren-

tielles d'ordre fractionnaire

3.2.1 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Dé�nition 3.2.1. (La fonction Gamma)

On appelle fonction Gamma eulérienne (ou intégrale eulérienne de seconde espèce) la

fonction notée Γ dé�nie par

Γ(x) =

∫ ∞

0

e−ttx−1dt,

ou x est un nombre complexe quelconque tel que Re(x) > 0

Dé�nition 3.2.2. (Intégrale fractionnaire)

Soit f : [a, b[→ R une fonction continue ou intégrable et

I1a : [a, b[ → R

x → (I1af)(x) =

∫ x

a

f(t)dt,
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L'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville (I1af) d'order α ∈ C(Re(α) > 0) est dé�nie

par

(I1af)(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

f(t)dt

(x− 1)1−α
(x > a,Re(α) > 0). (3.12)

respectivement. Ici, Γ(α) est la fonction Gamma.

Dé�nition 3.2.3. (Dérivée Fractionnaire)

Le dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville (Dα
a y) d'order α ∈ C(Re(α) ≥ 0) est dé�nie

par

(Dα
a )(x) = (

d

dx
)n(Γn−α

a y)(x)

=
1

Γ(n− α)
(
d

dx
)n
∫ x

a

y(t)dt

(x− t)α − n− 1
(n = [Re(α)] + 1; x > a).

Dé�nition 3.2.4. (Dérivées fractionnaires de Caputo)

La Le dérivée fractionnaire de caputo (cDα
a y)(x) respectivement d'order α. avec (α ≥ 0)

sur [a, b] est dé�nie par

(cDα
a y)(x) =

(
Dα

a

[
y(t)−

n−1∑
k=0

y(k)(a)

k!
(t− a)k

])
(x). (3.13)

Lemme 3.2.1. Soit α > 0, alors

JαDαx(t) = x(t) + c0 + c1t+ c2t
2 + · · · cn−1t

n−1,

pour tout ci ∈ R, i = 0, 1, 2 · · ·n− 1, n = [α] + 1.

3.2.2 Existence des solutions

On s'intéresse au résultat d'existence des solutions pour le problème aux limites (2).

Lemme 3.2.2. Une solution du problème de la valeur limite fractionnelle (2) est donnée

par :

x(t) = (1− t)

∫ 1

0

g(τ)x(τ)dτ + θ

(
t− t

Γ(α + 1)
+

tα

Γ(α + 1)

)
+

t

Γ(α)

∫ 1

0

(1− τ)α − 1f(τ, x(τ))dτ − Jαf(t, x(t)). (3.14)

Démonstration :

On a

Dαx(t) = θ − f(t, x(t)), 0 ≤ t ≤ 1. (3.15)
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en appliquant l'opérateur Jα aux deux parties de (3.15), et en utilisant l'identité JαDαx(t) =

x(t) + c0 + c1t, on obtient

x(t) =
θtα

Γ(α + 1)
− Jαf(t, x(t))− c0 − c1t. (3.16)

En particulier, pour t = 0, nous avons

c0 = −
∫ 1

0

g(τ)x(τ)dτ, (3.17)

et pour t = 1, nous obtenons

c1 = −θ + θ

Γ(α + 1)
+

∫ 1

0

g(τ)x(τ)dτ − 1

Γ(α)

∫ 1

0

(1− τ)α−1f(τ, x(τ))dτ. (3.18)

En substitution des valeurs de c0 et c1 dans (3.16), nous obtenons (3.14). Lemme 3.2.2 est

donc prouvé.

Maintenant, nous avons l'opérateur T : C([0, 1], X) → C([0, 1], X) comme suit :

T (x) = (1− t)

∫ t

0

g(τ)x(τ)dτ + θ

(
t+

tα

Γ(α + 1)
− t

Γ(α + 1)

)
+

t

Γ(α)

∫ 1

0

(1− τ)α−1f(τ, x(τ))dτ − 1

Γ(α)

∫ 1

0

(1− τ)α−1f(τ, x(τ))dτ,

pour 0 ≤ t ≤ 1, 1 < α ≤ 2.

Le résultat suivant est basé sur le théorème du point �xe de Krasnoselskii. Pour appli-

quer ce théorème, nous avons besoin des hypothèses suivantes :

(D1) :

∥ f(t, x) ∥≤ ν(t), (t, x) ∈ [0, 1]×X, ν ∈ L1([0, 1],R+).

(D2) : Soit f : [0, 1] × X → X est une fonction continue conjointe qui met en cor-

respondance des bornés de [0, 1] ×X en sous-ensembles relativement compacts de

X.

Théorème 3.2.1. Supposons que les hypothèses (D1) et (D2) soient satisfaites. Si M =

sup
t∈[0,1]

|g(t)| < 1 ; alors le problème de la valeur limite (2) a au moins une solution dans

C([0, 1], X) :

Démonstration :

Fixons

ρ ≥ (1−M)−1

(
θ(1 +

2

Γ(α + 1)
) +

2 ∥ ν ∥
Γ(α + 1)

)
, (3.19)

36



3.2 Résultats d'existence pour des équations di�érentielles d'ordre
fractionnaire Applications aux équations di�érentielles

avec ∥ ν ∥= supt∈[0,1] | ν(t) | .
Sur Bρ = {x ∈ X, ∥ x ∥≤ ρ}, nous avons déduit les opérateurs R et S en utilisant la

formule suivante

R(x) = (1− t)

∫ 1

0

g(τ)x(τ)dτ + θ

(
t+

tα

Γ(α + 1)
− t

Γ(α + 1)

)
, (3.20)

S(x) =
t

Γ(α)

∫ 1

0

(1− τ)α−1f(τ, x(τ))dτ − Jαf(t, x(t)), (3.21)

pour x, y ∈ Bρ, on a

∥ R(x) + S(y) ∥≤∥ (1− t)

∫ 1

0

g(τ)x(τ)dτ + θ

(
t+

tα

Γ(α + 1)
− t

Γ(α + 1)

)
∥

+ ∥ t

Γ(α)

∫ 1

0

(1− τ)α−1f(τ, y(τ))dτ − 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− τ)α−1f(τ, y(τ))dτ ∥ . (3.22)

Donc,

∥ R(x) + S(y) ≤M ∥ x ∥ +θ

(
1 +

2

Γ(α + 1)

)
+ ∥ t

Γ(α)

∫ 1

0

(t− τ)α−1f(τ, y(τ))dτ ∥

+ ∥ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− τ)α−1f(τ, y(τ))dτ ∥ . (3.23)

En utilisant (D1) et (3.19), nous obtenons

∥ R(x) + S(x) ≤ M ∥ x ∥ +θ

(
1 +

2

Γ(α + 1)

)
+

2 ∥ ν ∥
Γ(α + 1)

≤ Mρ+ (1−M)ρ. (3.24)

Donc R(x) + S(y) ∈ Bρ.

D'autre part, il est facile de voir que

∥ R(x)−R(y) ∥≤M ∥ x− y ∥, (3.25)

et puisque M < 1, alors R est une contraction. De plus, il résulte de (D2) que l'opérateur

S est continue et que

∥ S(x) ∥ ≤ t

Γ(α)

∫ 1

0

(t− τ)α−1 ∥ f(τ, x(τ))dτ ∥

+
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 ∥ f(τ, x(τ))dτ ∥ . (3.26)
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Puisque t ∈ [0, 1], alors nous pouvons écrire

∥ S(x) ∥≤ 2 ∥ ν ∥
Γ(α + 1)

.

Par conséquent, S est uniformément borné sur Bρ.

Prenons maintenant t1, t2 ∈ [0, 1] et y ∈ Bρ. Nous pouvons alors écrire

∥ Sy(t1)− Sy(t2) ∥ ≤ ∥ t1 − t2
Γ(α)

∫ 1

0

(1− τ)α−1f(τ, x(τ))dτ ∥

+
1

Γ(α)

∫ t1

0

(t1 − τ)α−1f(τ, x(τ))dτ

− 1

Γ(α)

∫ t2

0

(t2 − τ)α−1f(τ, x(τ))dτ ∥ . (3.27)

En vertu de (D1), nous obtenons

∥ Sy(t1)− Sy(t2) ∥ ≤
∥ ν ∥

Γ(α + 1)
(| t1 − t2 | + | tα1 − tα2 |) . (3.28)

Le côté droit de (3.28) est indépendant de y. Par conséquent, S est équicontinue et comme

t1 → t2, le côté gauche de (3.28) tend vers 0, donc S(Bρ) est relativement compact et

alors par le théorème 1.3.1, l'opérateur S est compact. En�n, par le théorème 2.3.1, nous

concluons qu'il existe une solution de (2) : Le théorème 3.2.1 est donc prouvé.

2
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Conclusion

Dans ce mémoire on a présenté le théorème du point �xe classique de Krasnoselskii

et l'éxtension de Dhage concernant les espaces de Banach et quelque applications aux

équations di�érentielles. La technique utilisée pour prouver que ces équations d'opérateur

ont une solution est de reformuler le problème comme un problème du point �xe et de

voir si ce dernier peut être résolu via un argument du point �xe dans un espace vectoriel

approprié et sous des hypothèses su�santes.

Ce théorème d'existence est très important pour étudier plusieurs types d'équations

hybride di�érentielles et intégrales et reste valable pour les espaces vectoriels topologiques

quelconques. Mentionons qu'il existe plusieurs généralisations de ce théorème surtout pour

les opérateurs condensés.
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