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Introduction

Les mathématiques sont de plus en plus présentes dans diverses disciplines et no-

tamment en biologie. La modélisation en biologie a commencé à être utilisée en

dynamique de population, afin de modéliser non seulement la croissance des po-

pulations, mais aussi les différentes interactions qui peuvent exister entre elles.

Le modèle proie-prédateur a été imaginé par Volterra en 1925 pour modéliser

l’évolution de sardines et des requins dans la mer Adriatique. Un modèle simi-

laire a été développé par Lotka, un scientifique américain à la même époque. Ce

modèle se présente sous la forme de deux équations différentielles :
dx(t)

dt
= x(t)[a− by(t)],

dy(t)
dt

= y(t)[−c + dX],

avec a, b, c, d > 0 et x(0) > 0, y(0) > 0 , où :

x : représente la densité de proies.

y : représente la densité de prédateur.

a : représente le taux de croissance de population x(t).

c : représente le taux de décroissance de population y(t).

b, d : représente le taux du l’interaction entre les deux populations.

Notre objectif est de connaitre l’évolution des quantités x et y au cours du temps t.

Ce travail a pour thème l’étude des modèles mathématiques avec impulsions. Le

premier chapitre présente des définitions et des résultats préliminaires nécessaires
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pour la suite de ce travail.

Dans le deuxième chapitre, nous analysons les propriétés asymptotiques pour un

système Proie-Prédateur, qui nous aident à étudier le même modèle avec impul-

sions dans le chapitre suivant.

Dans le troisième chapitre, nous considérons deux modèles Proie-Prédateur avec

des effets impulsifs dépendant de l’état. L’analyse mathématique de ces deux mo-

dèles permet d’étudier l’existence des solutions périodiques triviales et non tri-

viales d’ordre 1 et leurs stabilités.

A la fin de chaque chapitre nous illustrons certains de nos résultats par des simu-

lations.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, on rappel quelques définitions et théorèmes nécessaires pour

l’élaboration de ce travail.

1.1 Problème de Cauchy

Un problème de Cauchy est la donnée d’une équation différentielle et d’une condi-

tion initiale (aussi appelé problème aux valeurs initiales). C’est donc un problème

du type :  ẏ(t) = f (t, y(t)),

y(t0) = y0,
(1.1)

avec t0 ∈ I, y0 ∈ Ω et f : I ×Ω→ Rn est une fonction continue .

Définition 1.1.1. [28] Soit (t0, y0) ∈ U = I ×Ω. Résoudre le problème de Cauchy (1.1)

consiste à déterminer (ϕ; J) où J est un intervalle contenant t0 et ϕ : J → Rn une fonction

dérivable (en fait de classe C1) sur J telle que J ⊂ I et pour tout t ∈ J, nous avons

ϕ(t) ∈ Ω, et ϕ′(t) = f (t, ϕ(t)).
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Un problème de Cauchy peut ne pas avoir de solutions si f n’est pas continue et

peut avoir plusieurs solutions maximales (même si f est continue).

1.2 Équations différentielles ordinaires

Définition 1.2.1 ([27]). Soient U un ouvert de R×Rn et f : U → Rn une fonction

continue, une équation différentielle ordinaire sur U est une relation de type :

ẋ(t) = f (t, x), (1.2)

avec x : R 7→ Rn de classe C1.

Définition 1.2.2 ([27]). La fonction x est dite solution de l’équation (1.2) sur l’intervalle

I ⊂ R si elle est définie et continument dérivable sur I, (t, x(t)) ∈ U pour tout t ∈ I et x

satisfait la relation (1.2) sur I.

Théorème 1.2.1. (Cauchy- Lipschitz)[28]

Soit f une fonction continue sur U, si f est globalement lipschitzienne par rapport à x, i.e

pour tout compact K ⊂ I, il existe k > 0 tel que pour tout t ∈ K, x1, x2 ∈ Rn,

‖ f (t, x1)− f (t, x2) ‖≤ k ‖ x1 − x2 ‖,

alors le problème (1.2) admet une solution globale et unique.

1.3 Stabilité des équilibres

Considérons le système suivant : ẋ = f (t, x(t)),

x(0) = x0,
(1.3)

où x ∈ Rn et f : R×Rn → Rn continue, t ≥ 0, x0 ∈ Rn.



1.4 Stabilité d’un système linéaire 9

Définition 1.3.1 ([27]). Un point x∗ est dit point stationnaire (où équilibre) de système

(1.3) si et seulement si f (x∗) = 0.

Définition 1.3.2 ([27]). Un équilibre x∗ de (1.3) est dit stable si pour tout ε > 0 il existe

η > 0 tel que pour toute solution x(t) de (1.3) on a

‖ x0 − x∗ ‖< η ⇒‖ x(t)− x∗ ‖< ε, ∀t > 0.

Définition 1.3.3 ([27]). Un équilibre x∗ de (1.3) est dit instable, s’il existe ε > 0, pour

tout η > 0, tel que pour tout solution x(t) de (1.3) on a

‖ x(0)− x∗ ‖< η ⇒‖ x(t)− x∗ ‖> ε, ∀t > 0.

Définition 1.3.4 ([27]). Soit x∗ un équilibre de (1.3) stable, alors x∗ est dit asymptoti-

quement stable si on a pour toute solution x(t) de (1.3) :

lim
t→+∞

‖ x(t)− x∗ ‖= 0.

Définition 1.3.5 ([27]). L’équilibre x∗ de (1.3) est globalement asymptotiquement stable

s’il est stable et globalement attractif.

1.4 Stabilité d’un système linéaire

Considérons le système linéaire suivant :

ẋ = Ax, (1.4)

où A est une matrice carrée d’ordre n et x ∈ U et x∗ un point d’équilibre du système

(1.4).

Soit λ1, λ2, . . . , λn les valeurs propres de la matrice A.
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Théorème 1.4.1 ([27]). (Critère de Routh-Hurwitz)

1. Si toutes les valeurs propres de la matrice A sont de parties réelles nulles ou négatives

alors l’équilibre x∗ est stable.

2. S’il existe au moins une valeur propre de la matrice A de parties réelles positives

alors x∗ est instable.

3. Si les valeurs propres de la matrice A sont de parties réelles strictement négatives

alors l’équilibre x∗ est asymptotiquement stable.

4. Dans tous les autres cas on ne peut rien dire sur la stabilité de x∗.

Définition 1.4.1 ([27]). Soit A une matrice carrée, on appelle spectre de A l’ensemble des

valeurs propres de A :

Sp(A) = {λ : λ est valeur propre de A},

et le rayon spectrale de A, la valeur maximale du module des valeurs propres de A,

ρ(A) = max{|λ|: λ ∈ Sp(A)}.

1.5 Fonction de Liapunov

Définition 1.5.1 ([30]). Soit V : U ⊂ R→ Rn une fonction continue,

1. V est dite définie positive si :

(i) V(0) = 0,

(ii) V(x) > 0 pour tout x 6= 0,

2. V est dite définie négative si −V est définie positive .

3. V est dit semi-définie positive si :

(i) V(0) = 0,

(ii) V(x) ≥ 0 pour tout x 6= 0.
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4. V est dit semi-définie négative si −V est semi-définie positive.

Définition 1.5.2. (Fonction de Liapunov)([31])

Une fonction V : U ⊂ R→ Rn est dite fonction de Liapunov si :

- V est définie positive .

- V̇(t, x) < 0 pour tout x ∈ U\{0}.

Théorème 1.5.1. (Stabilité de Liapunov)([32])

Soit x∗ = 0 un point d’équilibre de (1.3) et V une fonction définie positive sur un voisinage

de x∗.

1. Si V̇ ≤ 0, ∀x ∈ U\{0}, alors x∗ est stable.

2. Si V̇ < 0, ∀x ∈ U\{0}, alors x∗ est asymptotiquement stable.

Lemme 1.5.1. ([17]) La solution T-périodique (α(t), β(t)) du système dx
dt = P(x, y), dy

dt = Q(x, y), si φ(x, y) 6= 0,

∆x = ξ(x, y), ∆y = η(x, y), si φ(x, y) = 0,

est orbitalement asymptotiquement stable si le multiplicateur µ2 satisfait la condition

|µ2| < 1, où

µ2 =
n∏

j=1

k j exp[
∫ T

0
(

∂P(α(t), β(t))
∂x

+
∂Q(α(t), β(t))

∂y
)]dt,

et

k j =
P+( ∂B

∂y
∂φ
∂x −

∂B
∂x

∂φ
∂y + ∂φ

∂x ) + Q+(
∂A
∂x

∂φ
∂y −

∂A
∂y

∂φ
∂x + ∂φ

∂y )

P ∂φ
∂x + Q ∂φ

∂y

.

Définition 1.5.3. ([27])

On appelle trajectoire partant de x0 l’ensemble

τx0 = {x(t)/t ∈ [0, b]},
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ou (x(t)) est la solution correspondant a la condition initiale x(0) = x0 pour tout t ∈

[0, b].

Corollaire 1.5.1. ([27])

Deux trajectoires distinctes sont disjointes.

Définition 1.5.4. (Ensemble positivement invariant)([29])

Un ensemble D est positivement invariant par rapport au système (1.2) si pour toute condi-

tion initiale x0 ∈ D la trajectoire issue de x0 est contenue dans D pour tout t ≥ 0, i.e

∀x0 ∈ D on a x(t, x0) ∈ D, ∀t ≥ 0.

1.6 Fonction de Lambert

Définition 1.6.1 ([17]). La fonction Lambert W est définie comme une valeur inverse

multiple de la fonction f : Z 7→ zez satisfaisant

W(z) exp(W(z)) = z

La fonction Lambert W(z) a deux branches pour z ≥ −1/e où on définit la fonction

inverse de W(z) limitée à l’intervalle[−1, ∞[ à W0 et la fonction inverse de W(z) limitée

à l’intervalle ]∞,−1] à W−1(z).

Il est clair que la branche W0(z) satisfait −1 < W0(z) < 0 pour z ∈ (− exp(−1), 0) et

ses dérivés satisfait

W
′
0(z) =

W0(z)
z(1 + W0(z))

. (1.5)

Cela suit du théorème d’inversion de Lagrange, qui donne l’expansion de la série ci-dessous

pour W0(z)

W0(z) =
∞∑

n=1

(−n)n−1

n!
zn.
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1.7 Un modèle d’une équation différentielle impul-

sive

Soit le système différentiel impulsif suivant :


x′ = f (t, x), t 6= θi, t > t0 i = 1, 2, ...

∆x = Ii(x), t = θi,

x(t+0 ) = x0,

(1.6)

où f (t, x) est une fonction réelle définie sur D = R+ ×Ω, D est un domaine dans

R2, {Ii(x)} est une suite de nombres réels pour x ∈ Ω, et {θi} est une suite de

nombres réels qui satisfant θi < θi+1 et lim
i→∞

θi = ∞. La solution de (1.6) est une

fonction continue par morceau qui a des discontinuités du premier type aux ins-

tants θi satisfaisant la condition,

∆x = x(θ+i )− x(θ−i ) = Ii(x(θ−i )), (1.7)

avec x(θ+i ) = lim
t >→θi

x(t) et x(θ+i ) = lim
t <→θi

x(t), on supposons également que f (t, x) ∈

C(D) et Ii(x) ∈ C(Ω).

Définition 1.7.1 ([15]). Une fonction réelle x(t) est appelée une solution de (1.6) sur

[t0, t0 + T), T > 0, si

(i) x(t+0 ) = x0 et (t, x(t)) ∈ D pour t ∈ [t0, t0 + T),

(ii) x(t) est continûment différentiable et satisfait x′(t) = f (t, x(t)) sur chaque sous-

intervalle de [t0, t0 + T) ne contenant pas θi,

(iii) x(θ+i ) = x(θi) + Ii(x(θi)) pour θi ∈ [t0, t0 + T), avec x(θ−i ) = x(θi).

On note que le problème aux valeurs initiales (1.6) est équivalent à l’équation intégrale

suivante :
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x(t) = x0 +

∫ t

t0

f (s, x(s))ds +
∑

t0≤θi<t

Ii(x(θi)). (1.8)



Chapitre 2

Modèle Proie Prédateur

Dans ce chapitre on considère un cas d’une population d’insectes indésirables (no-

tée x dans le modèle) pour réduire voir éliminer ces insectes on met une population

d’insectes (notée y dans le modèle) prédateur de x. L’évolution des deux popula-

tions est gouvernée par le modèle suivant :


dx(t)

dt
= x(t)[a− by(t)],

dy(t)
dt

= y(t)[
λbx(t)

1 + bhx(t)
− d],

(2.1)

avec a, b, h > 0 et λ > dh.

x(t) : variation de la proie au temps t,

y(t) : variation de la prédateur au temps t,

a : taux de reproduction des proies,

b : taux de mortalité des proies,

d : taux de mortalité des prédateurs,

λ : le temps de chercher des proie,

h : le temps de capturer les proies.
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2.1 Existence des solutions

2.1.1 Existence locale

On note u = (x, y), le système (2.1) devient u̇(t) = f (u(t)),

u(0) = (x0, y0).
Avec f (x, y) = (x(a− by), y(

λbx(t)
1 + bhx(t)

− d)).

On a f ∈ C1, alors f est localement lipschitzienne. Le théorème de Cauchy-Lipschitz

assure l’existence d’une solution maximale locale.

2.1.2 Positivité des solutions

A partir du système (2.1) on a :

x(t) = x0 exp
∫ t

0
(a− by(s))ds,

et

y(t) = y0 exp
∫ t

0
(−d +

λbx(s)
1 + bhx(s)

)ds,

(0, 0) est la solution trivial de (2.1).

1. Si x0 > 0 alors ∀t > 0 x(t) > 0.

2. Si x0 = 0 alors (2.1) admet une solution semi-triviale (0, y0 exp(−dt)).

3. Si y0 > 0 alors ∀t > 0 y(t) > 0.

4. Si y0 = 0 alors (2.1) admet une solution semi-triviale (x0 exp(at), 0).

2.1.3 Existence Globale

Pour l’existence globale, nous utilisons la proposition suivante :
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Proposition 2.1.1. Soit H : R2 → R définie pour x, y > 0 par :

H(x, y) =
λ

h
ln(1 + bhx)− d ln x + by− a ln y. (2.2)

Alors H est une intégrale première pour le système (2.1), i.e. si (x(t), y(t)) est so-

lution de (2.1), alors

∀t > 0, H(x(t), y(t)) = cste.

Preuve 2.1.1. On divise les deux équations du système (2.1)

x′

y′
=

x(a− by)
y(−d + λbx

1+bhx )
,

par séparation des variables

x′(−d + λbx
1+bhx )

x
=

y′(a− by)
y

,

alors

− d
x′

x
+

x′λbx
1 + bhx

1
x
= a

y′

y
− by′. (2.3)

Une primitive pour l’équation (2.3) est donnée par la relation suivante :

−d ln(x) +
λ

h
ln(1 + bhx)− a ln(y) + by = cste,

ainsi l’équation du courbe intégrale est donnée par :

H(x(t), y(t)) = −d ln(x) +
λ

h
ln(1 + bhx)− a ln(y) + by = cste.

2
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2.1.4 Bornitude des solutions

En utilisant l’équation (2.2), nous avons

Lemme 2.1.1. La solution (x(t), y(t)) est bornée.

Preuve 2.1.2. Soit f̃ (x) = f (x)− 1
2(

λ
h − d) ln(1 + bhx) et g̃(y) = g(y)− b

2 y.

où f (x) = λ
h ln(1 + bhx)− d ln x et g(x) = by− a ln y.

On a

f̃
′
(x) = −d

x
+

1
2(

λ
h + d)hb

1 + bhx
=

(λ
h − d)bhx− 2d
2x(1 + bhx)

.

x 0 2dh
(λ−dh)hb

2dh
(λ−dh)hb +∞

f̃
′
(x) − +

f̃ (x) +∞↘ f̃ ( 2dh
(λ−dh)hb ) f̃ ( 2dh

(λ−dh)hb )↗ +∞

D’après le tableau de variation de la fonction f̃ , il existe A > 0 tel que ∀x > A, f̃ > 0 i.e.

∀x > A, f (x) >
1
2
(

λ

h
− d) ln(1 + bhx).

De même, g̃
′
(y) = b

y −
a
y = by−2a

2y .

y 0 2a
b

2a
b +∞

g̃
′
(y) − +

g̃(y) +∞↘ g̃(2a
(b ) g̃(2a

(b )↗ +∞

D’après le tableau de variation de la fonction g̃, il existe B > 0 tel que ∀y > B, g̃(x) > 0

i.e.

∀y > B, g(y) >
b
2

y.

Ainsi, si (x, y) est en dehors du compact [0, A]× [0, B]

H(x, y) = f (x) + g(y) >
1
2
(

λ

h
− d) ln(1 + bhx) +

b
2

y.
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On déduit que

0 < x(t) < max{A,
exp(2hH(x0,y0)

λ−dh )− 1
bh

} et 0 < y(t) < max{B,
2
b

H(x0, y0)}.

D’où le résultat. 2

La solution du système (2.1) est maximale et borné, d’où elle est globale est unique.

2.2 Points d’équilibres

Les points d’équilibres sont obtenus en résolvant le système suivant :

f (x, y) = 0⇒

 x(a− by) = 0

y( λbx
1+bhx − d) = 0

⇒

 x = 0 où y =
a
b

y = 0 où x = d
λb−dbh .

Alors le système (2.1) admet deux points d’équilibres, un équilibre trivial O(0, 0)

et autre point d’équilibre ω( d
λb−dbh , a

b ).

2.2.1 Stabilité des points d’équilibres

Théorème 2.2.1.

1. Le point d’équilibre trivial O(0, 0) est instable.

2. Le point d’équilibre non trivial ω( d
λb−dbh , a

b ) est stable.

Démonstration.

1. On a

 x′(t) = x(a− by) = f(x, y),

y′(t) = y( λbx
1+bhx − d) = f2(x, y).

La matrice jacobienne au voisinage de (x, y) est :

Jac( f )(x, y)) =

 ∂ f1
∂x (x, y) ∂ f1

∂y (x, y)
∂ f2
∂x (x, y) ∂ f2

∂y (x, y)

 =

 a− by −bx
λ−by

(1+bhx)2 −d + λbx
1+bhx
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Alors la matrice jacobienne au voisinage de (0, 0) est :

Jac( f )(0, 0) = A =

 a 0

0 −d



det(A− λI) = 0⇒ (a− λ)(−d− λ) = 0⇒ λ1 = a > 0 et λ2 = −d < 0.

L’une des valeurs propres est strictement positive, alors d’après le critère de

Routh-Hurwitz (1.4.1) le point d’équilibre O(0, 0) est instable.

2. La matrice jacobienne au voisinage de ω( d
λb−dbh , a

b ) est :

Jac( f )( d
λb−dbh , a

b ) = B =

 0 −d
λ−dh

a(λb−dbh)2

λb2 −d + λbd
λb


det(B − λI) = 0 ⇒ λ2 + abd(λb−dbh)2

λb2(λb−dbh) = 0 ⇒ λ2 = − ad(λb−dbh)
λb ⇒ λ1 =

−i
√

ad(λb−dbh)
λb et λ2 = i

√
ad(λb−dbh)

λb .

λ1 et λ2 sont purement imaginaires . Dans ce cas, on peut rien dire sur la

stabilité de ω.

Pour étudier la stabilité du point non trivial ω on cherche une fonction de

Liapunov.

Soit V définie par :

V(x, y) = H(x, y)− H(
d

λb− dbh
,

a
b
).

(a) V( d
λb−dbh , a

b ) = 0.

(b) V(x, y) > 0 pour tout (x, y) ∈ R2 \ ( d
λb−dbh , a

b ).
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(c)

V̇(x, y) = ∂V
∂x ·

∂x
∂t +

∂V
∂y ·

∂y
∂t

= (λ
h

bh
1+bhx −

d
x )(ax− bxy) + (b− a

y )(y
λbx

1+bhx − dy)

= λax
h

bh
1+bhx −

bxyλ
h

bh
1+bhx −

dxa
x + dbxy

x + by λbx
1+bhx − bdy− ayλbx

y(1+bhx) +
ady
y

= λaxb
1+bhx −

b2xyλ
1+bhx − da + dby + b2yλx

1+bhx − dby− aλbx
1+bhx + ad = 0.

Puisque les conditions de la stabilité au sens de Liapunov sont vérifiées, alors

le point l’équilibre ω( d
λb−dbh , a

b ) est stable. 2

2.3 Périodicité des solutions

Théorème 2.3.1. Les solutions du système (2.1) sont périodiques.

Preuve 2.3.1. La figure (2.1) montre quatre zones, notées I, I I, I I I et IV, dans les

quelles x et y sont monotones. Notre technique de démonstration consiste à suivre

une trajectoire au travers de ces zones pour montrer qu’elle est périodique.

Soit donc (x0, y0) = (x(t0), y(t0)) le point initial, qu’on suppose sans perte de

généralité sur l’axe y = y∗ tel que x0 > x∗. Soit (x(t), y(t)) la solution de (2.1) qui

démarre de point initial (x0, y0).

Étape 1. La solution parcourt les quatre zones successivement.

- Il existe t1 > 0 à partir du quel M(t) = (x(t), y(t)) rentre dans IV.

En effet, si M(t) reste dans I I I (∀t), alors puisque x et y sont monotones et

bornées (voir [2.1.1]), ils convergent tous les deux vers des limites respectives

x∞, y∞. D’après (2.1), on en déduit que ẋ et ẏ convergent vers 0, car, si ẋ

(resp.ẏ) tend vers l1 6= 0 (resp.l2 6= 0), alors x (resp. y) est équivalent à l1t
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(resp. l2t), donc x (resp. y) ne converge pas. En conséquence, toujours grâce

à (2.1), (x∞, y∞) est un point stationnaire. Et, puisque y croît, y∞ > a
b . On

aboutit donc à une contradiction, puisque les seuls deux points stationnaires

sont (0, 0) et ( d
b(λ−dh) , a

b ).

Ainsi, M(t) sort de la zone I I I et rentre dans la zone IV.

- Il existe t2 > t1 à partir du quel M(t) rentre dans I. En effet, si M(t) reste

dans IV (∀t), alors puisque x et y sont monotones et bornées (voir [2.1.1]),

alors ils convergent vers x∞, y∞. De plus, par le même raisonnement ẋ et ẏ

convergent vers 0. En conséquence, (x∞, y∞) est un point stationnaire. Et,

puisque x, y décroît, alors x∞ < d
b(λ−dh) et y∞ > a

b . On aboutit donc à

une contradiction, puisque les seuls deux points stationnaires sont (0, 0) et

( d
b(λ−dh) , a

b ).

Ainsi, M(t) sort de la zone IV et rentre dans la zone I.

- Il existe t3 > t2 à partir du quel M(t) rentre dans I I. En effet, si M(t) reste

dans I (∀t), alors puisque x et y sont monotones et bornées (voir [2.1.1]),

alors ils convergent vers x∞, y∞. De plus, par le même raisonnement ẋ et

ẏ convergent vers 0. En conséquence, (x∞, y∞) est un point stationnaire.

Et, puisque x croît, alors x∞ > 0 et y décroît, y∞ < a
b . On aboutit donc à

une contradiction, puisque les seuls deux points stationnaires sont (0, 0) et

( d
b(λ−dh) , a

b ).

Ainsi, M(t) sort de la zone I et rentre dans la zone I I.

- Il existe t4 > t3 à partir du quel M(t) rentre dans I I I. En effet, si M(t) reste

dans I I (∀t), alors puisque x et y sont monotones et bornées (voir [2.1.1]),

alors ils convergent vers x∞, y∞. De plus, par le même raisonnement ẋ et ẏ

convergent vers 0. En conséquence, (x∞, y∞) est un point stationnaire. Et,

puisque x croît, alors x∞ > d
b(λ−dh) et y décroît, y∞ > 0. On aboutit donc à

une contradiction, puisque les seuls deux points stationnaires sont (0, 0) et
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( d
b(λ−dh) , a

b ).

Ainsi, M(t) sort de la zone I I et rentre dans la zone I I I.

Étape 2. Les points M(t0) et M(t4) sont confondus.

Par définition, on a déjà y(t0) = y(t4) = a
b . De plus,y(t0) et y(t4) appar-

tiennent à la même trajectoire alors

H(x(t0), y(t0)) = H(x(t4), y(t4)).

On en déduit que f (x(t0)) = f (x(t4)) avec f (x) = λ
h ln(1 + bhx) −

d ln(x).

Où x(t0) > x∗, x(t4) > x∗ et f est injective sur ]x∗, ∞[. Donc la solution

est périodique, de période t4 − t0. 2

FIGURE 2.1: Champ des vitesse pour le système (2.1).

FIGURE 2.2: Trajectoire de la solution au travers de ces quatre zones.
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2.4 Simulation numérique

FIGURE 2.3: Comportement asymptotique des solutions du système (2.1).

FIGURE 2.4: Comportement asymptotique des solutions du système (2.1).

FIGURE 2.5: Portrait de phase du système (2.1) avec des conditions initiales diffé-

rentes. On remarque que les solutions sont toutes positives et périodiques.



Chapitre 3

Modèle Proie Prédateur avec

impulsions

Dans ce chapitre, on va étudier deux modèles mathématiques avec impulsions, tel

que l’étude mathématique de ces deux modèles est basée sur l’existence des solutions

périodiques triviales et non triviales et leur stabilités orbitales.

Pour le premier modèle on considère le même modèle Proie-Prédateur que nous avons

déjà étudié dans le chapitre précédent, tel que si la densité de la proie x atteint un

seuil critique hmax on rajoute une densité constante τ des prédateur y et on utilise

un produit chimique pour réduire la densité de la proie x. Ces changements sont mo-

délisés par des équations discrètes appelées effets d’impulsions, Le modèle est décrit

par les équations différentielles impulsives suivantes :



dx
dt

= x[a− by(t)],
dy
dt

= y[
λbx(t)

1 + bhx(t)
− δ],

 x 6= hmax,

∆x = −px,

∆y = τ,

 x = hmax,

x(0+) = x0 < hmax, y(0+) = y0.

(3.1)



26 CHAPITRE 3. MODÈLE PROIE PRÉDATEUR AVEC IMPULSIONS

Et pour le deuxième modèle, si la densité de la proie x atteint un seuil critique h1 on

rajoute une densité constante τ des prédateur y, pour réduire la densité de la proie. Si

la densité des proies croit encore et atteint un seuil critique plus important h2(> h1)

alors on utilise un produit chimique pour réduire la densité x, mais l’effet du produit

chimique va être sur les deux populations et il va réduire les deux populations x et y

par px et qy resp (p, q ∈ (0, 1)). Le modèle est décrit par les équations différentielles

impulsives suivantes :

ẋ = x(a− by) x(t) 6= h1, x(t) 6= h2

ẏ = y(−d + λbx
1+bhx ) x(t) 6= h1, x(t) 6= h2

∆x = 0 x(t) = h1,

∆y = y(t+)− y(t) = τ x(t) = h1,

∆x = x(t+)− x(t) = −px x(t) = h2

∆y = y(t+)− y(t) = −qy x(t) = h2.

(3.2)

3.1 Existence et stabilité de la solution périodique

pour le système (3.1)

3.1.1 Existence d’une solution périodique pour le système (3.1)

Théorème 3.1.1. Si x1 = hmax <
exp( bhτ

λ )(1−p)
−hδ

λ −1

bh[1−exp( bhτ
λ )(1−p)1− hδ

λ ]
, alors il existe une unique

solution périodique pour le système (3.1).

Preuve 3.1.1. Soit x = ξ(t), y = η(t) est une solution

ξ1 = ξ(T) = x1, η1 = η(T),

ξ+1 = ξ(T+), η+
1 = η(T+).

Donc

ξ+1 = ξ0, η+
1 = η0.
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Donc (1− p)ξ1 = ξ0 ⇔ (1− p)x1 = ξ0, η1 + τ = η0.

Pour tout t ∈]0, T] la solution de système (ξ(t), η(t)) possède la relation suivant :

δ

∫ t

0

ξ ′(s)
ξ(s)

ds +
∫ t

0

ξ ′(s)λb
1 + bhξ(s)

ds =
∫ t

0
a

η′(s)
η(s)

ds−
∫ t

0
bη′(s)ds,

donc
λ

h
ln(

1 + bhξ(t)
1 + bhξ0

)− δ ln(
ξ(t)
ξ0

) = a ln(
η(t)
η0

)− b(η(t)− η0).

Donc pour tout t = T, on obtient

λ

h
ln(

1 + bhx1

1 + bhξ0
)− δ ln(

x1

ξ0
) = a ln(

η1

η0
)− b(η1 − η0),

donc

ln(
1 + bhx1

1 + (1− p)bhx1
)

λ
h − δ ln(

x1

(1− p)x1
) = a ln(

η0 − τ

η0
)− b(η0 − τ − η0),

ln(
1 + bhx1

1 + (1− p)bhx1
)

λ
h (1− p)δ − bτ = a ln(

η0 − τ

η0
),

on note Y = 1+bhx1
1+(1−p)bhx1

, alors

ln[(Y)
λ
ah (1− p)

δ
a ]− b

a
τ = ln(

η0 − τ

η0
), (3.3)

(Y)
λ
ah (1− p)

δ
a exp(

−b
a

τ) =
η0 − τ

η0
,

Notons L = (Y)
λ
ah (1− p)

δ
a exp(−b

a τ), donc

Lη0 − η0 = −τ ⇒ η0(1− L) = τ ⇒ η0 = τ
1−L .

Donc

η0 =
τ

1− ( 1+bhx1
1+(1−p)bhx1

)
λ
ah (1− p)δ/a exp(−bτ

a )
.
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Pour que (3.3) soit définie il faut que η0 > τ.

On note α = ( 1+bhx1
1+(1−p)bhx1

)
λ
ah (1− p)δ/a exp(−bτ

a ), donc

η0 > τ implique que τ
1−α > τ, alors 1− α < 1 ce qui donne α > 0.

Pour que η0 soit positive il faut que α < 1.

α < 1⇒ (
1 + bhx1

1 + (1− p)bhx1
)

λ
ah (1− p)δ/a exp(

−bτ

a
) < 1,

donc

(
1 + bhx1

1 + (1− p)bhx1
)

λ
ah < (1− p)−δ/a exp(

bτ

a
),

ce qui donne

(
1 + bhx1

1 + (1− p)bhx1
) < (1− p)

−δah
aλ exp(

bτah
aλ

),

prenons C = (1− p)
−δah

aλ exp( bτah
aλ ), donc

1 + bhx1 < (1 + (1− p)bhx1)C,

alors

bhx1 − (1− p)bhx1C < C− 1,

x1bh(1− (1− p)C) < C− 1,

donc

x1 <
1
bh

(
C− 1

1− (1− p)C
),

on remplace C par sa valeur, on trouve

x1 <
1
bh

(
exp( bτh

λ )(1− p)
−δh

λ − 1

1− exp( bτh
λ )(1− p)1− δh

λ

).
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3.1.2 Stabilité de la solution périodique pour le système (3.1)

Théorème 3.1.2. Si x1 = hmax <
q

ha
λ exp( bhτ

λ )(1−p)−
hδ
λ −1

bh[1−q
ha
λ exp( bhτ

λ )(1−p)(1−
hδ
λ
)
]
= ETmax la solution

périodique (ξ(t), η(t)) du système (3.1) est orbitalement asymptotiquement stable.

Preuve 3.1.2. ∂P
∂x = a− by, ∂Q

∂y = λbx
1+bhx − δ,

∂A
∂x = −p, ∂A

∂y = 0, ∂B
∂x = ∂B

∂y = 0,

∂φ
∂x = 1, ∂φ

∂y = 0,

k1 = P+(1)
P(1) = ξ0(a−bη0)

ξ1(a−bη1)
,

et ∫ T
0 ( ∂P

∂x + ∂Q
∂y )dt =

∫ T
0 [(a− bη(t)) + λbξ(t)

1+bhξ(t) − δ]dt

=
∫ T

0 [
˙ξ(t)

ξ(t) +
˙η(t)

η(t) ]dt

=
∫ T

0 d[ln ξ(t)η(t)]dt

= ln ξ(T)η(T)
ξ0η0

.

Donc

µ2 = ξ0(a−bη0)
ξ1(a−bη1)

ξ1η1
ξ0η0

= η1(a−bη0)
η0(a−bη1)

= (η0−τ)(a−bη0)
η0(a−b(η0−τ))

.

On cherche des conditions pour que | µ2 |< 1.

-Cas 1 : si η0 6 a
b , alors on a 0 6 µ2 < 1.

-Cas 2 :si η0 > a
b , et a− b(η0 − τ) > 0 (i.e. η0 < a+bτ

b ), alors on a µ2 < 0,
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et si η0 < a+bτ+
√

a2+b2τ2

2b , alors µ2 > −1.

µ2 > −1⇒ (η0 − τ)(a− bη0)

η0(a− b(η0 − τ))
> −1,

donc

aη0 − bη2
0 − aτ + bτη0 + aη0 − bη2

0 + bτη0 > 0,

−2bη2
0 + 2(a + bτ)η0 − aτ > 0.

∆
′
= (a + bτ)2 − 2baτ. Si ∆

′
> 0 alors on a deux racines

η
′
0 = −a−bτ−

√
a2+b2τ2

−2b < a+bτ
b , η

′′
0 = −a−bτ+

√
a2+b2τ2

−2b < a
b .

Donc si a
b < η0 < a+bτ+

√
a2+b2τ2

2b , alors −1 < µ2 < 0.

Cas 3 : Si a− b(η0 − τ) 6 0, alors µ2 > 1.

On a µ2 = ( a−bη0
η0

)/( a−b(η0−τ)
η0−τ ), posons f (z) = a−bz

z avec z > 0, f ′(z) = − a
z2 <

0, alors f (η0) < f (η0 − τ) ce qui nous donne

a− bη0

η0
<

η0 − τ

a− b(η0 − τ)
< 0.

D’où

(
a− bη0

η0
)/(

a− b(η0 − τ)

η0 − τ
) > 1.

Donc si a− b(η0 − τ) 6 0, alors µ2 > 1.

De cas(1) et cas(2), on conclut que

0 < η0 <
bτ + a +

√
a2 + b2τ2

2b
.

Et on a

η0 =
τ

1− ( 1+bhx1
1+(1−p)bhx1

)
λ
ah (1− p)

δ
a exp(−bτ

a )
<

bτ + a +
√

a2 + b2τ2

2b
,
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donc

1− (
1 + bhx1

1 + (1− p)bhx1
)

λ
ah (1− p)

δ
a exp(

−bτ

a
) >

2bτ

bτ + a +
√

a2 + b2τ2
,

(1− 2bτ

bτ + a +
√

a2 + b2τ2
) > (

1 + bhx1

1 + (1− p)bhx1
)

λ
ah (1− p)

δ
a exp(

−bτ

a
),

on prend q = (1− 2bτ
bτ+a+

√
a2+b2τ2 ),

(
1 + bhx1

1 + (1− p)bhx1
)

λ
ah (1− p)

δ
a exp(

−bτ

a
) < q,

(
1 + bhx1

1 + (1− p)bhx1
) < q

ah
λ (1− p)

−δh
λ exp(

bτh
λ

),

on prend S = q
ah
λ (1− p)

−δh
λ exp( bτh

λ ).

1 + bhx1 < S + S(1− p)bhx1,

bhx1(1− S(1− p)) < S− 1,

x1 <
1
bh

(
S− 1

1− S(1− p)
),

donc

x1 <
1
bh

(
q

ah
λ (1− p)

−δh
λ exp( bτh

λ )− 1

1− (1− p)q
ah
λ (1− p)

−δh
λ exp( bτh

λ )
).

Cela complète la preuve de ce théorème. 2
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3.2 Existence et stabilité de la solution périodique

pour le système (3.2)

3.2.1 Existence et stabilité de la solution périodique pour τ =

0

Pour τ = 0, le modèle (3.2) devient :



dx(t)
dt

= x(t)[a− by(t)]
dy(t)

dt
= y(t)[

λbx(t)
1 + bhx(t)

− d]

 x 6= h2,

∆x(t) = −px(t)

∆y(t) = −qy(t)

 x = h2.

(3.4)

Existence de la solution périodique semi-triviale

Soit y(t) = 0 pour tout t ∈ [0,+∞[, alors du système (3.4) nous avons
dx
dt

= ax(t), x 6= h2,

∆x = x(t+)− x(t) = −px, x = h2,

avec x0 = x(0) = (1− p)h2, donc la solution de ẋ(t) = ax(t) est donné par :

x(t) = (1− p)h2 exp(at).

On a x(T) = h2, alors x(T) = (1 − p)h2 exp(aT) = h2, ce qui implique que

exp(aT) = 1
1−p , donc aT = − ln(1− p), ce qui donne T = −a−1 ln(1− p).

On a x(T+) − x(T) = −px(T) ce qui implique que x(T+) = (1− p)x(T), et

donc x(T+) = (1− p)h2 = x0.

Cela signifie que le système admet une solution périodique semi-triviale (x(t), y(t)) =

((1− p)h2 exp(at), 0).
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Stabilité de la solution périodique semi-trivial

Théorème 3.2.1. Si

0 < µ = (1− q)(1− p)
d
a (

1 + bhh2

1 + (1− p)bhh2
)λ/ah < 1,

alors la solution semi-trivial est asymptotiquement orbitalement stable.

Preuve 3.2.1. Pour montrer la stabilité orbitale on va appliqué le lemme (1.5.1) sur

le système (3.4) :

Calculons maintenant le multiplicateur de Floquet.

On a une seul impulsion donc j = 1

k1 = P+(−q(1)−0(0)+1)+Q+(−p(0)−(0)(1)+0)
1×P+0×Q

= P(α(T+),0)(−q+1)+Q(α(T+),0)(0)
P(α(T),0) avec α(T+) = (1− p)h2

= a(1−p)h2(1−q)
(1−p)h2 exp(aT)a

= (1−p)(1−q)ah2
(1−p)h2 exp(a(−a−1 ln(1−p)))a

= (1−p)(1−q)ah2
ah2

= (1− p)(1− q).

Et

I =
∫ T

0 ( ∂P(α(t),β(t))
∂x + ∂Q(α(t),β(t))

∂y )dt

=
∫ T

0
∂P
∂x ((1− p)h2 exp(at), 0) + ∂Q

∂y ((1− p)h2 exp(at), 0)dt

alors



34 CHAPITRE 3. MODÈLE PROIE PRÉDATEUR AVEC IMPULSIONS

I =
∫ T

0 a− d +
λbh(1−p)h2 exp(at)

1+bh(1−p)h2 exp(at)dt

= aT − dT + λ
ah

∫ T
0

abh(1−p)h2 exp(at)
1+bh(1−p)h2 exp(at)dt

= aT − dT + λ
ah [ln(1 + bh(1− p)h2 exp(at))]T0

= aT − dT + λ
ah ln(1 + bh(1− p)h2 exp(aT)− λ

ah ln(1 + bh(1− p)h2))

= −a(a−1 ln(1− p)) + d(a−1 ln(1− p)) + ln( 1+bhh2
1+bh(1−p)h2

)
λ
ah

= ln 1
1−p +

d
a ln(1− p) + ln( 1+bhh2

1+bh(1−p)h2
)

λ
ah .

donc

µ = k1(exp(ln 1
1−p +

d
a ln(1− p) + ln( 1+bhh2

1+bh(1−p)h2
)

λ
ah ))

= k1((1− p)
d
a ( 1+bhh2

1+bh(1−p)h2
)

λ
ah × 1

1−p )

= k1(
(1−p)

d
a (1+bhh2)

λ
ah

(1−p)(1+bh(1−p)h2)
λ
ah
)

= k1((1− p)
d
a ( 1+bhh2

1+bh(1−p)h2
)

λ
ah × 1

1−p )

= k1(
(1−p)

d
a (1+bhh2)

λ
ah

(1−p)(1+bh(1−p)h2)
λ
ah
)

= (1− q)(1− p)
d
a ( 1+bhh2

1+bh(1−p)h2
)

λ
ah . 2
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Existence des solutions périodiques si h2 < x∗

Soit les deux sections suivantes :∑
1

= {(x, y) ∈ R2
+ , x = (1− p)h2, y > 0},

∑
2

= {(x, y) ∈ R2
+ , x = h2, y > 0}.

Théorème 3.2.2. Soit p, q ∈]0, 1[, si h2 < x∗ alors le système (3.4) n’admet pas de

solution périodique d’ordre-1.

Preuve 3.2.2. Soit R0(h2, η0) un point dans
∑

2 avec η0 < a
b et par les impulsions

∆x = −px, ∆y = −qy.

Automatiquement on se trouve dans
∑

1 au point f0((1− p)h2, (1− q)η0) ensuite

la trajectoire continue son évolutions et coupe
∑

2 au point R1(h2, η1) et par les

impulsions la trajectoire saute dans
∑

1 au point f1((1− p)h2, (1− q)η1) puis la

trajectoire faite la même chose dans le troisième retour et le quatrième jusqu’à le Kème

retour la trajectoire saute de point R1(h2, nk) au point fk((1 − p)h2, (1 − q)ηk),

donc puisqu’on h2 < x∗ alors on déduit que ηk 6 ηk−1 6 . . . 6 η0 < a
b et

ηk 6 (1− q)ηk−1 6 (1− q)2ηk−2 6 . . . 6 (1− q)kη0 6 (1− q)k a
b

.

Cela donne que ηk → 0 pour k → +∞, donc le système n’admet pas une solution

périodique d’ordre-1 si h2 < x∗. 2

Existence d’une solution périodique non trivial d’ordre-1 pour h2 > x∗

Théorème 3.2.3. Soit p, q ∈]0, 1[, si x1 = h2 < (1−p)
−dh

λ (1−q)
−ah

λ −1

bh[1−(1−p)
−dh

λ (1−q)
−ah

λ (1−p)]
, alors

le système (3.4) admet une unique solution périodique non trivial d’ordre-1.
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Preuve 3.2.3. On a

x(t+) = (1− p)x, y(t+) = (1− q)y.

ξ0 = ξ(0+), η0 = η(0+), ξ1 = ξ(T) = x1, η1 = η(T), ξ+1 = ξ(T+) = (1−

p)x1 = ξ0, η+
1 = (1− q)η1 = η0.

Soit (x(t), y(t)) = (ξ(t), η(t)) une solution de système.

La solution est périodique si

(1− p)ξ(T) = ξ0, et (1− q)η(T) = η0,

pour t ∈]0, T] la solution (ξ(t), η(t)) de système possède la relation suivante :

λ

h
ln(

1 + bhξ(t)
1 + bhξ0

)− d ln(
ξ(t)
ξ0

) = a ln(
η(t)
η0

)− b(η(t)− η0),

pour t = T on a

λ

h
ln(

1 + bhξ(T)
1 + bhξ0

)− d ln(
ξ(T)

ξ0
) = a ln(

η(T)
η0

)− b(η(T)− η0),

donc

λ

h
ln(

1 + bhx1

1 + (1− p)bhx1
)− d ln(

x1

(1− p)x1
) = a ln(

η1

η0
)− b(η1 − η0),

alors

λ

h
ln(

1 + bhx1

1 + bh(1− p)x1
)− d ln(

1
1− p

) = a ln(
η0

1−q

η0
)− b(

η0

1− q
− η0),

ce qui donne

λ

h
ln(

1 + bhx1

1 + (1− p)bhx1
) + d ln(1− p) + a ln(1− q) = −b(

η0 − η0(1− q)
1− q

),
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alors

ln[(
1 + bhx1

1 + (1− p)bhx1
)

λ
h (1− p)d(1− q)a] = −b(

η0q
1− q

),

on a

(
1 + bhx1

1 + (1− p)bhx1
)

λ
h (1− p)d(1− q)a < 1,

alors

1 + bhx1

1 + (1− p)bhx1
(1− p)

dh
λ (1− q)

ah
λ < 1,

ce qui donne

1 + bhx1

1 + (1− p)bhx1
< (1− p)

−dh
λ (1− q)

−ah
λ ,

On prend S = (1− p)
−dh

λ (1− q)
−ah

λ ,

1 + bhx1 < S(1 + (1− p)bhx1),

donc

bhx1 − Sbh(1− p)x1 < S− 1,

x1(bh− Sbh(1− p)) < S− 1,

x1 <
S− 1

bh− Sbh(1− p)
,

on obtient que

x1 = h2 <
(1− p)

−dh
λ (1− q)

−ah
λ − 1

bh[1− (1− p)
−dh

λ (1− q)
−ah

λ (1− p)]
.

2
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Stabilité de la solution périodique non triviale d’ordre-1

Théorème 3.2.4. Soit p, q ∈]0, 1[, si x1 = h2 < (1−p)
−dh

λ (1−q)
−ah

λ −1

bh[1−(1−p)
−dh

λ (1−q)
−ah

λ (1−p)]
, et

η0 > a
b (1−

q
2−q ), alors la solution périodique (φ(t), Ψ(t)), est orbitalement asymp-

totiquement stable.

Preuve 3.2.4.

dx
dt

= x(a− by) ϕ(x, y) = x− h2 6= 0,
dy
dt

= y(−d +
λbx

1 + bhx
) ϕ(x, y) = x− h2 6= 0,

∆x = −px = ξ(x, y) ϕ(x, y) = x− h2 = 0,

∆y = −qy = η(x, y) ϕ(x, y) = x− h2 = 0.

(φ(T), Ψ(T)) = (ξ1, η1),

(φ(T+), Ψ(T+)) = ((1− p)h2, (1− q)η1).

On a

∂P
∂x

= a− by
∂Q
∂y

=
λbx

1 + bhx
− d, (3.5)

et
∂ξ

∂x
= −p,

∂η

∂y
= −q,

∂ϕ

∂x
= 1,

∂ξ

∂y
=

∂η

∂x
=

∂ϕ

∂y
= 0. (3.6)

On utilise le lemme (1.5.1)

Calculons le multiplicateur de Floquet

µ2 =
n∏

j=1

k j exp[
∫ T

0
(

∂P(φ(t), Ψ(t))
∂x

+
∂Q(φ(t), Ψ(t))

∂y
)]dt,

avec (φ(t), Ψ(t)) est la solution périodique.

k j =
P+(

∂η
∂y

∂ϕ
∂x−

∂η
∂x

∂ϕ
∂y +

∂ϕ
∂x )+Q+(

∂ξ
∂x

∂ϕ
∂y−

∂ξ
∂y

∂ϕ
∂x +

∂ϕ
∂y )

P ∂ϕ
∂x +Q ∂ϕ

∂y

.
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On a une seul impulsion donc j = 1,

k1 = (−q(1)−0(0)+1)P++Q+(−p(0)+0(1)+0)
P(1)+Q(0)

k1 = (1−q)P(φ(T+),Ψ(T+))
P(φ(T),Ψ(T))

k1 = (1−q)(1−p)h2(a−b(1−q)η1)
h2(a−bη1)

k1 = (1−q)(1−p)(a−b(1−q)η1)
(a−bη1)

.

µ2 = k1 exp
∫ T

0 ( ∂P
∂x (φ(t), Ψ(t)) + ∂Q

∂y (φ(t), Ψ(t)))dt

µ2 = k1 exp
∫ T

0 ((a− bΨ(t)) + λbφ(t)
1+bhφ(t) − d)dt

µ2 = k1 exp
∫ T

0 ( φ̇(t)
φ(t) +

Ψ̇(t)
Ψ(t))dt

µ2 = k1 exp[ln(φ(t)Ψ(t))]T0

µ2 = k1 exp[ln φ(T)Ψ(T)
φ(0)Ψ(0) ] = k1

h2η1
ξ0η0

µ2 = k1
h2η1

(1−p)h2(1−q)η1
= (1−p)(1−q)(a−b(1−q)η1)

a−bη1

h2η1
(1−p)h2(1−q)η1

µ2 = a−b(1−q)η1
a−bη1

=
a−b(1−q) η0

1−q

a−b( η0
1−q )

µ2 = a−bη0

a− b
1−q η0

.

Condition pour que | µ2 |< 1.

• Condition pour que 0 < µ2 < 1

(a) pour que µ2 > 0, il faut que
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cas(1) : a− bη0 > 0 et a− b
1−q η0 > 0

cas(2) : a− bη0 < 0 et a− b
1−q η0 < 0

- cas(1) : puisque a − b
1−q η0 < a − bη0, donc si a − b

1−q η0 > 0 alors

a− bη0 > 0.

Donc pour que µ2 soit positive il suffit que a − b
1−q η0 > 0, et donc

a− b
1−q η0 > 0 ⇒ η0 6 a

b (1− q),

si η0 6 a
b (1 − q) on obtient que a−bη0

a− b
1−q η0

> 0, et puisque a − bη0 >

a− b
1−q η0 on conclut que a−bη0

a− b
1−q η0

> 1, d’où on a pas la stabilité orbi-

tale dans ce cas.

cas(2) : si a − bη0 < 0, a − b
1−q η0 < 0, donc si a − bη0 < 0, on a

automatiquement a− b
1−q η0 < 0, donc pour que µ2 > 0 soit positive il

suffit que a− bη0 < 0.

Donc si η0 > a
b alors µ2 < 1, d’où on a la stabilité orbitale dans ce cas.

• Condition par que −1 < µ2 < 0

Pour que µ2 < 0 il faut que

a− bη0 > 0 et a− b
1− q

η0 < 0 (3.7)

car a− b
1−q η0 < a− bη0

condition pour que µ2 > −1
a−bη0

a− b
1−q η0

> −1 cela implique que a − bη0 < −1(a − b
1−q η0) car (a −

b
1−q η0 < 0), donc a− bη0 + a− b

1−q η0 < 0, alors 2a + η0(−b− b
1−q ) <

0, ce qui donne η0(−b− b
1−q ) < −2a, donc on obtient que

η0 >
−2a

−(b− b
1−q )

=
2a

(b + b
1−q )

car(−b− b
1− q

< 0) (3.8)
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donc on a les trois conditions suivantes d’après (3.7) et (3.8) on a
η0 < a

b

η0 > a
b (1− q)

η0 > a
b (1−

q
2−q )

Puisque a
b (1 − q) < a

b (1 −
q

2−q ), donc si a
b (1 −

q
2−q ) < η0 < a

b on a la

stabilité orbital

Les deux conditions a
b (1−

q
2−q ) < η0 < a

b , η0 > a
b , nous donne la stabilité orbitale

de la solution périodique, donc on conclut que si η0 > a
b (1 −

q
2−q ), alors on a la

stabilité orbitale de la solution périodique non triviale d’ordre-1 2

3.2.2 Existence d’une solution périodique pour τ 6= 0

Dans cette partie, nous donnons les conditions suffisantes pour l’existence de solu-

tions périodiques non trivial pour h2 ≤ d/(λb− bdh).

Théorème 3.2.5. Soit p, q ∈]0, 1[, si

0 < τ <
a
b

W0(− exp(
L1 − a

a
)) +

a
b
= τ0.

Alors le système (3.2) admet une solution périodique positive non trivial d’ordre−1.

Preuve 3.2.5. On a

a ln(
y2

y1
)− b(y2 − y1) =

λ

h
ln(

1 + bhx2

1 + bhx1
)− d ln(

x2

x1
). (3.9)

Soit O+(E∗, t0) une trajectoire du système (3.2) débute de point initial E∗((1 −

p)h2, a
b ) et coupe la section

∑
2 au point F∗(h1, y∗).

De (3.9), on peut déterminer y∗ à partir de la relation suivante :

a ln(
y∗b

a
)− b(y∗ − a

b
) =

λ

h
ln(

1 + bhh1

1 + (1− p)bhh2
)− d ln(

h1

(1− p)h2
) = L1,
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et

a ln(
y∗b

a
)− by∗ = L1 − a,

alors

ln(
y∗b

a
)− b

a
y∗ =

L1 − a
a

,

donc

ln(
y∗b

a
) + ln exp(−b

a
y∗) =

L1 − a
a

,

ln(
y∗b

a
) exp(−b

a
y∗) =

L1 − a
a

,

exp de cette formule

y∗b
a

exp(−b
a

y∗) = exp(
L1 − a

a
),

et

−y∗b
a

exp(−b
a

y∗) = − exp(
L1 − a

a
).

Et a l’aide de propriété de la fonction de Lambert suivante :

pour tout A > 1
e1 on a exp(W0(A ln A)) = A, et par le changement de variable

α = exp(− b
a y∗),

on a

α ln α = − exp(
L1 − a

a
)

donc

W0(α ln α) = W0(− exp(
L1 − a

a
))

alors

exp(W0(α ln α)) = exp(W0(− exp(
L1 − a

a
))),

et puisque y∗ < a
b alors by∗

a < 1 d’où

exp(−by∗

a
) >

1
e1 ,
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aussi

α = exp(W0(− exp(
L1 − a

a
))),

et donc

exp(−by∗

a
) = exp(W0(− exp(

L1 − a
a

))),

en déduit que

−by∗

a
= W0(− exp(

L1 − a
a

)),

ce qui donne

y∗ = − a
b

W0(− exp(
L1 − a

a
)).

Pour tout 0 < τ < τ0 = a/b− y∗, la trajectoire O+(S, t0) coupe
∑

2 et
∑

3 infinité

de fois par impulsion.

Donc pour tout 0 < τ < τ0, supposons que la trajectoire O+(S1, t0) du système

(3.2) débute de section
∑

2 au point S1(h1, τ) et coupe
∑

3 au point S2(h2, τ∗).

Ensuite, par (3.9), on peut déterminer τ∗ de la relation suivante

a ln(
τ∗

τ
)− b(τ∗ − τ) =

λ

h
ln(

1 + bhh2

1 + bhh1
)− d ln(

h2

h1
) = L2,

alors

ln(
τ∗

τ
)− b

a
τ∗ =

L2 − bτ

a
,

et on a

ln(
τ∗

τ
) + ln exp(−b

a
τ∗) =

L2 − bτ

a
,

donc

ln(
τ∗

τ
exp(−b

a
τ∗)) =

L2 − bτ

a
,

exp de cette formule

τ∗

τ
exp(−b

a
τ∗) = exp(

L2 − bτ

a
),
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on multiple par (− b
a τ)

−b
a

τ
τ∗

τ
exp(−b

a
τ∗) = −b

a
τ exp(

L2 − bτ

a
),

ce qui donne

−b
a

τ∗ exp(−b
a

τ∗) = −b
a

τ exp(
L2 − bτ

a
),

donc a l’aide de la propriété de la fonction de Lambert,

par le changement de variable β = exp(− bτ∗
a ),

on a

β ln β = −bτ

a
exp(

L2 − bτ

a
),

et donc

W0(β ln β) = W0(−
bτ

a
exp(

L2 − bτ

a
)),

alors

exp(W0(β ln β)) = exp(W0(−
bτ

a
exp(

L2 − bτ

a
))),

et puisque

τ∗ <
a
b

alors
bτ∗

a
< 1 donc exp(−bτ∗

a
) < exp(−1),

alors

β = exp(W0(−
bτ

a
exp(

L2 − bτ

a
))),

et

exp(−bτ∗

a
) = exp(W0(−

bτ

a
exp(

L2 − bτ

a
))),

on déduit que

−bτ∗

a
= W0(−

bτ

a
exp(

L2 − bτ

a
)),
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ce qui donne

τ∗ = − a
b

W0(−
b
a

τ exp(
L2 − bτ

a
)).

Maintenant on va construire deux applications de Poincaré définies telles que.

Soit le point E1((1− p)h2, α1) sur
∑

1 et α1 < (1− q)τ∗. Supposons que la trajec-

toire O+(E1, t0) du système (3.2) coupe
∑

2 au point F1(h1, β1), et par impulsion

∆y = τ la trajectoire saute vers le point F+
1 (h1, β1 + τ), puis la trajectoire conti-

nue l’évolution et coupe
∑

3 au point G1(h2, γ1) et par impulsion ∆x = −px,

∆y = −qy la trajectoire saute vers le point E2((1− p)h2, α2) avec α2 = (1− q)γ1.

A l’état E2, la trajectoire coupe
∑

2 et
∑

3 aux points F2(h1, β2), F+
2 (h1, β2 + τ)

et G2(h2, γ2), respectivement. Par α1 < (1− q)τ∗, τ < β1 + τ et la construction

géométrique de portrait de phase du système (2.1), on obtient que le point E2 est

au-dessus du point E1. De plus, le point G2 est au-dessus du point G1. Donc nous

avons γ2 = P2(q, τ, γ1),

et donc γ1 − P2(q, τ, γ1) = γ1 − γ2 < 0.

FIGURE 3.1: Trajectoire de système (3.2).

D’autre part, pour tout 0 < τ < τ0, supposons que la trajectoire O+(A1, t0) com-
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mence par A1((1− p)h2, a/b) et coupe
∑

2 et
∑

3 au point B1(h1, µ1), B+
1 (h1, µ1 +

τ) et C1(h2, ν1), respectivement. À l’état C1, la trajectoire O+(A1, t0) saute aux

points A2((1− p)h2, (1− q)ν1) sur le section
∑

1 et la trajectoire continue l’évolu-

tion et coupe
∑

2 et
∑

3 aux points B2(h1, µ2), B+
2 (h1, µ2 + τ) et C2(h2, ν2), donc

la construction géométrique du portrait de phase du système (3.2), on obtient que le

point C2 est sous le point C1 pour tout p, q ∈]0, 1[ et τ ∈]0, τ0[.

Donc nous avons ν1 − P2(q, τ, ν1) = ν1 − ν2 > 0.

FIGURE 3.2: Trajectoire de système (3.2).

Alors ∃τ ∈]0, τ0[ et γτ telle que P(q, τ, γτ) = γτ, d’où la périodicité de la

solution. 2
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3.3 Simulation numérique

FIGURE 3.3: La trajectoire du système (3.2) pour τ = 0 et h2 < x∗, avec les conditions a = 0.8,

b = 0.6, λ = 0.5, d = 0.2, h = 0.02, p = 0.4, q = 0.3, h2 = 0.6

FIGURE 3.4: La trajectoire du système (3.2) pour τ = 0 et h2 > x∗, avec les conditions a = 0.8,

b = 0.6, λ = 0.5, d = 0.2, h = 0.02, p = 0.8, q = 0.13, h2 = 1.75, x0 = 0.35, y0 = 0.225

FIGURE 3.5: La trajectoire du système (3.2) pour τ 6= 0 et h2 < x∗, avec les conditions τ = 0.26,

a = 0.8, b = 0.6, λ = 0.5, d = 0.2, h = 0.02, p = 0.4, q = 0.3, h2 = 0.6



Conclusions et perspectives

Dans ce travail, nous avons analysé les propriétés asymptotiques (Existences, sta-

bilités des équilibres, solutions périodiques ) pour un modèle Proie-Prédateur qui

nous ont aidés à étudier le même modèle avec impulsions, puis nous avons proposé

quelques conditions pour l’existence et la stabilité orbitale des solutions périodiques

de système des équations différentielles impulsives.

Dans le futur, on prévoit d’étudier des modèles plus généreux avec des impulsions

non constantes, et éventuellement des cas avec retard.
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