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Introduction

Les mathématiques sont de plus en plus présentes dans diverses disciplines et no-
tamment en biologie. La modélisation en biologie a commencé a étre utilisée en
dynamique de population, afin de modéliser non seulement la croissance des po-
pulations, mais aussi les différentes interactions qui peuvent exister entre elles.

Le modele proie-prédateur a été imaginé par Volterra en 1925 pour modéliser
I’évolution de sardines et des requins dans la mer Adriatique. Un modéle simi-
laire a été développé par Lotka, un scientifique américain a la méme époque. Ce

modeéle se présente sous la forme de deux équations différentielles :

= = x()la —by()

W _ y(0) -+ dx),

aveca,b,c,d > 0etx(0) >0,4(0) >0, ou:

x : représente la densité de proies.

y : représente la densité de prédateur.

a : représente le taux de croissance de population x(t).

¢ : représente le taux de décroissance de population y(t).

b,d : représente le taux du l'interaction entre les deux populations.

Notre objectif est de connaitre I'évolution des quantités x et y au cours du temps t.
Ce travail a pour theme 1'étude des modéles mathématiques avec impulsions. Le

premier chapitre présente des définitions et des résultats préliminaires nécessaires
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pour la suite de ce travail.

Dans le deuxiéme chapitre, nous analysons les propriétés asymptotiques pour un
systeme Proie-Prédateur, qui nous aident a étudier le méme modeéle avec impul-
sions dans le chapitre suivant.

Dans le troisieme chapitre, nous considérons deux modeles Proie-Prédateur avec
des effets impulsifs dépendant de 1'état. L’analyse mathématique de ces deux mo-
deles permet d’étudier 1'existence des solutions périodiques triviales et non tri-
viales d’ordre 1 et leurs stabilités.

A la fin de chaque chapitre nous illustrons certains de nos résultats par des simu-

lations.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, on rappel quelques définitions et théoremes nécessaires pour

I’élaboration de ce travail.

1.1 Probleme de Cauchy

Un probleme de Cauchy est la donnée d"une équation différentielle et d"une condi-
tion initiale (aussi appelé probleme aux valeurs initiales). C’est donc un probléeme

du type:

{ () = FlLy(), W

y(to) = yo,

avectp € I,yp € Qet f: I x (3 — R" est une fonction continue .

Définition 1.1.1. [28] Soit (to,yo) € U = I x Q). Résoudre le probleme de Cauchy (1.1)
consiste a déterminer (¢; J) oit | est un intervalle contenant ty et ¢ : ] — R" une fonction

dérivable (en fait de classe C1) sur | telle que | C I et pour tout t € ], nous avons

o(t) € O, et ¢'(t) = f(t, (1)),
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Un probléeme de Cauchy peut ne pas avoir de solutions si f n’est pas continue et

peut avoir plusieurs solutions maximales (méme si f est continue).

1.2 Equations différentielles ordinaires

Définition 1.2.1 ([27]). Soient U un ouvert de R x R" et f : U — IR" une fonction

continue, une équation différentielle ordinaire sur U est une relation de type :

£(8) = (b x), (1.2)
avec x : R — IR" de classe C1.

Définition 1.2.2 ([27]). La fonction x est dite solution de I'équation (1.2) sur l'intervalle
I C R si elle est définie et continument dérivable sur 1, (t,x(t)) € U pour tout t € I et x

satisfait la relation (1.2) sur I.

Théoreme 1.2.1. (Cauchy- Lipschitz)[?5]
Soit f une fonction continue sur U, si f est globalement lipschitzienne par rapport a x, i.e

pour tout compact K C I, il existe k > 0 tel que pour tout t € K, x1,x2 € R",

I f(Ex1) = f(txa) [[< K[| 2 =2 ],

alors le probleme (1.2) admet une solution globale et unique.

1.3 Stabilité des équilibres

Considérons le systéeme suivant :

x = f(tx(1)),
x(0) = xo,

(1.3)

oux € R"et f: R x R" — R" continue, t > 0,x9 € R".
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Définition 1.3.1 ([27]). Un point x* est dit point stationnaire (ot équilibre) de systéme

(1.3) si et seulement si f(x*) = 0.

Définition 1.3.2 ([27]). Un équilibre x* de (1.3) est dit stable si pour tout € > 0 il existe

n > 0 tel que pour toute solution x(t) de (1.3) on a
| xo—x*||<n=| x(t) —x*||<e, Vt=0.

Définition 1.3.3 ([27]). Un équilibre x* de (1.3) est dit instable, s'il existe € > 0, pour
tout 7 > 0, tel que pour tout solution x(t) de (1.3) on a

| x(0) —x* ||[<n =] x(t) —x" |[|[>€ Vt=0.

Définition 1.3.4 ([27]). Soit x* un équilibre de (1.3) stable, alors x* est dit asymptoti-

quement stable si on a pour toute solution x(t) de (1.3) :

lim || x(f) —x* ||=0.

t——+4o0

Définition 1.3.5 ([27]). L'équilibre x* de (1.3) est globalement asymptotiquement stable

s’il est stable et globalement attractif.

1.4 Stabilité d’un systéme linéaire
Considérons le systeme linéaire suivant :
X = Ax, (1.4)

ol A est une matrice carrée d’ordre n et x € U et x* un point d’équilibre du systéme
(1.4).

Soit Ay, Ay, ..., Ay les valeurs propres de la matrice A.
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Théoréeme 1.4.1 ([27]). (Critere de Routh-Hurwitz)

1. Sitoutes les valeurs propres de la matrice A sont de parties réelles nulles ou négatives

alors I'équilibre x* est stable.

2. Sl existe au moins une valeur propre de la matrice A de parties réelles positives

alors x* est instable.

3. Si les valeurs propres de la matrice A sont de parties réelles strictement négatives

alors I'équilibre x* est asymptotiquement stable.
4. Dans tous les autres cas on ne peut rien dire sur la stabilité de x*.

Définition 1.4.1 ([27]). Soit A une matrice carrée, on appelle spectre de A I'ensemble des

valeurs propres de A :
Sp(A) = {A : A est valeur propre de A},
et le rayon spectrale de A, la valeur maximale du module des valeurs propres de A,

p(A) = max{|A|: A € Sp(A)}.

1.5 Fonction de Liapunov

Définition 1.5.1 ([30]). Soit V : U C R — R" une fonction continue,
1. V est dite définie positive si :
(i) V(0) =0,
(ii) V(x) > 0 pour tout x # 0,

2. V est dite définie négative si —V est définie positive .

3. V est dit semi-définie positive si :
(i) V(0) =0,
(ii) V(x) > 0 pour tout x # 0.
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4. V est dit semi-définie négative si —V est semi-définie positive.

Définition 1.5.2. (Fonction de Liapunov)([31])

Une fonction V : U C R — R" est dite fonction de Liapunov si :
- V est définie positive .
- V(t,x) < 0 pour tout x € U\{0}.

Théoréme 1.5.1. (Stabilité de Liapunov)([32])

Soit x* = 0 un point d’équilibre de (1.3) et V une fonction définie positive sur un voisinage

de x*.

1. SiV <0,Vx € U\{0}, alors x* est stable.

2. SiV <0,Vx € U\{0}, alors x* est asymptotiquement stable.

Lemme 1.5.1. ([17]) La solution T-périodique («(t), B(t)) du systeme

{ & —P(rvy), H=Qy), si ¢y #

Ax=¢(xy),  Ay=nxy), si ¢(xy

est orbitalement asymptotiquement stable si le multiplicateur y, satisfait la condition

\ua| < 1, o0t

. T aP(a(t), B(t)) | 3Q(«(t), B(H))
yz_Hk]eXp[/ ( ox + ay
j=1 0
et
9 ) b 9 )
P+(?;—5£ - 3—§£ +35)+ Q+(%—f£ - %—I;ﬁ

ki =

)
+57)

)]dt,

j 99 )
P53 +Q3,

Définition 1.5.3. ([27])

On appelle trajectoire partant de xq I'ensemble

T, = {x(t)/t € [0,0]},
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ou (x(t)) est la solution correspondant a la condition initiale x(0) = xo pour tout t €

[0, ).

Corollaire 1.5.1. ([27])

Deux trajectoires distinctes sont disjointes.

Définition 1.5.4. (Ensemble positivement invariant)([9])
Un ensemble D est positivement invariant par rapport au systeme (1.2) si pour toute condi-
tion initiale xo € D la trajectoire issue de xq est contenue dans D pour tout t > 0, i.e

Vxo € Donax(t,x9) € D,Vt > 0.

1.6 Fonction de Lambert

Définition 1.6.1 ([17]). La fonction Lambert W est définie comme une valeur inverse

multiple de la fonction f : Z — ze* satisfaisant
W(z)exp(W(z)) =z

La fonction Lambert W(z) a deux branches pour z > —1/e oit on définit la fonction
inverse de W (z) limitée a 'intervalle[—1, 00 a Wy et la fonction inverse de W (z) limitée
a Uintervalle Joo, —1] a W_1(z).

1l est clair que la branche Wy(z) satisfait —1 < Wp(z) < 0 pour z € (—exp(—1),0) et
ses dérivés satisfait

Wo (Z)

Wy(z) = ZERTAEIE (1.5)

Cela suit du théoréme d’inversion de Lagrange, qui donne I’expansion de la série ci-dessous

pour Wy(z)
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1.7 Un modeéle d’une équation différentielle impul-
sive

Soit le systeme différentiel impulsif suivant :

x'= f(t,x), t £ 6, t >t i=1,2,..
Ax = Ii(x), t = 91', (16)
x(tg) = xo,

ot f(t, x) est une fonction réelle définie sur D = R x Q, D est un domaine dans
R?, {I;(x)} est une suite de nombres réels pour x € ), et {0;} est une suite de

nombres réels qui satisfant 6; < 6;,1 et limf; = oo. La solution de (1.6) est une
1—00

fonction continue par morceau qui a des discontinuités du premier type aux ins-

tants 6; satisfaisant la condition,
Ax = x(0;]) — x(6;) = Li(x(6;)), (17)

avec x(6;") = limx(t) et x(6;") = limx(t), on supposons également que f(t,x) €
26, 50,

C(D) et Ii(x) € C(Q).

Définition 1.7.1 ([15]). Une fonction réelle x(t) est appelée une solution de (1.6) sur
[to, to+ T), T > 0, si
(i) x(t§) = xget (t,x(t)) € Dpourt € [to, to+ T),
(ii) x(t) est contintiment différentiable et satisfait x'(t) = f(t, x(t)) sur chaque sous-
intervalle de [to, to + T) ne contenant pas 6;,
(iii) x(0;7) = x(6;) + Li(x(6;)) pour 6; € [to, to + T), avec x(0;") = x(6;).
On note que le probleme aux valeurs initiales (1.6) est équivalent a I'équation intégrale

suivante :
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) =x0+ [ flaxo)ist Y 4x(@) 18)

fo to<8;<t



Chapitre 2

Modeéle Proie Prédateur

Dans ce chapitre on consideére un cas d'une population d’insectes indésirables (no-
tée x dans le modele) pour réduire voir éliminer ces insectes on met une population
d’insectes (notée y dans le modele) prédateur de x. L’évolution des deux popula-

tions est gouvernée par le modele suivant :

= x(t)[a — by(t)], o
B Abx(t) :
—ar YW 9

aveca,b,h > 0et A > dh.

x(t) : variation de la proie au temps t,

y(t) : variation de la prédateur au temps ¢,
a : taux de reproduction des proies,

b : taux de mortalité des proies,

d : taux de mortalité des prédateurs,

A :le temps de chercher des proie,

h : le temps de capturer les proies.
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2.1 Existence des solutions

2.1.1 Existence locale

On note u = (x,y), le systeme (2.1) devient

{ u(t) :f(u(t))' Avec f(x,y) = (x(a — by)/y(% —d))-

Ona f € C!, alors f estlocalement lipschitzienne. Le théoréme de Cauchy-Lipschitz

assure l’existence d’une solution maximale locale.

2.1.2 Positivité des solutions

A partir du systeme (2.1) ona:

t
x(t) = xg exp/O (a —by(s))ds,
et

o [t 22

(0,0) est la solution trivial de (2.1).
1. Sixg > 0alors Vt>0 x(t)>0.
2. Sixg =0alors (2.1) admet une solution semi-triviale (0, yo exp(—dt)).
3. Siyp>0alors Vt>0 y(t) >0

4. Siyp = 0alors (2.1) admet une solution semi-triviale (xgexp(at),0).

2.1.3 Existence Globale

Pour l'existence globale, nous utilisons la proposition suivante :
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Proposition 2.1.1. Soit H : R? — R définie pour x,y > 0 par :
A
H(x,y) = Eln(l—i—bhx) —dlnx+by —alny. (2.2)

Alors H est une intégrale premiere pour le systeme (2.1), i.e. si (x(f),y(t)) est so-

lution de (2.1), alors

Vit > 0,H(x(t),y(t)) = cste.

Preuve 2.1.1. On divise les deux équations du systéeme (2.1)

/

x' x(a—by)

Vo y(—dt )

par séparation des variables

X(—d+ %) y(a—by)

alors

(2.3)

Une primitive pour I'équation (2.3) est donnée par la relation suivante :

—dIn(x) + %ln(l + bhx) —aln(y) + by = cste,

ainsi I"équation du courbe intégrale est donnée par :

H(x(t),y(t)) = —dIn(x) + %ln(l + bhx) — aln(y) + by = cste.
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2.1.4 Bornitude des solutions
En utilisant I’équation (2.2), nous avons
Lemme 2.1.1. La solution (x(t),y(t)) est bornée.

Preuve 2.1.2. Soit f(x) = f(x) — $(# —d) In(1 + bhx) et §(y) = g(y) — 5v.
oit f(x) = 4 In(1+ bhx) —dInxet g(x) = by —alny.

Ona
o d F@+dhb (4 —d)bhx —2d
F ) = = o T 2% (1 1 b
x |0 (/\EZZ)hb (AEZZ)hb +oo
f(x) — -
f(x) | oo N Famm) | F(oamm) /oo

D’apres le tableau de variation de la fonction f, il existe A > 0 tel que Vx > A, f > O i.e.

Vx> A, fx) > %(% — &) In(1 + bhx).
De méme, § (y) = 3 -y = byz—_yza
y |0 F |F e
3 (v) — +
§y) | +oo N &(f) | §(F) /oo

D’apres le tableau de variation de la fonction §, il existe B > 0 tel que Yy > B, §(x) > 0

Le.
b
vy > B,g(y) > 3y

Ainsi, si (x,y) est en dehors du compact [0, A] x [0, B]

= >

(= —d)In(1 + bhx) + gy.

N| =

H(x,y) = f(x) +g(y) >



2.2 Points d’équilibres 19

On déduit que
2hH(x0,y0)
exp(——7) —1 2
0 < x(t) < max{A, P( A;Zh ) }oet 0<y(t) < max{B,EH(xo,yo)}.
D’oit le résultat. O

La solution du systéme (2.1) est maximale et borné, d’ot elle est globale est unique.

2.2 DPoints d’équilibres

Les points d’équilibres sont obtenus en résolvant le systéme suivant :

x(a—by)=0 N x=0 ou y:%
y(rhtiz —4) =0

Alors le systéme (2.1) admet deux points d’équilibres, un équilibre trivial O(0,0)

_ N . d
y=0 ou X = p=ami-

flx,y)=0= {

et autre point d’équilibre w( %y, 4).

2.2.1 Stabilité des points d’équilibres

Théoreme 2.2.1.
1. Le point d’équilibre trivial O(0,0) est instable.

2. Le point d’équilibre non trivial w (5, ) est stable.

Démonstration.

= ona { ¥(t) = x(a—by) = fix,y),
Y (H) = y(i3p — ) = ().

La matrice jacobienne au voisinage de (x,y) est:

I (x, N (x, a—>b —bx
]ac(f)(xfy))( aa;z( ) aa]é( y)) ( Abyy it /\bx)

wxy) 3y (xny) ATbhn)?

1+bhx
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Alors la matrice jacobienne au voisinage de (0,0) est :

det(A—Al)=0= (a—A)(—d—A)=0= A1 =a>0etAy=—-d <0.
L'une des valeurs propres est strictement positive, alors d’apres le critere de

Routh-Hurwitz (1.4.1) le point d’équilibre O(0, 0) est instable.

. La matrice jacobienne au voisinage de w(+; d T b) est:
d 0 e 1
Joel)Goam ) = B= | wpwamp ;g
W AT
. 2, abd(Ab—dbh)> > ad(Ab—dbh) o
det(B—/\I)—O:>)L+m—0:>A ——T:>A1—
ud(/\l;\;dbh) et Ay—i ud(A};L;dbh).

A1 et Ay sont purement imaginaires . Dans ce cas, on peut rien dire sur la
stabilité de w.

Pour étudier la stabilité du point non trivial w on cherche une fonction de
Liapunov.

Soit V définie par :

d a

V(x,y) = H(x,y) — H(m@)-

(a) V(Abiidbhf%) = 0.

(b) V(x,y) > 0 pour tout (x,y) € R?\ (55 p, 9).
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(©)

. _ 9V 9x , 9V 9y
Vivy) = Se- 5+ 5 3

= Gyt — 9)(ax = bxy) + (0 — ) (yipz —dy)

_ Aax_bh_ bxyA  ph —dﬂ—l—dbxy—i-b}/ Abx
X 1

Aax . __ayAbx ady
= h Tibhx T " h Itbhx | x Tonx — by — 5

T

—  Aaxb _ Pay) PPyAx abx _
— T+bhx = T+bhx _da+dby+m_dby—m+ad—0.

Puisque les conditions de la stabilité au sens de Liapunov sont vérifiées, alors

le point ’équilibre w (515, 1) est stable. O

2.3 Périodicité des solutions

Théoréme 2.3.1. Les solutions du systeme (2.1) sont périodiques.

Preuve 2.3.1. La figure (2.1) montre quatre zones, notées I, 11, I11 et IV, dans les
quelles x et y sont monotones. Notre technique de démonstration consiste a suivre
une trajectoire au travers de ces zones pour montrer qu’elle est périodique.
Soit donc (xo,y0) = (x(to),y(to)) le point initial, qu'on suppose sans perte de
généralité sur 'axe y = y* tel que xo > x*. Soit (x(t),y(t)) la solution de (2.1) qui
démarre de point initial (xo,Yo).
Etape 1. La solution parcourt les quatre zones successivement.
- Il existe t1 > 0 a partir du quel M(t) = (x(t),y(t)) rentre dans IV.
En effet, si M(t) reste dans 111 (¥'t), alors puisque x et y sont monotones et
bornées (voir [2.1.1]), ils convergent tous les deux vers des limites respectives
Xeo, Yoo D'apres (2.1), on en déduit que X et y convergent vers 0, car, si X

(resp.y) tend vers Iy # 0 (resp.ly # 0), alors x (resp. y) est équivalent a It
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(resp. Ipt), donc x (resp. y) ne converge pas. En conséquence, toujours grice
a (2.1), (Xco, Yoo) est un point stationnaire. Et, puisque y croit, yoo > 3. On
aboutit donc a une contradiction, puisque les seuls deux points stationnaires
sont (0,0) et (W, 5)-

Ainsi, M(t) sort de la zone 111 et rentre dans la zone IV.

Il existe tp > ty a4 partir du quel M(t) rentre dans I. En effet, si M(t) reste
dans IV (Vt), alors puisque x et y sont monotones et bornées (voir [2.1.1]),
alors ils convergent vers Xeo, Yoo. De plus, par le méme raisonnement x et y
convergent vers 0. En conséquence, (Xeo, Yoo) €st un point stationnaire. Et,
puisque x, y décroit, alors Xeo < W et Yoo > 5. On aboutit donc a

une contradiction, puisque les seuls deux points stationnaires sont (0,0) et

(s &)
Ainsi, M(t) sort de la zone IV et rentre dans la zone I.

Il existe t3 > tp a partir du quel M(t) rentre dans I1. En effet, si M(t) reste
dans I (Vt), alors puisque x et y sont monotones et bornées (voir [2.1.1]),
alors ils convergent vers Xeo, Yoo. De plus, par le méme raisonnement x et
y convergent vers 0. En conséquence, (Xeo,Yoo) €st un point stationnaire.
Et, puisque x croit, alors xeo > 0 et y décroit, yoo < 3. On aboutit donc a
une contradiction, puisque les seuls deux points stationnaires sont (0,0) et
(st §)-

Ainsi, M(t) sort de la zone I et rentre dans la zone I1.

Il existe ty > tg a partir du quel M(t) rentre dans 111. En effet, si M(t) reste
dans 11 (¥t), alors puisque x et y sont monotones et bornées (voir [2.1.1]),
alors ils convergent vers Xeo, Yoo. De plus, par le méme raisonnement x et y
convergent vers 0. En conséquence, (Xeo, Yoo) €st un point stationnaire. Et,

puisque x croit, alors Xeo > b(+_dh) et y décroit, Yy > 0. On aboutit donc a

une contradiction, puisque les seuls deux points stationnaires sont (0,0) et
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d
(b(A—dh)'%)
Ainsi, M(t) sort de la zone 11 et rentre dans la zone I11.
Etape 2. Les points M(to) et M(t,) sont confondus.

Par définition, on a déja y(to) = y(ts) = §. De plus,y(to) et y(ts) appar-

tiennent a la méme trajectoire alors

H(x(to), y(t0)) = H(x(ts), y(t))-

On en déduit que f(x(tg)) = f(x(ts)) avec f(x) = #In(1+ bhx) —

dIn(x).
Ot x(tg) > x*, x(ts) > x* et f est injective sur |x*,o0[. Donc la solution
est périodique, de période ty — to. O
Y
¥<0 F<0
ry<o y=0
v v
x>0 x>0
ry<o y>0
x* X

FIGURE 2.1: Champ des vitesse pour le systeme (2.1).

A(E))

A1)

B <J

A2,

x* X

FIGURE 2.2: Trajectoire de la solution au travers de ces quatre zones.
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2.4 Simulation numérique

FIGURE 2.3: Comportement asymptotique des solutions du systéme (2.1).

Comportement asymptotique avec valeurs g i= 0.8; 5 := 0.6; A 1= 0.5;d == 0.2 ; h := 0.0

Xy 15

t
— () ——(t)

FIGURE 2.4: Comportement asymptotique des solutions du systéme (2.1).

Portrait de phase avec valenrs g := 0.8; b += 0.6; A =05, d += 02, h = 2.0/

FIGURE 2.5: Portrait de phase du systéme (2.1) avec des conditions initiales diffé-

rentes. On remarque que les solutions sont toutes positives et périodiques.



Chapitre 3

Modeéle Proie Prédateur avec

impulsions

Dans ce chapitre, on va étudier deux modeles mathématiques avec impulsions, tel

que I'étude mathématique de ces deux modeéles est basée sur l'existence des solutions

périodiques triviales et non triviales et leur stabilités orbitales.

Pour le premier modeéle on considere le méme modeéle Proie-Prédateur que nous avons

déja étudié dans le chapitre précédent, tel que si la densité de la proie x atteint un

seuil critique hy,qax on rajoute une densité constante T des prédateur y et on utilise

un produit chimique pour réduire la densité de la proie x. Ces changements sont mo-

délisés par des équations discretes appelées effets d'impulsions, Le modeéle est décrit

par les équations différentielles impulsives suivantes :

(

\

x(0+) =xg < hmax;

dx

T a—by(n),

d_]/ B [ /\bx(t) B ] X 7£ himax,

at ~ M vrenx(r) "

Ax = —px, } 3.1)
X = hpax,

Ay =T,

y(07) = yo.
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Et pour le deuxieme modéle, si la densité de la proie x atteint un seuil critique hy on
rajoute une densité constante T des prédateur y, pour réduire la densité de la proie. Si
la densité des proies croit encore et atteint un seuil critique plus important hy(> hq)
alors on utilise un produit chimique pour réduire la densité x, mais I'effet du produit
chimique va étre sur les deux populations et il va réduire les deux populations x et y
par px et qy resp (p,q € (0,1)). Le modele est décrit par les équations différentielles

impulsives suivantes :

x = x(a—by) x(t) # hy, x(t) # hy
g =y(—d+ 35z) x() # h, x(8) # b
Ax =0 x(t) = hy,
(3.2)
Ay =y(t") —yt) =7 x(t) = h,
Ax =x(t") —x(t) = —px x(t) = hy
Ay =y(t7) —y(t) = —qy x(t) = ha.

3.1 Existence et stabilité de la solution périodique

pour le systeme (3.1)

3.1.1 Existence d’une solution périodique pour le systeme (3.1)

—ho
bht
exp(UT)(1-p) 2 1 "o :
p()07p) o alors il existe une unique

bh1—exp(2T)(1-p)' 1]

Théoréeme 3.1.1. Si x| = hyay <

solution périodique pour le systeme (3.1).

Preuve 3.1.1. Soit x = ¢(t),y = 1(t) est une solution
61=¢(T)=x1, m=n(T),

& =4(T%), nf =n(Th)

Donc

=2, 1 =no
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Donc (1—p)c1=C < (1—p)x1 =230, M+ 7T =10
Pour tout t €0, T| la solution de systeme (& (t),1(t)) posseéde la relation suivant :

¢'(s) / n'(s) _/t !
/ 10 d + 1+bh§ ) ds i by'(s)ds

A1+ bh&(t)

7 "G g

donc

) Mn(%”) — atn("™™) ~b(y() - o).
0 1o

Donc pour tout t = T, on obtient

A 1 +bhx1 1]1
—In —d0In =aln —b(n1 —np),
donc
1+ bhxy A X1 Mo— T
In F—o6In(————)=aln(——) —b(ng— 7 —1n9p),
(1 ¥+ (1 _ p)bhxl) ((1 — P)xl) ( 1o ) (170 170)
1+ bhxy Ao N6 g Mo — 7T
ln(l-l—(l—p)bhxl)’<1 p)—br=aln( 1Mo )
on note Y = % alors
A s, b - T
In[(Y)# (1 - p)i] -~ = In(TL=5), (3.3)
a 1’]0
A [ —b Mo — T
(Y)ai (1 —p)eexp(—1) = ,
a 170
Notons L = (Y)ﬁ(l - p)g exp(=tt), donc
L170—170:—T:>1’]0(1—L) ZTjﬂozﬁ.
Donc
. T
0= 5 —.
1- (%)“h (1 p)o/eexp(=L%)
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Pour que (3.3) soit définie il faut que 19 > T.

1+bh A _
On note o = (H&W)”h (1-p)**exp(=1%), donc

o > T implique que = > T, alors 1 —a < 1 ce qui donne « > 0.

Pour que g soit positive il faut que « < 1.

1+ bhxq 5/a —bt

a<1= (H(l_p)bhxl)ﬁm—p) exp(——) <1,
donc
(1 +1(1+—b};)c;ahx1w <(@-p eXp(ba_T)’
ce qui donne
1+ bhxy —oah btah

(1+(1—p)bhx1) < (I=p)7=r exp( a )

oah

prenons C = (1 —p) 7 exp(2X2), donc

14 bhx; < (14 (1 —p)bhx1)C,

alors

bhx; — (1 —p)bhx;C < C—1,
xlbh(l — (1 — p)C) <C-—1,

donc

on remplace C par sa valeur, on trouve

—oh

. <l(e><p(¥)(1—zﬁ)A -1

U] axp () (1 — )
exp(55)(1—p)
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3.1.2 Stabilité de la solution périodique pour le systeme (3.1)

bht _ _
Théoreme 3.1.2. Si x| = hyay < qA eXp( Ja=p) *=1 ET,0x la solution
bh1—q X exp(2r)(1—p) 1]

périodique (&(t), n(t)) du systeme (3.1) est orbitalement asymptotiquement stable.

Preuve 3.1.2. 3—5 =a—by, 9Q _ Abx 0,

ay 1+-bhx
aa—?:—p, %—?:O/ %:£_0
3 3
¥ =1 jj =0,
_ P (1) _ Gola—brp)
k1="T0 = &)
et
b
Sy (3 + 82)dt = [ [(a— bry(t)) + s — dldt
= Jo 568 + kg e
= [y dlIn&(t)y(t))dt
_ 14 S(T)n(T)
=In Cono
Donc
_ Gola—bno) &1
M2 = 5(1)(%1717(1)) &1)77(1)
_  mn(a=byo)
1o(a—bin)

_ (go—7)(a—bno)
o(a—b(170—7))"

On cherche des conditions pour que | up |< 1.
-Cas1:sing < b, alorsona0 < up < 1.

-Cas2:sing > §,eta—Db(io— 1) > 0 (ie. 1jp < “HT), alorsona pp < 0,
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et sing < THTHYEIT glors yy > 1,
(70 — ©)(a — brpo)
> —-1= > —1,
- moa— b0 — 1)
donc

ano — bnj — at + bty + ang — by + bty > 0,
—2byg +2(a +b1)1o — at > 0.

A" = (a+b1)? —2bat. Si A > 0 alors on a deux racines

"' —a—bt—Va’+b?1? < atht " —a—bt+Va2+b212 < a
Mo = —2b b o= —2b b

Donc si & < 179 < THTHY T Vb”ZJFbZTZ, alors —1 < up < 0.

Cas 3:Sia—b(ny— 1) <0,alors uy > 1.

Onapyy; = (”:7?)'70)/(“72(()’770;”),posons f(z) = = avecz > 0, f'(z) = —5 <

0, alors f(no) < f(no — T) ce qui nous donne

a—biy0< Mo—T

< 0.
1o a—"b(no—7)

a—bny, ,,a—b(n—1)
(2 (=

> 1.

Donc sia —b(ng — 1) < 0, alors pp > 1.

De cas(1) et cas(2), on conclut que

bt +a + Va? + b?7?
2b '

0<170<

Etona

T <b'c—|—a—|-\/a2—|-b2'cz

o = NG} 5 ,
1- (%)“h(l—f’)”exp(%) 2b
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donc
1+ bhxy A s —bt 2bt
1-— ah (1 — a ex > ,
T pyeh) " PP 2 e
2bt 1+ bhx, A s —bt
1- > an (1 — aexp(——),
( bt +a+ Va?+ b?7? (1+(1—p)bhx1) (1=p)7exp( a )

= (1— —_2br
on prend = (1 — ¢ Vi)

1+ bhxy A s —bt
1 + (1 _ P)th‘l)ah (1 - p) eXp(T) < q’

(

1+ bhxy ah —oh bth
G i) <7 A=) (50,

on prend S = q%(l — p)%M exp(Zh).

1+ bhxy < S+ S(1— p)bhxy,

bhx1(1-S(1—p)) <S—1,

x <l(—5—1 )
S bhr1—-s(1—-p)”

donc
ah —6h
< L atap g -1
ah
bh™1 — (1 —p)g% (1 - p) 7 exp(2Zh)

Cela complete la preuve de ce théoreme. O
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3.2 Existence et stabilité de la solution périodique

pour le systeme (3.2)

3.2.1 Existence et stabilité de la solution périodique pour T =

0

Pour T = 0, le modele (3.2) devient :

(S ()l ye)

dy(t) Abx(t) X # ha,
PR +bhx(t) d

x(t) = —px(t) } "
L Ay(t) = —qy(t)

(3.4)

B

Existence de la solution périodique semi-triviale

Soit y(t) = 0 pour tout t € [0, +-o0[, alors du systeme (3.4) nous avons

dx
E = llX(t), X 7£ h2/
Ax=x(tt) —x(t) = —px, x=hy,

avec xo = x(0) = (1 — p)hy, donc la solution de x(t) = ax(t) est donné par :

x(t) = (1 — p)hp exp(at).

On a x(T) = hy, alors x(T) = (1 — p)hpexp(aT) = hy, ce qui implique que
exp(aT) = ﬁ, donc aT = —In(1 — p), ce qui donne T = —a~'In(1 — p).
Onax(Tt) —x(T) = —px(T) ce qui implique que x(T+) = (1 — p)x(T), et
donc x(T*) = (1 — p)hy = xo.

Cela signifie que le systeme admet une solution périodique semi-triviale (x(t),y(t)) =

((1 = p)ha exp(at),0).
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Stabilité de la solution périodique semi-trivial

Théoréme 3.2.1. Si

[

1 + bhh2 )A/ah

G- p)bhhy

<1,

O<pu=1-9)(1-p)

alors la solution semi-trivial est asymptotiquement orbitalement stable.

Preuve 3.2.1. Pour montrer la stabilité orbitale on va appliqué le lemme (1.5.1) sur
le systeme (3.4) :

Calculons maintenant le multiplicateur de Floquet.

On a une seul impulsion donc j = 1

o = PeEa)=0(0)+1)+0Q. (—p(0)=(0)(1)+0)
1 TxP+0xQ

a(T),0)(— a(TT),
_ PTG gy (1) = (1 - )y

—  _a(l=p)hh(1—-q)
(I—p)hyexp(aT)a

_ (1-p)(1—q)ahy
(1-p)hyexp(a(—a=tIn(1-p)))a

_ (=p)(A—=qahy _ (1-p)(1-q).

Llhz

Et

OO G O G

= 0T 3—1;((1 — p)hyexp(at),0) + %—8((1 — p)hyexp(at),0)dt

alors
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donc

T Abh(1—p)hy exp(at)
fO a—d+ 1+bh(1fpp)152eexp(at)

A T abh(1—p)hyexp(at)
aT—dT—’_ﬁ 0 1+bh(1fp)22exp(at)dt

aT —dT + A [In(1+ bh(1 — p)hy exp(at))|]
aT —dT + 2 In(14 bh(1 — p)hyexp(aT) — 2 In(1 + bh(1 — p)hy))

A
—a(a~ In(1— p)) +d(a In(1 — p)) + In( 22y ) o

1 d 1+bhh A
lnq + Eh’l(l — p) +1n(m)ﬂh.

A
o= kalexp(in s + £In(l = p) + In(gpppy, )i))

d A
= ki ((1- P)E(%)“h X 15)

=

o (_=p) (i)
(1—p) (1+bh(1—p)hy)

‘ﬁ

d A
= k(1= )" (g2 ) %

)

=)

=

_ ()t (b
1 A
(1—p) (1 bh(1—p)hy)

d A
= (1- )1~ p) (it i 0



3.2 Existence et stabilité de la solution périodique pour le systéme (3.2) 35

Existence des solutions périodiques si i, < x*

Soit les deux sections suivantes :

Y ={(xy)eR: ,x=(1—phhy, y=0},
1

Y. ={lxy) €RT ,x=1hy y =0}
2

Théoreme 3.2.2. Soit p,q €]0,1], si hy < x* alors le systeme (3.4) n’admet pas de

solution périodique d’ordre-1.

Preuve 3.2.2. Soit Ro(hy,10) un point dans y_, avec 1o < ¢ et par les impulsions
Ax = —px, Ay = —qy.

Automatiquement on se trouve dans y 1 au point fo((1 — p)ha, (1 — q)no) ensuite
la trajectoire continue son évolutions et coupe y , au point Ry(hy,11) et par les
impulsions la trajectoire saute dans >, au point f1((1 — p)ha, (1 — q)y1) puis la
trajectoire faite la méme chose dans le troisieme retour et le quatrieme jusqu’a le Keme
retour la trajectoire saute de point Ry (hy, ny) au point fi((1 — p)ha, (1 — q)nx),

donc puisqu’on hy < x* alors on déduit que < 1x—1 < ... <1 < j et

a
< (L= )t < (L= 0Pz <o < (1= )0 < (1= )5

Cela donne que nx — 0 pour k — +oo, donc le systeme n’admet pas une solution

périodique d’ordre-1 si hy < x*. O

Existence d’une solution périodique non trivial d’ordre-1 pour /i, > x*

—=dh —ah
Théoreme 3.2.3. Soit p,q €]0, 1], si x = hy < —1=p) * (=a) 1 1

bh[1=(1=p) A (1—q) * (1-p)]
le systeme (3.4) admet une unique solution périodique non trivial d’ordre-1.

, alors
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Preuve 3.2.3. Ona
x(t)=00-px, y(t")=01-9q)y.

Go = &(07),m0 = n(07), & = &(T) = xi,m = (1), & = &(T*) = (1-
p)xi =o' = (1—q)m = 1o
Soit (x(t),y(t)) = (&(t),n(t)) une solution de systeme.

La solution est périodique si

(1=p)e(T) =Go, et (1—=q)n(T) = 1o,
pour t €10, T| la solution (&(t), n(t)) de systeme possede la relation suivante :

A 1+DbhE(t)

7 T b, ) —an(EY) = ain () by (1) o),

) 1o

pour t=Tona

A1+ bhE(T) (1), _ . y(T)
Eln(Ttho) - dln(?) = aln(w) —b(n(T) — 1),
donc
A 1+ bhxy X1 B My B
Eln(l T(1- p)bhxl) - dln(m) = aln(’?o) b(m — 1),
alors
A 1+ bhx, 1Ty o
7 MR )~ AInT=p) T a0 ST ),

ce qui donne

A 1+ bhx;

Eln(l + (1 — p)bhxq

) +dIn(l—p) +aln(1 —q) = —b(L° _1’70_(2_ 7) ),
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alors
In[(5 +1(;L_l]};§zhx1 )i (1= p)i(1-9)7 = —b(%),
ona
3 +1(1+—b};)c;ahx1)2(1 —pr-at <,
alors

1+ bhxy
1+ (1 —p)bhxy

(1-p)T(1-g)% <1,

ce qui donne

1+ bhxq —dh —ah
14 (1 — p)bhxy <@=p)r (-,

—ah

Onprend S = (1 — p)%ﬁ(l —q),
1+ bhx; < S(1+ (1 — p)bhxy),

donc

bhxy — Sbh(l — p)X1 <S5-—1,
x1(bh — Sbh(1 —p)) <S—1,

o S—1
U™ bh = Sbh(1 — p)’

on obtient que

L-pFa-gt-1

X1 =hy < T — .
bhil—(1—p)* (1—q)* (1-p)]
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Stabilité de la solution périodique non triviale d’ordre-1

=dh —ah
Théoreme 3.2.4. Soit p,q €]0,1] sixy = hy < — =P 1A= 1 =1

i1—(1-p) 3 (1-0) ' (1-p)]
o> 3(1— 2’17(1), alors la solution périodique (¢p(t), ¥ (t)), est orbitalement asymp-

totiquement stable.

Preuve 3.2.4.

( dx

G =xa=by)  evy)=x—I#0,

ay _ Abx o

dt_ ( d+1+bhx) (P(x/y)—x hz#ol
Ax=—px=§(xy) ¢y =x—h=0,

| Ay =—qy=n(xy) @xy)=x—h=0.

(¢(T),¥(T)) = (G1,m),
(@(TT),¥(TT)) = (1 = p)ha, (1 = g)1).

Ona
BP_ E)Q_ Abx
et
o _ o 99 _ % o _dp _

ox 7 @:_q’ ax_l'@_ax_ay ' (3:6)

On utilise le lemme (1.5.1)

Calculons le multiplicateur de Floquet

2= [Ttexpt [ (ELFCD LA

j=1

avec (¢(t), ¥ (t)) est la solution périodique.
an d dn d 9 ¢ 9 ¢ 9 0

P (G- )0 (-

9 d
I PFE+Q5)
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On a une seul impulsion donc j =1,

o = E1)=00)+1) P +Q (=p(0)+0(1)+0)
1 P(1)+Q(0)

= (=@P(T)¥(TH))
1 P(¢p(T)¥(T))

i = (1=a)d-pha(a—b(-q)m)
1 hy (a—bi1)

_ (=(-p)a—b(i—qhy)
ki = (= E—

He = kiexp [y (a—§(¢(f)/‘1’(f))+%—§(<P(f)/‘1’(t)))df

iy = kiexp [y ((a—b¥(t) + 25l — d)dt

Hy = klexpfo 4)(— %)dt

u2 = kyexp[n(¢p()¥(t))]]

h
p2 = kiexplin §gie)) = kg

_ ham _ (1=p)(- q)(a b(1-9)m) ham

H2 = ko A=p)h(1=0)m a—bi A=p)h(1=)m
_ a—b(l—q); __ —b(1- )170

e = b
_ a=byp

#2 = ﬂ*%’?o'

Condition pour que | py |< 1.
o Condition pour que 0 < py <1

(a) pour que yy > 0, il faut que
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cas(1) :a—bnyg > 0eta— —170 0

cas(2) :a—bny < Oeta— —170 <0

- cas(1) : puisque a — %170 < a — bny, donc si a — %170 > 0 alors
a—>bnyy =0

Donc pour que uy soit positive il suffit que a — %170 > 0, et donc

a— 1— qr]O 0 :>170 (1_q)/

sing < 4(1—q) on obtient que a“ﬂ > 0, et puisque a — byyg >

1—q

a— %170 on conclut que — T bm’)? > 1, d’oit on a pas la stabilité orbi-
q 0

tale dans ce cas.

cas(2) :sia—byy < 0, a——170 < 0,doncsia—bnyy < 0,0ona

; b
automatiquement a — 10 < 0, donc pour que pp > 0 soit positive il
suffit que a — by < 0.

Donc sing > ¢ alors yo < 1, d’oit on a la stabilité orbitale dans ce cas.

o Condition par que —1 < pup <0
Pour que yy < 01l faut que

a—bnyg>0 et a—%iyo<0 (3.7)

cara——;yo <a—bnyo

condition pour que ppy > —1

a— b170

L > —1 cela implique que a — byy < —1(a — 1=:n0) car (a —
q

ﬁ’?o <0),donc a—byy+a— %170 < 0,alors 2a+ny(—b— L) <

0, ce qui donne 1o(—b — %) < —2a, donc on obtient que
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donc on a les trois conditions suivantes d’apres (3.7) et (3.8) on a

Mo <3
o > 3(1—q)
o > §(1— 727)

Puisque §(1 —q) < (1 — 2'47(1), donc si F(1 — quq) <1 < jonala
stabilité orbital
Les deux conditions (1 — %) <10 < §, Mo > 4, nous donne la stabilité orbitale

de la solution périodique, donc on conclut que si 19 > (1 — ﬁ), alors on a la

stabilité orbitale de la solution périodique non triviale d’ordre-1 O

3.2.2 Existence d’une solution périodique pour T # 0

Dans cette partie, nous donnons les conditions suffisantes pour l’existence de solu-

tions périodiques non trivial pour hy < d/(Ab — bdh).

Théoreme 3.2.5. Soit p,q €]0,1], si

a Lq a
0<t< EWO(—exp( . ))+E = 1.

Alors le systeme (3.2) admet une solution périodique positive non trivial d’ordre—1.
Preuve 3.2.5. Ona

ﬂ) A 1+ bhxy X7

Soit O (E*, to) une trajectoire du systeme (3.2) débute de point initial E*((1 —
p)ha, §) et coupe la section ), au point F*(hy,y*).
De (3.9), on peut déterminer y* a partir de la relation suivante :

yv*b N 1+ bhhy

h
)Y =) = NG = e 1

(1-p)h

aln( ) —dIn( ) =Ly,
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et
aln(ya )—by* =11 —a,
alors
y'b, b, Li—a
In(==) =y = ———,
donc
y* * Ll_a
In(=—) +Inexp(—-y") = ,
a a
y*b b Li—a
In(==)exp(——y") = ——,
exp de cette formule
y*b b Li—a

 exp(—y") = exp

et

*b b, L1 —a
= exp(——y) = —exp(=

a
Et a I'aide de propriété de la fonction de Lambert suivante :

pour tout A > ell on a exp(Wo(AInA)) = A, et par le changement de variable

= exp(~Ly),

ona
alne = —exp(Lla_a)
donc
Li1—a
Wo(aIna) = Wo(— exp(——))
alors
L1 —da
exp(Wo(alna)) = exp(Wo(—exp(———))),

et puisque y* < g alors b% < 1d'on

by* 1
exp(— Z )>e_1'
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aussi

= exp(Wo(— exp(F1))),
et donc

exp(— L) = exp(Wo(— exp(M 1)),

en déduit que

(- exp(FL1),
ce qui donne

v = — Ty~ exp(F 1)),

Pour tout 0 < t < 19 = a/b —y*, la trajectoire O (S, ty) coupe >, et > 5 infinité
de fois par impulsion.

Donc pour tout 0 < T < Ty, supposons que la trajectoire OT (Sy, to) du systeme
(3.2) débute de section y_, au point Si(hy, T) et coupe Y 5 au point Sy(hy, T*).

Ensuite, par (3.9), on peut déterminer T* de la relation suivante

T A 1+ bhhy hs

alors
(T - Lp 2 2200
T a a
etona
T* b .. Ly—bt
ln(?) —l—lnexp(—ET ) = .
donc
T* b . Ly—bt
ln(?exp(—ar ) = P

exp de cette formule
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on multiple par (— 1)
0T ep(=lety = “brexp(l2 20T
PR AR ’
ce qui donne
b, b .. b L, —bt
-1 exp(—;'t)— aTexp( . ),

donc a I'aide de la propriété de la fonction de Lambert,

par le changement de variable B = exp(—2"),
ona
Binp = — L exp(21T),
et donc
Wo(BIn B) = Wo(— — exp("21T)),
alors
exp(Wo(BIn B)) = exp(Wo(—  exp( 72— %)),
et puisque
" < % alors i <1 donc exp(— Z*) < exp(—1),
alors
B = exp(Wo(~ — exp( 21T,
et
exp(—"5) = exp(Wo( -~ exp( 21T,

on déduit que
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ce qui donne

Maintenant on va construire deux applications de Poincaré définies telles que.

Soit le point E1((1 — p)hy, a1) sur > et aq < (1 —q)7*. Supposons que la trajec-
toire O (Eq, to) du systéme (3.2) coupe >, au point Fy(hy, 1), et par impulsion
Ay = T la trajectoire saute vers le point F;" (hy, B1 + T), puis la trajectoire conti-
nue I'évolution et coupe Y 5 au point Gy(hy,v1) et par impulsion Ax = —px,
Ay = —qy la trajectoire saute vers le point Ey((1 — p)hy, ap) avec ay = (1 —q)71.
A l'état Ey, la trajectoire coupe Y, et > 5 aux points Fy(hy, B2), Ey (h1, B2 + 7)
et Gy(hy, v2), respectivement. Par a1 < (1 —g)T*, T < B1 + T et la construction
géométrique de portrait de phase du systeme (2.1), on obtient que le point E; est
au-dessus du point E1. De plus, le point Gy est au-dessus du point G1. Donc nous
avons v2 = P2(q,7T,711),

et donc y1 — P2(q,7,71) = 11 — 72 <0.

G2(nauz)

G1(hzmt)

(1-p)r2 h1 h2

FIGURE 3.1: Trajectoire de systeme (3.2).

D’autre part, pour tout 0 < T < 79, supposons que la trajectoire O (A1, tg) com-
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mence par A1((1— p)hy,a/b) et coupe >, et > au point By (hy, p1), B (h, 1 +
T) et Cy(ha, 1), respectivement. A I'état Cy, la trajectoire OF (A1, ty) saute aux
points Ay ((1 — p)hy, (1 — q)vq) sur le section y_; et la trajectoire continue I"évolu-
tion et coupe >, et > 5 aux points By(hy, p2), By (h1, u2 + ) et Ca(ha, 12), donc
la construction géométrique du portrait de phase du systeme (3.2), on obtient que le
point Cy est sous le point Cq pour tout p,q €]0,1[ et T €]0, T].

Donc nous avons vy — P>(q, T,11) = 11 —vp > 0.

(@]

(1-p)h2 hi h2

FIGURE 3.2: Trajectoire de systeme (3.2).

Alors 3t €0, 0] et vy telle que P(q,7T,vr) = vz, d'oit la périodicité de la

solution. O
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(1-p}h2

h2

{ ((1-p)n2,y0)

[ -z, caapyn

(h2,y1)

FIGURE 3.3: La trajectoire du systéme (3.2) pour T = 0 et i, < x*, avec les conditions a = 0.8,

b=06,A1=05d=02EK=002p=04,4=03 h =06

(1-p)hz h2 (1-p)hz nz
031 T 0.24
Sl
0.9 023
0.28 |
022
027 |
%
= 0.26 | o221
025}
0.2
0.24 |
023 |
0.19
022
021 0.18
0.2 02

FIGURE 3.4: La trajectoire du systéme (3.2) pour T = 0 et hp > x*, avec les conditions a = 0.8,

b=06,A=054d=02h=0.02,p=0.8,9=0.13,hp =1.75, x9 = 0.35, yp = 0.225

(1-p)h2 n1 e

hz.yoi(1-a)

(1-pIn2.y0)

0.35 0.4 0.45 (11

FIGURE 3.5: La trajectoire du systeme (3.2) pour T # 0 et i, < x*, avec les conditions T = 0.26,
a=080=06,A1=054d=02h=002p=04,49=03h =06



Conclusions et perspectives

Dans ce travail, nous avons analysé les propriétés asymptotiques (Existences, sta-
bilités des équilibres, solutions périodiques ) pour un modele Proie-Prédateur qui
nous ont aidés a étudier le méme modele avec impulsions, puis nous avons proposé
quelques conditions pour l'existence et la stabilité orbitale des solutions périodiques
de systeme des équations différentielles impulsives.

Dans le futur, on prévoit d’étudier des modeles plus généreux avec des impulsions

non constantes, et éventuellement des cas avec retard.
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