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0.1 Introduction

De nombreaux problémes de la physique Mathématique modélisés conduisent a des équations
différentielles ordinaires ou des équations aux dérivées partielles linéaires ou non. La résolution
de ces problémes éxige des méthodes directes ou indirectes liées & ’analyse mathématique.
Parmis ces méthodes on cite :

- La méthode des variations des constantes pour quelques EDO linéaires.

- La méthode des séries entiéres pour des équations différentielles linéaires d’ordre deux a
coéfficients non constants.

- La méthode des éléments finis pour quelques types d’EDP (linéaires ou non).

- La méthode des transformations intégrales.

Le but dans ce travail est de clarifier 'aspect de cette derniére méthode et de donner des
applications pour quelques type d’équations de la physique mathématique, en particulier les
équations dont la forme impose la transformation de Laplace et celle de Fourier.

En analyse mathématique on trouve plusiérs types de transformations intégrales, et Il faut
remarquer que c’est le forme de 1’équation a résoudre (EDO ou EDP) qui impose la transfor-
mation choisie qui convient & la résolution du probleme.

Ce mémoire est décomposé de la fagon suivante :

Le premier chapitre consiste & définir la transformée de Laplace avec les conditions d’éxis-
tence et d’éxpliquer ses propriétés avec des exemples de calcul.

Le deuxiéme chapitre est consacré a ’application de la transformation de Laplace dans la ré-
solution de quelques types d’équations différentielles, systémes différentiels, équations intégrales
et équations aux dirivées partielles.

Dans le troisiéme chapitre on étudie la transformation de Fourier avec ses propriétés, on
éxplique dans un éxemple d’EDP du second ordre comment utiliser cette transformation a la

résolution d’un probléme de la mécanique.



Chapitre 1

La transformée de Laplace

Introduction

La transformée de Laplace permet de convertir une équation différentielle en une équation
linéaire ou les formes dérivées disparaissent. on se rappellera qu’en posant la solution sons la
forme d’une exponentielle; on avait transmit le probléme d’une équation ordinaire vars une
équation caractéristique (algébrique). La transformée de Laplace est la généralisation de cette
idée.

Une telle pratique permet de transposer le probléme de ’espace des temps (notre monde
temporel), vers un espace dit des phases (un monde paralléle), puis résoudre dans cet espace,
ensuite transposer de nouveau la solution vers le monde réel (I’espace temporel).Voici un dia-
gramme de cette transposition :

La transformée de Laplace fait elle-méme parti d’une catégorie de transformations intégrales

de la forme :

Une transformée particuliere nécessite donc la définition du noyau k(s,t) et de U'intervalle

d’intégration I. Les transformations les plus utilisées sont celles de Fourier, pour laquelle on a

I=R et k(s,t)=e ™, s€R (Fourier),



Et celles de Laplace, pour laquelle on a
I=R" et k(s,t)=e*, s=s,+1is; € C (Laplace).

Puisques est complexe, la transformation de Laplace peut étre vue comme une généralisation
de la transformation de Fourier, restreinte aux fonctions définies sur R* . La restriction a R
n’est guére contraignante dans les applications réalistes on f(t) représente un signal physique
a l'instant t qui ne peut exister de toute éternité . Il est en effet toujours possible de choisir
Iinstant ot on démarre les mesures comme 1’origine des temps . De ce point de vue, I'analyse de
Fourier est plus adaptée a 1’étude des régimes forcés, tandis que 1’analyse de Laplace convient
davantage pour I’étude des régimes transitoires.

En revanche, il est extrémement bénéfique de passer de la variable réelle & la variable com-
plexe qui rajoute le facteur de convergence e *r dans l'intégrale, au mois sans une partie du
plan complexe . Il en résulte qu'un grand nombre de fonctions admettent une transformée de
Laplace, ca que n’est pas le cas des transformées de Fourier.

Pour peu qu’ils soient linéaires, la transformées de Laplace est un outil trés simple d’em-
ploi pour résoudre les problémes d’évolution (équations différentielles ou dérivées partielles,
équations aux différences ou intégrales...). Le principe général d’action de la transformées de
Laplace sur les opérateurs. Par transformées de Laplace, les équations différentielles devinent
des équations algébriques, tandis que les équations aux dérivées partielles se transforment en
des équations différentielles. Il en résulte une simplification efficace des problémes qui permet

souvent leur résolution analytique .

1.0.1 Défintions et exemples

Définition 1.1 Soit f R — C , la transformée de Laplace de f est la fonction F définie

par :

Sl ()] () = F ) = / Tty ()t

Le domaine de définition de F est déterminé suivant la convergence de ['intégrale.

Remarque 1.2 L’intégrale dans la définition est une intégrale généralisée pour valeurs com-

plexes.



Exemple 1.3 ( Transformées de Laplace de quelques fonctions élémentaires )

0 sit <0,
a) f (t) =
1sit>0

Slf (D)(z) = F <z)_/0 et 1t

Dans cet exemple le domaine définition de £[f (t)] est ]0,4o00].

0 sit<0,
b) [ (t) = pour n € N
" sit>0

Lit"(z) =F (2) = /0 oot”e_tht,

Faisant le calcul par parties :
i) = [ Ta(e)
0

n +oo +o0
1
z =0 z 0

“+oo
= —/ e A dt (pour Rz > 0)
0

De la méme fagon, on a :

Donc, par recurrence on aura :

L (2) =

= ; (pour Rz > 0).




0 sit<0,
c) f (t)= (pour a € R¥)
e sit>0

L]z = F (2) :/O+oo ee dt

—+00
= / ete=2)qt
0

1 i
— |:_ et(azz):|

a—z =0

1
= ; (poura < Rz).
z—a

9 Fm={ (pour a € R?)

+o00
S [eiat ] (Z) — / eaitefztdt
0

+oo ]
_ / et(az—z) dt
0

1 N e
— |:__et(azz)‘|

ai — 2 0

1
= , ;. (pour Rz >0).
z—ai

1.0.2 Conditions d’existence d’une transformation de Laplace

Théoréme 1.4 Si une fonction f (t) est continue par morceauz sur lintervalle ouvert |0, +00]
et vérifie

If ()] < Me™,

alors la transformée de Laplace de f existe pour toute phase z > a.

Preuve. Lorsque f (t) est continue par moreaux sur l'intervalle d’intégralation |0, +oof ,

alors e ' f (t) est intégrable. De plus l'intégrale

t=+o00
/ f(t)e *dt est définie si elle converge.
t=0



Pour cela nous appliquons le principe de convergence absolue . C’est & dire que si :

t=-+o00 t=-+o00
/ {f (t) e_Zt| dt converge =— / f (t)e *'dt converge.
¢ t=0

=0
Puisque I'inégalité de Minkowski (inégalité du triangle) dans notre cas donne :

t=4o00
/ f (t)e *dt ‘

=0

t=-+o00
/t |f (t)e ™| dt

=0

0 < |€[f @O]=

IN

t=4o0 t=4o0
/ |f (t)e™|dt = / |f (t)]e *dt, puisque e * >0, Vt,Vz.
t t

=0 =0

Il reste & déterminer dans quelles conditions I'inégalité

t=-+o0
/ |f (t)]e *'dt converge.
t

=0

z

Pour cela il faut imposer a |f (t)| de croitre moins vite que e~** ne décroit lorsque t — +o00 .

Donc si on choisit

(6] < Met | vt

Alors

t=-4o00 t=-+o00
/ If (@) e_zt} dt < / Me™ e dt
t t

=0 =0

Dés lors on a
M

z—a

0<IL[f ®]]<

Donc qu’on peut trouver cette intégrale qui est la transformée de Laplace pour f (¢). m



1.0.3 Propriétés des transformations de Laplace

Théoréme 1.5 (Linéarité) La transformée de Laplace est une application (transformation)

linéaire. C’est a dire qu’ elle satisfiat a la condition

Lla.f ) +bg O] (z) =a.Llf (D] (2)+0.Llg B)](2),

pour tout (a,b) € R?, et f,g: R — C.

Preuve.
+oo
Llavf ) +b.g (H)](2) = /0 e “la.f (t)+b.g (t)]dt
= a /+OO e P f(t)dt + b/+<>0 e g (t)dt
= a.£[f )] (z) +bLg ()] (2)
[
Applications

Cette proprieté de linéarisation nous permet de trouver des transformées de Laplace d’une
fonction en la décomposant en une combinaison linéaire de fonctions & transformées de Laplace
plus simples .

a)

ea'Lt + efazt

f(t) =cos(at) =

Donc :
Llf @OI(z) = £lcos(at)](z)
— L)@+ el
- %<zi1> %(zj—l)
_ 2211 . (pour Rz > 1).
b) ait —ait
F(t) = sin (at) = 26



Llf O1(z) = Llsin(at)] (2)

1 it 1 —ait
= 5 L[ ()~ 5 el ()

1 1 1 1
N 2_2'(2—@2')_2_2'( )
a

= S e ; (pour Rz > 0).

zZ4+al

el +et

f(t) = cosh (at) = 5

Alors :

LlF W1(z) = Llcos(at)] (2)

2

1 1 1 1

2 2 )
= ! ; (pour z > 1).

= lﬁ[et] (z)+% S[e_t] (2)
= sl el
22 +1

et —et

f (t) = sinh (at) =

L[f ®)](z) = £Llsin(at)](2)
1 . 1 _¢
= 52[6](2)—52[6 ](z)

1 1 1
P AP U Ay
1
= a7 ; (pour Rz > 1).

N =

Théoréme 1.6 (Transformée de la dérivée) Soit f une fonction continue sur RT, sauf éven-

tuellent ent = 0 ot tlim fo=f (O*k’) existe .On suppose en outre que f est une fonction
——400



continue par moreaux qui admet une transformée de Laplace, alors :

L) (z) = 2F (2) = £(04),

Preuve. La démonstration se fait par parties .qgf

+oo
Sl (0] (2) = / e () dt
+oo

= ['f )] "~ o (t)d (e

= _f(0)+z/0+oertf (t)dt ; (pour Rz > 1)
— 2lf (1)) - (0.

Alors :
LI O] () = 2F (2) — f(04).

Théoréme 1.7 (Transformée de la primitive d’une fonction) Soit g la primitive de f qui

s’annule en 0, alors

£lgl(:) =217 )(2).

Preuve. Posons g (t) = fotf (u)du.Ona g’ (t) = f (t) et g (0) =0.

On applique le théoréme sur la transformée d’une dérivée

Donc

Proposition 1.8 (retard temporel) pour a > 0 donné on a

Llta(f ) =e"L[f ].

10



Avec
to(f)(z) = f(z +a).

Preuve. Observons d’abord que si f est a croissance au plus exponentielle, il en va de

méme pour ¢, (f). On peut donc écrire

/Ooof (t—a)e *dt = /00 fo(u) ey,
— / f (u) e du

_ eg[f
Donc
Llt-a (f)](2) = e L[] ] (2).
Pour a > 0,
Llta(f)] (2) = e"L[f ]
n

Proposition 1.9 Pour a > 0,

Llf1(z—a)=£[e" ()] (2).

Preuve. Par un calcul direct :

elf](z—a) = / T F et
— /oo (f (t) e“t) et

0

= £[e"(f)] (2).

Théoréme 1.10 (La valeur initiale et la valeur finale )

Dans le cas ou f est développable en série entiére et ou la série transformée en % a un

rayon de convergence non nul, il est immédiat de constater que :

2a nla,
2F (2 )—a0+—+—2+ S

T T Tamteo ap = f (0).

11



Dans les autre cas, nous admettrons que ce résultat reste valable pourvu que les limites envisagées

existent, a savoir :

lim f @)= liI_El 2F (z) (théoréme de la valeur initiale).
t—0 Z—+00

Preuve. Supposons maintenant que f (t) —;_ [, limite finie, et charchons lim, ., 2F (2);

pour cela écrivons :

—+00

SP(2) = /O Lot (b di / e (8)dt

T
== Il+[2-

Quel que soit T fixé,

iy 0.

et pour tout € > 0,on peut choisir 7" telle que :

t>T=|f (t)—1] <e,

z(l—e) < z2f W)<z(+e)=ze?(l—e)<ze ™ f (t)<ze*(l+¢),

+oo 400 +o0
= /ze_zt (l—¢)< /ze_th (t) < /ze_Zt (l+¢),
T T T
+oo 400
= / (l—¢e)ze#dt < I, < / (I +¢€) ze *dt,
T T
400 +00
= (l—¢) /zetht <L <(l+¢) /ze“dt,
T T
400 +00
= —(l—¢) / —ze At < Iy < —(l+¢) / — ze *dt,
T T
= (I—¢) e, <h<—(+¢)[e™],

= (l-¢g)e T <L<(+e)e

12



Et quand ¢ et par suite 7' sont fixé, alors

—2T

lim(l—¢)e =l—c¢

z—0

Et
lim(l+e)e ™ = I+e¢

z—0
Comme ¢ peut étre choisi arbitrairement petit, on peut rendre |[s — [ | arbitrairement petit, on
a donc

lim zF (z) = L.

zZ—00

En conclusion, si I’abscisse de convergence de f est au plus égale a 0 et si les limites envisagées

existent, on a

lim f (t) = liII(l) 2F (2) (théoreme de la valeur finale).

t—o0

Produit de convolution de deux fonctions

Définition 1.11 On appelle produit de convolution ou de composition des fonctions f (t) et g

(t) de la variable réelle t la fonction h (t)définie par :

h(t)Z/Of (t — u) g (u) du.

Ce produit est noté symboliquement

Propriétés du produit de convolution

a) Commutativité :

f@)xg (t)=g @)= f (t).

13



b) Associativité :

(f *g)xh=g =(f *h).
c) Distribivité par rapport a la somme :

[f ) +g @Ol «h(@)=f () xh(t)+g (&) xh(t).

Proposition 1.12 Soient f et g deuz fonctions sont continues par morceauz et & croissance

au plus exponentielle, telle que :

Llf=gl=L[f]L]g].

Preuve.

elfiel] - | et / " g (u) du

+o00 400
N / f (@) g (t)e > dudt
0 0
Gardons la variable t , posons v =1+ u
+oo +o0
srighl= [ 0] g w-neaa
0 0

Maintenant, changeons l’ordre d’intégration :
+o0 v
elrigls) = [ e [ 1 (g - pdtan,
0 0

- s[/f (t)g <v—t>dt],
= L[f x4l

D’ou :

14



Table de quelques Transformées

f() F(2)
1 :
' 4
t2 2
t",neN z"ﬁ
t*;a € R Fiijll)
eat zia
cos at = —T—aQ
sin at =
cosh at oo
sinh at o

Transformée de Laplace inverse :

On va voir plus comment la transformée de Laplace permet de transformer une équation
différentielle impliquant une fonction x (t) et certaines de ses dérivées en une équation algébrique
ordinaire . La solution de ctte équation algébrique permet alors d’obtenir la transformée de la
solution de équation différentielle . Il faut donc développer des méthodes pour retrouver une
fonction f (t) lorsqu’on conneit sa transformée F' (z). On peut, & partir de la table, trouver

quelques transformée inverses .

Définition 1.13 La transformée de Laplace inverse f (t) d’une fonction F' (z) est définie par :
+oo
LHF())=f1) = —/ F (2)e*dz.
0
Théoréme 1.14 (Linéarité de linverse) Si £7'[F (2)], £71[G (2)] alors :

L erF (2) + G (2)] = a7 F ()] + L G (2)] ( pour tout c1,co dans R)

15



Preuve.

1 [t

L7 erF (2) + G (2)] = i . (e1F (2) + G (2))e*dz,

+oo +oo
— ﬁ(cl/o F (2)e*dz + 62/0 G (2) e*dz),
B 1

= (cl%
= aLF(2)] + G (2)].

“+oo

+o0
zt L zt
/0 F(z)e*dz) + (co 2mi ), G (z) e*dz),

Exemple 1.15 (Recherche de la transformée inverse) Soit & chercher la transformée inverse

de la fonction des phases :

C’est a dire qu’on recherche :

LR
- <[]

Pour cela, nous devons décomposer la fonction des phases en éléments simples :

1

S P y oy

- wiw{@iaY'@iw]

Et alors :

16



Soit donc :

Exemple 1.16 (Transformée inverse d’une dérivée) Soit la fonction suivante de l’espace des

phases :
z

(z—a)(z—0)

Il s’agit de trouver la fonction temporelle f ' (t) associée par transformée de Laplace inverse

F(z)=

,a#b

Pour cela, nous allons décomposer la fonction des phases en éléments simples ( fonctions par-

tielles) :

PO = e~ o e o
Et alors :
F) = SR
B 211[<za>z<zb>] 1 b
TR [(zi@] =T Lz—b)]
Soit donc :

Or on se rend compte que c’est la dérivée de la fonction f (t) de l'exemple précédent .

17



Chapitre 2

Applications de la transformation de

Laplace

2.0.4 Equations différentielles linéaires

La plupart des problémes de physique conduisent a poser et a tenter de résoudre une équa-
tion d’évolution avec des conditions aux limites caractéristiques de la situation étudiée . La
transformée de Laplace permet de traiter un grand nombre d’équations d’évolution, pour peu
qu’elles soient linéaires .

Pour introduire le sujet, commencons par le cas fréquent des équations différentielles du
2¢éme ordre a coefficients constants.

L’équation étudiée est donc de la forme :

() + e (1) Fwge () = f (1),
Complétées par les conditions initiales x (0) = xg et 2’ (0) = z1. f est une fonction source

connue.

Soit X (w) et F'(w) les transformées de Laplace des fonctions x et f . On a aussitot :

T + xow + YT F (w)
w2 +yw+ w2 w? 4w+ wd

X (w) =

Deux cas sont a considérer :

-Si le polynéme caractéristique w? + yw + wi admet deux racines distinctes w;et wy, on

18



trouve par inversion que la solution s’écrit sous la forme
t
7 (t) = Are™ + Aye™? + / x(t—t)f (t),
0

Ou Ajet Ay dépondent des conditions initiales g et x; , et ol s et la susceptibilité définie
par :
1 1
©(t) = £ | 5———=|®)

w? + yw + wi

etwl _ etwg

= —— wy # Ws.
w1 — W2

La susceptibilité traduit la réponse du systéme a la force extérieure f . On notre que la
convolution traduit le principe de causalité, selon lequel I'effet ne peut précéder la cause, puisque
lintégration est limitée aux seuls temps ¢ > t'.

-Si les parties réelles de w; et ws sont toutes deux négatives, le systéme est stable .

Dans cette situation, aux temps suffisamment longs, seul demeure le terme forcé (propor-
tionnel & f ) : Poubli des conditions initiales est total .

-Si une des racines est imaginaire par (en fait les 2, si ’équation est a coefficients réels), alors
le terme homogene ne tend pas vers zéro aux temps longs : les poles imaginaire purs donnent
des contributions oscillatoires non amorties, méme aux temps longs.

-Si le polynome caractéristique w? + yw + w2 admet 1 racine duale w = w; = wy, on trouve

par inversion que la solution s’écrit sous la forme

x (t) = (zo + Art) etw—i—/ot%(t—t’)f (),

Ou A; dépondent des conditions initiales xq et x; , et ou s est définie par :

w(t) = ¢ [;] ()

w? + yw + wi
= te'”

w, = U)QZU,

L’ apparition d’un terme de la forme te™ est caractéristique des poles multiples .

19



2.0.5 Systémes linéaires (Généralisation)

D’une fagon assez générale, les systémes physiques limités par une frontiére physique avec
le milieu antérieur, peuvent étre caractérisés globalement par la relation qui existe entre une
grandeur de sortie et une grandeur d’entrée (cf. les exemples en mécanique, automatique, élec-
tronique...) .

Une classe particuliére de systémes traitables par transformation de Laplace comprend les
systémes linéaires et homogenes, caractérisés du point de vine mathématique par des équations
différentielles & coefficients constants. La situation générique consiste & exciter un systéme par
une fonction extérieure, que nous natrons e (t) et & mesurer la réponse (t) du systéme. Dans
le carde de notre étude, on supposera que e et s admettent une transformation de Laplace .
le systéme physique étudié est dit linéaire et homogeéne (ou linéaire et invariant) si 'on peut

définir un opérateur £ :e — s = £ (e) , qui satisfait aux deux propriétés suivantes :

L (e (t) + Bea (t)) = al(er (t)) + £ (Bes (t) avec (o, ) € R

Se(t—t) =s(t —to)

La convolution permet de construire aisément un opérateur linéaire et homogeéne. On montre
en effet, que si la réponse du systéme s’écrit sous la forme s = £(e) = hxe = h*xe, ol h une

fonction sommable, 'opérateur £ est bien linéaire et homogéne.

Entrée = Systéme linéaire et homogene =— Sortie .
e(t) h(t) s(t)=(hxe)(t)

Le théoréme sur La transformée de Laplace du produit de convolution permet de calculer la
réponse e = hxe d’un systéme linéaire et homogeéne. En effet la transformée de Laplace conduit

a I'égalité :

Ou H est appelée fonction de transfert (ou admittance) du systéme . De fagon plus précise,

considérons un systéme linéaire et invariant caractérisé par I’équation différentielle homogene a

20



coeflicients constants :
ans™ (t) + - -+ ags’ (t) = bne™ () 4 - - - + by’ (t) + boe (t)

Avec, pour simplifier, ’ensemble des conditions initiales nulles. (On notera que les équations
inhomogenes (avec présence de termes constants) se raménent aux équations homogenes par
changement de variables) . La fonction de transfert du systéme s’écrit comme le rapport de

polynémes z :

N (z)
D (2)
bz™ + - - + by
2™+ +ag

L’équation algébrique D (z) = 0 est 1’équation caractéristique 1’équation différentielle en
s (t). Ses racines sont appelée les poles du systéme ou de la fonction de transfert, est condi-
tionnent, comme nous allons le voir, la stabilité du systéeme .

Puisque le systéme est caractérisé par un opérateur de convolution, il suffit d’étudier sa

réponse par un opérateur a I'impulsion de Dirac § (méthode de Green).

Définition 2.1 Un systéme est stable si la réponse au signal d’entrée, e = ¢, tend vers 0 ,
lorsque t — 400 (ou reste bornée, selon une autre défintion) . Dans ce cas, puisque € (z) = 1,

on obtient S (z) conduit o une somme de tempes de la forme :

Ou «y, est la multiplicité associée a la racine poles z. L’original correspondant est donc de la

forme :

s(t) = Z Aptos et
k

Le systéme ne sera donc stable que si tous les poles de la fonction de transfert sont dans le demi-
plan gauche ouvert du plan complexe . Les poles sur l'axe imaginaire (Rzy = 0) conduisent a
une solution bornée lorsqu’ils dont de multiplicité 1 (ax = 1) . La localisation des poles peut

étre réalisée a l'aide de critéres algébreques ou géométriques .
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2.0.6 Equations aux dérivées partielles linéaires

Une équation aux dérivées partielles (EDP) est une équation différentielle ordinaire (EDO)
pour une fonction de plusieurs variables . On recontre de telles équation dans tous les domaines
de la physique . Les équations de Maxwell en électromagnétisme, I’ équation de la chaleur en
thermodynamique, I’ équation de la chalaur en thermodynamique,...etc...en sont des exemples
bien connus .

Dans le cas des probléemes a deux dimensions (par exemple un probléme dépendant du
temps mais unidimensionnel dans ’espace), 'applicatuion de la transformée de Laplace, par
rapport & une des variables permet de transformée 'EDP en une EDO par rapport a la variable
non transformée . Dans le cas d’un plus grand nombre de variables, on est aminé a effectuer
plusieurs transformations consécutives (de Laplace ou de fourier).

Taitons a titre d’exemple le cas d’une ligne de transmission électrique sans perte, de logueur
d, dont I'inductance et la capacité par unité de longueur sont L et C' .Le long de la linge, le
potentiel v (x,t) et le courant i (z,t) sont représentés par des fonctions de la position x et du

temps ¢ . Ces 2 fonctions obéissent aux équations aux dérivées partielles dites des télégraphistes :

ov 01
A
ox ot’
o1 ov
aw = Yo

On cherche le potentiel & 'extrémité de la ligne x = d, sachant

-Que les conditions initiales sont données par :

v (z,0) =i (z,0) =0.

-Que les conditions aux limites sont données par :

v(0,t) = wy,

di
v (d, t) = Lga,

C’est-a-dire qu'une tension contante vy est appliquée a l'entrée de la linge que se termine

sur une inductance L.
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Effectuons une transformée de Laplace par rapport a la variable ¢ .Onpose donc :
v(z,w) = / v(w,t)e ™dt,
R+

/ i(x,t) e "dt.
R+

Compte-tenu des conditions initiales, les équations des télégraphistes s’écrivent :

~

—~

8

S
I

oV
= _Lwl
ox v
ol

En combinant ces 2 équations, on obtient ’équation différentielle :

02V ,
W = LC’LU Vv ;

Dont la solution évidente est :

V(LC,'U}) = A cosh <%> + Bsinh (%) ’
v v

Ou on a introduit la vitesse de propagation du signal v = 1/v/LC' le long de lalinge . Les

constantes A et B sont fixées par les conditions aux limites qui s’écrivent :

LodV
V(O,w):%, V(dw) = Lowl =~ (dw).

Tout calcul fait, on trouve en bout de ligne :

Vo

V{dw) = w cosh (wTd) + w sinh (“’Td) 7

Ouw = /L/C/Ly. Le résultat dépendant du temps est obtenu par la formule d’inversion :

_ Yo Yo
Vidt) = 21 /ﬁ w cosh (%i) + wsinh (%d)

dw.

Cette intégrale peut étre calculée par un développement en série et s’exprime en fonction

des polynomes de laguerre .
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2.0.7 Equations intégrales

Traitons a titre d’exemple le cas de l'inversion d’abel .On considére I’équation intégrale

définie par la relation :

y (1)
—=dt = x) .
0
Le probléme consiste & exprimer la fonction y & partir de f qui est supposée connue . On

supposera que y et f sont des fonctions continues qui admettent des transformée de Laplace .

L’ intégrale peut s’ecrire comme un produit de convolution :

H (x) B H(x—1t)
NG « H(z)y(t) = /R—HH(x)y(t)dt

On a montré précédemment que

~1/2 T
H (z)t F \/: ;i (pour Rz>0).

Notons F'(z) et Y (2) les transformée de Laplace des fonctions f (t) et y (¢) .

Enappliquant le théoreme de convolution, on obtient

On remarquera que la fontion z — /2 ne tendpas vers 0 lorsque z — +00,elle ne peut donc

pas étre la transformée de Laplace d’ une fonction. Cependant , en divisant par z, on a :

Y (2) 1
z VT
1
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En utilisant & nouveau le théoréme sur I'intégration, on obtient :

o VHG@)
| v = 2= @

T Vo —1
0
y (z) est obtenu en dérivant par rapport & z :

1d [ )
T dx T —1
0

y(t) =

On peut aller un peu plus loin si f est dérivable. Comme la fonction ¢ — (x
singuliére pour ¢ = x , il convient d’aort d’intégrer par parties .

Posons

= dt
vr—t
0
On trouve :

I(t) =222 (0) +/ Y2 () dt

0

Puis en dérivant cette expression :

_mm=iﬁ+2mnu—wﬂf@+/@%%mﬁa

t—4o0

0

Soit encore :
f(0) [F ()
7T\/_+ — ——=dt .

— 15)71/2 est

2.0.8 Application a la solution d’équations différentielles ordinaires

Exemple 2.2 1)Résoudre I’équation différentielles :

Llyl =2y" +5y — 3y =2 avec les conditions initiales : y (0) = 0,y (0) = 1.
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PosonsLy] (t) = F (z)et prenons la transformée de chaque membre nous obtenons

2[22F (2) = 2y (0) =/ (0)] + 5[2F (2) =y (0)] = 3F (2) = 2

(0)=1
y(0)=0
Donc :
2 2
22°F (2) =2+ 52F (2) = 3F (2) = -
z
2
F(2)[2°+52-3] = =42
z
2+ 2z
F = —.
G) = 52753
Et ainsi
_ 2 4 3t 6 1
() = — — o ¥+ 2eb
2)Résoudre l’équation différentielles :
Sl = v-3+2
= 4%

Awvec les conditions initiales :

Posons

Et prenons la transformée de chaque membre nous obtenons
[2°F (2) = 2y (0) — ¢/ (0)] = 3[2F (2) —y (0)] + 2F (2) = 5

¥ (0)=9
y(0) =4
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Alors :

22F (2) — 2y (0) — ¢/ (0) — 32F (2) + 3y (0) + 2F (2) =
F(2)[2*=32+42] +y(0)[3—2] -y (0) =

F(2)[2*=32+2]+4[3—-2]-9 =

’Ou Uon tire

42— 3 4
L C R Py e R ¥y oY PSS
Soit
1 1 2
F(Z):z—1+z—2+z—3
Et ainsi

[y] (t) = €' + e* + 2e™.

3)Résoudre l’équation différentielles :

Lyl = v +4y +3y

= e ¥ cos(t)

Awvec les conditions initiales

En pronant la transformée des deux membres, on trouve

ol zi(rz; —?3’
ol F(z) = £cos(t)]
= o7

or,22 +42+3 = (2+3)(2+1),
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Donc :

s+3

(z+3°+1)(24+3) (2 +1)
1

(z+3)°+1)(z+3-2)

Llyl =

En utisant a nouveau de théoréme de translation,

D’ou
e 3t 1
y(t) = = (cost + 2sint) + ge_t.

2.0.9 Application a la solution de systémes différentielles ordinaires

L’opérateur de Laplace transforme un systéme d’équations différentielles ordinaires a coef-

ficients contants en systéme équations algébriques.

Exemple 2.3 1)Soit a résoudre le systéme d’équations différentielles :
o () =y () +a(t) —y () =2+ 3e*,
o (t)+ 2y (t) — 3z (t) = 3+ 2%,

2(0) =4, y(0)=1
Posons

Et prenons la transformée de chaque membre nous obtenons :

que l’on peut écrire

(z+1)F(2)—(z+1)G(2) = 3—1—%—1—232,
(z—=3)F(2)+22G(2) = 6—%—1—232,
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En multipliant la 1ére équation par 2z, la 2iéme par (z + 1)est additonnant, on obtient :

1223 — 922 — 152 + 6
3z(z+1)(2—1)(2—2)
1 1
B ;+z—1+z—2’

F(z) =

Et
z(t)=1+¢e" + 2.

De méme on obtient :

23422 — 222
2(z+1)(z—1)(2—2)
1 1
B _;+z—1+z—2’

Et
y(t) = e + 2% — 1.

2.0.10 Application a la solution de quelques équations aux dérivées

partielles

Si on suppose la fonction a deux variables u (z,t), et

Ulx,z) =L (u(x,t)),

On a :
ou\  [® _,0u
= ZU(CE,,Z)-U(Q?,O)
Et
0*u ) ou
2(@) =z U(m,,z)—zu(m,O)—E(x—O)
On a aussi
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ou * 4 0u,  dU
S(a)—/ TR s

0On utilisant la régle de leibniz pour dériver sous le signe de 'intégrale, On aurait aussi :

9%u d?U
< (%) =2

Exemple 2.4 Résoudre I’EDP suivante :
Ou — Pu _ gy,
ot — ot ’
U(Oat):()> u(ﬂ>t):0’ ’
u(x,0) = 6sin (z) — 4sin (22) .
Posons

Ulz,z) = £(u(z,1))
Et prenons la transformée de chaque membre nous obtenons

9%u ) )
Erhe (z4+4)U = —6sin (z) + 4sin (27) .

C’est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 par rapport & la variable x . On a :

Uh = C’lem+02e_m,

6
U, = in () —
P P )

sin (2x) ,

La solution générale est donnée par :

P 6 4
Uz, z) = CreV*t 4 Coe Va4 4 15 sin (z) — o sin (2x)
En utilisant les conditions aux limites on trouve
Ci =0 =0,
Donc :
U = — in (2
(x, 2) por= n(x) z—i—8sm( )
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Et ainst

u(x,t) = 6e " sin (z) — 4e % sin (22) .
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Chapitre 3

La transformée de Fourier

Introduction
Historiquement les séries de Fourier tirent leur origine d’une étude de 1’équation des cordes

vibrantes par Daniel Bernoulli (1753) .

Fourier les a beaucoup utiliser dans son ouvrage théorie analytique de la chaleur (1822).

3.0.11 Fonctions localement intégrables

Définition 3.1 Soit I un intervalle de R et soit f : R — R une application .On dit que f est
localement intégrable sur I si f est intégrable sur tout intervalle fermé borné contenu dans I,
1.e:

fab f (z) dx existe pour tout intervalle [a,b] dans I .

On note f € Loc(I).

Remarque 3.2 1l est clair que toutes les fonctions continues sont localement intégrables .
On a alors C (1) C Loc(I) et linclusion est stricte . Comme exemple la fonction f(z) =

[z], (partie entiére de x) est localement intégrable mais non continue.

Proposition 3.3 L’ensemble Loc(I)est un sous-espace vectoriel de F (1), (espace de toutes les

fonctions définies de I dans R).

3.0.12 L’intégrale de Fourier

Pour conclure I’étude de la théorie des séries de Fourier , on examinera le cas limite ou

I'intervalle |—¢, ([ ,dans lequel on étudie la série de Fourier , tend vers |—oo, 00, c’est & dire
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lorsque ¢ — oo .

Soit f : R — R une fonction localement intégrable sur R et telle que :

+oo
I :/ |f (z)|dt  converge.

(o)

On suppose que f satisfait aux conditions de Dirichlet et admet un développement en série
de Fourier dans Uintervalle [—¢,¢] ,¢ > 0 . Donc il existe une fonction g : R — R périodique,
de période T' = 2¢ = %’T, vérifiant les hypothéses de Dirichlet (donc développable en série de
Fourier) telle que la restriction g ‘H,é] =f.

Alors pour tout x € [—¢,¢] on a :

(a)
f(z) = % + Z [ay, cos (nwz) + by, sin (nwz)]

n=1
= % + g:l [an oS <n77rm> + b, sin (n%xﬂ .

a, = Y /ﬁ/w f (z) cos (nwz) / f(z cos ) dx.

—7/w

b, = Y /W/w f () sin (nwz) / f (z)sin —:L‘) dzx.

T J—7/w

En remplagant les quantités (b) et (c) dans (a), on a :

f(z) = i/éf(ac)cos n_wx> dx
Z/ f(x cos > oS (%x) + sin (%x) sin (%x)) dt]
= / f (x) cos —x dm—l— 7 Z/ f(z COS (t - :L‘)) dt. (1)

Nous allons étudier cette derniére intégral quand ¢ — oo .

Posons
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Et

T
Nzy = 2p — 2p_1 = —

7

En reportant dans l’expression (1) ci-dessus, on obtient :
1 ([ 1

= — dt + —

=g [ r@a+s

¢
©(zn) = /—ef (x) cos z, (t — x) dt.

Z/_Kf(:c)coszn (t—:c)dt] A z,.

Posons

Il résulte de cela

n—1 n—1 ¢
ng(zk)Azk: </ f(m)cos(zk(t—m)dt)Azk).
k=1 k=1 ¢
Par conséquent
n—1 )
lim Z o (z1) Az, = / ¢ (z)dz (lintégrale de Riemann.)
n— o0 P 7/t
Donc

1 n—1 Y
TLILIEOWZ@ 2k) Az = nhiEO [; (/Zf(m)cos(zk(t—a:)dt)) Azk] :

k=1

%/ﬂ:gp(z)dz :%/;: (/_if(a:)cos(z(t—x)dt)) iz,

Ainsi

Comme

nlgrolo; /Z{/f ) cos (2 (t—x)dt)] / Uf cos (2 (t — z) dt) | dz.
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On a finalement la relation pour f continue :

f(g;):%/ooo [/if(m)cos(z(t—x)dt) dz.

Cette derniére expression est appelée intégrale de Fourier. Cette égalité a lieu en tout point
x ou f continue.

Si f possede des discontinuités, on a la formule valable pour tout =z :

%/000 [/_Zf(m)cos(z(t—x))dt] dz = f(x—i—O)—;f(x—O)

Posons maintenant

o(z) = /OO f(x)cos(z(t—x))dt.

Il est clair que ¢ (—z) = ¢ (2) et donc ¢ est paire et par suite

/Ooo¢(z)dz:%/_z¢(z)dz.

On a finalement :

—L'intégrale de Fourier —

flx)y=2 [~ [ffooof (z) cos (2 (t — x))dt| dz

Forme complexe de l’intégrale de Fourier

Posons

Y (z) = /_00 f(z)sin(z (t —x))dt.

1 est une fonction impaire et donc pour tout

00, Z¢(z)dz:oz/i [/(:f(x)sin(z(t—x))dt] d.

Donc

lim aw(z)dz:/ooo U:f(a;)(z(t—x))dt] dz = 0,

n—oo
—a

On dit dans ce cas que l'intégrale converge en valeur principale de cauchy vers 0. Cice
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implique qu’on a aussi

- Z {/(:f(x)(z(t—x))dt} dz = 0.

Et donc;
—Forme complexe de llintégrale de Fourier —
Fo) = [ [ f @) et d
Posons :
2 1 .
2)=F(f)(z)=—= t)e "dt ;
Fo=Fe=—=[10
Alors

/R f(2)e ™ dz = \/% / : { / : f(z)e = Ddt| dz
2m f (x)

V21
= Vorf(z).

On peut écrire généralement si f posséde des discontinuités :

\/—2_7T/Rf(z)e dz = 5 :

Maintenant on peut définir la notion de transformée de Fourier.

3.0.13 Transformation de Fourier

Définition 3.4 Soit f : R — R une fonction localement intégrable .
On définit la transformée de Fourier de f , la fonction notée f ouF(f) deR — C; et sa

transformée inverse de C — R par :

—Transformée de Fourier —

.]E(Z) = f(f) (Z) = \/%7 f]Rf (x> e~z

—Transformée inverse de Fourier —

f (I) _ \/%7 fR f (Z) eia:zdz — f(xJFO);Ff(‘T*O)

Exemple 3.5 Soit  f(v) =e 17l
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&H>

—~
N

~—
I

/ €—|$\€—mzdm
R

e Te " dx + / exe_“”zdm]
0

+o0
6(1—iz)a:dl, +/ 6—(1+iz)azdI:|
o 0
[ 1 . 1
| 1+iz 1—1iz
2
Vor 1+ 2%

-1~ 51- 51~ 51-
3 3 3 3

Puisque f est continue sur R,La transformée inverse donne :

fla) = e
1 A .
= E/Rf(z)emzdz
11 1 1

= — e dz
T2r Jr 1+ 222r

1 COS 2T 1 sin zx
= — dz + — dz
™ Jg 1+ 22 T g1+ 22

2 [t
_ _/ Coszxdz—i—i-O
T Jo 14 22

D’ow :

En particulier on a;

3.0.14 Propriétés

Lemme 3.6 (Riemann)

On posek =R ou C . Soit f : [a,b] — k une fonction intégrable sur [a,b] . Alors les fonctions
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f(t)coszt et f(t)sinzt sont intégrables dans |a,b] pour tout z dans Ret on a :

b
lim /f (t) cos ztdt = llm f(t)sinztdt =0

z—Foo z—+o0
a

Preuve. f intégrable sur [a,b] implique que pour tout € > 0,il existe une subdivision de
la,bja =20 <21 <x3<---<x, =0 et une fonction en escalier,

g : [a,b] — Rtelle que
£

|f () —g(z)] < =)

b

/f x) cos ztdt| < /|f g (x)] |cos zt| dt < ﬁ/dt:

a

DN ™

Or , dans chaque intervalle |z, xk11],la fonction g est constante et vaut

9 hxkvxk-&-l[ (t) = Ck.

On a alors ,

Tk+1

/b g(t)cosztdt = Z / g (t) cos ztdt

Th+1

- ch/g(t) cos ztdt

k=1 Ty

n—1 .
sin zt ) 7t
= Do
z o

=1

n—1

k
1 ) .
- E ¢k (Sin 22p4 1 — Sin 2xg) — 4400 0.
z

k=1

En par suite,
b

lim [ f(t)cosztdt =0
z—Foo

Raisonnement identique pour la deuxiéme intégrale.

Théoréme 3.7 Soit f : R — C une fonction localement intégrable et absolument intégrable sur

R .Alors
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1)
f(z) = — / f(x) e ™*dx ( convergence normale) .
R

2)

f est bornée

3)

Preuve. 1) C’est immédait car

|f (@) e = |f ()]

Jo f(x) e7™*dx est absolument convergente .
2)
)

<= [lr@e=ar= [ 17 @lde =1
3) Posons

I(a)_%ﬁ[ f (@) de.

lim 7 (a ) dx =1 (existe
Jin 7(0) = = [ If@lde =1 (eaiste).

Soit € > 0.11 existe alors b > 0 tel que

[T =1 (b)|=1-1(b)<

DO ™

‘f(z)‘ = '\/LQ—W/Rf(x)emzda:
_ '%/f _mm_/f _mm_ +°°f .

+oo
/ x)| dz.

—ZJ?Z d./I/‘

/ f(x) e dx].

< x)| dz

I

Donc

’f(z)‘<[ I(b
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Comme la fonction f(x)e "% est localement intégrable , d’aprés le lemme de Riemann ,

b
lim / f(x) e ™*dx = 0.
b

z—+oo

1l existe alors M > 0 , tel que pour tout

|z| > M,on a

1l résulte que pour tout

Ce que traduit le fait que

Notation 3.8 x = {f :R—C: f€Loc(R) et [T2)f(t)|dt ea:iste}

ﬁ:{ﬁR—wulm_(@zo}

xr—+00

On note aussi D 'opérateur de dérivation définie sur l’ensemble des fonctions dérivables D (R, C)

par Df = f'. Et P Uopérateur défini dans l’ensemble § dans {g : R — C} par (Pf) (z) = zf (x).

3.0.15 Quelques propriétés de la transformée de Fourier

Théoréme 3.9 1 ) (Dérivée de la transformée de Fourier)

Soit f: R — C une fonction satisfaisant auzr conditions suivantes :

i) fer

it) f continue

iii) Pf €k

Alors f € C*(R,C) et on a :

F(f () (2) = =iF (f (2)) (2) .

40



2)(Linéarité)
Soient f,g € k et a, 5 € R. Alors

Flaf +Pg) (x) = aF (f) (x) + 5F (9) ()

3) (Transformée de Fourier de la translation)

Soit T € R et soit f : R — C une application . On note fr(x) = f(x —T). Alors

F(fr)(z) = e “TF(f) ().
4) (Transformée de Fourier de I’homothétie )

Soit k> 0 et soit f: R — C . On note fi (x) = f (kx). Alors

Fifo (=) = 170 (2).

Preuve. 1)Soit la fonction ¢ : R x R — C définie par :

p(t,x)=f(t)e™

a) ¢ est continue comme produit de deux fonctions continues.

b)
Iy : ite .
—— (t,x) =itf (t)e " = —itp (t,x) est continue.
x

¢) L'intégrale [5, o (t,x)dt est normalement convergente car

o) =1fO] et fer

d) [5 %ﬂf (t,x)dt est normalement convergente car

%) = s

= |(Pf)(t)] et Pf € k.
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Pour ces raisons

FEst dérivable dans R et on a :

()@ = (pf)w
_ \/% /R g—i(t,:p) dt
= \/_;_W/R[tf (t,x)] e "*dt

Ce qui se traduit par
(Df) @) =~i(Pf) @) ou i(Df)(@) = (PF) @)

En multipliant par © chaque membre.

3)Si f € k.

Ffr)(z) = \/%/Rf;p(x)ei“dx

1 —iTz
= E/Rf(x—T)e dx.

On pose
r—T=1.

Alors

Ffr)(z) = % / £ () ezt

1 . .
- t e—ztze—szdt
— / £ ()

e—iTz

= 7 /]R f(t) e "dt.

Done

F(fr) () = e F (f) (2).-
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4)Si f €r

Fmﬂd==£§4ﬁmwmwx

1 —ixTz
= \/—2_7T/Rf(k:z:)e dx.

En posant kx = t, on obtient :

Ffo(z) = ﬁﬁ/f e

= {\/—27/Rf(t) e~ =/k) dt}
L)

Produit de convolution

Probléme 3.10 Etant données deuz fonctions f et g et leurs transformées de Fourier F (f) (z)

et F(g) (z) , pour -on trouver une fonction k telle que

Solution 3.11 On a

FNE-F@)©) = o= [ re=ar o= [ gy

_ i —iz(z+y)
= 2W/R/Rf(ﬂf)g(y)e Jdwdy

Posons : x +y =1 et donc dy = dt , l'intégrale double devient :

FDE-F@) & =5 [ [ 1@ e

- [1@at-te
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On a donc :

En posant

La fonction k est solution du probléme posée .

Proposition 3.12 La produit de convolution est commutatif; et on a :
F(frg)(2) =v2rF (f) (z)- F (9) (2)

Preuve. La preuve découle directement de la définition ; puisque :

VzeR, F(f)(z) - Fl9)(2) =F(9)(2)-F(f)(2)

3.0.16 Equations aux dérivées partielles. Solution a ’aide des tans-

formées de Fourier :

Le probleme :Résoudre 'EDP suivante :

ou  0%u
—_— =2 O<ax<l ,t>0
ot oz voUsEtsh

Avec les conditions unitiales

% (O,t) - 0,
ou

B (1,1) 0,
u(xz,0) = =z



Comme on s’intéresse a x entre 0 et [ , on pense a une transformée finie. Comme on connait
la dérivée par rapport & x a x = 0 et x = [, on utilisera la transformée cosinus par rapport a z.

Soit

Fo (n,t) = /Olu($,t) cos (Zﬂ) dx.

% la transformée de %est —%J—"C (n,t) et celle de 9% est F(. (n,t). On obtient :

n?m?

Fi (n,t) = (— T 2) Fe (n,t)

Dont la solution est

Fo(n,t) = Aef( 2
I
or Fo(n,0) = A :/0 cos (”lﬂ) dx

Ik n
= n2m2 ((_1) _1)
D’ou
l2 B n2ﬂ27 )t
Fo(nt) = —— (-1)" —1)e ("2 n=1,23,..
s
On a aussi

Fc(0,0) = /l cos <m> dx
0

fc(o,t) = —6721&

Et la transformée inverse est :

45



Considérons le probleme

% :4%,33 > 0,t >0,
u(0,t) =0,
u(z,0) = 22,
Avec les conditions 0<z<2,
u(z,0)=0
x> 2

\
On pense donc & la transformée sinus ou cosinus par raporet a x. Comme on connait

u (z,t) ,on pense a une transformée sinus de Fourier. On trouve comme solution :

2 (0,8) = %/Ol (_4(302(210) N 4811;(2210) N 2 cos (Zzu) — 2) e~ sin () du.
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