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Introduction générale

Le produit des variétés riemanniennes est un moyen de présenter de nouvelles variétés
riemanniennes. En 1969 R.L. Bishop et B. O’Neill [9] ont réussi à généraliser cette notion
en introduisant la notion du produit tordu de deux variétés riemanniennes, définie comme
suit :

Définition 1 Soient (M, g) et (N, h) deux variétés riemanniennes et f : M → R∗ une
fonction différentiable positive sur M. Le produit tordu de (M, g) et (N, h) est la variété
produit M ×f N munie de la métrique riemannienne :

G̃ = π∗g + (f ◦ π)2 σ∗h,

où π et σ sont les projections canoniques de M ×f N sur M et N respectivement.
La variété M est dite la base de M ×f N alors que la variété N est dite la fibre.

En 2012, D.E. Blair [12] a introduit la notion du produit tordu D-homothétique entre une
variété riemannienne et une variété métrique presque de contact définie comme suit :

Définition 2 Soient (Mm, g) une variété riemannienne et (N2n+1, ϕ, ξ, η, h) une variété
métrique presque de contact. Pour des fonctions α, β ∈ C∞ (M) (αβ 6= 0 partout), on consi-
dère

(
M ×N, G̃

)
le produit d’une variété riemannienne et une variété métrique presque de

contact où :
G̃ = g + αh+ α (α− 1) η ⊗ η.

En outre, l’auteur a donné la définition de la métrique tordu D-homothétique doublée sur le
produit de deux variétés métriques presque de contact.
Récemment, en 2016 G. Beldjilali et M. Belkhelfa [5] ont introduit la notion de la métrique
bi-tordu D-homothétique sur le produit d’une variété riemannienne avec une variété métrique
presque de contact définie comme suit :

Définition 3 Soient (Mm, g) une variété riemannienne et (N2n+1, ϕ, ξ, η, h) une variété
métrique presque de contact. Pour des fonctions α, β ∈ C∞ (M) (αβ 6= 0 partout), on consi-
dère

(
M ×N, G̃

)
le produit d’une variété riemannienne et une variété métrique presque de

contact où :
G̃ = g + α2h+ α2

(
β2 − 1

)
η ⊗ η.

Le couple
(
M ×N, G̃

)
est dit variété riemannienne produit bi-tordu D-homothétique.
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Cette notion est une généralisation de la métrique tordue de R.L. Bishop et B. O’Neill [9] et
de la métrique tordue D-homothétique de D.E. Blair [12].
En 1968 S.Tanno [38] a introduit une notion connue par la déformation D-homothétique
(2n-homothétique) sur les variétés métriques de contact, donnée par la définition suivante :

Définition 4 Soientt (M2m+1, ϕ, ξ, η, g) une variété métrique de contact et a une constante
strictement positive, et soit la déformation donnée par :

ϕ = ϕ, η = aη, ξ =
1

a
ξ, g = ag + a (a− 1) η ⊗ η,

alors
(
M2m+1, ϕ, ξ, η, g

)
est aussi une variété métrique de contact.

Cette derrnière notion a été généralisée en 1974 par S. Suguri et S. Nakayama [37] en rem-
plaçant a par une fonction α qui est une fonction positive sur M. Cette notion est dite une
déformation D-conforme.
Ensuite, en 2011 P. Alegre et A. Carriazo [2] ont trouvé un moyen d’introduire une notion
plus générale connue par la déformation D-conforme généralisée ; cette notion a été obtenue
en introduisant deux fonctions α et β. Ils ont réussi à donner la définition suivante :

Définition 5 Étant donné une variété métrique presque de contact (M2m+1, ϕ, ξ, η, g), consi-
dérons la déformation D-conforme généralisée donnée par :

ϕ = ϕ, η = αη, ξ =
1

α
ξ, g = βg +

(
α2 − β

)
η ⊗ η,

où α et β sont des fonctions strictement positives surM2m+1, alors la variété
(
M2m+1, ϕ, ξ, η, g

)
est aussi une variété métrique presque de contact.

Récemment en 2019, et afin de simplifer les calculs fastidieux, N. Özdemir, S. Aktay et
M. Solgun [33] ont obtenu des nouvelles dérivées covariantes des structures métriques presque
de contact déformées où ils ont séparé trois cas particuliers différents.
D’autre part, en 1964 J. Eells et J. H. Sampson [19] ont suggéré la définition des applications
harmoniques qui sont les correspondances entre les variétés riemanniennes qui minimisent la
fonctionnelle énergie E (ϕ,D) définie par :

E (ϕ,D) =
1

2

∫
D

|dϕ|2 vg, (1)

où |dϕ| est la norme de Hilbert Schmidt de la différentielle dϕ.
Une telle application est une solution de l’équation d’Euler-Lagrange associée à (1) :

τ(ϕ) = Trg∇dϕ = 0,

où τ(ϕ) est le champ de tension de ϕ.
Une généralisation naturelle des applications harmoniques appelée application biharmonique
a été suggérée par J.Eells et L. Lemaire dans [17]. Le premier résultat dans ce domaine
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a été obtenu par G. Y. Jiang [23] en 1986 en dérivant l’équation d’Euler-Lagrange de la
fonctionnelle bi-énergie E2 (ϕ,D) définie par :

E2 (ϕ,D) =
1

2

∫
D

|τ (ϕ)|2 vg. (2)

Cette équation caractérise les applications biharmoniques. Plus précisément, une application
ϕ : (Mm, g) → (Nn, h) est dite biharmonique si et seulement si elle est une solution de
l’équation d’Euler-Lagrange associée à (2) :

τ2 (ϕ) = −Trg (∇ϕ)2 τ (ϕ)− TrgRN (τ (ϕ) , dϕ) dϕ

= 0.

Il est clair que toute application harmonique est biharmonique. Il est donc trés intéressant
de construire des applications biharmoniques non-harmoniques.
Dans le premier chapitre de cette thèse, nous rappelons les définitions et certaines propriétés
des applications harmoniques, biharmoniques et des structures métriques presque de contact.
Le deuxième chapitre est consacré à la construction puis l’étude d’harmonicité et de bihar-
monicité des applications vers ou depuis des variétés métriques presque de contact.
Nous commençons par donner les relations entre la connexion de Levi-Civita sur la variété
produit bi-tordu D-homothétique

(
M ×N, G̃

)
et les connexions de Levi-Civita sur une va-

riété riemannienne (Mm, g) et une variété métrique presque de contact (N2n+1, ϕ, ξ, η, h) .
Ces relations sont données par la proposition suivante :

Proposition 1 Considérons {ei}1≤i≤m et {fj, ϕfj, ξ}1≤j≤n deux bases orthonormées sur (M, g)

et (N, h) respectivement, alors
{

(ei, 0) , 1
α

(0, fj) ,
1
α

(0, ϕfj) ,
1
αβ

(0, ξ)
}
une base orthonormée

sur
(
M ×N, G̃

)
. Les équations suivantes nous donnent les relations entre ∇̃, ∇ et ∇′.

∇̃(X1,0) (Y1, 0) = (∇X1Y1, 0) ,

∇̃(0,X2) (0, Y2) =
(
0,∇′X2

Y2
)

+
(β2 − 1)

2

{
η (X2)

(
0,∇′Y2ξ

)
+ η (Y2)

(
0,∇′X2

ξ
)}

− (β2 − 1)

2
{η (X2) (0, T rhh (∇′·ξ, Y2) ·) + η (Y2) (0, T rhh (∇′·ξ,X2) ·)}

+
(β2 − 1)

2

2β2

{
η (X2)h

(
∇′ξξ, Y2

)
+ η (Y2)h

(
∇′ξξ,X2

)}
(0, ξ)

+
(β2 − 1)

2β2

{
h
(
∇′X2

ξ, Y2
)

+ h
(
∇′Y2ξ,X2

)}
(0, ξ)

− αh (X2, Y2) (gradα, 0)− α
(
β2 − 1

)
η (X2) η (Y2) (gradα, 0)

− α2βη (X2) η (Y2) (gradβ, 0) ,

∇̃(X1,0) (0, Y2) =
1

α
X1 (α) (0, Y2) +

1

β
η (Y2)X1 (β) (0, ξ)
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et
∇̃(0,X2) (Y1, 0) =

1

α
Y1 (α) (0, X2) +

1

β
η (X2)Y1 (β) (0, ξ) .

Pour tout X1, Y1 ∈ Γ (TM) et X2, Y2 ∈ Γ (TN).

Grâce à cette proposition, nous déduisons que si la variété (N2n+1, ϕ, ξ, η, h) est une variété
de Kenmotsu, alors les relations entre R̃, RM et RN les tenseurs de courbure riemannienne
sur

(
M ×N, G̃

)
, (Mm, g) et (N2n+1, ϕ, ξ, η, h) respectivement sont données par le théorème

suivant :

Théorème 1 Soit (N2n+1, ϕ, ξ, η, h) une variété de Kenmotsu, les relations entre R̃, RM et
RN sont données par les équations suivantes :

R̃ ((X1, 0) , (Y1, 0)) (Z1, 0) =
(
RM (X1, Y1)Z1, 0

)
,

R̃ ((X1, 0) , (0, Y2)) (0, Z2) = −αβη (Y2) η (Z2)X1 (β) (gradα, 0)

− αβη (Y2) η (Z2)X1 (α) (gradβ, 0)− α
(
β2 − 1

)
η (Y2) η (Z2) (∇X1gradα, 0)

− α2βη (Y2) η (Z2) (∇X1gradβ, 0)− αh (Y2, Z2) (∇X1gradα, 0)

− 1

β3
η (Y2) η (Z2)X1 (β) (0, ξ) +

1

β3
h (Y2, Z2)X1 (β) (0, ξ)

− 1

β
η (Z2)X1 (β) (0, Y2) +

1

β
η (Y2) η (Z2)X1 (β) (0, ξ) ,

R̃ ((0, X2) , (Y1, 0)) (Z1, 0) = − 1

αβ
η (X2)Z1 (α)Y1 (β) (0, ξ)

− 1

αβ
η (X2)Y1 (α)Z1 (β) (0, ξ)− 1

β
η (X2) g (Z1,∇Y1gradβ) (0, ξ)

− 1

α
g (Z1,∇Y1gradα) (0, X2) .

et

R̃ ((0, X2) , (0, Y2)) (0, Z2) =
(
0, RN (X2, Y2)Z2

)
+
α2

β
h (Y2, Z2) η (X2) (gradβ, 0)

− α2

β
h (X2, Z2) η (Y2) (gradβ, 0) +

(β2 − 1)

β2
h (Y2, Z2) (0, X2)

− (β2 − 1)

β2
η (Y2) η (Z2) (0, X2)− h (Y2, Z2) |gradα|2 (0, X2)

− (β2 − 1)

β2
h (X2, Z2) (0, Y2) +

(β2 − 1)

β2
η (X2) η (Z2) (0, Y2)

+ h (X2, Z2) |gradα|2 (0, Y2)−
(
β2 − 1

)
η (Y2) η (Z2) |gradα|2 (0, X2)

− αβη (Y2) η (Z2) dα (gradβ) (0, X2) +
(
β2 − 1

)
η (X2) η (Z2) |gradα|2 (0, Y2)

+ αβη (X2) η (Z2) dα (gradβ) (0, Y2)−
α

β
η (X2)h (Y2, Z2) dα (gradβ) (0, ξ)

+
α

β
η (Y2)h (X2, Z2) dα (gradβ) (0, ξ) .
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Ce dernier théorème nous conduit au corollaire suivant :

Corollaire 1 Soit (N2n+1, ϕ, ξ, η, h) une variété de Kenmotsu, on a alors :

R̃icci (X1, X2) =

(
RicciM (X1) ,

1

α2
RicciN (X2)

)
− 2n+ 1

α
(∇X1gradα, 0)− 1

β
(∇X1gradβ, 0)

+
2n

β
η (X2) (gradβ, 0)− 1

αβ
X1 (β) (gradα, 0)− 1

αβ
X1 (α) (gradβ, 0)

− 1

α
(∆α) (0, X2)−

2n

α2
|gradα|2 (0, X2) +

2n (β2 − 1)

α2β2
(0, X2)

− 1

αβ
dα (gradβ) (0, X2)−

2n+ 1

αβ
η (X2) dα (gradβ) (0, ξ)

+
2n

α2β3
X1 (β) (0, ξ)− 1

β
η (X2) (∆β) (0, ξ)

et

S̃ ((X1, X2) , (Y1, Y2)) = SM (X1, Y1) + SN (X2, Y2)−
2n (β2 − 1)

β2
η (X2) η (Y2)

− 2n+ 1

α
g (∇X1gradα, Y1)−

1

β
g (∇X1gradβ, Y1) +

2n

β
Y1 (β) η (X2)

+
2n

β
X1 (β) η (Y2)−

1

αβ
X1 (β)Y1 (α)− 1

αβ
X1 (α)Y1 (β)

− α
(
β2 − 1

)
(∆α) η (X2) η (Y2)− 2n

(
β2 − 1

)
|gradα|2 η (X2) η (Y2)

− 2 (n+ 1)αβdα (gradβ) η (X2) η (Y2) +
α

β
dα (gradβ) η (X2) η (Y2)

− α2β (∆β) η (X2) η (Y2)− α (∆α)h (X2, Y2)− 2n |gradα|2 h (X2, Y2)

− α

β
dα (gradβ)h (X2, Y2) +

2n (β2 − 1)

β2
h (X2, Y2) ,

où R̃icci désigne le tenseur de Ricci de la variété riemannienne produit bi-tordu D-homothétique
et S̃ désigne le tenseur de courbure de Ricci de la variété riemannienne produit bi-tordu D-
homothétique.

Dans la deuxième partie du chapitre 2, nous calculons le champ de tension et le champ de
bi-tension de l’application Φ :

(
M ×N, G̃

)
−→ (P p, k) définie par Φ (x, y) = φ (x) .

Ce résultat est donné par le théorème suivant :

Théorème 2 Soit φ : (Mm, g) −→ (P p, k) une application de classe C∞, le champ de
tension et le champ de bi-tension de l’application Φ :

(
M ×N, G̃

)
−→ (P p, k) définie par

Φ (x, y) = φ (x) sont donnés par :

τ (Φ) = τ (φ) +
2n+ 1

α
dφ (gradα) +

1

β
dφ (gradβ)
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et
τ2 (Φ) = τ2 (φ)− 2n+ 1

α
∇gradατ (φ)− 1

β
∇gradβτ (φ)

− 2n+ 1

α

{
Trg∇2dφ (gradα) + TrgR

P (dφ (gradα) , dφ) dφ
}

− 1

β

{
Trg∇2dφ (gradβ) + TrgR

P (dφ (gradβ) , dφ) dφ
}

+
2n+ 1

α2
(∆α) dφ (gradα) +

4n2 − 1

α3
|gradα|2 dφ (gradα)

+
1

β2
(∆β) dφ (gradβ)− 1

β3
|gradβ|2 dφ (gradβ)

+
2n+ 1

α2β
dα (gradβ) dφ (gradα) +

2n+ 1

αβ2
dα (gradβ) dφ (gradβ)

− 4n2 − 1

α2
∇gradαdφ (gradα)− 2n+ 1

αβ
∇gradαdφ (gradβ)

− 2n+ 1

αβ
∇gradβdφ (gradα) +

1

β2
∇gradβdφ (gradβ) .

Grâce à ce théorème, nous pouvons donner une condition nécessaire et suffisante pour que
la première projection P1 :

(
M ×N, G̃

)
−→ (M, g) soit biharmonique et nous obtenons le

résultat suivant :

Corollaire 2 La première projection P1 :
(
M ×N, G̃

)
−→ (M, g) est biharmonique si et

seulement si :
2n+ 1

α
grad∆α +

1

β
grad∆β − 2n+ 1

α2
(∆α) gradα− 1

β2
(∆β) gradβ

− 4n2 − 1

α3
|gradα|2 gradα +

1

β3
|gradβ|2 gradβ +

4n2 − 1

2α2
grad

(
|gradα|2

)
− 1

2β2
grad

(
|gradβ|2

)
− 2n+ 1

αβ

(
1

α
dα (gradβ) gradα +

1

β
dα (gradβ) gradβ

)
+

2n+ 1

αβ
(∇gradαgradβ +∇gradβgradα) +

2 (2n+ 1)

α
RicciM (gradα)

+
2

β
RicciM (gradβ) = 0.

Dans la troisième partie du chapitre 2, nous étudions l’harmonicité de l’application
Ψ :

(
M ×N, G̃

)
−→ (P p, k) définie par Ψ (x, y) = ψ (y) où ψ : (N2n+1, h) −→ (P p, k) est

une application affine. L’expression du champ de tension de l’application Ψ :
(
M ×N, G̃

)
−→

(P p, k) est donnée par la proposition suivante :

Proposition 2 Soit Ψ :
(
M ×N, G̃

)
−→ (P p, k) une application définie par :

Ψ (x, y) = ψ (y) où ψ : (N2n+1, h) −→ (P p, k) est une application affine.
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Le champ de tension de l’application Ψ :
(
M ×N, G̃

)
−→ (P p, k) est donné par :

τ (Ψ) =
1

α2
τ (ψ)− β2 − 1

α2β2
(divξ) dψ (ξ) +

1− β2

α2β2
∇ξdψ (ξ) .

Cette dernière proposition nous a permis de déduire l’expression du champ de tension de
la deuxième projection dans le cas où la variété N2n+1 est une variété métrique presque de
contact et dans le cas où la variété N2n+1 est une variété de Kenmotsu. Ces deux expressions
sont données par le corollaire suivant :

Corollaire 3 Le champ de tension de la deuxième projection est donné par :

τ (P2) =
1− β2

α2β2
{(divξ) ξ +∇ξξ} .

Donc P2 est harmonique si et seulement si :

∇′ξξ + (divξ) ξ = 0.

Dans le cas où (N2n+1, ϕ, ξ, η, h) est une variété Kenmotsu, le champ de tension de la
deuxième projection devient

τ (P2) = −2n (β2 − 1)

α2β2
ξ.

Notons que si β 6= ±1, alors la deuxième projection n’est jamais harmonique.

Aprés cela, nous cherchons les conditions nécessaires et suffisantes pour lesquelles la deuxième
projection et l’inclusion sont biharmoniques où nous obtenons les deux théorèmes suivants :

Théorème 3 Soit (N2n+1, ϕ, ξ, η, h) une variété de Kenmotsu, la deuxième projection
P2 :

(
M ×N, G̃

)
−→ (N, h) est biharmonique si et seulement si les fonctions α et β sont

des solutions de l’équation suivante :
2 (β2 − 1)

α3β2
(∆α)− 2

α2β3
(∆β) +

4 (n− 1) (β2 − 1)

α4β2
|gradα|2 +

4

α2β4
|gradβ|2

− 4 (n− 1)− 2β2

α3β3
dα (gradβ) +

4n (β2 − 1)

α4β2
= 0.

Théorème 4 Soit (N2n+1, ϕ, ξ, η, h) une variété de Kenmotsu, l’inclusion
ix0 : N −→

(
M ×N, G̃

)
définie par ix0 (y) = (x0, y) est biharmonique si et seulement si les

conditions suivantes sont vérifiées :((
β2 + 2n

)2 |gradα|2 + 2α2β2 |gradβ|2 + 3αβ
(
β2 + 2n

)
dα (gradβ)

)
gradα

+ α
(
α2β |gradβ|2 + α

(
3β2 + 2n

)
dα (gradβ) + 2β

(
β2 + 2n

)
|gradα|2

)
gradβ

− 4n2 (β2 − 1) (β2 + 1)

β2
gradα− 4n2α (β2 − 1)

2

β3
gradβ

+
α (β2 + 2n)

2

2
grad

(
|gradα|2

)
+
α3β2

2
grad

(
|gradβ|2

)
+ α2β

(
β2 + 2n

)
(∇gradαgradβ +∇gradβgradα) = 0.
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et (
β2 − 1

) (
β2 + 2n

)
|gradα|2 + α2β2 |gradβ|2

+ αβ
(
2β2 + n− 1

)
dα (gradβ) + 2n

(
β2 − 1

)
= 0.

Dans la fin de ce chapitre, nous cherchons les conditions nécessaires et suffisantes pour que
l’application identité Id :

(
M ×N, G̃

)
−→ (M ×N,G) soit harmonique et nous obtenons

la proposition suivante :

Proposition 3 L’application identité Id :
(
M ×N, G̃

)
−→ (M ×N,G) est harmonique si

et seulement si : 
(2n+ 1) βgradα + αgradβ = 0

et
∇′ξξ + (divξ) ξ = 0.

Dans le dernier chapitre de ce manuscrit, nous nous intéressons aux déformations D-conforme
généralisées des structures métriques presque de contact.
Dans la première partie de ce chapitre, nous donnons la relation entre ∇XY et ∇XY les
connexions de Levi-Civita sur (M2m+1, ϕ, ξ, η, g) et

(
M2m+1, ϕ, ξ, η, g

)
respectivement. Cette

relation est donnée par le théorème suivant :

Théorème 5 Pour tout X, Y ∈ Γ (TM), la relation entre ∇XY et ∇XY est donnée par :

∇XY = ∇XY −
α

β
η (X) η (Y ) gradα +

1

2β
η (X) η (Y ) gradβ − 1

2β
g (X, Y ) gradβ

+
α2 − β
αβ

η (X) η (Y ) ξ (α) ξ − α2 − β
2α2β

η (X) η (Y ) ξ (β) ξ +
α2 − β
2α2β

g (X, Y ) ξ (β) ξ

+
α2 − β

2β
η (Y )∇Xξ +

α2 − β
2β

η (X)∇Y ξ +
1

2β
X (β)Y +

1

2β
Y (β)X

− 1

2β
η (X)Y (β) ξ − 1

2β
η (Y )X (β) ξ − α2 − β

2β
η (X)Trgg (∇·ξ, Y ) ·

+
(α2 − β)

2

2α2β
η (X) g (∇ξξ, Y ) ξ − α2 − β

2β
η (Y )Trgg (∇·ξ,X) ·

+
(α2 − β)

2

2α2β
η (Y ) g (∇ξξ,X) ξ +

1

α
η (Y )X (α) ξ +

1

α
η (X)Y (α) ξ

+
α2 − β

2α2
g (∇Xξ, Y ) ξ +

α2 − β
2α2

g (∇Y ξ,X) ξ,

(3)

où
Trgg (X,∇·ξ) · = g (X,∇eiξ) ei + g (X,∇ϕeiξ)ϕei + g (X,∇ξξ) ξ.

La deuxième partie de ce chapitre est dédiée à l’étude de l’harmonicité de l’application
identitité IdM : (M2m+1, ϕ, ξ, η, g)→

(
M2m+1, ϕ, ξ, η, g

)
.
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Après avoir déformé la métrique d’arrivée g en g = βg + (α2 − β) η ⊗ η, nous donnons
les expressions des champs de tension de l’application identité dans le cas d’une variété
métrique presque de contact comme dans le cas d’une variété de Kenmotsu et nous obtenons
le théorème suivant :

Théorème 6 Soit (M2m+1, ϕ, ξ, η, g) une variété métrique presque de contact et soit(
ϕ = ϕ, ξ = 1

α
ξ, η = αη, g

)
une déformation D-conforme généralisée définie sur M , où

g = βg + (α2 − β) η ⊗ η.
Le champ de tension de l’application identité IdM : (M2m+1, ϕ, ξ, η, g) −→

(
M2m+1, ϕ, ξ, η, g

)
est donné par :

τ (Id) = −α
β
gradα− m− 1

β
gradβ +

α2 + β

αβ
ξ (α) ξ

+
(m− 1)α2 −mβ

α2β
ξ (β) ξ +

α2 − β
α2

(divξ) ξ +
α2 − β
β
∇ξξ.

En particulier, si (M2m+1, ϕ, ξ, η, g) est une variété de Kenmotsu, le champ de tension de
l’application identité IdM : (M2m+1, ϕ, ξ, η, g) −→

(
M2m+1, ϕ, ξ, η, g

)
devient :

τ (Id) = −α
β
gradα− m− 1

β
gradβ +

α2 + β

αβ
ξ (α) ξ

+
(m− 1)α2 −mβ

α2β
ξ (β) ξ +

2m (α2 − β)

α2
ξ.

Ce théorème nous a permis d’extraire les conditions nécessaires et suffisantes pour lesquelles
l’application IdM : (M2m+1, ϕ, ξ, η, g) →

(
M2m+1, ϕ, ξ, η, g

)
est harmonique dans le cas

d’une variété métrique presque de contact et aussi dans le cas d’une variété de Kenmotsu.
Ces conditions sont données par le corollaire suivant :

Corollaire 4 L’application identité IdM : (M,ϕ, ξ, η, g) −→
(
M,ϕ, ξ, η, g

)
est harmonique

si et seulement si :

α3gradα + (m− 1)α2gradβ − α
(
α2 + β

)
ξ (α) ξ −

(
(m− 1)α2 −mβ

)
ξ (β) ξ

−
(
α2 − β

)
β (divξ) ξ − α2

(
α2 − β

)
∇ξξ = 0.

De plus, si (M2m+1, ϕ, ξ, η, g) est une variété de Kenmotsu, nous concluons que
IdM : (M,ϕ, ξ, η, g) −→

(
M,ϕ, ξ, η, g

)
est harmonique si et seulement si :

α3gradα + (m− 1)α2gradβ − α
(
α2 + β

)
ξ (α) ξ

−
(
(m− 1)α2 −mβ

)
ξ (β) ξ − 2m

(
α2 − β

)
βξ = 0.

Nous donnons ensuite, dans les deux cas, les condition nécessaires et suffisantes pour les-
quelles l’application IdM : (M2m+1, ϕ, ξ, η, g) →

(
M2m+1, ϕ, ξ, η, g

)
est harmonique lorsque

les fonctions α et β dépendent uniquement de la direction de ξ.
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Comme application du dernier théorème, nous donnons de nouveaux exemples d’applica-
tions harmoniques aprés déformation D-conforme généralisée de la métrique d’arrivée.
Dans la dernière partie de ce chapitre, en déformant la métrique de départ par une défor-
mation D-conforme généralisée, nous donnons les expressions des champs de tension quand
la variété (M2m+1, ϕ, ξ, η, g) est une variété métrique presque de contact ou lorsqu’elle est
une variété de Kenmotsu. Les champs de tension de l’application identité, dans les deux cas,
sont donnés par le théorème suivant :

Théorème 7 Soit (M2m+1, ϕ, ξ, η, g) une variété métrique presque de contact et soit(
ϕ = ϕ, ξ = 1

α
ξ, η = αη, g

)
une déformation D-conforme généralisée définie sur M , où

g = βg + (α2 − β) η ⊗ η.
Le champ de tension de l’application identité Id :

(
M2m+1, ϕ, ξ, η, g

)
−→ (M2m+1, ϕ, ξ, η, g)

est donné par :

τ (Id) =
1

αβ
gradα +

m− 1

β2
gradβ − α2 + β

α3β
ξ (α) ξ

− (m− 1)α2 −mβ
α2β2

ξ (β) ξ − α2 − β
α2β

(divξ) ξ − α2 − β
α2β

∇ξξ.

en particulier, si (M2m+1, ϕ, ξ, η, g) est une variété de Kenmotsu, Le champ de tension de
l’application identité devient :

τ (Id) =
1

αβ
gradα +

m− 1

β2
gradβ − α2 + β

α3β
ξ (α) ξ

− (m− 1)α2 −mβ
α2β2

ξ (β) ξ − 2m (α2 − β)

α2β
ξ.

Dans le cas où les fonctions α et β dépendent seulement de la direction de ξ, le champ de
tension de l’application Id :

(
M2m+1, ϕ, ξ, η, g

)
−→ (M2m+1, ϕ, ξ, η, g) devient :

τ (Id) = − 1

α3
ξ (α) ξ +

m

α2β
ξ (β) ξ − α2 − β

α2β
(divξ) ξ − α2 − β

α2β
∇ξξ.

De plus, si la variété (M2m+1, ϕ, ξ, η, g) est une variété de Kenmotsu alors l’expression du
champ de tension de l’application identité se transforme en :

τ (Id) = − 1

α3
ξ (α) ξ +

m

α2β
ξ (β) ξ − 2m (α2 − β)

α2β
ξ.
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Chapitre 1

Généralités

Dans ce chapitre on rappelle les définitions et certaines propriétés des applications har-
moniques, applications biharmoniques et des structures métriques presque de contact dont
nous aurons besoin dans la suite de cette thèse.

1.1 Applications harmoniques

1.1.1 Equations d’Euler-Lagrange

Définition 1.1.1.1 Soit U un ouvert de Rn. Le lagrangien sur U est une fonction de classe
C∞ :

L : (x, y, z) ∈ U × Rn × [t1, t2]→ L(x, y, z) ∈ R.
Étant donné deux points x1, x2 ∈ U , le problème variationnel associé consiste à chercher les
courbes ϕ : [t1, t2] → U tracées dans U telles que ϕ(t1) = x1 et ϕ(t2) = x2. Ces courbes
minimisent la fonctionnelle énergie :

E(ϕ) =

∫ t2

t1

L

(
ϕ(t),

dϕ

dt
(t), t

)
dt. (1.1)

Pour caractériser la fonction ϕ : [t1, t2]→ U, on considère la variation ϕs(t) = ϕ(t) + sv(t)
où s ∈ (−ε, ε) et v(t) une fonction non nulle, sauf aux bornes t1 et t2. On a alors :

v(t1) = v(t2) = 0, ϕs(t1) = ϕ(t1) = x1, ϕs(t2) = ϕ(t2) = x2.

Théorème 1.1.1.1 D’aprés la définition précédente on a :

d

ds
E(ϕs)|s=0 =

∫ t2

t1

〈
v(t),

∂L

∂x

(
ϕ(t),

dϕ

dt
(t), t

)
− ∂

∂t

(
∂L

∂y

(
ϕ(t),

dϕ

dt
(t), t

))〉
Rn
dt

où 〈, 〉Rn désigne le produit scalaire standard sur Rn et

∂L

∂x
=

(
∂L

∂x1
, . . .

∂L

∂xn

)
,

∂L

∂y
=

(
∂L

∂y1
, . . .

∂L

∂yn

)
.
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Preuve du théorème 1.1.1.1.
Considérons l′application φ : (−ε, ε)× [t1, t2]→ R définie par :

φ (s, t) = ϕs (t) = ϕ (t) + sv (t.) . (1.2)

D’aprés (1.1) et (1.2), nous avons :

d

ds
E (ϕs)

∣∣∣∣
s=0

=

∫ t2

t1

∂

∂s
L

(
φ (s, t) ,

∂φ

∂t
(s, t) , t

) ∣∣∣∣
s=0

dt. (1.3)

Comme

∂

∂s
L

(
φ (s, t) ,

∂φ

∂t
(s, t) , t

)
=

n∑
i=1

∂φi

∂s
(s, t)

∂L

∂xi

(
φ (s, t) ,

∂φ

∂t
(s, t) , t

)
+

n∑
i=1

∂

∂s

(
∂φi

∂t

)
(s, t)

∂L

∂yi

(
φ (s, t) ,

∂φ

∂t
(s, t) , t

)
.

(1.4)

En intégrant par parties, nous trouvons :∫ t2

t1

n∑
i=1

∂

∂s

(
∂φi

∂t

)
(s, t)

∂L

∂yi

(
φ (s, t) ,

∂φ

∂t
(s, t) , t

)
dt

=
n∑
i=1

∫ t2

t1

∂

∂t

(
∂φi

∂s

)
(s, t)

∂L

∂yi

(
φ (s, t) ,

∂φ

∂t
(s, t) , t

)
dt

=
n∑
i=1

∂φi

∂s
(s, t)

∂L

∂yi

(
φ (s, t) ,

∂φ

∂t
(s, t) , t

) ∣∣∣∣t2
t1

−
n∑
i=1

∫ t2

t1

∂φi

∂s
(s, t)

∂

∂t

(
∂L

∂yi

(
φ (s, t) ,

∂φ

∂t
(s, t) , t

))
dt.

(1.5)

Les formules (1.2), (1.3), (1.4) et (1.5), nous mènent à déduire que :

d

ds
E (ϕs)

∣∣∣∣
s=0

=

∫ t2

t1

〈
v(t),

∂L

∂x

(
ϕ (t) ,

dϕ

dt
(t) , t

)〉
Rn
dt

+

〈
v(t),

∂L

∂y

(
ϕ (t) ,

dϕ

dt
(t) , t

)〉
Rn

∣∣∣∣t2
t1

−
∫ t2

t1

〈
v(t),

∂

∂t

(
∂L

∂y

(
ϕ (t) ,

dϕ

dt
(t) , t

))〉
Rn
dt.

Comme v(t1) = v(t2) = 0, il s’ensuit que :

d

ds
E (ϕs)

∣∣∣∣
s=0

=

∫ t2

t1

〈
v(t),

∂L

∂x

(
ϕ (t) ,

dϕ

dt
(t) , t

)〉
Rn
dt

−
∫ t2

t1

〈
v(t),

∂

∂t

(
∂L

∂y

(
ϕ (t) ,

dϕ

dt
(t) , t

))〉
Rn
dt.

Ceci achève la preuve du théorème 1.1.1.1.
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Théorème 1.1.1.2 La courbe ϕ : [t1, t2] → U est un point critique pour la fonctionnelle
énergie E(ϕ) si et seulement si :

∂L

∂x

(
ϕ (t) ,

∂ϕ

∂t
(t) , t

)
− ∂

∂t

(
∂L

∂y

(
ϕ (t) ,

dϕ

dt
(t) , t

))
= 0. (1.6)

Ce système de n équations différentielles du second ordre est appelé système d’équations
d’Euler-Lagrange.

Exemple 1.1.1.1 Soit U un ouvert de Rn et soit l’application L : U × Rn × [t1, t2] → R
définie par :

L(x, y, t) =
y2

2
.

Dans ce cas le lagrangien représente l’énergie cinétique.

E (ϕ) =
1

2

∫ t2

t1

(
dϕ

dt

)2

dt,

par conséquent, le système (1.6) se réduit à l’équation :

d2ϕ

dt2
= 0.

Les solutions des équations d’Euler-Lagrange sont bien les droites affines (géodésiques) :

ϕ(t) = at+ b, (avec a, b ∈ Rn).

1.1.2 Applications harmoniques

Définition 1.1.2.1 Soit ϕ : (Mm, g) → (Nn, h) une application de classe C∞ entre deux
variétés riemanniennes de dimensions m et n respectivement. On appelle densité de ϕ l’ap-
plication

e(ϕ) : M → R+,

définie par :

e(ϕ)(x) =
1

2
|dxϕ|2, ∀x ∈M,

où |dxϕ| est la norme de Hilbert Schmidt de la différentielle dxϕ de ϕ au point x.
Etant donnée {ei}mi=1 une base orthonormée de TxM , alors :

|dxϕ|2 = Trgϕ
∗h

=
m∑
i=1

h (dxϕ(ei), dxϕ(ei)) .

Si {xi}mi=1 et {yj}nj=1 sont les coordonnées locales autour de x ∈ M et ϕ(x) ∈ N respective-
ment, on a alors :

|dxϕ|2 = giαx
∂ϕj

∂xi
∣∣
x

∂ϕβ

∂xα
∣∣
x
hjβ(ϕ(x)).
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Définition 1.1.2.2 Soit ϕ : M → N une application de classe C∞ et D un domaine compact
de M . La fonctionnelle de l’énergie de l’application ϕ sur le domaine D est définie par :

E (ϕ,D) =

∫
D

e(ϕ)vg

=
1

2

∫
D

|dϕ|2 vg

où vg est la forme volume sur M définie par :

vg =
√

det giαdx
1 ∧ . . . ∧ dxm =

√
det giαdx.

Définition 1.1.2.3 Une variation de l’application ϕ est une application de classe C∞,

φ : M × (−ε, ε)→ N

(x, t)→ ϕt(x),

telle que (ϕt)t∈[−ε,ε] est une famille d’applications de classe C∞ sur M, et ϕ0 = ϕ.

Définition 1.1.2.4 (Application harmonique).
Soient (Mm, g) et (Nn, h) deux variétés riemanniennes. Une application ϕ : (Mm, g) →
(Nn, h) de classe C∞, est dite harmonique si elle est un point critique de la foncionnelle
d’énergie E (ϕ,D) pour tout domaine compact D ⊂M, i.e :

d

dt
E (ϕt, D)

∣∣
t=0

= 0,

{ϕt} étant une variation de classe C∞ de ϕ à support compact dans D.

1.1.3 Première variation de l’énergie

Théorème 1.1.3.1 (Première variation d’énergie).
Soient (Mm, g) et (Nn, h) deux variétés riemanniennes. Soit ϕ : (Mm, g) → (Nn, h) une
application de classe C∞ et soit {ϕt} une variation de classe C∞ de ϕ à support dans un
domaine compact D, alors :

d

dt
E (ϕt, D) |t=0 = −

∫
D

h (v, τ (ϕ)) vg,

où v = dϕt
dt
|t=0 dénote le champ de vecteurs de variation de {ϕt},

τ (ϕ) = Trg∇dϕ =
m∑
i=1

{
∇ϕ
ei
dϕ (ei)− dϕ

(
∇M
ei
ei
)}

où {e1, . . . , em} est une base orthonormée sur (Mm, g).
τ (ϕ) est appelé champ de tension de l’application ϕ.
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Preuve du théorème 1.1.3.1.
Soient {ei}mi=1 une base orthonormée locale sur (Mm, g) et

{
d
dt

}
une base sur (−ε, ε) , alors{

(ei, 0) ,
(
0, d

dt

)}m
i=1

est une base locale orthonormée pour la métrique diagonale g + dt2 sur
la variété produit Mm × (−ε, ε) . On a le crochet de Lie

[
(ei, 0) ,

(
0, d

dt

)]
= 0, pour tout

i = 1, . . . ,m, nous avons :

dφ(ei, 0) = dϕ(ei) et dφ(0,
d

dt
) = v.

En utilisant la formule de Leibniz, nous obtenons :

dφ (ei, 0)(x,0) = dxφ0 (ei|x) + d0φx (0)

= dxφ0 (ei|x)
= dxϕ (ei|x)

et
dφ

(
0,
d

dt

)
(x,0)

= dxφ0 (0) + d0φx

(
d

dt
|t=0

)
= d0φx

(
d

dt

)
|t=0

= v(x),

avec φ0(x) = φ(x, 0) et φx(t) = φ(x, t).
Soit ∇φ la connexion de Pull-back associée à φ, on a alors :

d

dt
E (ϕt, D) |t=0 =

1

2

d

dt

∫
D

m∑
i=1

h (dϕt (ei) , dϕt (ei)) vg|t=0

=
1

2

d

dt

∫
D

m∑
i=1

h (dφ (ei, 0) , dφ (ei, 0)) vg|t=0

=
1

2

∫
D

∂

∂t

m∑
i=1

h (dφ (ei, 0) , dφ (ei, 0)) vg|t=0

=

∫
D

m∑
i=1

h

(
∇φ

(0, ddt)
dφ (ei, 0) , dφ (ei, 0)

)
vg|t=0

=

∫
D

m∑
i=1

h

(
∇φ

(ei,0)
dφ

(
0,
d

dt

)
, dφ (ei, 0)

)
vg|t=0

=

∫
D

m∑
i=1

h
(
∇N
dϕ(ei)

v, dϕ (ei)
)
vg

=

∫
D

m∑
i=1

h
(
∇ϕ
ei
v, dϕ (ei)

)
vg.

(1.7)
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Soit maintenant ω la 1-forme différentielle à support compact dans D définie par :

ω(X) = h(v, dϕ(X)), ∀X ∈ Γ(TM).

On a alors :

divMω =
m∑
i=1

(∇eiω) (ei)

=
m∑
i=1

{
ei (ω (ei))− ω

(
∇M
ei
ei
)}

=
m∑
i=1

{
h
(
∇ϕ
ei
v, dϕ (ei)

)
+ h

(
v,∇ϕ

ei
dϕ (ei)

)
− h

(
v, dϕ

(
∇M
ei
ei
))}

=
m∑
i=1

h
(
∇ϕ
ei
v, dϕ (ei)

)
+ h (v, τ (ϕ)) .

(1.8)

D’aprés le théorème de Stokes, nous avons :∫
D

divMωvg = 0. (1.9)

En utilisant les formules (1.8) et (1.9) nous obtenons :∫
D

m∑
i=1

h
(
∇ϕ
ei
v, dϕ (ei)

)
vg = −

∫
D

h (v, τ (ϕ)) vg. (1.10)

En remplaçant l’égalité (1.10) dans (1.7) nous obtenons alors :

d

dt
E (ϕt, D) |t=0 = −

∫
D

h (v, τ (ϕ)) vg.

Ceci achève la preuve du théorème 1.1.3.1.

Théorème 1.1.3.2 Soit ϕ : (Mm, g) → (Nn, h) une application de classe C∞ entre deux
variétés riemanniennes. L’application ϕ est dite harmonique si et seulement si :

τ(ϕ) = Trg∇dϕ = 0,

telle que {e1, . . . , em} est une base orthonormée sur M .

Remarque 1.1.3.1 Localement, le champ de tension d’une application ϕ ∈ C∞ (M,N)
entre deux variétés riemanniennes est donné par :

τ (ϕ) = gij (∇dϕ) (∂i, ∂j) = gij
(
∂2ϕγ

∂xi∂xj
+
∂ϕα

∂xi

∂ϕβ

∂xj
NΓγαβ ◦ ϕ−

∂ϕγ

∂xk
MΓkij

)
∂

∂yγ
◦ ϕ (1.11)

où ∂
∂xi

et ∂
∂yγ

sont des bases locales des champs de vecteurs sur M et N respectivement.
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1.1.4 Exemples d’applications harmoniques

Exemple 1.1.4.1 Toute application constante ϕ : (Mm, g)→ (Nn, h) est harmonique.

Exemple 1.1.4.2 Soient (Mm, g) une variété riemannienne, et f : (Mm, g)→ R une fonc-
tion différentiable. On a alors :

τ (f) = Trg∇df

=
m∑
i=1

∇df (ei, ei)

=
m∑
i=1

{
∇f
ei
df (ei)− df

(
∇M
ei
ei
)}

=
m∑
i=1

{
ei (ei (f))−

(
∇M
ei
ei
)

(f)
}

=
m∑
i=1

g (∇eigradf, ei)

= div(gradf)

= 4 (f) ,

où {ei}mi=1 est une base orthonormée locale sur (Mm, g).

Exemple 1.1.4.3 Soit Rn muni de la métrique canonique g0 = dy21 + . . .+ dy2n et soit

ϕ : (M, g)→ (Rn, g0) , ϕ (x) =
(
ϕ1 (x) , . . . , ϕn (x)

)
,

une application différentiable.
D’aprés (1.11), et comme RnΓγαβ = 0, alors le champ de tension de l’application ϕ est donné
par :

τ (ϕ) = gij
(
∂2ϕγ
∂xi∂xj

− ∂ϕγ
∂xk

MΓkij

)
∂

∂yγ
◦ ϕ.

Donc
τ (ϕ) =

(
∆
(
ϕ1
)
, . . . ,∆ (ϕn)

)
.

Par conséquent, l’application ϕ est harmonique si et seulement si les fonctions
ϕα, α = 1, . . . , n sont harmoniques.

Exemple 1.1.4.4 Soit M = ]a, b[ un intervalle sur R. Alors la courbe γ : (a, b)→ (Nn, h)
est harmonique si :

d2γα

dt2
+N Γαβδ

dγβ

dt

dγδ

dt
= 0,

donc, γ est harmonique si et seulement si c’est une géodésique.
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Exemple 1.1.4.5 Soient S une surface dans R3 et ϕ : (Ω, 〈, 〉R2)→ (R3, 〈, 〉R3) une paramé-
trisation locale de S (où Ω est un ouvert de R2) telle que :∥∥∥∥∂ϕ∂x

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∂ϕ∂y
∥∥∥∥ ,〈∂ϕ∂x , ∂ϕ∂y

〉
R3

= 0.

Soient N =
∂ϕ
∂x
∧ ∂ϕ
∂y

‖ ∂ϕ∂x∧ ∂ϕ∂y ‖
le champ de vecteurs unitaire normal à S, E =

∥∥∂ϕ
∂x

∥∥2 , F =
〈
∂ϕ
∂x
, ∂ϕ
∂y

〉
R3

et G =
∥∥∥∂ϕ∂y ∥∥∥2 les composantes de la première forme fondamentale et

e =

〈
N,

∂2ϕ

∂x2

〉
R3

, f =

〈
N,

∂2ϕ

∂x∂y

〉
R3

, g =

〈
N,

∂2ϕ

∂y2

〉
R3

les composantes de la duxième forme fondamentale et soit H = eG+gE−2fF
2(EG−F 2)

la courbure
moyenne de S. On a :〈

∂ϕ

∂x
, τ (ϕ)

〉
R3

=

〈
∂ϕ

∂x
,
∂2ϕ

∂x2

〉
R3

+

〈
∂ϕ

∂x
,
∂2ϕ

∂y2

〉
R3

=

〈
∂ϕ

∂x
,
∂2ϕ

∂x2

〉
R3

−
〈
∂2ϕ

∂x∂y
,
∂ϕ

∂y

〉
R3

=
1

2

∂

∂x

∥∥∥∥∂ϕ∂x
∥∥∥∥2 − 1

2

∂

∂x

∥∥∥∥∂ϕ∂y
∥∥∥∥2

= 0.

En suivant la même méthode, on obtient
〈
∂ϕ
∂y
, τ (ϕ)

〉
R3

= 0. Par conséquent, τ (ϕ) est normal
à la surface S, et on a :

H =
e+ g

2E
=
〈N, τ (ϕ)〉R3

2E
.

La surface S est donc minimale si et seulement si ϕ est harmonique.

Exemple 1.1.4.6 Soit l’application de Hopf :

φ : S3 → S2

(s, a, b) 7→ (α (s) , ψ (a, b))

où ψ (a, b) = ka+ lb et α :
[
0, π

2

]
→ [0, π] telle que α (0) = 0 et α

(
π
2

)
= π.

Soient gS3 = ds2 + cos2 sda2 + sin2 sdb2, la métrique riemannienne sur S3 et
hS2 = dα2 + sin2 αdψ2, une métrique riemannienne sur S2.
On a :{
e1 = ∂

∂s
, e3 = ∂

∂a
, e3 = ∂

∂b

}
est une base orthonormée sur S3.{

f1 = ∂
∂α
, f3 = 1

sinα
∂
∂ψ

}
est une base orthonormée sur S2.

Par un simple calcul on a :

dφ (e1) = α′
∂

∂α
, dφ (e2) =

k

cos s

∂

∂ψ
, dφ (e3) =

l

sin s

∂

∂ψ
;
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∇S3
e1
e1 = 0,∇S3

e2
e2 = tan s

∂

∂s
,∇S3

e3
e3 = − cos s

∂

∂s
;

∇S2
∂
∂α

∂

∂α
= 0,∇S2

∂
∂ψ

∂

∂ψ
= − sinα cosα

∂

∂α
;

∇φ
e1
dφ (e1) = α′′

∂

∂α
,∇φ

e2
dφ (e2) = −k

2 sinα cosα

cos2 s

∂

∂α
,∇φ

e3
dφ (e3) = − l

2 sinα cosα

sin2 s

∂

∂α
,

où α′ = dα
ds
. En remplaçant ces relations dans l’expression du champ de tension

τ (φ) =
3∑
i=1

{
∇φ
ei
dφ (ei)− dφ (∇eiei)

}
,

on trouve que :

τ (φ) =

(
α′′ (s) + α′ (s) (cot s− tan s)− sinα cosα

(
k2

cos2 s
+

l2

sin2 s

))
∂

∂α
.

Si α (s) = 2s et |k| = |l| = 1, alors l’application φ est harmonique.

Exemple 1.1.4.7 Soient (M, g) et (N, h) deux variétés riemanniennes. Si ϕ : M → N est
un plongement régulier isométrique, c’est à dire, ϕ est un plongement régulier et que pour
tout p ∈M,X, Y ∈ Γ (TM) on a :

gp (Xp, Yp) = hϕ(p) (dϕ (Xp) , dϕ (Yp)) .

Alors, ϕ (M) est une sous-variété de N , de plus ϕ (M) est minimale si et seulement si
l’application ϕ est harmonique.
En effet, si ∇ϕ(M) est la connexion de Levi-Civita associée à la métrique induite par h sur
ϕ (M), et B désigne la deuxième forme fondamentale de ϕ (M) sur N, alors :

B (dϕ (X) , dϕ (Y )) =
(
∇N
dϕ(X)dϕ (Y )

)⊥
= ∇N

dϕ(X)dϕ (Y )−
(
∇N
dϕ(X)dϕ (Y )

)>
= ∇ϕ

Xdϕ (Y )−∇ϕ(M)
dϕ(X)dϕ (Y )

= ∇ϕ
Xdϕ (Y )− dϕ

(
∇M
X Y
)

= ∇dϕ (X, Y ) , X, Y ∈ Γ (TM) .

Soit (ei) une base orthonormée locale sur M. Comme l’application ϕ est isométrique, on a
dϕ (ei) une base orthonormée sur ϕ (M) , d’où :

H = TrB (courbure moyenne)
= B (dϕ (ei) , dϕ (ei))

= ∇dϕ (ei, ei)

= τ (ϕ) .
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Exemple 1.1.4.8 Soient (Mm, g) une variété riemannienne, Sn la sphère unité de Rn+1,
i : Sn ↪→ Rn+1 l’injection canonique, et ϕ : (Mm, g)→ Sn une application de classe C∞.
Posons ψ = i ◦ ϕ : (Mm, g)→ Rn+1, alors ϕ est harmonique si et seulement si
τ (ψ) = − |dψ|2 ψ. en effet :

τ (ψ) = τ (i ◦ ϕ)

= di (τ (ϕ)) + Trg∇di (dϕ, dϕ) .

ϕ est donc harmonique si et seulement si :

τ (ψ) = Trg∇di (dϕ, dϕ)

=
m∑
i=1

∇di (dϕ (ei) , dϕ (ei)) ,

où {ei}mi=1 est une base orthonormée locale sur (Mm, g) . Par conséquent :

τ (ψ) = −
m∑
i=1

g (dϕ (ei) , dϕ (ei))Nψ(x) où N =
n+1∑
i=1

xi
∂

∂xi

= −
m∑
i=1

|dϕ (ei)|2 ψ (x)
(
Nψ(x) = ψ (x)

)
= − |dϕ|2 ψ (x)

= − |dψ|2 ψ (x) .

Remarque 1.1.4.1 La composée de deux applications harmoniques n’est pas en général une
application harmonique. En particulier, si ϕ est harmonique et si ψ est totalement géodésique
( c’est à dire ∇dψ = 0), alors ψ ◦ ϕ est harmonique.

Exemple 1.1.4.9 Soit l’application :

ϕ :
(
R, dx2

)
−→

(
R2, dx2 + dy2

)
x −→ (x, 0)

on a :
τ (ϕ) =

(
∂2x

dx2
,
∂20

dx2

)
= 0,

et soit l’application :
ψ :
(
R2, dx2 + dy2

)
−→

(
R, dz2

)
(x, y) −→ x2 − y2,
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on a :
τ (ψ) = ∆ (ψ)

=
∂2ψ

dx2
+
∂2ψ

dy2

= 2− 2

= 0.

Alors les applications ϕ et ψ sont toutes les deux harmoniques mais la composée

ψ ◦ ϕ :
(
R, dx2

)
→
(
R, dz2

)
x→ x2,

est non harmonique car τ (ψ ◦ ϕ) = 2.

Exemple 1.1.4.10 Soit l’inverse de la projection stéréographique :

f : Rn −→

(
Sn, hαβ =

4δαβ(
1 + ‖y‖2

)2
)
,

x −→ f (x) =
1

‖x‖2 + 1

(
2x, ‖x‖2 − 1

)
.

La norme de Hilbert-Schmidt de df est donnée par :

|df |2 =
n∑

i,j=1

n∑
α,β=1

gij (hαβ ◦ f)
∂fα

∂xi

∂fβ

∂xj
,

=
n∑

i,j=1

n∑
α,β=1

4δijδαβ(
1 + ‖y‖2

)2 ◦ f δiαδjβ
=

n∑
i=1

n∑
α=1

4δiα(
1 + ‖y‖2

)2 ◦ f
=

n∑
i=1

4(
1 + ‖y‖2

)2 ◦ f
=

4n(
1 + ‖y‖2

)2 ◦ f ,
‖y‖2 ◦ f =

(
y21 + ...+ y2n

)
◦ f

=
((
ϕ1
N

)2
+ ...+ (ϕnN)2

)
◦ f

=
(
ϕ1
N ◦ f

)2
+ ...+ (ϕnN ◦ f)2

=
(
f 1
)2

+ ...+ (fn)2

= x21 + ...+ x2n

= ‖x‖2 .
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Donc |df | = 2
√
n

1+‖x‖2 . On calcule maintenant le champ de tension de l’application f :

τ (f) =
n∑

i,j=1

gij

∇f
∂
∂xi

df

(
∂

∂xj

)
− df

∇Rn
∂
∂xi

∂

∂xj︸ ︷︷ ︸
=0




=
n∑
i=1

∇f
∂
∂xi

df

(
∂

∂xj

)
=

n∑
i,α=1

∇f
∂
∂xi

δiα

(
∂

∂yα
◦ f
)

=
n∑
i=1

∇f
∂
∂xi

(
∂

∂yi
◦ f
)

=
n∑
i=1

(
∇Sn

∂
∂yi

∂

∂yi

)
◦ f

=
n∑

i,j=1

(
SnΓjii

∂

∂yj

)
◦ f

=
n∑
j=1

(
n∑
i=1

SnΓjii
∂

∂yj

)
◦ f

=
n∑
j=1

(
n∑

i=1,i 6=j

SnΓjii
∂

∂yj
+Sn Γjjj

∂

∂yj

)
◦ f

=
n∑
j=1

(
n∑

i=1,i 6=j

2yj

1 + ‖y‖2
∂

∂yj
− 2yj

1 + ‖y‖2
∂

∂yj

)
◦ f.

Comme SnΓjii =
2yj

1+‖y‖2 et SnΓjjj = − 2yj

1+‖y‖2 pour tout i 6= j, on trouve que :

τ (f) =
n∑
j=1

(
n∑

i=1,i 6=j

2yj

1 + ‖y‖2
∂

∂yj
− 2yj

1 + ‖y‖2
∂

∂yj

)
◦ f

=
n∑
j=1

(
2 (n− 1) yj

1 + ‖y‖2
∂

∂yj
− 2yj

1 + ‖y‖2
∂

∂yj

)
◦ f

=
n∑
j=1

(
2 (n− 2) yj

1 + ‖y‖2
∂

∂yj

)
◦ f

=
n∑
j=1

2 (n− 2)xj

1 + ‖x‖2
∂

∂yj
◦ f.

Par conséquent, l’application f est harmonique si et seulement si n = 2.
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1.2 Applications biharmoniques
Définition 1.2.1 Soient (Mm, g) , (Nn, h) deux variétés riemanniennes, et D un domaine
compact de M. La bi-énergie d’une application différentiable ϕ : (Mm, g) → (Nn, h) est
définie par :

E2 (ϕ,D) =
1

2

∫
D

|τ (ϕ)|2 vg,

où τ (ϕ) est le champ de tension de l’application ϕ, vg est la forme volume sur M associée
à la métrique g et |τ (ϕ)|2 = h (τ (ϕ) , τ (ϕ))

Définition 1.2.2 Soit ϕ : (Mm, g) → (Nn, h) une application différentiable entre deux
variétés riemanniennes. L’application ϕ est dite biharmonique si elle est un point critique
de la fonctionnelle bi-énergie E2 (ϕ,D) , c’est- à-dire :

d

dt
E2 (ϕt, D) |t=0 = 0,

pour tout domaine compact D dans M et pour toute variation {ϕt} de classe C∞ à support
inclus dans D.

1.2.1 Première variation de la bi-énergie

Théorème 1.2.1.1 (Première variation de la bi-énergie)
Soient ϕ : (Mm, g) → (Nn, h) une application différentiable entre deux variétés rieman-
niennes, et {ϕt}t∈]−ε,ε[ une variation de classe C∞ de ϕ à support inclus dans D. Alors :

d

dt
E2 (ϕt, D) |t=0 = −

∫
D

h (v, τ2 (ϕ)) vg,

où v = dϕt
dt
|t=0 dénote le champ de variation associé à {ϕt}t∈]−ε,ε[ , et τ2 (ϕ) ∈ Γ (ϕ−1TN)

désigne le champ de bi-tension de l’application ϕ définie relativement à une base orthonormée
locale sur (Mm, g) par :

τ2 (ϕ) = −Trg (∇ϕ)2 τ (ϕ)− TrgRN (τ (ϕ) , dϕ) dϕ

= −
m∑
i=1

{
∇ϕ
ei
∇ϕ
ei
τ (ϕ)−∇ϕ

∇Mei ei
τ (ϕ)

}
−

m∑
i=1

RN (τ (ϕ) , dϕ (ei)) dϕ (ei) ,

où RN désigne le tenseur de courbure riemannienne de la variété (Nn, h)

Preuve du théorème 1.2.1.1.
Soit {ϕt} une variation de classe C∞ de ϕ à support inclus dans un domaine compact D
dans M, et soit φ : M × ]−ε, ε[→ N définie par φ (x, t) = ϕt (x) , alors on a

d

dt
E2 (ϕt, D) |t=0 =

∫
D

m∑
i=1

h

(
∇φ

(0, ddt)
∇dφ ((ei, 0) , (ei, 0)) ,∇dφ ((ei, 0) , (ei, 0))

)
vg|t=0.

(1.12)
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On a :

∇φ

(0, ddt)
dφ (ei, 0) = ∇φ

(ei,0)
dφ

(
0,
d

dt

)
,

∇φ

(0, ddt)
dφ
(
∇M
ei
ei, 0

)
= ∇φ

(∇Mei ei,0)
dφ

(
0,
d

dt

)
,

∇φ

(0, ddt)
∇dφ ((ei, 0) , (ei, 0)) = ∇φ

(0, ddt)
∇φ

(ei,0)
dφ (ei, 0)−∇φ

(0, ddt)
dφ
(
∇M×]−ε,ε[

(ei,0)
(ei, 0)

)
= RN

(
dφ

(
0,
d

dt

)
, dφ (ei, 0)

)
dφ (ei, 0) +∇φ

(ei,0)
∇φ

(0, ddt)
dφ (ei, 0)

+∇φ

[(0, ddt),(ei,0)]
dφ (ei, 0)−∇φ

(0, ddt)
dφ
(
∇M
ei
ei, 0

)
et comme

[(
0, d

dt

)
, (ei, 0)

]
= 0, alors :

∇φ

(0, ddt)
∇dφ ((ei, 0) , (ei, 0)) = RN

(
dφ

(
0,
d

dt

)
, dφ (ei, 0)

)
dφ (ei, 0) +∇φ

(ei,0)
∇φ

(ei,0)
dφ

(
0,
d

dt

)
−∇φ

(∇Mei ei,0)
dφ

(
0,
d

dt

)
.

D’où :

h

(
∇φ

(0, ddt)
∇dφ ((ei, 0) , (ei, 0)) ,∇dφ ((ei, 0) , (ei, 0))

)
|t=0 =

h
(
RN (v, dϕ (ei)) dϕ (ei) , τ (ϕ)

)
+ h

(
∇ϕ
ei
∇ϕ
ei
v, τ (ϕ)

)
− h

(
∇ϕ
∇Mei ei

v, τ (ϕ)
)
.

(1.13)

Soit ω ∈ Γ (T ∗M) la 1-forme différentielle à support inclus dans un domaine compact D
définie par :

ω (X) = h (∇ϕ
Xv, τ (ϕ)) , ∀X ∈ Γ (TM) .

On a :

divMω =
m∑
i=1

{
ei (ω (ei))− ω

(
∇M
ei
ei
)}

=
m∑
i=1

{
ei
(
h
(
∇ϕ
ei
v, τ (ϕ)

))
− h

(
∇ϕ
∇Mei ei

v, τ (ϕ)
)}

=
m∑
i=1

{
h
(
∇ϕ
ei
∇ϕ
ei
v, τ (ϕ)

)
+ h

(
∇ϕ
ei
v,∇ϕ

ei
τ (ϕ)

)
− h

(
∇ϕ
∇Mei ei

v, τ (ϕ)
)}

.

(1.14)

D’aprés les formules (1.13) et (1.14), nous avons :
m∑
i=1

h

(
∇φ

(0, ddt)
∇dφ ((ei, 0) , (ei, 0)) ,∇dφ ((ei, 0) , (ei, 0))

)
|t=0 =

m∑
i=1

h
(
RN (v, dϕ (ei)) dϕ (ei) , τ (ϕ)

)
+ divMω−

m∑
i=1

h
(
∇ϕ
ei
v,∇ϕ

ei
τ (ϕ)

)
.

(1.15)
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Soit maintenant η ∈ Γ (T ∗M) la 1-forme différentielle à support inclus dans un domaine
compact D définie par :

η (X) = h (v,∇ϕ
Xτ (ϕ)) , ∀X ∈ Γ (TM) .

On a :

divMη =
m∑
i=1

{
ei (η (ei))− η

(
∇M
ei
ei
)}

=
m∑
i=1

{
ei
(
h
(
v,∇ϕ

ei
τ (ϕ)

))
− h

(
v,∇ϕ

∇Mei ei
τ (ϕ)

)}
=

m∑
i=1

{
h
(
∇ϕ
ei
v,∇ϕ

ei
τ (ϕ)

)
+ h

(
v,∇ϕ

ei
∇ϕ
ei
τ (ϕ)

)
− h

(
v,∇ϕ

∇Mei ei
τ (ϕ)

)}
.

(1.16)

En substituant (1.15) dans (1.16), nous obtenons :

m∑
i=1

h

(
∇φ

(0, ddt)
∇dφ ((ei, 0) , (ei, 0)) ,∇dφ ((ei, 0) , (ei, 0))

)
|t=0 =

m∑
i=1

h
(
v,∇ϕ

ei
∇ϕ
ei
τ (ϕ)

)
+ divMω

−divMη −
m∑
i=1

h
(
v,∇ϕ

∇Mei ei
τ (ϕ)

)
+

m∑
i=1

h
(
v,RN (τ (ϕ) , dϕ (ei)) dϕ (ei)

)
.

(1.17)

D’aprés les formules (1.17), (1.12) et le théorème de divergence, nous déduisons que :

d

dt
E2 (ϕt, D) |t=0 = −

∫
D

m∑
i=1

h
(
v,∇ϕ

ei
∇ϕ
ei
τ (ϕ) +∇ϕ

∇Mei ei
τ (ϕ)−RN (τ (ϕ) , dϕ (ei)) dϕ (ei)

)
vg,

d’où :
d

dt
E2 (ϕt, D) |t=0 = −

∫
D

m∑
i=1

h (v, τ2 (ϕ)) vg|t=0.

Ceci achève la preuve du théorème 1.2.1.1.
Comme conséquence immédiate du théorème 1.2.1.1, nous obtenons le corollaire suivant :

Corollaire 1.2.1.1 Une application différentiable ϕ : (Mm, g) → (Nn, h) entre deux varié-
tés riemanniennes est biharmonique si et seulement si τ2 (ϕ) = 0.
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Remarque 1.2.1.1 Soit l’application ϕ : (Mm, g)→ (Nn, h) et soient (U, xi) , (V, xα) deux
cartes locales en p dans M et en ϕ (p) dans N respectivement, alors :

τ2 (ϕ) =
m∑

i,j=1

n∑
σ=1

gij

{
∂2τσ

∂xi∂xj
+ 2

n∑
α,β=1

∂τα

∂xj

∂τβ

∂xj
NΓσαβ +

n∑
α,β=1

τα
∂2ϕβ

∂xi∂xj
NΓσαβ

+
n∑

α,β=1

τα
∂ϕβ

∂xi

∂ NΓσαβ
∂xj

+
n∑

α,β,υ,ρ=1

τα
∂ϕβ

∂xi

∂ϕυ

∂xj
NΓραβ

NΓσυρ

−
m∑
k=1

MΓkij

(
∂τσ

∂xk
+

n∑
α,β=1

τα
∂ϕβ

∂xk
NΓσαβ

)
−

n∑
α,β,υ=1

τυ
∂ϕα

∂xi

∂ϕβ

∂xj
NRσ

βαυ

}
∂

∂yσ
◦ ϕ,

où

τ γ =
m∑

i,j=1

gij

(
∂2ϕγ

∂xi∂xj
+

n∑
α,β=1

∂ϕα

∂xi

∂ϕβ

∂xj
NΓγαβ ◦ ϕ−

m∑
k=1

∂ϕγ

∂xk
NΓkij

)
et NRσ

βαυ sont les composantes du tenseur de courbure de (Nn, h) .

Définition 1.2.1.1 (L’opérateur de Jacobi) . Soit ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application
différentiable entre deux variétés riemanniennes, on définit l’opérateur de Jacobi de ϕ, noté
Jϕ, par :

Jϕ : Γ
(
ϕ−1 (TN)

)
−→ Γ

(
ϕ−1 (TN)

)
V 7−→ Jϕ (V )

Jϕ (V ) = −Trg (∇ϕ)2 V − TrgRN (V, dϕ) dϕ

=
m∑
i=1

{
∇ϕ
ei
∇ϕ
ei
V −∇ϕ

∇Mei ei
V
}

+
m∑
i=1

RN (V, dϕ (ei)) dϕ (ei) .

Proposition 1.2.1.1 . Soit Jϕ l’opérateur de Jacobi de ϕ, Soient V ∈ Γ (ϕ−1 (TN)) et
f ∈ C∞ (M) , alors on a :

1. Jϕ est R-linéaire,
2. Jϕ (fV ) = fJϕ (V ) + (∆f)V + 2∇ϕ

grad fV.

Preuve de la proposition 1.2.1.1.
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1. Soit V,W ∈ Γ (ϕ−1 (TN)) , on a alors :

Jϕ (V +W ) =
m∑
i=1

{
∇ϕ
ei
∇ϕ
ei

(V +W )−∇ϕ
∇Mei ei

(V +W )
}

+
m∑
i=1

RN ((V +W ) , dϕ (ei)) dϕ (ei)

=
m∑
i=1

{
∇ϕ
ei
∇ϕ
ei
V −∇ϕ

∇Mei ei
V
}

+
m∑
i=1

{
∇ϕ
ei
∇ϕ
ei
W −∇ϕ

∇Mei ei
W
}

+
m∑
i=1

RN (V, dϕ (ei)) dϕ (ei) +
m∑
i=1

RN (W,dϕ (ei)) dϕ (ei)

=
m∑
i=1

{
∇ϕ
ei
∇ϕ
ei
V −∇ϕ

∇Mei ei
V +RN (V, dϕ (ei)) dϕ (ei)

}
+

m∑
i=1

{
∇ϕ
ei
∇ϕ
ei
W −∇ϕ

∇Mei ei
W +RN (W,dϕ (ei)) dϕ (ei)

}
=Jϕ (V ) + Jϕ (W ) .

D’autre part, il est clair que Jϕ (λV ) = λJϕ (V ) , ∀λ ∈ R.
2. Soient V ∈ Γ (ϕ−1 (TN)) et f ∈ C∞ (M) , on a alors :

Jϕ (fV ) =
m∑
i=1

{
∇ϕ
ei
∇ϕ
ei

(fV )−∇ϕ
∇Mei ei

(fV )
}

+
m∑
i=1

RN (fV, dϕ (ei)) dϕ (ei)

=
m∑
i=1

{
∇ϕ
ei
ei (f)V +∇ϕ

ei
f∇ϕ

ei
(V )−

(
∇M
ei
ei
)

(f)V − f∇ϕ
∇Mei ei

V
}

+ f
m∑
i=1

RN (V, dϕ (ei)) dϕ (ei)

=
m∑
i=1

{
ei (ei (f))V + 2ei (f)∇ϕ

ei
V + f∇ϕ

ei
∇ϕ
ei
V −

(
∇M
ei
ei
)

(f)V − f∇ϕ
∇Mei ei

V
}

+ f

m∑
i=1

RN (V, dϕ (ei)) dϕ (ei)

=fJϕ (V ) + (∆f)V + 2∇ϕ
grad fV.

Ceci achève la preuve de la proposition 1.2.1.1.

Remarque 1.2.1.2 L’application ϕ : (Mm, g) → (Nn, h) est biharmonique si et seulement
si τ (ϕ) ∈ KerJϕ.
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1.2.2 Exemples d’applications biharmoniques

Exemple 1.2.2.1 Toute application harmonique entre deux variétés riemanniennes est bi-
harmonique.

Exemple 1.2.2.2 Les polynômes de degré ≤ 3 sur R, sont des applications biharmoniques.

Exemple 1.2.2.3 Soit Rn munit de la métrique canonique g0 = dy21 + . . .+ dy2n, et soit

ϕ : (Mm, g) −→ (Rn, g0)

x 7−→ ϕ (x) =
(
ϕ1 (x) , . . . , ϕn (x)

)
,

une application différentiable, alors :

τ2 (ϕ) =
(
τ2
(
ϕ1
)
, . . . , τ2 (ϕn)

)
.

Par conséquent, l’application ϕ est biharmonique si et seulement si les applications ϕα,
α = 1, . . . , n sont biharmoniques.

Exemple 1.2.2.4 Soit :
ϕ : (Mm, g) −→ (Sn, h) ,

une application différentiable.
Sachant que la sphère unité Sn est de courbure égale à 1, et d’aprés la formule :

RSn (X, Y )Z = h (Y, Z)X − h (X,Z)Y,

nous obtenons :

TrgR
Sn (τ (ϕ) , dϕ) dϕ = Trg (h (dϕ, dϕ) τ (ϕ)− h (τ (ϕ) , dϕ) dϕ)

= |dϕ|2 τ (ϕ)− Trgh (τ (ϕ) , dϕ) dϕ

= 2e (ϕ) τ (ϕ)− Trgh (τ (ϕ) , dϕ) dϕ

où e (ϕ) = 1
2
|dϕ|2.

Alors, l’application ϕ est biharmonique si et seulement si :

Trg (∇ϕ)2 + |dϕ|2 τ (ϕ)− Trgh (τ (ϕ) , dϕ) dϕ = 0,

autrement dit, l’application ϕ est biharmonique si et seulement si :

Trg (∇ϕ)2 + 2e (ϕ) τ (ϕ)− Trgh (τ (ϕ) , dϕ) dϕ = 0.

Remarque 1.2.2.1 Les applications biharmoniques ne sont pas nécessairement harmoniques.

Exemple 1.2.2.5 Les polynômes de degré 3 sur R, sont des applications biharmoniques
non-harmoniques.
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Exemple 1.2.2.6 Soit f : Rn −→ R une fonction harmonique, c’est-à-dire :

∆ (f) =
n∑
i=1

∂2f

∂x2i

= 0,

et soit la fonction ϕ (x) = r2 (x) f (x) , où r (x) =
√
x21 + ...+ x2n,

pour tout x = (x1, ..., xn) ∈ Rn. On a

r2 (x) = x21 + ...+ x2n

=
n∑
j=1

x2j ,

d’où
∂r2

∂xi
=

n∑
j=1

∂x2j
∂xi

= 2xi,

∂ϕ

∂xi
=
∂r2

∂xi
f + r2

∂f

∂xi

= 2xif + r2
∂f

∂xi
,

et
∂2ϕ

∂x2i
= 2f + 2xi

∂f

∂xi
+ 2xi

∂f

∂xi
+ r2

∂2f

∂x2i
.

En calculant le Laplacien de la fonction ϕ, on trouve que :

∆ϕ =
n∑
i=1

∂2ϕ

∂x2i

=
n∑
i=1

2f +
n∑
i=1

4xi
∂f

∂xi
+

n∑
i=1

r2
∂2f

∂x2i
,

= 2nf + 4
n∑
i=1

xi
∂f

∂xi
+ r2 ∆f︸︷︷︸

=0

6= 0.

La fonction ϕ est donc non-harmonique. Maintenant pour j fixé, on a :

∂∆ϕ

∂xj
= 2n

∂f

∂xj
+ 4

n∑
i=1

∂xi
∂xj︸︷︷︸
=δij

∂f

∂xi
+ 4

n∑
i=1

xi
∂2f

∂xi∂xj

= 2n
∂f

∂xj
+ 4

∂f

∂xj
+ 4

n∑
i=1

xi
∂2f

∂xi∂xj
.
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Par suite,
∂2∆ϕ

∂x2j
= 2n

∂2f

∂x2j
+ 4

∂2f

∂x2j
+ 4

n∑
i=1

∂xi
∂xj︸︷︷︸
=δij

∂2f

∂xi∂xj
+ 4

n∑
i=1

xi
∂3f

∂xi∂x2j
.

Comme
n∑
j=1

∂2∆ϕ

∂x2j
= (2n+ 4) ∆f + 4∆f + 4

n∑
i=1

xi
∂

∂xi
(∆f)

et
∆ (f) = 0,

alors τ2 (ϕ) = 0, ceci nous conduit à conclure que la fonction ϕ est une fonction biharmonique
non-harmonique.

Exemple 1.2.2.7 Soit l’inversion :

ϕ : Rn\ {0} −→ Rn\ {0}

x 7−→ ϕ (x) =
x

‖x‖2
.

En posant ϕα (x) = xα
‖x‖2 pour tout α = 1, ..., n, et pour i fixé, nous avons :

∂ϕα

∂xi
= δiα ‖x‖−2 − 2xαxi ‖x‖−4 ,

et
∂2ϕα

∂x2i
= −4δiαxi ‖x‖−4 − 2xα ‖x‖−4 + 8xαx

2
i ‖x‖

−6 .

Le Laplacien de la fonction ϕα est donné donc par :

∆ϕα = −4
n∑
i=1

δiαxi ‖x‖−4 − 2
n∑
i=1

xα ‖x‖−4 + 8
n∑
i=1

xαx
2
i ‖x‖

−6

= 4xα ‖x‖−4 − 2nxα ‖x‖−4

= 2 (2− n)xα ‖x‖−4 .

Ainsi :
τ (ϕ) = 2 (2− n) ‖x‖−4 x.

De la même manière, nous obtenons :

τ2 (ϕ) = −8 (2− n) (4− n) ‖x‖−6 x,

ce qui nous mène à déduire que l’application ϕ est biharmonique non-harmonique si et seule-
ment si n = 4.
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1.3 Structures métriques presque de contact
Définition 1.3.1 Soient :

– M une variété différentiable de dimension impaire (2n+1),
– ϕ un champ de tenseurs de type (1,1),
– ξ un champ de vecteurs,
– η une 1-forme sur M.

Le triplet (ϕ, ξ, η) est dit une structure presque de contact sur M tel que

η(ξ) = 1, ϕ2X = −X + η(X)ξ.

Définition 1.3.2 Une variété presque de contact est une variété de dimension (2n+1) mu-
nie d’une structure presque de contact (ϕ, ξ, η).

Théorème 1.3.1 Soit (ϕ, ξ, η) une structure presque de contact, alors :

ϕξ = 0

η ◦ ϕ = 0

rangϕ = 2n

Preuve du théorème 1.3.1.

1. Soit (ϕ, ξ, η) une structure presque de contact sur M alors :

η(ξ) = 1 et ϕ2X = −X + η(X)ξ.

En remplaçant X par ξ dans la définition on trouve :

ϕ(ϕξ) = ϕ2ξ

= −ξ + η(ξ)ξ = 0

= −ξ + ξ

= 0.

Ce qui donne : ϕξ = 0, de plus ϕξ est un vecteur propre de ϕ correspondant à la valeur
propre 0.
Pour le sens inverse on raisonne par l’absurde. Supposons que ϕξ 6= 0, en remplaçant
X par ϕξ on trouve :

ϕ2(ϕξ) = −ϕξ + η(ϕξ)ξ

on a :
ϕ2(ϕξ) = 0
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ce qui implique :
−ϕξ + η(ϕξ)ξ = 0

alors :
η(ϕξ)ξ = ϕξ

donc :
η(ϕξ)ξ 6= 0

alors que :
η(ϕξ)ϕξ = ϕ2ξ = 0

Ce qui contredit avec le fait que η(ϕξ) 6= 0 et ϕξ 6= 0.
On déduit finalement que :

ϕξ = 0

2.

η(ϕX)ξ = ϕ3X + ϕX

= ϕ(ϕ2X) + ϕX

= ϕ(−X + η(X)ξ) + ϕX

= η(X)ϕξ.

Puisque ϕξ = 0 alors, η(ϕX)ξ = 0
c’est à dire :

η(ϕX) = 0⇒ η ◦ ϕ = 0

3. Puisque ϕξ = 0, ξ 6= 0 et ϕ non injective alors,

rang(ϕ) < 2n+ 1.

Soit ξ un champ de vecteurs tel que ϕξ = 0.
En remplaçant X par ξ dans la définition on trouve :

0 = ϕ2ξ = −ξ + η(ξ)ξ ⇒ ξ = η(ξ)ξ,

d’où ξ est proportionnel à ξ.
Donc dim kerϕ = 1, de plus rangϕ = (2n+ 1)− 1,
alors :

rangϕ = 2n

Ceci achève la preuve du théorème 1.3.1.

Théorème 1.3.2 Toute variété presque de contact (M,ϕ, ξ, η) admet une métrique rieman-
nienne g compatible avec la structure presque de contact (ϕ, ξ, η) telle que :

g(ϕX,ϕY ) = g(X, Y )− η(X)η(Y ) ∀X, Y ∈ Γ(TM).
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Preuve du théorème 1.3.2.
Soit k une application définie par :

k(X, Y ) = k′(ϕ2X,ϕ2Y ) + η(X)η(Y ) ∀X, Y ∈ Γ(TM)

où k′ est une métrique riemannienne sur M2n+1

On définit g par :

g(X, Y ) =
1

2
(k(X, Y ) + k(ϕX,ϕY ) + η(X)η(Y ))

alors g est une métrique riemannienne ; de plus on a :

g(ϕX,ϕY ) =
1

2
(k(ϕX,ϕY ) + k(ϕ2X,ϕ2Y ) + η(ϕX)η(ϕY ))

=
1

2
(k(ϕX,ϕY ) + k(−X + η(X)ξ,−Y + η(Y )ξ))

=
1

2
(k(ϕX,ϕY ) + k(X, Y )− k(X, η(Y )ξ)− k(Y, η(X)ξ) + k(η(X)ξ, η(Y )ξ))

=
1

2
(k(ϕX,ϕY ) + k(X, Y )− η(Y )k(X, ξ)− η(X)k(Y, ξ) + η(X)η(Y )k(ξ, ξ))

=
1

2
(k(ϕX,ϕY ) + k(X, Y )− 2η(X)η(Y ) + η(X)η(Y ))

=
1

2
(k(ϕX,ϕY ) + k(X, Y )− η(X)η(Y ))

= g(X, Y )− η(X)η(Y ).

Ceci achève la preuve du théorème 1.3.2.

Proposition 1.3.1 Toute variété presque de contact (M,ϕ, ξ, η) admet une métrique rie-
mannienne g telle que :

g(X, ξ) = η(X)

Preuve de la proposition 1.3.1.
Posons Y = ξ, alors :

g(ϕX,ϕξ) = g(X, ξ)− η(X)η(ξ)

0 = g(X, ξ)− η(X)

g(X, ξ) = η(X).

Ceci achève la preuve de la proposition 1.3.1.
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Proposition 1.3.2 Soit (M,ϕ, ξ, η) une variété presque de contact munie d’une métrique
riemannienne g, alors,

g(X,ϕY ) + g(ϕX, Y ) = 0 ∀X, Y ∈ Γ(TM).

Preuve de la proposition 1.3.2.
Il suffit de faire une simple vérification en remplaçant X par ϕX et Y par ϕ2Y .

g(ϕX,ϕ2Y ) = g(ϕX,−Y + η(Y )ξ)

= −g(ϕX, Y ) + η(Y )g(ϕX, ξ)

= −g(ϕX, Y ) + η(Y )η(ϕX)

= −g(ϕX, Y ).

comme on a, d’aprés le théorème précédent :

g(ϕX,ϕ2Y ) = g(X,ϕY )− η(X)η(ϕY )

= g(X,ϕY ),

alors :
g(X,ϕY ) = −g(ϕX, Y ).

Ceci achève la preuve de la proposition 1.3.2.

Définition 1.3.3 Une variété métrique presque de contact (M,ϕ, ξ, η, g) est une variété
presque de contact (M,ϕ, ξ, η) munie d’une métrique riemannienne g telle que cette mé-
trique soit compatible avec la structure presque de contact (ϕ, ξ, η).
Dans ce cas, toute variété métrique presque de contact (M,ϕ, ξ, η, g) admet une base ortho-
normée locale, {Xi, ϕXi, ξ}ni=1 appelée ϕ− base.

Définition 1.3.4 Pour chaque structure métrique presque de contact (ϕ, ξ, η, g) sur M on
définit la 2-forme fontdamentale Φ par :

Φ(X, Y ) = g(X,ϕY ).

La 2-forme fondamentale Φ possède les propriétés suivantes :
1. Φ(X, Y ) = −Φ(Y,X), c.à.d, Φ est anti-symétrique.
2. Φ(ϕX,ϕY ) = Φ(X, Y ), c.à.d, Φ est invariante à ϕ.

∀X, Y ∈ Γ(TM).
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Définition 1.3.5 On dit qu’une variété M2n+1 admet une structure presque de contact s’il
existe une 1-forme différentielle globale η et une 2-forme différentielle globale Φ sur M telle
que,

η ∧ Φn 6= 0,

où Φn = Φ ∧ Φ . . . ∧ Φ︸ ︷︷ ︸
nfois

.

Les structures métrique presque de contact sont regroupées en tros familles comme la struc-
ture sasakienne, cosymplectique et la structure de Kenmotsu.
Dans la partie suivante, nous rappelons quelques structures métriques presque de contact.

1.3.1 Structure sasakienne

Définition 1.3.1.1 Soient (M,ϕ, ξ, η) une variété presque de contact et Φ la 2-forme fon-
damentale. On dit que M est une variété sasakienne si Φ = dη et le triplet (ϕ, ξ, η) est
normal.

Théorème 1.3.1.1 Soit (M2n+1, ϕ, ξ, η, g) une variété métrique presque de contact et soit ∇
la connexion de Levi-Civita sur M . On dit que M est une variété sasakienne si et seulement
si pour tout X, Y ∈ Γ(TM),

(∇Xϕ)Y = g(X, Y )ξ − η(Y )X.

Proposition 1.3.1.1 Soient (M2n+1, ϕ, ξ, η, g) une variété sasakienne et R le tenseur de
courbure riemannienne de la variété M. Alors pour tout X, Y ∈ Γ (TM) , les relations sui-
vantes sont vérifées :

1.
R (X, Y ) ξ = η (Y )X − η (X)Y (1.18)

2.
R (X, ξ)Y = η (Y )X − g (X, Y ) ξ (1.19)

et pour tout champ de vecteurs unitaire X ortohgonal à ξ on a :
3.

R (ξ,X) ξ = −X (1.20)

4.
R (X, ξ)X = −ξ (1.21)
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Preuve de la proposition 1.3.1.1.

1.
R (X, Y ) ξ = ∇X∇Y ξ −∇Y∇Xξ −∇[X,Y ]ξ

= ∇X (−ϕY )−∇Y (−ϕX) + ϕ ([X, Y ])

= −∇X (ϕY ) +∇Y (ϕX) + ϕ (∇XY )− ϕ (∇XY )

= ∇Y ϕX − ϕ (∇YX)−∇XϕY + ϕ (∇XY )

= (∇Y ϕ)X − (∇Xϕ)Y

= g (X, Y ) ξ − η (X)Y − g (X, Y ) ξ + η (Y )X

= η (Y )X − η (X)Y.

2.

g (R (X, ξ)Y, Z) = g (R (Y, Z)X, ξ)

= −g (R (Y, Z) ξ,X)

= −g (η (Z)Y − η (Y )Z,X)

= −η (Z) g (X, Y ) + η (Y ) g (Z,X)

= −g (g (X, Y ) ξ, Z) + g (η (Y )X,Z)

= g (η (Y )X − g (X, Y ) ξ, Z)

alors, R (X, ξ)Y = η (Y )X − g (X, Y ) ξ

3. En remplaçant X par ξ et Y par X dans l’équation (1.18) on trouve :

R (ξ,X) ξ = η (X) ξ −X

et comme X est un champ de vecteurs unitaire orthogonal à ξ alors on a
η(X) = g (X, ξ) = 0, ceci nous conduit à déduire que :

R (ξ,X) ξ = −X

4. En remplaçant Y par X dans dans l’équation (1.19) on trouve :

R (X, ξ)X = η (X)X − g (X,X) ξ

et comme X est un champ de vecteurs unitaire orthogonal à ξ alors on a
η(X) = g (X, ξ) = 0 et g (X,X) = 1, ceci nous conduit à déduire que :

R (X, ξ)X = −ξ

Ceci achève la preuve de la proposition 1.3.1.1.

Proposition 1.3.1.2 ([11]) Soient (M2n+1, ϕ, ξ, η, g) une variété sasakienne, R le tenseur
de courbure riemannienne et S le tenseur de courbure de Ricci de la variété M. Alors pour
tout X, Y, Z,W ∈ Γ (TM) , les relations suivantes sont vérifées :
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1. η (R (X, Y )Z) = g (Y, Z) η (X)− g (X,Z) η (Y )

2.
g (R (ϕX,ϕY )ϕZ, ϕW ) =g (R (X, Y )Z,W )− η (X) η (W ) g (Y, Z)− η (Y ) η (Z) g (X,W )

+ η (Y ) η (W ) g (X,Z) + η (X) η (Z) g (Y,W ) .

3. S (X, ξ) = 2nη (X)

4. S (ϕX,ϕY ) = S (X, Y )− 2nη (X) η (Y )

Remarque 1.3.1.1 Une variété sasakienne (M2n+1, ϕ, ξ, η, g) est dite variété Sasaki-Einstein
si g est une métrique d’Einstein, autrement dit, (M2n+1, ϕ, ξ, η, g) est une variété Sasaki-
Einstein s’il existe une constante λ = 2n telle que :

S = λg,

Remarque 1.3.1.2 Une variété sasakienne (M2n+1, ϕ, ξ, η, g) est dite variété η-Einstein s’il
existe des constantes a et b telles que g satisfait la relation suivante :

S = ag + bη ⊗ η.

Notons que sur une variété η-Einstein les deux constantes a et b sont liées par :

a+ b = 2n

1.3.2 Structure de Kenmotsu

Définition 1.3.2.1 Une variété métrique presque de contact (M2n+1, ϕ, ξ, η, g) est dite va-
riété de Kenmotsu si

dη = 0 et dΦ = 2Φ ∧ η,

et la triplet (ϕ, ξ, η) est normal.

Théorème 1.3.2.1 Soit (M2n+1, ϕ, ξ, η, g) une variété métrique presque de contact et soit
∇ la connexion de Levi-Civita sur M . On dit que M est une variété de Kenmotsu si et
seulement si pour tout X, Y ∈ Γ(TM) :

(∇Xϕ)Y = −g(X,ϕY )ξ − η(Y )ϕX.

De cette condition on peut déduire que :

∇Xξ = X − η(X)ξ.

Propriétés 1.3.2.1 ([15], [24] et [35]) Soit (M,ϕ, ξ, η, g) une variété de Kenmotsu alors
pour tout X, Y ∈ Γ(TM) nous avons :

(∇Xη)Y = g(ϕX,ϕY ),
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R(X, Y )ξ = η(X)Y − η(Y )X,

R(ξ,X)Y = η(Y )X − g(X, Y )ξ,

R(ξ,X)ξ = X − η(X)ξ

et
S(X, ξ) = −2nη(X)

où R désigne le tenseur de courbure riemannienne et S désigne le tenseur de courbure de
Ricci.

1.3.3 Structure cosymplectique

Définition 1.3.3.1 Soient (M2n+1, ϕ, ξ, η, g) une variété métrique presque de contact et Φ
la 2-forme fondamentale. On dit que (M,ϕ, ξ, η) est une variété cosymplectique si Φ et η
sont fermées (c’est-à-dire dΦ = 0 et dη = 0) et le triplet (ϕ, ξ, η) est normal.

Théorème 1.3.3.1 Soit (M2n+1, ϕ, ξ, η, g) une variété métrique presque de contact et soit
∇ la connexion de Levi-Civita sur M . On dit que M est une variété cosymplectique si et
seulement si pour tout X, Y ∈ Γ(TM) :

(∇Xϕ)Y = 0.

Proposition 1.3.3.1 Soit (M2n+1, ϕ, ξ, η, g) une variété cosymplectique, alors pour tout
X, Y, Z ∈ Γ(TM), on a :

(∇XΦ) (Y, Z) = 0.

Preuve de la proposition 1.3.3.1.
Nous avons :

(∇XΦ) (Y, Z) = XΦ (Y, Z)− Φ (∇XY, Z)− Φ (Y,∇XZ)

= Xg (Y, ϕZ)− g (∇XY, ϕZ)− g (Y, ϕ∇XZ)

= g (∇XY, ϕZ) + g (Y,∇XϕZ)− g (∇XY, ϕZ)− g (Y, ϕ∇XZ)

= g (Y,∇XϕZ)− g (Y, ϕ∇XZ)

= g (Y, (∇Xϕ)Z) ,

et comme (∇Xϕ)Z = 0 d’aprés le théorème 1.3.3.1, on déduit alors que :

(∇XΦ) (Y, Z) = 0.

Ceci achève la preuve de la proposition 1.3.3.1.
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1.3.4 Structure trans-sasakienne

Définition 1.3.4.1 Soient (M2n+1, ϕ, ξ, η, g) une variété métrique presque de contact et Φ
la 2-forme fondamentale. On dit que (M,ϕ, ξ, η) est une variété trans-sasakienne si elle
est normale et Φ et η sont fermées (c’est-à-dire dΦ = 0 et dη = 0) et le triplet (ϕ, ξ, η) est
normal et

dη = αΦ, dΦ = 2βΦ ∧ η,

où α = 1
2n
δΦ (ξ) et β = 1

2n
divξ sont des fonctions différentiables sur M et δΦ et δη sont les

codifférentielles de Φ et η respectivement (les divergence) définies par :

δΦ (X) = −
n∑
i=1

{(∇eiΦ) (ei, X) + (∇ϕeiΦ) (ϕei, X)} − (∇ξΦ) (ξ,X)

et

δη = −
n∑
i=1

{(∇eiη) ei + (∇ϕeiη)ϕei}

avec {ei, ϕei, ξ}ni=1 une ϕ-base locale d’un ouvert quelconque de M.

Théorème 1.3.4.1 Soit (M2n+1, ϕ, ξ, η, g) une variété métrique presque de contact et soit
∇ la connexion de Levi-Civita sur M2n+1. On dit que M2n+1 est une variété trans-sasakienne
si et seulement si pour tout X, Y ∈ Γ(TM) :

(∇Xϕ)Y = α (g(X, Y )ξ − η(Y )X)− β (g(X,ϕY )ξ + η(Y )ϕX) ,

où α et β sont des fonctions différentiables sur M2n+1, et on dit aussi que la structure trans-
sasakienne est de type (α, β) .

Remarque 1.3.4.1 La structure trans-sasakienne de type (α, β) est normale.

En mettant des conditions sur les fonctions α et β, on peut extraire quelques cas particuliers
à partir d’une structure trans-sasakienne.

Remarque 1.3.4.2 La structure trans-sasakienne est dite une structure :
– sasakienne si α = 1 et β = 0,
– α-sasakienne si α ∈ R∗ − {1} et β = 0,
– de Kenmotsu si α = 0 et β = 1,
– β-Kenmotsu si α = 0 et β ∈ R∗ − {1} ,
– cosymplectique si α = 0 et β = 0.

Proposition 1.3.4.1 Soit (M2n+1, ϕ, ξ, η, g) une variété trans-sasakienne, alors pour tout
X, Y, Z ∈ Γ (TM) , on a :

1. ∇Xξ = −αϕX + β (X − η(X)ξ) ,

2. (∇Xη)Y = αg(X,ϕY )ξ + β (g(X, Y )ξ − η(X)η(Y ))
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3. (∇XΦ) (Y, Z) = α (g(X,Z)η(Y )− g(X, Y )η(Z))−β (g(X,ϕZ)η(Y )− g(X,ϕY )η(Z)) .

Preuve de la proposition 1.3.4.1.

1. on a :

(∇Xϕ)Y = α (g (X, Y ) ξ − η (Y )X) + β (g (ϕX, Y ) ξ − η (Y )ϕX) ,

en remplaçant Y par ξ nous trouvons :

(∇Xϕ) ξ = α (η (X) ξ −X)− β (ϕX) ,

et d’autre part, nous savons que :

(∇Xϕ) ξ = −ϕ (∇Xξ) ,

alors ,

−ϕ (∇Xξ) = α (η (X) ξ −X)− β (ϕX) ,

en appliquant ϕ, nous trouvons :

∇Xξ − η (∇Xξ) ξ = −αϕX − β
(
ϕ2X

)
,

et comme :

η (∇Xξ) ξ = g (∇Xξ, ξ) ξ = 0,

nous déduisons que :

∇Xξ = −αϕX − β (X − η (X) ξ) ,

2. On a :
(∇Xη)Y = Xη (Y )− η (∇XY )

= Xg (Y, ξ)− g (∇XY, ξ)

= g (Y,∇Xξ)

= g (Y,−αϕX − β (X − η (X) ξ))

= −αg (Y, ϕX)− βg
(
Y, ϕ2X

)
= −αg (ϕX, Y ) + βg

(
Y,−ϕ2X

)
= −αg (ϕX, Y ) + βg (ϕY, ϕX)

= −αg (ϕX, Y ) + βg (Y,X)− η (X) η (Y )
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3. Nous avons :

(∇XΦ) (Y, Z) = XΦ (Y, Z)− Φ (∇XY, Z)− Φ (Y,∇XZ)

= Xg (Y, ϕZ)− g (∇XY, ϕZ)− g (Y, ϕ∇XZ)

= g (Y,∇XϕZ)− g (Y, ϕ∇XZ)

= g (Y, (∇Xϕ)Z + ϕ∇XZ)− g (Y, ϕ∇XZ)

= g (Y, (∇Xϕ)Z)

= g (Y, α (g (X,Z) ξ − η (Z)X) + β (g (ϕX,Z) ξ − η (Z)ϕX))

= αg (Y, g (X,Z) ξ − η (Z)X) + βg (Y, g (ϕX,Z) ξ − η (Z)ϕX)

= α (g (X,Z) η (Y )− g (Y,X) η (Z)) + β (g (ϕX,Z) η (Y )− g (Y, ϕX) η (Z))

= α (g (X,Z) η (Y )− g (Y,X) η (Z))− β (g (X,ϕZ) η (Y )− g (X,ϕY ) η (Z)) .

Ceci achève la preuve de la proposition 1.3.4.1.
De cette dernière proposition, on peut facilement déduire la remarque suivante :

Remarque 1.3.4.3 Soit X un champ de vecteurs orthogonal à ξ qui satisfait g (X,X) = 1
alors on a :

(∇XΦ) (X, ξ) = −α, (∇Xη)X = β

δΦ (ξ) = 2nα, δη = −2nβ.
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Chapitre 2

Applications harmoniques et
applications bi-harmoniques sur le
produit bi-tordu D-homothétique

Le produit des variétés riemanniennes est un moyen de présenter de nouvelles variétés
riemanniennes. En 1969 R.L. Bishop et B. O’Neill [9] ont réussi à généraliser cette notion en
introduisant la notion du produit tordu de deux variétés riemanniennes, défini comme suit :
Définition. Soient (M, g) et (N, h) deux variétés riemanniennes et f : M → R∗ une fonction
différentiable positive sur M. Le produit tordu de (M, g) et (N, h) est la variété produit
M ×f N munie de la métrique riemannienne :

G̃ = π∗g + (f ◦ π)2 σ∗h,

où π et σ sont les projections canoniques de M ×f N sur M et N respectivement.
La variété M est dite la base de M ×f N alors que la variété N est dite la fibre.

En 2012, D.E. Blair [12] a introduit la notion du produit tordu D-homothétique entre
une variété riemannienne et une variété métrique presque de contact définie comme suit :
Définition. Soient (Mm, g) une variété riemannienne et (N2n+1, ϕ, ξ, η, h) une variété mé-
trique presque de contact. Pour des fonctions α, β ∈ C∞ (M) (αβ 6= 0 partout), on consi-
dère

(
M ×N, G̃

)
le produit d’une variété riemannienne et une variété métrique presque de

contact où :
G̃ = g + αh+ α (α− 1) η ⊗ η.

En outre, l’auteur a donné la définition de la métrique tordu D-homothétique doublée
sur le produit de deux variétés métriques presque de contact.
Récemment, en 2016 G. Beldjilali et M. Belkhelfa [5] ont introduit la notion de la métrique
bi-tordu D-homothétique sur le produit d’une variété riemannienne avec une variété métrique
presque de contact.
Ce chapitre est consacré à la construction puis l’étude d’harmonicité et de biharmonicité des
applications vers ou depuis des variétés métriques presque de contact.
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Nous établissons les conditions nécessaires et suffisantes dans lesquelles une application du
produit produit bi-tordu D-homothétique d’une variété riemannienne et d’une variété mé-
trique presque de contact est harmonique ou biharmonique où nous traitons le cas de la
première projection et nous donnons quelques exemples concrets.
Nous déterminons aussi les conditions de biharmonicité de la deuxième projection et de l’in-
clusion dans le cas d’une variété de Kenmotsu.

Ce chapitre a fait l’objet d’un article publié en 2020 dans la 2ème issue du volume 18 de la
revue "Journal of Dynamical Systems and Geometric Theories" intitulé "On the
D-Homothetic BI-Warping and Biharmonic Maps".

2.1 Produit bi-tordu D-homothétique
La notion du produit bi-tordu D-homothétique a été introduite en 2016 parG. Beldjilali

et M. Belkhelfa [5] en se basant sur la notion de la déformation D-homothétique (2n-
homothétique) introduite par S. Tanno en 1968 [38] où les auteurs ont pu généraliser la
notion du produit tordu D-homothétique introduite par Blair en 2012 [12].

Définition 2.1.1 Soient (Mm, g) une variété riemannienne et (N2n+1, ϕ, ξ, η, h) une variété
métrique presque de contact. Pour des fonctions α, β ∈ C∞ (M) (αβ 6= 0 partout), on consi-
dère

(
M ×N, G̃

)
le produit d’une variété riemannienne et une variété métrique presque de

contact où :
G̃ = g + α2h+ α2

(
β2 − 1

)
η ⊗ η.

Le couple
(
M ×N, G̃

)
est dit variété riemannienne produit bi-tordu D-homothétique.

Remarque 2.1.0.4 Notons que :
– si β = ±1 on obtient une métrique produit tordu.
– si β = ±α on obtient la métrique produit tordu D-homothétique introduite par

Blair [12].

Proposition 2.1.1 Notons ∇, ∇′ et ∇̃ les connexions de Levi-Civita sur (Mm, g),
(N2n+1, ϕ, ξ, η, h) et

(
M ×N, G̃

)
respectivement.

Pour tout X1, Y1, Z1 ∈ Γ (TM) et X2, Y2, Z2 ∈ Γ (TN), on a :

G̃
(
∇̃(X1,0) (Y1, 0) , (Z1, 0)

)
= g (∇X1Y1, Z1) ,

G̃
(
∇̃(0,X2) (0, Y2) , (0, Z2)

)
= α2h

(
∇′X2

Y2, Z2

)
+ α2

(
β2 − 1

)
η (Z2) η

(
∇′X2

Y2
)

+
1

2
α2
(
β2 − 1

)
η (X2)

{
h
(
∇′Y2ξ, Z2

)
− h

(
∇′Z2

ξ, Y2
)}

+
1

2
α2
(
β2 − 1

)
η (Y2)

{
h
(
∇′X2

ξ, Z2

)
− h

(
∇′Z2

ξ,X2

)}
+

1

2
α2
(
β2 − 1

)
η (Z2)

{
h
(
∇′X2

ξ, Y2
)

+ h
(
∇′Y2ξ,X2

)}
,
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G̃
(
∇̃(X1,0) (0, Y2) , (0, Z2)

)
= αh (Y2, Z2)X1 (α) + α

(
β2 − 1

)
η (Y2) η (Z2)X1 (α)

+ α2βη (Y2) η (Z2)X1 (β) ,

G̃
(
∇̃(0,X2) (Y1, 0) , (0, Z2)

)
= αh (X2, Z2)Y1 (α) + α

(
β2 − 1

)
η (X2) η (Z2)Y1 (α)

+ α2βη (X2) η (Z2)Y1 (β) ,

G̃
(
∇̃(0,X2) (0, Y2) , (Z1, 0)

)
= −αh (X2, Y2)Z1 (α)− α

(
β2 − 1

)
η (X2) η (Y2)Z1 (α)

− α2βη (X2) η (Y2)Z1 (β)

et
G̃
(
∇̃(X1,0) (Y1, 0) , (0, Z2)

)
= G̃

(
∇̃(X1,0) (0, Y2) , (Z1, 0)

)
= G̃

(
∇̃(0,X2) (Y1, 0) , (Z1, 0)

)
= 0

En se basant sur les équations de la proposition 2.1.1, nous pouvons obtenir la proposition
suivante :

Proposition 2.1.2 Considérons {ei}1≤i≤m et {fj, ϕfj, ξ}1≤j≤n deux bases orthonormées sur

(M, g) et (N, h) respectivement, alors
{

(ei, 0) , 1
α

(0, fj) ,
1
α

(0, ϕfj) ,
1
αβ

(0, ξ)
}

est une base

orthonormée sur
(
M ×N, G̃

)
. Les équations suivantes nous donnent les relations entre ∇̃,

∇ et ∇′.
∇̃(X1,0) (Y1, 0) = (∇X1Y1, 0) , (2.1)

∇̃(0,X2) (0, Y2) =
(
0,∇′X2

Y2
)

+
(β2 − 1)

2

{
η (X2)

(
0,∇′Y2ξ

)
+ η (Y2)

(
0,∇′X2

ξ
)}

− (β2 − 1)

2
{η (X2) (0, T rhh (∇′·ξ, Y2) ·) + η (Y2) (0, T rhh (∇′·ξ,X2) ·)}

+
(β2 − 1)

2

2β2

{
η (X2)h

(
∇′ξξ, Y2

)
+ η (Y2)h

(
∇′ξξ,X2

)}
(0, ξ)

+
(β2 − 1)

2β2

{
h
(
∇′X2

ξ, Y2
)

+ h
(
∇′Y2ξ,X2

)}
(0, ξ)

− αh (X2, Y2) (gradα, 0)− α
(
β2 − 1

)
η (X2) η (Y2) (gradα, 0)

− α2βη (X2) η (Y2) (gradβ, 0) ,

(2.2)

∇̃(X1,0) (0, Y2) =
1

α
X1 (α) (0, Y2) +

1

β
η (Y2)X1 (β) (0, ξ) (2.3)

et
∇̃(0,X2) (Y1, 0) =

1

α
Y1 (α) (0, X2) +

1

β
η (X2)Y1 (β) (0, ξ) . (2.4)

Pour tout X1, Y1 ∈ Γ (TM) et X2, Y2 ∈ Γ (TN).
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Preuve de la proposition 2.1.2.
Par un simple calcul nous pouvons facilement obtenir les équations (2.1), (2.3) et (2.4). Pour
l’équation (2.2), nous avons :

∇̃(0,X2) (0, Y2) = G̃
(
∇̃(0,X2) (0, Y2) , (ei, 0)

)
(ei, 0) +

1

α2
G̃
(
∇̃(0,X2) (0, Y2) , (0, fj)

)
(0, fj)

+
1

α2
G̃
(
∇̃(0,X2) (0, Y2) , (0, ϕfj)

)
(0, ϕfj) +

1

α2β2
G̃
(
∇̃(0,X2) (0, Y2) , (0, ξ)

)
(0, ξ) .

Nous étudions cette dernière équation terme par terme. D’aprés la proposition 2.1.1, nous
avons :

G̃
(
∇̃(0,X2) (0, Y2) , (ei, 0)

)
(ei, 0) = −αh (X2, Y2) ei (α) (ei, 0)

− α
(
β2 − 1

)
η (X2) η (Y2) ei (α) (ei, 0)

− α2βη (X2) η (Y2) ei (β) (ei, 0)

= −αh (X2, Y2) (gradα, 0)

− α
(
β2 − 1

)
η (X2) η (Y2) (gradα, 0)

− α2βη (X2) η (Y2) (gradβ, 0) ,

G̃
(
∇̃(0,X2) (0, Y2) , (0, fj)

)
(0, fj) =

α2 (β2 − 1)

2
η (Y2)h

(
∇′X2

ξ, fj
)

(0, fj)

+
α2 (β2 − 1)

2
η (X2)h

(
∇′Y2ξ, fj

)
(0, fj)

− α2 (β2 − 1)

2
η (X2)h

(
∇′fjξ, Y2

)
(0, fj)

− α2 (β2 − 1)

2
η (Y2)h

(
∇′fjξ,X2

)
(0, fj)

+ α2h
(
∇′X2

Y2, fj
)

(0, fj) ,

G̃
(
∇̃(0,X2) (0, Y2) , (0, ϕfj)

)
(0, ϕfj) =

α2 (β2 − 1)

2
η (Y2)h

(
∇′X2

ξ, ϕfj
)

(0, ϕfj)

+
α2 (β2 − 1)

2
η (X2)h

(
∇′Y2ξ, ϕfj

)
(0, ϕfj)

+ α2h
(
∇′X2

Y2, ϕfj
)

(0, ϕfj)

− α2 (β2 − 1)

2
η (X2)h

(
∇′ϕfjξ, Y2

)
(0, ϕfj)

− α2 (β2 − 1)

2
η (Y2)h

(
∇′ϕfjξ,X2

)
(0, ϕfj)

47



et

G̃
(
∇̃(0,X2) (0, Y2) , (0, ξ)

)
(0, ξ) = α2h

(
∇′X2

Y2, ξ
)

(0, ξ) + α2
(
β2 − 1

)
η
(
∇′X2

Y2
)

(0, ξ)

+
α2 (β2 − 1)

2
η (X2)

{
h
(
∇′Y2ξ, ξ

)
− h

(
∇′ξξ, Y2

)}
(0, ξ)

+
α2 (β2 − 1)

2
η (Y2)

{
h
(
∇′X2

ξ, ξ
)
− h

(
∇′ξξ,X2

)}
(0, ξ)

+
α2 (β2 − 1)

2

{
h
(
∇′X2

ξ, Y2
)

+ h
(
∇′Y2ξ,X2

)}
(0, ξ)

=
α2 (β2 − 1)

2

{
h
(
∇′X2

ξ, Y2
)

+ h
(
∇′Y2ξ,X2

)}
(0, ξ)

− α2 (β2 − 1)

2
η (X2)h

(
∇′ξξ, Y2

)
(0, ξ)

− α2 (β2 − 1)

2
η (Y2)h

(
∇′ξξ,X2

)
(0, ξ)

+ α2β2h
(
∇′X2

Y2, ξ
)

(0, ξ) .

Il s’ensuit que :

∇̃(0,X2) (0, Y2) =
(
0,∇′X2

Y2
)

+
(β2 − 1)

2

{
η (X2)

(
0,∇′Y2ξ

)
+ η (Y2)

(
0,∇′X2

ξ
)}

− (β2 − 1)

2
{η (X2) (0, T rhh (∇′·ξ, Y2) ·) + η (Y2) (0, T rhh (∇′·ξ,X2) ·)}

+
(β2 − 1)

2

2β2

{
η (X2)h

(
∇′ξξ, Y2

)
+ η (Y2)h

(
∇′ξξ,X2

)}
(0, ξ)

+
(β2 − 1)

2β2

{
h
(
∇′X2

ξ, Y2
)

+ h
(
∇′Y2ξ,X2

)}
(0, ξ)− αh (X2, Y2) (gradα, 0)

− α
(
β2 − 1

)
η (X2) η (Y2) (gradα, 0)− α2βη (X2) η (Y2) (gradβ, 0) .

Ceci achève la preuve de la proposition 2.1.2.
Comme conséquence immédiate de la proposition 2.1.2, nous obtenons le lemme suivant :

Lemme 2.1.1
∇̃(ei,0) (ei, 0) = (∇eiei, 0) ,

∇̃(0,fj) (0, fj) =
(

0,∇′fjfj
)
− β2 − 1

β2
η
(
∇′fjfj

)
(0, ξ)− nα (gradα, 0) ,

∇̃(0,ϕfj) (0, ϕfj) =
(

0,∇′ϕfjϕfj
)
− β2 − 1

β2
η
(
∇′ϕfjϕfj

)
(0, ξ)− nα (gradα, 0) ,

∇̃(0,ξ) (0, ξ) = β2
(
0,∇′ξξ

)
− αβ2 (gradα, 0)− α2β (gradβ, 0) ,

∇̃(ei,0) (0, fj) = ∇̃(0,fj) (ei, 0) =
1

α
ei (α) (0, fj) ,
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∇̃(ei,0) (0, ϕfj) = ∇̃(0,ϕfj) (ei, 0) =
1

α
ei (α) (0, ϕfj)

et
∇̃(ei,0) (0, ξ) = ∇̃(0,ξ) (ei, 0) =

1

α
ei (α) (0, ξ) +

1

β
ei (β) (0, ξ) .

En particulier, si (N2n+1, ϕ, ξ, η, h) est une variété de Kenmotsu la proposition 2.1.2 nous
conduit au lemme suivant :

Lemme 2.1.2 Soit (N2n+1, ϕ, ξ, η, h) une variété de Kenmotsu, alors on a :

∇′X2
ξ = X2 − η (X2) ξ, ∇′Y2ξ = Y2 − η (Y2) ξ et ∇′ξξ = 0,

ce qui nous donne :

η (X2)
(
0,∇′Y2ξ

)
+ η (Y2)

(
0,∇′X2

ξ
)

= η (X2) (0, Y2 − η (Y2) ξ)

+ η (Y2) (0, X2 − η (X2) ξ)

= η (X2) (0, Y2) + η (Y2) (0, X2)

− 2η (X2) η (Y2) (0, ξ) ,

T rhh (∇′·ξ, Y2) · = h
(
∇′fjξ, Y2

)
fj + h

(
∇′ϕfjξ, Y2

)
ϕfj + h

(
∇′ξξ, Y2

)
ξ

= h (fj, Y2) fj + h (ϕfj, Y2)ϕfj

= Y2 − η (Y2) ξ,

T rhh (∇′·ξ,X2) · = X2 − η (X2) ξ

et
h
(
∇′X2

ξ, Y2
)

+ h
(
∇′Y2ξ,X2

)
= h (X2 − η (X2) ξ, Y2) + h (Y2 − η (Y2) ξ,X2)

= 2h (X2, Y2)− 2η (X2) η (Y2) .

L’équation (2.2) devient alors :

∇̃(0,X2) (0, Y2) =
(
0,∇′X2

Y2
)
− (β2 − 1)

β2
η (X2) η (Y2) (0, ξ)

+
(β2 − 1)

β2
h (X2, Y2) (0, ξ)− αh (X2, Y2) (gradα, 0)

− α
(
β2 − 1

)
η (X2) η (Y2) (gradα, 0)

− α2βη (X2) η (Y2) (gradβ, 0) .

Le lemme 2.1.2 nous permet de déduire le corollaire suivant :

Corollaire 2.1.1 Soit (N2n+1, ϕ, ξ, η, h) une variété de Kenmotsu, alors on a :

∇̃(0,fj) (0, fj) =
(

0,∇′fjfj
)
− nα (gradα, 0) +

n (β2 − 1)

β2
(0, ξ) ,
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∇̃(0,ϕfj) (0, ϕfj) =
(

0,∇′ϕfjϕfj
)
− nα (gradα, 0) +

n (β2 − 1)

β2
(0, ξ)

et
∇̃(0,ξ) (0, ξ) = −αβ2 (gradα, 0)− α2β (gradβ, 0) .

Théorème 2.1.1 Soit (N2n+1, ϕ, ξ, η, h) une variété de Kenmotsu, les relations entre R̃,
RM et RN sont données par les équation suivantes :

R̃ ((X1, 0) , (Y1, 0)) (Z1, 0) =
(
RM (X1, Y1)Z1, 0

)
,

R̃ ((X1, 0) , (0, Y2)) (0, Z2) = −αβη (Y2) η (Z2)X1 (β) (gradα, 0)

− αβη (Y2) η (Z2)X1 (α) (gradβ, 0)− α
(
β2 − 1

)
η (Y2) η (Z2) (∇X1gradα, 0)

− α2βη (Y2) η (Z2) (∇X1gradβ, 0)− αh (Y2, Z2) (∇X1gradα, 0)

− 1

β3
η (Y2) η (Z2)X1 (β) (0, ξ) +

1

β3
h (Y2, Z2)X1 (β) (0, ξ)

− 1

β
η (Z2)X1 (β) (0, Y2) +

1

β
η (Y2) η (Z2)X1 (β) (0, ξ) ,

R̃ ((0, X2) , (Y1, 0)) (Z1, 0) = − 1

αβ
η (X2)Z1 (α)Y1 (β) (0, ξ)

− 1

αβ
η (X2)Y1 (α)Z1 (β) (0, ξ)− 1

β
η (X2) g (Z1,∇Y1gradβ) (0, ξ)

− 1

α
g (Z1,∇Y1gradα) (0, X2)

et

R̃ ((0, X2) , (0, Y2)) (0, Z2) =
(
0, RN (X2, Y2)Z2

)
+
α2

β
h (Y2, Z2) η (X2) (gradβ, 0)

− α2

β
h (X2, Z2) η (Y2) (gradβ, 0) +

(β2 − 1)

β2
h (Y2, Z2) (0, X2)

− (β2 − 1)

β2
η (Y2) η (Z2) (0, X2)− h (Y2, Z2) |gradα|2 (0, X2)

− (β2 − 1)

β2
h (X2, Z2) (0, Y2) +

(β2 − 1)

β2
η (X2) η (Z2) (0, Y2)

+ h (X2, Z2) |gradα|2 (0, Y2)−
(
β2 − 1

)
η (Y2) η (Z2) |gradα|2 (0, X2)

− αβη (Y2) η (Z2) dα (gradβ) (0, X2) +
(
β2 − 1

)
η (X2) η (Z2) |gradα|2 (0, Y2)

+ αβη (X2) η (Z2) dα (gradβ) (0, Y2)−
α

β
η (X2)h (Y2, Z2) dα (gradβ) (0, ξ)

+
α

β
η (Y2)h (X2, Z2) dα (gradβ) (0, ξ) .
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Preuve du théorème 2.1.1.
soit X1, Y1, Z1 ∈ Γ (TM) et X2, Y2, Z2 ∈ Γ (TN). L’égalité

R̃ ((X1, 0) , (Y1, 0)) (Z1, 0) =
(
RM (X1, Y1)Z1, 0

)
est déduite directement de l’équation (2.1). Pour le terme R̃ ((X1, 0) , (0, Y2)) (0, Z2), nous
avons :

R̃ ((X1, 0) , (0, Y2)) (0, Z2) = ∇̃(X1,0)∇̃(0,Y2) (0, Z2)− ∇̃(0,Y2)∇̃(X1,0) (0, Z2) .

En utilisant l’équation (2.2), nous obtenons :

∇̃(0,Y2) (0, Z2) =
(
0,∇′Y2Z2

)
+

(β2 − 1)

β2
h (Y2, Z2) (0, ξ)

− αh (Y2, Z2) (gradα, 0)− α
(
β2 − 1

)
η (Y2) η (Z2) (gradα, 0)

− α2βη (Y2) η (Z2) (gradβ, 0)− (β2 − 1)

β2
η (Y2) η (Z2) (0, ξ) .

Il en résulte que :

∇̃(X1,0)∇̃(0,Y2) (0, Z2) = −η (Y2) η (Z2) ∇̃(X1,0)α
(
β2 − 1

)
(gradα, 0)

− η (Y2) η (Z2) ∇̃(X1,0)α
2β (gradβ, 0)− h (Y2, Z2) ∇̃(X1,0)α (gradα, 0)

+ ∇̃(X1,0)

(
0,∇′Y2Z2

)
+ h (Y2, Z2) ∇̃(X1,0)

(β2 − 1)

β2
(0, ξ)

− η (Y2) η (Z2) ∇̃(X1,0)
(β2 − 1)

β2
(0, ξ) .

alors :

∇̃(X1,0)∇̃(0,Y2) (0, Z2) = −h (Y2, Z2)X1 (α) (gradα, 0)−
(
β2 − 1

)
η (Y2) η (Z2)X1 (α) (gradα, 0)

− 2αβη (Y2) η (Z2)X1 (β) (gradα, 0)− α2η (Y2) η (Z2)X1 (β) (gradβ, 0)

− 2αβη (Y2) η (Z2)X1 (α) (gradβ, 0)− αh (Y2, Z2) (∇X1gradα, 0)

− α
(
β2 − 1

)
η (Y2) η (Z2) (∇X1gradα, 0)α2βη (Y2) η (Z2) (∇X1gradβ, 0)

− (β2 − 1)

αβ2
η (Y2) η (Z2)X1 (α) (0, ξ)− (β2 + 1)

β3
η (Y2) η (Z2)X1 (β) (0, ξ)

+
(β2 − 1)

αβ2
h (Y2, Z2)X1 (α) (0, ξ) +

(β2 + 1)

β3
h (Y2, Z2)X1 (β) (0, ξ)

+
1

α
X1 (α)

(
0,∇′Y2Z2

)
+

1

β
η
(
∇′Y2Z2

)
X1 (β) (0, ξ) .

Calculons maintenant le deuxième terme ∇̃(0,Y2)∇̃(X1,0) (0, Z2) ; nous avons

∇̃(X1,0) (0, Z2) =
1

α
X1 (α) (0, Z2) +

1

β
η (Z2)X1 (β) (0, ξ) ,
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ce qui nous donne :

∇̃(0,Y2)∇̃(X1,0) (0, Z2) =
1

α
X1 (α) ∇̃(0,Y2) (0, Z2) +

1

β
X1 (β) ∇̃(0,Y2)η (Z2) (0, ξ) .

Un calcul similaire nous amène à :
∇̃(0,Y2)∇̃(X1,0) (0, Z2) = −h (Y2, Z2)X1 (α) (gradα, 0)−

(
β2 − 1

)
η (Y2) η (Z2)X1 (α) (gradα, 0)

− αβη (Y2) η (Z2)X1 (β) (gradα, 0)− αβη (Y2) η (Z2)X1 (α) (gradβ, 0)

− α2η (Y2) η (Z2)X1 (β) (gradβ, 0) +
(β2 − 1)

αβ2
h (Y2, Z2)X1 (α) (0, ξ)

+
1

β
η (Z2)X1 (β) (0, Y2)−

1

β
η (Y2) η (Z2)X1 (β) (0, ξ)

+
1

β
X1 (β) η

(
∇′Y2Z2

)
(0, ξ) +

1

α
X1 (α)

(
0,∇′Y2Z2

)
− (β2 − 1)

αβ2
η (Y2) η (Z2)X1 (α) (0, ξ) +

1

β
h (Y2, Z2)X1 (β) (0, ξ)

− 1

β
η (Y2) η (Z2)X1 (β) (0, ξ) .

Finalement, nous déduisons que :

R̃ ((X1, 0) , (0, Y2)) (0, Z2)

= −αβη (Y2) η (Z2)X1 (β) (gradα, 0)− αβη (Y2) η (Z2)X1 (α) (gradβ, 0)

− α
(
β2 − 1

)
η (Y2) η (Z2) (∇X1gradα, 0)− α2βη (Y2) η (Z2) (∇X1gradβ, 0)

− αh (Y2, Z2) (∇X1gradα, 0)− 1

β3
η (Y2) η (Z2)X1 (β) (0, ξ)

+
1

β3
h (Y2, Z2)X1 (β) (0, ξ)− 1

β
η (Z2)X1 (β) (0, Y2)

+
1

β
η (Y2) η (Z2)X1 (β) (0, ξ) .

Pour le terme R̃ ((0, X2) , (Y1, 0)) (Z1, 0), nous avons :

R̃ ((0, X2) , (Y1, 0)) (Z1, 0) = ∇̃(0,X2)∇̃(Y1,0) (Z1, 0)− ∇̃(Y1,0)∇̃(0,X2) (Z1, 0) .

En utilisant les mêmes méthodes de calcul, nous obtenons :

∇̃(0,X2)∇̃(Y1,0) (Z1, 0) =
1

α
(∇Y1Z1) (α) (0, X2) +

1

β
η (X2) (∇Y1Z1) (β) (0, ξ)

et

∇̃(Y1,0)∇̃(0,X2) (Z1, 0) =
1

αβ
η (X2)Z1 (α)Y1 (β) (0, ξ) +

1

αβ
η (X2)Y1 (α)Z1 (β) (0, ξ)

+
1

β
η (X2) (∇Y1Z1) (β) (0, ξ) +

1

β
η (X2) g (Z1,∇Y1gradβ) (0, ξ)

+
1

α
(∇Y1Z1) (α) (0, X2) +

1

α
g (Z1,∇Y1gradα) (0, X2) .
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Alors, nous concluons que :

R̃ ((0, X2) , (Y1, 0)) (Z1, 0) = − 1

αβ
η (X2)Z1 (α)Y1 (β) (0, ξ)− 1

αβ
η (X2)Y1 (α)Z1 (β) (0, ξ)

− 1

β
η (X2) g (Z1,∇Y1gradβ) (0, ξ)− 1

α
g (Z1,∇Y1gradα) (0, X2) .

Pour compléter la preuve, nous calculons le terme R̃ ((0, X2) , (0, Y2)) (0, Z2).
Nous avons :

R̃ ((0, X2) , (0, Y2)) (0, Z2) = ∇̃(0,X2)∇̃(0,Y2) (0, Z2)− ∇̃(0,Y2)∇̃(0,X2) (0, Z2)

− ∇̃[(0,X2),(0,Y2)] (0, Z2) .

En utilisant les formules suivantes :

∇̃(0,X2) (0, Y2) =
(
0,∇′X2

Y2
)

+
(β2 − 1)

β2
{h (X2, Y2)− η (X2) η (Y2)} (0, ξ)

− αh (X2, Y2) (gradα, 0)− α
(
β2 − 1

)
η (X2) η (Y2) (gradα, 0)

− α2βη (X2) η (Y2) (gradβ, 0) ,

X2 (η (Y2)) = h (X2, Y2)− η (X2) η (Y2) + η
(
∇′X2

Y2
)
,

∇̃(0,X2) (0, ξ) = (0, X2)− η (X2) (0, ξ)− αβ2η (X2) (gradα, 0)− α2βη (X2) (gradβ, 0) ,

∇̃(0,X2) (gradα, 0) =
1

α
|gradα|2 (0, X2) +

1

β
dα (gradβ) η (X2) (0, ξ)

et
∇̃(0,X2) (gradβ, 0) =

1

α
dα (gradβ) (0, X2) +

1

β
|gradβ|2 η (X2) (0, ξ) ,

nous obtenons :

R̃ ((0, X2) , (0, Y2)) (0, Z2)

=
(
0, RN (X2, Y2)Z2

)
+
α2

β
h (Y2, Z2) η (X2) (gradβ, 0)

− α2

β
h (X2, Z2) η (Y2) (gradβ, 0) +

(β2 − 1)

β2
h (Y2, Z2) (0, X2)

− (β2 − 1)

β2
η (Y2) η (Z2) (0, X2)− h (Y2, Z2) |gradα|2 (0, X2)

− (β2 − 1)

β2
h (X2, Z2) (0, Y2) +

(β2 − 1)

β2
η (X2) η (Z2) (0, Y2)

+ h (X2, Z2) |gradα|2 (0, Y2)−
(
β2 − 1

)
η (Y2) η (Z2) |gradα|2 (0, X2)

− αβη (Y2) η (Z2) dα (gradβ) (0, X2) +
(
β2 − 1

)
η (X2) η (Z2) |gradα|2 (0, Y2)

+ αβη (X2) η (Z2) dα (gradβ) (0, Y2)−
α

β
η (X2)h (Y2, Z2) dα (gradβ) (0, ξ)

+
α

β
η (Y2)h (X2, Z2) dα (gradβ) (0, ξ) .
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Ceci achève la preuve du théorème 2.1.1.
Comme conséquences du théorème 2.1.1, nous obtenons les corollaires suivants :

Corollaire 2.1.2 Soit (N2n+1, ϕ, ξ, η, h) une variété de Kenmotsu et soit R̃icci le tenseur
de Ricci de la variété riemannienne produit bi-tordu D-homothétique, on a alors :

R̃ ((X1, 0) , (ei, 0)) (ei, 0) =
(
RicciM (X1) , 0

)
,

R̃ ((X1, 0) , (0, fj)) (0, fj) = −nα (∇X1gradα, 0) +
n

β3
X1 (β) (0, ξ) ,

R̃ ((X1, 0) , (0, ϕfj)) (0, ϕfj) = −nα (∇X1gradα, 0) +
n

β3
X1 (β) (0, ξ)

et
R̃ ((X1, 0) , (0, ξ)) (0, ξ) = −αβX1 (β) (gradα, 0)− αβX1 (α) (gradβ, 0)

− αβ2 (∇X1gradα, 0)− α2β (∇X1gradβ, 0) .

alors :

R̃icci (X1, 0) =
(
RicciM (X1) , 0

)
− 2n+ 1

α
(∇X1gradα, 0) +

2n

α2β3
X1 (β) (0, ξ)

− 1

αβ
X1 (β) (gradα, 0)− 1

αβ
X1 (α) (gradβ, 0)− 1

β
(∇X1gradβ, 0) .

Nous avons également :

R̃ ((0, X2) , (ei, 0)) (ei, 0) = − 1

α
(∆α) (0, X2)−

1

β
η (X2) (∆β) (0, ξ)

− 2

αβ
η (X2) dα (gradβ) (0, ξ) ,

R̃ ((0, X2) , (0, fj)) (0, fj) =
(
0, RN (X2, fj) fj

)
+
nα2

β
η (X2) (gradβ, 0)

+
n (β2 − 1)

β2
(0, X2)−

(β2 − 1)

β2
h (X2, fj) (0, fj)

+ |gradα|2 h (X2, fj) (0, fj)− n |gradα|2 (0, X2)

− nα

β
η (X2) dα (gradβ) (0, ξ) ,

R̃ ((0, X2) , (0, ϕfj)) (0, ϕfj) =
(
0, RN (X2, ϕfj)ϕfj

)
+
nα2

β
η (X2) (gradβ, 0)

+
n (β2 − 1)

β2
(0, X2)−

(β2 − 1)

β2
h (X2, ϕfj) (0, ϕfj)

+ |gradα|2 h (X2, ϕfj) (0, ϕfj)− n |gradα|2 (0, X2)

− nα

β
η (X2) dα (gradβ) (0, ξ)
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et
R̃ ((0, X2) , (0, ξ)) (0, ξ) =

(
0, RN (X2, ξ) ξ

)
− αβdα (gradβ) (0, X2)

− β2 |gradα|2 (0, X2) + β2η (X2) |gradα|2 (0, ξ)

+ αβη (X2) dα (gradβ) (0, ξ) ,

ce qui nous donne :

R̃icci (0, X2) =
1

α2

(
0, RicciN (X2)

)
− 1

α
(∆α) (0, X2)−

2n

α2
|gradα|2 (0, X2)

+
2n (β2 − 1)

α2β2
(0, X2)−

1

αβ
dα (gradβ) (0, X2)−

1

β
η (X2) (∆β) (0, ξ)

− 2n+ 1

αβ
η (X2) dα (gradβ) (0, ξ) +

2n

β
η (X2) (gradβ, 0) .

Corollaire 2.1.3 Soit (N2n+1, ϕ, ξ, η, h) une variété de Kenmotsu, on a alors :

R̃icci (X1, X2) =

(
RicciM (X1) ,

1

α2
RicciN (X2)

)
− 2n+ 1

α
(∇X1gradα, 0)− 1

β
(∇X1gradβ, 0)

+
2n

β
η (X2) (gradβ, 0)− 1

αβ
X1 (β) (gradα, 0)− 1

αβ
X1 (α) (gradβ, 0)

− 1

α
(∆α) (0, X2)−

2n

α2
|gradα|2 (0, X2) +

2n (β2 − 1)

α2β2
(0, X2)

− 1

αβ
dα (gradβ) (0, X2)−

2n+ 1

αβ
η (X2) dα (gradβ) (0, ξ)

+
2n

α2β3
X1 (β) (0, ξ)− 1

β
η (X2) (∆β) (0, ξ)

et

S̃ ((X1, X2) , (Y1, Y2)) = SM (X1, Y1) + SN (X2, Y2)−
2n (β2 − 1)

β2
η (X2) η (Y2)

− 2n+ 1

α
g (∇X1gradα, Y1)−

1

β
g (∇X1gradβ, Y1) +

2n

β
Y1 (β) η (X2)

+
2n

β
X1 (β) η (Y2)−

1

αβ
X1 (β)Y1 (α)− 1

αβ
X1 (α)Y1 (β)

− α
(
β2 − 1

)
(∆α) η (X2) η (Y2)− 2n

(
β2 − 1

)
|gradα|2 η (X2) η (Y2)

− 2 (n+ 1)αβdα (gradβ) η (X2) η (Y2) +
α

β
dα (gradβ) η (X2) η (Y2)

− α2β (∆β) η (X2) η (Y2)− α (∆α)h (X2, Y2)− 2n |gradα|2 h (X2, Y2)

− α

β
dα (gradβ)h (X2, Y2) +

2n (β2 − 1)

β2
h (X2, Y2) ,

où R̃icci désigne le tenseur de Ricci de la variété riemannienne produit bi-tordu D-homothétique
et S̃ désigne le tenseur de courbure de Ricci de la variété riemannienne produit bi-tordu D-
homothétique.
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2.2 Applications harmoniques et applications bi-harmoniques
sur le produit bi-tordu D-homothétique

2.2.1 Le cas de Φ :
(
M ×N, G̃

)
−→ (P p, k)

Théorème 2.2.1.1 Soit φ : (Mm, g) −→ (P p, k) une application de classe C∞. Le champ
de tension et le champ de bi-tension de l’application Φ :

(
M ×N, G̃

)
−→ (P p, k) définie par

Φ (x, y) = φ (x) sont donnés par :

τ (Φ) = τ (φ) +
2n+ 1

α
dφ (gradα) +

1

β
dφ (gradβ)

et
τ2 (Φ) = τ2 (φ)− 2n+ 1

α
∇gradατ (φ)− 1

β
∇gradβτ (φ)

− 2n+ 1

α

{
Trg∇2dφ (gradα) + TrgR

P (dφ (gradα) , dφ) dφ
}

− 1

β

{
Trg∇2dφ (gradβ) + TrgR

P (dφ (gradβ) , dφ) dφ
}

+
2n+ 1

α2
(∆α) dφ (gradα) +

4n2 − 1

α3
|gradα|2 dφ (gradα)

+
1

β2
(∆β) dφ (gradβ)− 1

β3
|gradβ|2 dφ (gradβ)

+
2n+ 1

α2β
dα (gradβ) dφ (gradα) +

2n+ 1

αβ2
dα (gradβ) dφ (gradβ)

− 4n2 − 1

α2
∇gradαdφ (gradα)− 2n+ 1

αβ
∇gradαdφ (gradβ)

− 2n+ 1

αβ
∇gradβdφ (gradα) +

1

β2
∇gradβdφ (gradβ) .

Preuve du théorème 2.2.1.1.
Par définition de Φ, nous obtenons dΦ (X, Y ) = dφ (X) pour tout X ∈ Γ (TM) et
Y ∈ Γ (TN). Le calcul du champ de tension est donné par :

τ (Φ) = TrG̃∇dΦ

= ∇(ei,0)dΦ (ei, 0)− dΦ
(
∇̃(ei,0) (ei, 0)

)
+

1

α2
∇(0,fj)dΦ (0, fj)−

1

α2
dΦ
(
∇̃(0,fj) (0, fj)

)
+

1

α2
∇(0,ϕfj)dΦ (0, ϕfj)−

1

α2
dΦ
(
∇̃(0,ϕfj) (0, ϕfj)

)
+

1

α2β2
∇(0,ξ)dΦ (0, ξ)− 1

α2β2
dΦ
(
∇̃(0,ξ) (0, ξ)

)
.
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En utilisant le lemme 2.1.1 et le fait que τ (φ) = ∇eidφ (ei) − dφ (∇eiei), nous déduisons
alors :

τ (Φ) = τ (φ) +
2n+ 1

α
dφ (gradα) +

1

β
dφ (gradβ) .

Calculons maintenant le champ de bi-tension, nous avons :

τ2 (Φ) = −TrG̃∇
2τ (Φ)− TrG̃R

P (τ (Φ) , dΦ) dΦ

= −TrG̃∇
2τ (φ)− TrG̃R

P (τ (φ) , dΦ) dΦ

− (2n+ 1)TrG̃∇
2 1

α
dφ (gradα)− 2n+ 1

α
TrG̃R

P (dφ (gradα) , dΦ) dΦ

− TrG̃∇
2 1

β
dφ (gradβ)− 1

β
TrG̃R

P (dφ (gradβ) , dΦ) dΦ.

Un calcul simple nous donne :

TrG̃∇
2τ (φ) = ∇(ei,0)∇(ei,0)τ (φ)−∇∇̃(ei,0)(ei,0)

τ (φ)

+
1

α2
∇(0,fj)∇(0,fj)τ (φ)− 1

α2
∇∇̃

(0,fj)
(0,fj)

τ (φ)

+
1

α2
∇(0,ϕfj)∇(0,ϕfj)τ (φ)− 1

α2
∇∇̃

(0,ϕfj)
(0,ϕfj)

τ (φ)

+
1

α2β2
∇(0,ξ)∇(0,ξ)τ (φ)− 1

α2β2
∇∇̃(0,ξ)(0,ξ)

τ (φ)

= ∇ei∇eiτ (φ)−∇∇eeiτ (φ)− 1

α2
∇∇̃

(0,fj)
(0,fj)

τ (φ)

− 1

α2
∇∇̃

(0,ϕfj)
(0,ϕfj)

τ (φ)− 1

α2β2
∇∇̃(0,ξ)(0,ξ)

τ (φ)

= Trg∇2τ (φ) +
2n+ 1

α
∇gradατ (φ) +

1

β
∇gradβτ (φ)

et
TrG̃R

P (τ (φ) , dΦ) dΦ = TrgR
P (τ (φ) , dφ) dφ.

De même, nous obtenons :

TrG̃∇
2 1

α
dφ (gradα) =

1

α
Trg∇2dφ (gradα)− 1

α2
(∆α) dφ (gradα)

− (2n− 1)

α3
|gradα|2 dφ (gradα) +

(2n− 1)

α2
∇gradαdφ (gradα)

+
1

αβ
∇gradβdφ (gradα)− 1

α2β
dα (gradβ) dφ (gradα) ,
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TrG̃∇
2 1

β
dφ (gradβ) =

1

β
Trg∇2dφ (gradβ)− 1

β2
(∆β) dφ (gradβ)

+
1

β3
|gradβ|2 dφ (gradβ)− 1

β2
∇gradβdφ (gradβ)

+
2n+ 1

αβ
∇gradαdφ (gradβ)− 2n+ 1

αβ2
dα (gradβ) dφ (gradβ) ,

T rG̃R
P (dφ (gradα) , dΦ) dΦ = TrgR

P (dφ (gradα) , dφ) dφ

et
TrG̃R

P (dφ (gradβ) , dΦ) dΦ = TrgR
P (dφ (gradβ) , dφ) dφ.

Finalement, nous avons :

τ2 (Φ) = τ2 (φ)− 2n+ 1

α
∇gradατ (φ)− 1

β
∇gradβτ (φ)

− 2n+ 1

α

{
Trg∇2dφ (gradα) + TrgR

P (dφ (gradα) , dφ) dφ
}

− 1

β

{
Trg∇2dφ (gradβ) + TrgR

P (dφ (gradβ) , dφ) dφ
}

+
2n+ 1

α2
(∆α) dφ (gradα) +

4n2 − 1

α3
|gradα|2 dφ (gradα)

+
1

β2
(∆β) dφ (gradβ)− 1

β3
|gradβ|2 dφ (gradβ)

+
2n+ 1

α2β
dα (gradβ) dφ (gradα) +

2n+ 1

αβ2
dα (gradβ) dφ (gradβ)

− 4n2 − 1

α2
∇gradαdφ (gradα)− 2n+ 1

αβ
∇gradαdφ (gradβ)

− 2n+ 1

αβ
∇gradβdφ (gradα) +

1

β2
∇gradβdφ (gradβ) .

Ceci achève la preuve du théorème 2.2.1.1.

Corollaire 2.2.1.1 La première projection P1 :
(
M ×N, G̃

)
−→ (M, g) est biharmonique

si et seulement si :

2n+ 1

α
grad∆α +

1

β
grad∆β − 2n+ 1

α2
(∆α) gradα− 1

β2
(∆β) gradβ

− 4n2 − 1

α3
|gradα|2 gradα +

1

β3
|gradβ|2 gradβ +

4n2 − 1

2α2
grad

(
|gradα|2

)
− 1

2β2
grad

(
|gradβ|2

)
− 2n+ 1

αβ

(
1

α
dα (gradβ) gradα +

1

β
dα (gradβ) gradβ

)
+

2n+ 1

αβ
(∇gradαgradβ +∇gradβgradα) +

2 (2n+ 1)

α
RicciM (gradα)

+
2

β
RicciM (gradβ) = 0.
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Exemple 2.2.1.1 Considérons la première projection P1 :
(
R×N, G̃

)
−→ (R, dt2) definie

par P1 (t, x) = t. En appliquant le corollaire 2.2.1.1, l’application P1 est biharmonique si et
seulement si les fonctions α et β satisfont l’équation différentielle suivante :

2n+ 1

α
α′′′ +

2 (2n+ 1) (n− 1)

α2
α′α′′ − 4n2 − 1

α3
(α′)

3
+

1

β
β′′′ − 2

β2
β′β′′ +

1

β3
(β′)

3

− 2n+ 1

α2β
(α′)

2
β′ − 2n+ 1

αβ2
α′ (β′)

2
+

2n+ 1

αβ
α′β′′ +

2n+ 1

αβ
α′′β′ = 0.

Cherchons des solutions particulières de type α (t) = ta et β (t) = tb (a, b ∈ R∗), alors P1 est
biharmonique si et seulement si a et b sont des solutions de l’équation algébrique suivante :

(2n+ 1)2 a2 + 2 (2n+ 1) (b− 1) a+ b2 − 2b = 0,

ceci est équivalent à : (
a+

b

2n+ 1

)(
a+

b− 2

2n+ 1

)
= 0.

Pour cette équation, nous pouvons distinguer les cas suivants :
1. Pour a = −b

2n+1
, P1 est harmonique et donc biharmonique.

2. Pour a = 2−b
2n+1

, nous obtenons α (t) = t
2−b
2n+1 et β (t) = tb pour tout b ∈ R∗. Dans ce

cas, la première projection P1 est biharmonique non-harmonique

Exemple 2.2.1.2 Considérons la première projection P1 :
(
Rm\ {0} ×N2n+1, G̃

)
−→ Rm\ {0}

(m > 2) et supposons que les fonctions α et β sont radiales (α = α (r) , β = β (r) , r = |x|
pour tout x ∈ Rm\ {0}). D’aprés le corollaire 2.1.1, P1 est biharmonique si et seulement si
les fonctions α et β satisfont l’équation différentielle suivante :

2n+ 1

α
α′′′ +

2 (n− 1) (2n+ 1)

α2
α′α′′ +

(m− 1) (2n+ 1)

rα
α′′ − (m− 1) (2n+ 1)

r2α
α′

− (m− 1) (2n+ 1)

rα2
(α′)

2 − 4n2 − 1

α3
(α′)

3
+

1

β
β′′′ − 2

β2
β′β′′ +

m− 1

rβ
β′′

− m− 1

r2β
β′ − m− 1

rβ2
(β′)

2
+

1

β3
(β′)

3
+

2n+ 1

αβ
α′β′′ +

2n+ 1

αβ
α′′β′

− 2n+ 1

α2β
(α′)

2
β′ − 2n+ 1

αβ2
α′ (β′)

2
= 0.

Pour résoudre cette équation, nous présenterons deux cas :
– Premier cas : Cherchons des solutions particulières de la forme forme α (r) = a

r
et

β (r) = b
r
(a, b ∈ R∗) ; alors, P1 est biharmonique non-harmonique si et seulement si :

m = n+ 3.

Dans ce cas, on déduit que P1 est biharmonique non-harmonique si et seulement si
m = n+ 3 pour toutes les fonctions de type α (r) = a

r
et β (r) = b

r
(a, b ∈ R∗).
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– Deuxième cas : Une autre méthode pour résoudre cette équation est de chercher des
solutions de la forme α (r) = ra et β (r) = rb (a, b ∈ R∗) ; alors, P1 est biharmonique
non-harmonique si et seulement si a et b sont des solutions de l’équation algébrique
suivante :

(2n+ 1)2 a2 + 2 (2n+ 1) (b+m− 2) a+
(
b2 + 2 (m− 2) b

)
= 0.

Pour cette équation, les solutions sont données par :
1. a = −b

2n+1
, alors P1 est harmonique d’où biharmonique.

2. a = − b+2m−4
2n+1

(m > 3), donc α (r) = r−
b+2m−4
2n+1 et β (r) = rb pour tout b ∈ R∗.

Dans ce cas, la première projection P1 est biharmonique non-harmonique.

Remarque 2.2.1.1 En utilisant le corollaire 2.1.1, nous donnons quelques cas particuliers :
1. Si β = ±α, on trouve la métrique produit tordu D-homothetique, et la première pro-

jection est biharmonique si et seulement si :

α2grad∆α− α (∆α) gradα− 2n |gradα|2 gradα
+ nαgrad

(
|gradα|2

)
+ 2α2RicciM (gradα) = 0.

2. Si β = ±1, on trouve la métrique produit tordu et dans ce cas la première projection
est biharmonique si et seulement si :

α2grad∆α− α (∆α) gradα− (2n− 1) |gradα|2 gradα

+
(2n− 1)

2
αgrad

(
|gradα|2

)
+ 2α2RicciM (gradα) = 0.

3. Si α est une fonction constante, alors la première projection est biharmonique si et
seulement si :

β2grad∆β − β (∆β) gradβ + |gradβ|2 gradβ

− 1

2
βgrad

(
|gradβ|2

)
+ 2β2RicciM (gradβ) = 0.

2.2.2 Le cas de Ψ :
(
M ×N, G̃

)
−→ (P p, k)

Proposition 2.2.2.1 Soit Ψ :
(
M ×N, G̃

)
−→ (P p, k) une application définie par

Ψ (x, y) = ψ (y) où ψ : (N2n+1, h) −→ (P p, k) est une application affine. Le champ de tension
de l’application Ψ :

(
M ×N, G̃

)
−→ (P p, k) est donné par :

τ (Ψ) =
1

α2
τ (ψ)− β2 − 1

α2β2
(divξ) dψ (ξ) +

1− β2

α2β2
∇ξdψ (ξ) .
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Preuve de la proposition 2.2.2.1.
Par définition, nous avons :

τ (Ψ) = TrG̃∇dΨ

= ∇(ei,0)dΨ (ei, 0)− dΨ
(
∇̃(ei,0) (ei, 0)

)
+

1

α2
∇(0,fj)dΨ (0, fj)−

1

α2
dΨ
(
∇̃(0,fj) (0, fj)

)
+

1

α2
∇(0,ϕfj)dΨ (0, ϕfj)−

1

α2
dΨ
(
∇̃(0,ϕfj) (0, ϕfj)

)
+

1

α2β2
∇(0,ξ)dΨ (0, ξ)− 1

α2β2
dΨ
(
∇̃(0,ξ) (0, ξ)

)
.

En appliquant le lemme 2.1.1 nous trouvons :

τ (Ψ) =
1

α2
∇fjdψ (fj)−

1

α2
dψ
(
∇′fjfj

)
+
β2 − 1

α2β2
η
(
∇′fjfj

)
dψ (ξ)

+
1

α2
∇ϕfjdψ (ϕfj)−

1

α2
dψ
(
∇′ϕfjϕfj

)
+
β2 − 1

α2β2
η
(
∇′ϕfjϕfj

)
dψ (ξ)

+
1

α2β2
∇ξdψ (ξ)− 1

α2
dψ
(
∇′ξξ

)
=

1

α2
∇fjdψ (fj)−

1

α2
dψ
(
∇′fjfj

)
+

1

α2
∇ϕfjdψ (ϕfj)−

1

α2
dψ
(
∇′ϕfjϕfj

)
+

1

α2
∇ξdψ (ξ)− 1

α2
dψ
(
∇′ξξ

)
+
β2 − 1

α2β2
η
(
∇′fjfj

)
dψ (ξ)

+
β2 − 1

α2β2
η
(
∇′ϕfjϕfj

)
dψ (ξ) +

1− β2

α2β2
∇ξdψ (ξ)

Finalement, en utilisant la définition de divξ et le fait que :

τ (ψ) = ∇fjdψ (fj)− dψ
(
∇′fjfj

)
+∇ϕfjdψ (ϕfj)

− dψ
(
∇′ϕfjϕfj

)
+∇ξdψ (ξ)− dψ

(
∇′ξξ

)
,

nous concluons que :

τ (Ψ) =
1

α2
τ (ψ)− β2 − 1

α2β2
(divξ) dψ (ξ) +

1− β2

α2β2
∇ξdψ (ξ) .

Ceci achève la preuve de la proposition 2.2.2.1.

Corollaire 2.2.2.1 L’application Ψ est harmonique si et seulement si :

β2τ (ψ)−
(
β2 − 1

)
{(divξ) dψ (ξ) +∇ξdψ (ξ)} = 0.

De plus, si ψ est harmonique, alors Ψ est harmonique si et seulement si :

∇ξdψ (ξ) + (divξ) dψ (ξ) = 0.
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En particulier, si ψ est l’application identité, nous déduisons le corollaire suivant :

Corollaire 2.2.2.2 Le champ de tension de la deuxième projection est donné par :

τ (P2) =
1− β2

α2β2
{(divξ) ξ +∇ξξ} ,

donc P2 est harmonique si et seulement si :

∇′ξξ + (divξ) ξ = 0.

Dans le cas où (N2n+1, ϕ, ξ, η, h) est une variété Kenmotsu, le champ de tension de la
deuxième projection devient :

τ (P2) = −2n (β2 − 1)

α2β2
ξ.

Notons que si β 6= ±1, alors la deuxième projection n’est jamais harmonique.

Le résultat suivant nous donne la condition de biharmonicité de la deuxième projection dans
le cas où (N2n+1, ϕ, ξ, η, h) est une variété de Kenmotsu.

Théorème 2.2.2.1 Soit (N2n+1, ϕ, ξ, η, h) une variété de Kenmotsu, la deuxième projection
P2 :

(
M ×N, G̃

)
−→ (N, h) est biharmonique si et seulement si les fonctions α et β sont

des solutions l’équation suivante :

2 (β2 − 1)

α3β2
(∆α)− 2

α2β3
(∆β) +

4 (n− 1) (β2 − 1)

α4β2
|gradα|2 +

4

α2β4
|gradβ|2

− 4 (n− 1)− 2β2

α3β3
dα (gradβ) +

4n (β2 − 1)

α4β2
= 0.

Preuve du théorème 2.2.2.1.
D’aprés le corollaire 2.2.2.2, nous obtenons :

τ (P2) = −2n (β2 − 1)

α2β2
ξ.

Afin de simplifier nos calculs, notons f = β2−1
α2β2 . La deuxième projection est alors biharmo-

nique si et seulement si :
TrG̃∇

2fξ + fTrG̃R
N (ξ, ·) · = 0.

Le calul du premier terme TrG̃∇2fξ nous donne :

TrG̃∇
2fξ = ∇(ei,0)∇(ei,0)fξ −∇∇̃(ei,0)(ei,0)

fξ

+
1

α2
∇(0,fj)∇(0,fj)fξ −

1

α2
∇∇̃

(0,fj)
(0,fj)

fξ

+
1

α2
∇(0,ϕfj)∇(0,ϕfj)fξ −

1

α2
∇∇̃

(0,ϕfj)
(0,ϕfj)

fξ

+
1

α2β2
∇(0,ξ)∇(0,ξ)fξ −

1

α2β2
∇∇̃(0,ξ)(0,ξ)

fξ.
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En utilisant les équations du lemme 2.1.1 et le fait que ∇′ξξ = 0, nous obtenons :

TrG̃∇
2fξ = ei (ei (f)) ξ − (∇eiei) (f) ξ +

f

α2
∇′fj∇

′
fj
ξ

− f

α2
∇′∇′fj fjξ +

2n+ 1

α
dα (gradf) ξ +

1

β
dβ (gradf) ξ

+
f

α2
∇′ϕfj∇

′
ϕfj
ξ − f

α2
∇′∇′ϕfjϕfjξ.

Comme (N2n+1, ϕ, ξ, η, h) est une variété de Kenmotsu, un simple calcul nous donne :

∇′fj∇
′
fj
ξ −∇′∇′fj fjξ = ∇′fjfj −∇

′
fj
fj + η

(
∇′fjfj

)
ξ = −nξ

et
∇′ϕfj∇

′
ϕfj
ξ −∇′∇′ϕfjϕfjξ = −nξ.

Par conséquent :

TrG̃∇
2fξ =

(
∆f − 2nf

α2
+

2n+ 1

α
dα (gradf) +

1

β
dβ (gradf)

)
ξ.

Maintenant, pour le terme fTrGα,βRN (ξ, ·) ·, il est clair que :

fTrGα,βR
N (ξ, ·) · = f

α2
RicciN (ξ) .

Nous déduisons alors que P2 est biharmonique si et seulement si :(
∆f − 2nf

α2
+

2n+ 1

α
dα (gradf) +

1

β
dβ (gradf)

)
ξ +

f

α2
RicciN (ξ) = 0.

Un simple calcul nous donne :

∆f = −2 (β2 − 1)

α3β2
(∆α) +

6 (β2 − 1)

α4β2
|gradα|2 +

2

α2β3
(∆β)

− 6

α2β4
|gradβ|2 − 8

α3β3
dα (gradβ) ,

dα (gradf) = −2 (β2 − 1)

α3β2
|gradα|2 +

2

α2β3
dα (gradβ)

et
dβ (gradf) = −2 (β2 − 1)

α3β2
dα (gradβ) +

2

α2β3
|gradβ|2 .

Nous déduisons que la deuxième projection P2 est biharmonique si et seulement si :(
−2 (β2 − 1)

α3β2
(∆α)− 4 (n− 1) (β2 − 1)

α4β2
|gradα|2 +

2

α2β3
(∆β)− 4

α2β4
|gradβ|2

)
ξ

+

(
4 (n− 1)− 2β2

α3β3
dα (gradβ)− 2n (β2 − 1)

α4β2

)
ξ +

β2 − 1

α4β2
RicciN (ξ) = 0.
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Finalement, en utilisant le fait que RicciN (ξ) = −2nξ, la dernière formule devient :

2 (β2 − 1)

α3β2
(∆α)− 2

α2β3
(∆β) +

4 (n− 1) (β2 − 1)

α4β2
|gradα|2 +

4

α2β4
|gradβ|2

− 4 (n− 1)− 2β2

α3β3
dα (gradβ) +

4n (β2 − 1)

α4β2
= 0.

Ceci achève la preuve du théorème 2.2.2.1.

Remarque 2.2.2.1 Notons qu’en appliquant le théorème 2.2.2.1, nous pouvons extraire les
cas particuliers suivants :

1. Si β = ±α, nous obtenons une métrique produit tordu D-homothetique, et dans ce cas,
la deuxième projection est biharmonique si et seulement si :

α
(
α2 − 2

)
(∆α) +

(
(2n− 1)α2 − 4n+ 6

)
|gradα|2 + 2n

(
α2 − 1

)
= 0.

2. Si β = ±1, la deuxième projection est harmonique donc biharmonique.
3. Si α = 1, alors la deuxième projection est biharmonique si et seulement si :

β (∆β)− 2 |gradβ|2 − 2nβ2
(
β2 − 1

)
= 0.

2.2.3 Biharmonicité de l’inclusion

Théorème 2.2.3.1 Soit (N2n+1, ϕ, ξ, η, h) une variété de Kenmotsu, l’inclusion ix0 : N −→(
M ×N, G̃

)
définie par ix0 (y) = (x0, y) est biharmonique si et seulement si les conditions

suivantes sont vérifiées :((
β2 + 2n

)2 |gradα|2 + 2α2β2 |gradβ|2 + 3αβ
(
β2 + 2n

)
dα (gradβ)

)
gradα

+ α
(
α2β |gradβ|2 + α

(
3β2 + 2n

)
dα (gradβ) + 2β

(
β2 + 2n

)
|gradα|2

)
gradβ

− 4n2 (β2 − 1) (β2 + 1)

β2
gradα− 4n2α (β2 − 1)

2

β3
gradβ

+
α (β2 + 2n)

2

2
grad

(
|gradα|2

)
+
α3β2

2
grad

(
|gradβ|2

)
+ α2β

(
β2 + 2n

)
(∇gradαgradβ +∇gradβgradα) = 0.

et (
β2 − 1

) (
β2 + 2n

)
|gradα|2 + α2β2 |gradβ|2

+ αβ
(
2β2 + n− 1

)
dα (gradβ) + 2n

(
β2 − 1

)
= 0.

Preuve du théorème 2.2.3.1.
Le champ de tension de ix0 est donné par :

τ (ix0) = Trh∇̃dix0
= ∇̃(0,fj) (0, fj)−∇(0,fj) (0, fj) + ∇̃(0,ϕfj) (0, ϕfj)

−∇(0,ϕfj) (0, ϕfj) + ∇̃(0,ξ) (0, ξ)−∇(0,ξ) (0, ξ)
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Par le corollaire 2.1.1, nous obtenons :

τ (ix0) = −α
(
2n+ β2

)
(gradα, 0)− α2β (gradβ, 0) +

2n (β2 − 1)

β2
(0, ξ) .

Alors ix0 biharmonique si et seulement si :

α
(
2n+ β2

)(
Trh

(
∇̃
)2

(gradα, 0) + TrhR̃ ((gradα, 0) , dix0) dix0

)
+ α2β

(
Trh

(
∇̃
)2

(gradβ, 0) + TrhR̃ ((gradβ, 0) , dix0) dix0

)
− 2n (β2 − 1)

β2

(
Trh

(
∇̃
)2

(0, ξ) + TrhR̃ ((0, ξ) , dix0) dix0

)
= 0.

(2.5)

En utilisant le corollaire 2.1.1, nous obtenons :

Trh

(
∇̃
)2

(gradα, 0) = −
(
2n+ β2

)
|gradα|2 (gradα, 0)− αβ |gradα|2 (gradβ, 0)

− αβdα (gradβ) (gradα, 0)− α2dα (gradβ) (gradβ, 0)

+
2n (β2 − 1)

αβ2
|gradα|2 (0, ξ) +

2n

β
dα (gradβ) (0, ξ) ,

T rh

(
∇̃
)2

(gradβ, 0) = −
(
2n+ β2

)
dα (gradβ) (gradα, 0)− αβ |gradβ|2 (gradα, 0)

− α2 |gradβ|2 (gradβ, 0)− αβdα (gradβ) (gradβ, 0)

+
2n (β2 − 1)

αβ2
dα (gradβ) (0, ξ) +

2n

β
|gradβ|2 (0, ξ)

et
Trh

(
∇̃
)2

(0, ξ) = −2nα
(
β2 + 1

)
(gradα, 0)− 2nα2β (gradβ, 0)

− β2 |gradα|2 (0, ξ)− α2 |gradβ|2 (0, ξ)

− 2αβdα (gradβ) (0, ξ)− 2n

β2
(0, ξ)

Par définition, nous avons :

TrhR̃ ((gradα, 0) , dix0) dix0 = R̃ ((gradα, 0) , (0, fj)) (0, fj)

+ R̃ ((gradα, 0) , (0, ϕfj)) (0, ϕfj)

+ R̃ ((gradα, 0) , (0, ξ)) (0, ξ) .

Par le corollaire 2.1.1, un long calcul nous donne :

R̃ ((gradα, 0) , (0, fj)) (0, fj) = −nα (∇gradαgradα, 0) +
n

β3
dα (gradβ) (0, ξ) ,
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R̃ ((gradα, 0) , (0, ϕfj)) (0, ϕfj) = −nα (∇gradαgradα, 0) +
n

β3
dα (gradβ) (0, ξ)

et

R̃ ((gradα, 0) , (0, ξ)) (0, ξ) = −αβdα (gradβ) (gradα, 0)− αβ |gradα|2 (gradβ, 0)

− αβ2 (∇gradαgradα, 0)− α2β (∇gradαgradβ, 0) .

Alors

TrhR̃ ((gradα, 0) , dix0)dix0 = −αβdα (gradβ) (gradα, 0)− αβ |gradα|2 (gradβ, 0)

− α
(
2n+ β2

)
(∇gradαgradα, 0)− α2β (∇gradαgradβ, 0)

+
2n

β3
dα (gradβ) (0, ξ) .

D’une manière analogue, nous obtenons :

TrhR̃ ((gradβ, 0) , dix0)dix0 = −αβ |gradβ|2 (gradα, 0)− αβdα (gradβ) (gradβ, 0)

− α
(
2n+ β2

)
(∇gradβgradα, 0)− α2β (∇gradβgradβ, 0)

+
2n

β3
|gradβ|2 (0, ξ)

et

TrhR̃ ((0, ξ) , dix0) dix0 = TrhR̃ ((0, ξ) , ·) · = 2nα2

β
(gradβ, 0)− 2n |gradα|2 (0, ξ)

− 2nα

β
dα (gradβ) (0, ξ)− 2n

β2
(0, ξ) .

Il en résulte que :

Trh

(
∇̃
)2

(gradα, 0) + TrhR̃ ((gradα, 0) , dix0) dix0

= −
(
2n+ β2

)
|gradα|2 (gradα, 0)− 2αβdα (gradβ) (gradα, 0)

− 2αβ |gradα|2 (gradβ, 0)− α2dα (gradβ) (gradβ, 0)

− α
(
2n+ β2

)
(∇gradαgradα, 0)− α2β (∇gradαgradβ, 0)

+
2n (β2 − 1)

αβ2
|gradα|2 (0, ξ) +

2n (β2 + 1)

β3
dα (gradβ) (0, ξ) ,

(2.6)

Trh

(
∇̃
)2

(gradβ, 0) + TrhR̃ ((gradβ, 0) , dix0) dix0

= −
(
2n+ β2

)
dα (gradβ) (gradα, 0)− 2αβ |gradβ|2 (gradα, 0)

− α2 |gradβ|2 (gradβ, 0)− 2αβdα (gradβ) (gradβ, 0)

− α
(
2n+ β2

)
(∇gradβgradα, 0)− α2β (∇gradβgradβ, 0)

+
2n (β2 − 1)

αβ2
dα (gradβ) (0, ξ) +

2n (β2 + 1)

β3
|gradβ|2 (0, ξ)

(2.7)
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et
Trh

(
∇̃
)2

(0, ξ) + TrhR̃ ((0, ξ) , dix0) dix0

= −2nα
(
β2 + 1

)
(gradα, 0)−

(
β2 + 2n

)
|gradα|2 (0, ξ)

− α2 |gradβ|2 (0, ξ)− 2nα2 (β2 − 1)

β
(gradβ, 0)

− 2α (β2 + n)

β
dα (gradβ) (0, ξ)− 4n

β2
(0, ξ) .

(2.8)

En remplaçant (2.6), (2.7) et (2.8) dans (2.5), nous déduisons que l’inclusion
ix0 : N −→

(
M ×N, G̃

)
est biharmonique si et seulement si :((

β2 + 2n
)2 |gradα|2 + 2α2β2 |gradβ|2 + 3αβ

(
β2 + 2n

)
dα (gradβ)

)
gradα

+ α
(
α2β |gradβ|2 + α

(
3β2 + 2n

)
dα (gradβ) + 2β

(
β2 + 2n

)
|gradα|2

)
gradβ

− 4n2 (β2 − 1) (β2 + 1)

β2
gradα− 4n2α (β2 − 1)

2

β3
gradβ

+
α (β2 + 2n)

2

2
grad

(
|gradα|2

)
+
α3β2

2
grad

(
|gradβ|2

)
+ α2β

(
β2 + 2n

)
(∇gradαgradβ +∇gradβgradα) = 0

et (
β2 − 1

) (
β2 + 2n

)
|gradα|2 + α2β2 |gradβ|2

+ αβ
(
2β2 + n− 1

)
dα (gradβ) + 2n

(
β2 − 1

)
= 0.

Ceci achève la preuve du théorème 2.2.3.1.

2.2.4 Harmonicité de l’application identité Id :
(
M ×N, G̃

)
−→

(M ×N,G)

Proposition 2.2.4.1 L’application identité Id :
(
M ×N, G̃

)
−→ (M ×N,G) est harmo-

nique si et seulement si : 
(2n+ 1) βgradα + αgradβ = 0

et
∇′ξξ + (divξ) ξ = 0.
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Preuve de la proposition 2.2.4.1.
Par définition, nous avons :

τ (Id) = ∇(ei,0) (ei, 0)− ∇̃(ei,0) (ei, 0)

+
1

α2
∇(0,fj) (0, fj)−

1

α2
∇̃(0,fj) (0, fj)

+
1

α2
∇(0,ϕfj) (0, ϕfj)−

1

α2
∇̃(0,ϕfj) (0, ϕfj)

+
1

α2β2
∇(0,ξ) (0, ξ)− 1

α2β2
∇̃(0,ξ) (0, ξ) .

En utilisant le lemme 2.1.1, nous déduisons que :

τ (Id) =
2n+ 1

α
(gradα, 0) +

1

β
(gradβ, 0) +

1− β2

α2β2

(
0,∇′ξξ

)
− β2 − 1

α2β2
(divξ) (0, ξ) .

Il s’ensuit que l’application identité Id :
(
M ×N, G̃

)
−→ (M ×N,G) est harmonique si et

seulement si : 
(2n+ 1) βgradα + αgradβ = 0

et
∇′ξξ + (divξ) ξ = 0.

Ceci achève la preuve de la proposition 2.2.4.1.

Remarque 2.2.4.1 En particulier, Si (N2n+1, ϕ, ξ, η, h) est une variété de Kenmotsu, le
champ de tension de l’application identité Id est donné par :

τ (Id) =
2n+ 1

α
(gradα, 0) +

1

β
(gradβ, 0)− 2n (β2 − 1)

α2β2
(0, ξ) .

Nous distinguons deux cas :

1. Si β = ±1, alors l’application identité Id :
(
M ×N, G̃

)
−→ (M ×N,G) est harmo-

nique si et seulement si α est une fonction constante.

2. Si β 6= ±1, alors l’application identité Id :
(
M ×N, G̃

)
−→ (M ×N,G) n’est jamais

harmonique.
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Chapitre 3

Applications harmoniques et la
déformation D-conforme généralisée

Les structures métriques presque de contact admettent plusieurs types de défor-
mations. Dans ce contexte, en 1968 S.Tanno [38] a introduit une notion connue par la dé-
formation D-homothétique (2n-homothétique) sur les variétés métriques de contact donnée
par la définition suivante :
Définition. Soit (M2m+1, ϕ, ξ, η, g) une variété métrique de contact et a une constante stric-
tement positive, et soit la déformation donnée par :

ϕ = ϕ, η = aη, ξ =
1

a
ξ, g = ag + a (a− 1) η ⊗ η,

alors
(
M2m+1, ϕ, ξ, η, g

)
est aussi une variété métrique de contact.

Cette derrnière notion a été généralisée en 1974 par S. Suguri et S. Nakayama [37] en rem-
plaçant a par une fonction α qui est une fonction positive sur M. Cette notion est dite une
déformation D-conforme.
Ensuite, en 2011 P. Alegre et A. Carriazo [2] ont trouvé un moyen d’introduire une notion
plus générale connue par la déformation D-conforme généralisée ; cette notion a été obtenue
en introduisant deux fonctions α et β.
Récemment en 2019, et afin de simplifer les calculs fastidieux, N. Özdemir, S. Aktay et M.
Solgun [33] ont obtenu des nouvelles dérivées covariantes des structures métriques presque
de contact déformées où ils ont séparé trois cas particuliers différents.
Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux déformations D-conforme généralisées des struc-
tures métriques presque de contact.
Dans la première partie de ce chapitre, nous donnons la relation entre ∇XY et ∇XY les
connexions de Levi-Civita sur (M2m+1, ϕ, ξ, η, g) et

(
M2m+1, ϕ, ξ, η, g

)
respectivement.

La deuxième partie de ce chapitre est dédiée à l’étude de l’harmonicité de l’application iden-
titité IdM : (M2m+1, ϕ, ξ, η, g)→

(
M2m+1, ϕ, ξ, η, g

)
.

Après avoir déformé la métrique d’arrivée g en g = βg + (α2 − β) η ⊗ η, nous donnons les
expressions des champs de tension de l’application identité dans le cas d’une variété métrique
presque de contact comme dans le cas d’une variété de Kenmotsu.
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Dans la dernière partie de ce chapitre, en déformant la métrique de départ par une dé-
formation D-conforme généralisée, nous donnons les expressions des champs de tension de
l’application identité quand la variété (M2m+1, ϕ, ξ, η, g) est une variété métrique presque de
contact ou lorsqu’elle est une variété de Kenmotsu.

3.1 Déformation D-conforme généralisée
Étant donné une variété métrique presque de contact (M2m+1, ϕ, ξ, η, g), considérons la

déformation D-conforme généralisée donnée par :

ϕ = ϕ, η = αη, ξ =
1

α
ξ, g = βg +

(
α2 − β

)
η ⊗ η,

où α et β sont des fonctions strictement positives surM2m+1 ; on peut facilement vérifier que(
M2m+1, ϕ, ξ, η, g

)
est aussi une variété métrique presque de contact.

Proposition 3.1.1 Soit (M2m+1, ϕ, ξ, η, g) une variété métrique presque de contact et soit(
M2m+1, ϕ, ξ, η, g

)
une déformation D-conforme généralisée de (M2m+1, ϕ, ξ, η, g). On a alors :

g
(
∇XY, Z

)
= βg (∇XY, Z) +

(
α2 − β

)
η (Z) η (∇XY ) + αη (Y ) η (Z)X (α)

+ αη (X) η (Z)Y (α)− αη (X) η (Y )Z (α)− 1

2
η (Y ) η (Z)X (β)

+
1

2

(
α2 − β

)
η (X) g (∇Y ξ, Z)− 1

2

(
α2 − β

)
η (X) g (∇Zξ, Y )

+
1

2

(
α2 − β

)
η (Y ) g (∇Xξ, Z)− 1

2

(
α2 − β

)
η (Y ) g (∇Zξ,X)

+
1

2

(
α2 − β

)
η (Z) g (∇Xξ, Y ) +

1

2

(
α2 − β

)
η (Z) g (∇Y ξ,X)

− 1

2
η (X) η (Z)Y (β) +

1

2
η (X) η (Y )Z (β) +

1

2
g (Y, Z)X (β)

+
1

2
g (X,Z)Y (β)− 1

2
g (X, Y )Z (β) .

Preuve de la proposition 3.1.1.
En utilisant la formule de Koszul, nous avons :

2g
(
∇XY, Z

)
= X (g (Y, Z)) + Y (g (X,Z))− Z (g (X, Y ))

+ g ([X, Y ] , Z) + g ([Z,X] , Y )− g (X, [Y, Z]) ,

pour tout X, Y, Z ∈ Γ (TM). Comme g = βg + (α2 − β) η ⊗ η, nous obtenons :

2g
(
∇XY, Z

)
= X

(
βg (Y, Z) +

(
α2 − β

)
η (Y ) η (Z)

)
+ Y

(
βg (X,Z) +

(
α2 − β

)
η (X) η (Z)

)
− Z

(
βg (X, Y ) +

(
α2 − β

)
η (X) η (Y )

)
+ βg ([X, Y ] , Z)

+
(
α2 − β

)
η ([X, Y ]) η (Z) + βg ([Z,X] , Y )

+
(
α2 − β

)
η ([Z,X]) η (Y )− βg (X, [Y, Z])

−
(
α2 − β

)
η (X) η ([Y, Z]) .
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Pour le terme X (βg (Y, Z) + (α2 − β) η (Y ) η (Z)), un long calcul nous donne :

X
(
βg (Y, Z) +

(
α2 − β

)
η (Y ) η (Z)

)
= X (βg (Y, Z)) +X

((
α2 − β

)
η (Y ) η (Z)

)
= βg (∇XY, Z) + βg (Y,∇XZ) + g (Y, Z)X (β)

+
(
α2 − β

)
η (Z) g (∇Xξ, Y ) +

(
α2 − β

)
η (Z) η (∇XY )

+
(
α2 − β

)
η (Y ) g (∇Xξ, Z) +

(
α2 − β

)
η (Y ) η (∇XZ)

+ 2αη (Y ) η (Z)X (α)− η (Y ) η (Z)X (β) .

Par un calcul similaire, nous obtenons :

Y
(
βg (X,Z) +

(
α2 − β

)
η (X) η (Z)

)
= βg (∇YX,Z) + βg (X,∇YZ) + g (X,Z)Y (β)

+
(
α2 − β

)
η (Z) g (∇Y ξ,X) +

(
α2 − β

)
η (Z) η (∇YX)

+
(
α2 − β

)
η (X) g (∇Y ξ, Z) +

(
α2 − β

)
η (X) η (∇YZ)

+ 2αη (X) η (Z)Y (α)− η (X) η (Z)Y (β)

et

Z
(
βg (X, Y ) +

(
α2 − β

)
η (X) η (Y )

)
= βg (∇ZX, Y ) + βg (X,∇ZY ) + g (X, Y )Z (β)

+
(
α2 − β

)
η (Y ) g (∇Zξ,X) +

(
α2 − β

)
η (Y ) η (∇ZX)

+
(
α2 − β

)
η (X) g (∇Zξ, Y ) +

(
α2 − β

)
η (X) η (∇ZY )

+ 2αη (X) η (Y )Z (α)− η (X) η (Y )Z (β) .

Il est clair que :(
α2 − β

)
η ([X, Y ]) η (Z) =

(
α2 − β

)
η (Z) η (∇XY )−

(
α2 − β

)
η (Z) η (∇YX) ,(

α2 − β
)
η ([Z,X]) η (Y ) =

(
α2 − β

)
η (Y ) η (∇ZX)−

(
α2 − β

)
η (Y ) η (∇XZ)

et (
α2 − β

)
η (X) η ([Y, Z]) =

(
α2 − β

)
η (X) η (∇YZ)−

(
α2 − β

)
η (X) η (∇ZY ) .

Finalement on obtient :

g
(
∇XY, Z

)
= βg (∇XY, Z) +

(
α2 − β

)
η (Z) η (∇XY ) + αη (Y ) η (Z)X (α)

+ αη (X) η (Z)Y (α)− αη (X) η (Y )Z (α)− 1

2
η (Y ) η (Z)X (β)

+
1

2

(
α2 − β

)
η (X) g (∇Y ξ, Z)− 1

2

(
α2 − β

)
η (X) g (∇Zξ, Y )

+
1

2

(
α2 − β

)
η (Y ) g (∇Xξ, Z)− 1

2

(
α2 − β

)
η (Y ) g (∇Zξ,X)

+
1

2

(
α2 − β

)
η (Z) g (∇Xξ, Y ) +

1

2

(
α2 − β

)
η (Z) g (∇Y ξ,X)

− 1

2
η (X) η (Z)Y (β) +

1

2
η (X) η (Y )Z (β) +

1

2
g (Y, Z)X (β)

+
1

2
g (X,Z)Y (β)− 1

2
g (X, Y )Z (β) .
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Ceci achève la preuve de la proposition 3.1.1.
En appliquant la proposition 3.1.1, nous obtenons le résultat suivant :
Théorème 3.1.1 Pour tout X, Y ∈ Γ (TM), la relation entre ∇XY et ∇XY est donnée par

∇XY = ∇XY −
α

β
η (X) η (Y ) gradα +

1

2β
η (X) η (Y ) gradβ − 1

2β
g (X, Y ) gradβ

+
α2 − β
αβ

η (X) η (Y ) ξ (α) ξ − α2 − β
2α2β

η (X) η (Y ) ξ (β) ξ +
α2 − β
2α2β

g (X, Y ) ξ (β) ξ

+
α2 − β

2β
η (Y )∇Xξ +

α2 − β
2β

η (X)∇Y ξ +
1

2β
X (β)Y +

1

2β
Y (β)X

− 1

2β
η (X)Y (β) ξ − 1

2β
η (Y )X (β) ξ − α2 − β

2β
η (X)Trgg (∇·ξ, Y ) ·

+
(α2 − β)

2

2α2β
η (X) g (∇ξξ, Y ) ξ − α2 − β

2β
η (Y )Trgg (∇·ξ,X) ·

+
(α2 − β)

2

2α2β
η (Y ) g (∇ξξ,X) ξ +

1

α
η (Y )X (α) ξ +

1

α
η (X)Y (α) ξ

+
α2 − β

2α2
g (∇Xξ, Y ) ξ +

α2 − β
2α2

g (∇Y ξ,X) ξ,

(3.1)
où

Trgg (X,∇·ξ) · = g (X,∇eiξ) ei + g (X,∇ϕeiξ)ϕei + g (X,∇ξξ) ξ.

Preuve du théorème 3.1.1.
Si nous considérons une base orthonormée {ei, ϕei, ξ}mi=1 sur la variété métrique presque de
contact (M2m+1, ϕ, ξ, η, g), alors une base orthonormée sur

(
M2m+1, ϕ, ξ, η, g

)
est donnée

par : {
ei =

1√
β
ei, ϕei =

1√
β
ϕei, ξ =

1

α
ξ

}m
i=1

.

Pour tout X, Y ∈ Γ (TM), nous avons :

∇XY = g
(
∇XY, ei

)
ei + g

(
∇XY, ϕei

)
ϕei + g

(
∇XY, ξ

)
ξ.

Par la proposition 3.1.1, nous obtenons :

g
(
∇XY, ei

)
ei = g (∇XY, ei) ei −

α

β
η (X) η (Y ) ei (α) ei +

1

2β
η (X) η (Y ) ei (β) ei

− 1

2β
g (X, Y ) ei (β) ei +

(α2 − β)

2β
η (Y ) g (∇Xξ, ei) ei

+
(α2 − β)

2β
η (X) g (∇Y ξ, ei) ei +

1

2β
X (β) g (Y, ei) ei

+
1

2β
Y (β) g (X, ei) ei −

(α2 − β)

2β
η (X) g (∇eiξ, Y ) ei

− (α2 − β)

2β
η (Y ) g (∇eiξ,X) ei.
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Le même calcul nous donne :

g
(
∇XY, ϕei

)
ϕei = g (∇XY, ϕei)ϕei −

α

β
η (X) η (Y ) (ϕei) (α)ϕei +

1

2β
η (X) η (Y ) (ϕei) (β)ϕei

− 1

2β
g (X, Y ) (ϕei) (β)ϕei +

(α2 − β)

2β
η (Y ) g (∇Xξ, ϕei)ϕei

+
(α2 − β)

2β
η (X) g (∇Y ξ, ϕei)ϕei +

1

2β
X (β) g (Y, ϕei)ϕei

+
1

2β
Y (β) g (X,ϕei)ϕei −

(α2 − β)

2β
η (X) g (∇ϕeiξ, Y )ϕei

− (α2 − β)

2β
η (Y ) g (∇ϕeiξ,X)ϕei

et

g
(
∇XY, ξ

)
ξ = g (∇XY, ξ) ξ +

1

α
η (Y )X (α) ξ +

1

α
η (X)Y (α) ξ − 1

α
η (X) η (Y ) ξ (α) ξ

− (α2 − β)

2α2
η (X) g (∇ξξ, Y ) ξ − (α2 − β)

2α2
η (Y ) g (∇ξξ,X) ξ

+
(α2 − β)

2α2
g (∇Xξ, Y ) ξ +

(α2 − β)

2α2
g (∇Y ξ,X) ξ

+
1

2α2
η (X) η (Y ) ξ (β) ξ − 1

2α2
g (X, Y ) ξ (β) ξ,

ce qui nous donne :

∇XY = ∇XY −
α

β
η (X) η (Y ) gradα +

1

2β
η (X) η (Y ) gradβ − 1

2β
g (X, Y ) gradβ

+
α2 − β
αβ

η (X) η (Y ) ξ (α) ξ − α2 − β
2α2β

η (X) η (Y ) ξ (β) ξ +
α2 − β
2α2β

g (X, Y ) ξ (β) ξ

+
α2 − β

2β
η (Y )∇Xξ +

α2 − β
2β

η (X)∇Y ξ +
1

2β
X (β)Y +

1

2β
Y (β)X

− 1

2β
η (X)Y (β) ξ − 1

2β
η (Y )X (β) ξ − α2 − β

2β
η (X)Trgg (∇·ξ, Y ) ·

− α2 − β
2β

η (Y )Trgg (∇·ξ,X) ·+(α2 − β)
2

2α2β
η (X) g (∇ξξ, Y ) ξ

+
(α2 − β)

2

2α2β
η (Y ) g (∇ξξ,X) ξ +

1

α
η (Y )X (α) ξ +

1

α
η (X)Y (α) ξ

+
α2 − β

2α2
g (∇Xξ, Y ) ξ +

α2 − β
2α2

g (∇Y ξ,X) ξ.

Ceci achève la preuve du théorème 3.1.1.
En considérant les éléments des bases orthonormées de (M2m+1, ϕ, ξ, η, g) et

(
M2m+1, ϕ, ξ, η, g

)
,

le théoreme 3.1.1 nous permet de déduire les formules suivantes :
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Corollaire 3.1.1 Pour la base orthonormée {ei, ϕei, ξ}mi=1 de la variété métrique presque de
contact (M2m+1, ϕ, ξ, η, g), nous avons :

∇eiei = ∇eiei −
m

2β
gradβ +

m (α2 − β)

2α2β
ξ (β) ξ

+
1

β
ei (β) ei −

α2 − β
α2

η (∇eiei) ξ,

∇ϕeiϕei = ∇ϕeiϕei −
m

2β
gradβ +

m (α2 − β)

2α2β
ξ (β) ξ

+
1

β
(ϕei) (β)ϕei −

α2 − β
α2

η (∇ϕeiϕei) ξ

et
∇ξξ =

α2

β
∇ξξ −

α

β
gradα +

α2 + β

αβ
ξ (α) ξ.

De la même façon, pour la base orthonormée
{
ei = 1√

β
ei, ϕei = 1√

β
ϕei, ξ = 1

α
ξ
}m
i=1

, nous
obtenons :

∇eiei =
1

β
∇eiei −

m

2β2
gradβ +

m (α2 − β)

2α2β2
ξ (β) ξ

+
1

2β2
ei (β) ei −

α2 − β
α2β

η (∇eiei) ξ,

∇ϕeiϕei =
1

β
∇ϕeiϕei −

m

2β2
gradβ +

m (α2 − β)

2α2β2
ξ (β) ξ

+
1

2β2
(ϕei) (β)ϕei −

α2 − β
α2β

η (∇ϕeiϕei) ξ

et
∇ξξ =

1

β
∇ξξ −

1

αβ
gradα +

1

αβ
ξ (α) ξ.

D’aprés le théorème 3.1.1, si (M2m+1, ϕ, ξ, η, g) est une variété de Kenmotsu, nous obtenons
le corollaire suivant :

Corollaire 3.1.2 Soit (M2m+1, ϕ, ξ, η, g) une variété de Kenmotsu, en utilisant le fait que :

∇Xξ = X − η (X) ξ, ∇Y ξ = Y − η (Y ) ξ, ∇ξξ = 0

et
Trgg (X,∇·ξ) · = X − η (X) ξ, T rgg (Y,∇·ξ) · = Y − η (Y ) ξ,
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l’équation (3.1) devient :

∇XY = ∇XY −
α

β
η (X) η (Y ) gradα +

1

2β
η (X) η (Y ) gradβ − 1

2β
g (X, Y ) gradβ

+
α2 − β
αβ

η (X) η (Y ) ξ (α) ξ − α2 − β
2α2β

η (X) η (Y ) ξ (β) ξ +
α2 − β
2α2β

g (X, Y ) ξ (β) ξ

− 1

2β
η (X)Y (β) ξ − 1

2β
η (Y )X (β) ξ +

1

α
η (Y )X (α) ξ +

1

α
η (X)Y (α) ξ

+
1

2β
X (β)Y +

1

2β
Y (β)X − α2 − β

α2
η (X) η (Y ) ξ +

α2 − β
α2

g (X, Y ) ξ.

(3.2)
En particulier, nous déduisons que :

∇eiei = ∇eiei −
m

2β
gradβ +

m (α2 − β)

2α2β
ξ (β) ξ +

1

β
ei (β) ei +

m (α2 − β)

α2
ξ,

∇eiei =
1

β
∇eiei −

m

2β2
gradβ +

m (α2 − β)

2α2β2
ξ (β) ξ +

1

2β2
ei (β) ei +

m (α2 − β)

α2β
ξ,

∇ϕeiϕei = ∇ϕeiϕei −
m

2β
gradβ +

m (α2 − β)

2α2β
ξ (β) ξ +

1

β
(ϕei) (β)ϕei +

m (α2 − β)

α2
ξ,

∇ϕeiϕei =
1

β
∇ϕeiϕei −

m

2β2
gradβ +

m (α2 − β)

2α2β2
ξ (β) ξ +

1

2β2
(ϕei) (β)ϕei +

m (α2 − β)

α2β
ξ,

∇ξξ = −α
β
gradα +

α2 + β

αβ
ξ (α) ξ

et
∇ξξ = − 1

αβ
gradα +

1

αβ
ξ (α) ξ.

3.2 Applications harmoniques et la déformation D-conforme
généralisée

3.2.1 Harmonicité de l’application identité IdM :
(
M 2m+1, ϕ, ξ, η, g

)
−→(

M 2m+1, ϕ, ξ, η, g
)

Théorème 3.2.1.1 Soit (M2m+1, ϕ, ξ, η, g) une variété métrique presque de contact et soit(
ϕ = ϕ, ξ = 1

α
ξ, η = αη, g

)
une déformation D-conforme généralisée définie sur M , où

g = βg + (α2 − β) η ⊗ η.
Le champ de tension de l’application identité IdM : (M2m+1, ϕ, ξ, η, g) −→

(
M2m+1, ϕ, ξ, η, g

)
est donné par :

τ (Id) = −α
β
gradα− m− 1

β
gradβ +

α2 + β

αβ
ξ (α) ξ

+
(m− 1)α2 −mβ

α2β
ξ (β) ξ +

α2 − β
α2

(divξ) ξ +
α2 − β
β
∇ξξ.
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En particulier, si (M2m+1, ϕ, ξ, η, g) est une variété de Kenmotsu, le champ de tension de
l’application identité IdM : (M2m+1, ϕ, ξ, η, g) −→

(
M2m+1, ϕ, ξ, η, g

)
devient :

τ (Id) = −α
β
gradα− m− 1

β
gradβ +

α2 + β

αβ
ξ (α) ξ

+
(m− 1)α2 −mβ

α2β
ξ (β) ξ +

2m (α2 − β)

α2
ξ.

Preuve du théorème 3.2.1.1.
Par définition, nous avons :

τ (Id) = ∇eiei −∇eiei +∇ϕeiϕei −∇ϕeiϕei +∇ξξ −∇ξξ.

En utilisant le corollaire 3.1.1, nous obtenons :

∇eiei −∇eiei = −m
2β
gradβ +

m (α2 − β)

2α2β
ξ (β) ξ +

1

β
ei (β) ei +

α2 − β
α2

g (∇eiξ, ei) ξ,

∇ϕeiϕei−∇ϕeiϕei = −m
2β
gradβ+

m (α2 − β)

2α2β
ξ (β) ξ+

1

β
(ϕei) (β)ϕei+

α2 − β
α2

g (∇ϕeiξ, ϕei) ξ

et
∇ξξ −∇ξξ =

α2 − β
β
∇ξξ −

α

β
gradα +

α2 + β

αβ
ξ (α) ξ,

ce qui nous donne :

τ (Id) = −α
β
gradα− m

β
gradβ +

α2 + β

αβ
ξ (α) ξ +

m (α2 − β)

α2β
ξ (β) ξ

+
1

β
ei (β) ei +

1

β
(ϕei) (β)ϕei +

α2 − β
α2

g (∇eiξ, ei) ξ

+
α2 − β
α2

g (∇ϕeiξ, ϕei) ξ +
α2 − β
β
∇ξξ

En utilisant le fait que :

divξ = Trgg (∇·ξ, ·) = g (∇eiξ, ei) + g (∇ϕeiξ, ϕei) ,

nous déduisons que :

τ (Id) = −α
β
gradα− m− 1

β
gradβ +

α2 + β

αβ
ξ (α) ξ

+
(m− 1)α2 −mβ

α2β
ξ (β) ξ +

α2 − β
α2

(divξ) ξ +
α2 − β
β
∇ξξ
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Si (M2m+1, ϕ, ξ, η, g) est une variété de Kenmotsu, alors divξ = 2m et ∇ξξ = 0 et dans ce
cas, le champ de tension de l’application identité IdM devient

τ (Id) = −α
β
gradα− m− 1

β
gradβ +

α2 + β

αβ
ξ (α) ξ

+
(m− 1)α2 −mβ

α2β
ξ (β) ξ +

2m (α2 − β)

α2
ξ.

Ceci achève la preuve du théorème 3.2.1.1.

Corollaire 3.2.1.1 L’application identité IdM : (M2m+1, ϕ, ξ, η, g) −→
(
M2m+1, ϕ, ξ, η, g

)
est harmonique si et seulement si :

α3gradα + (m− 1)α2gradβ − α
(
α2 + β

)
ξ (α) ξ −

(
(m− 1)α2 −mβ

)
ξ (β) ξ

−
(
α2 − β

)
β (divξ) ξ − α2

(
α2 − β

)
∇ξξ = 0.

De plus, si (M2m+1, ϕ, ξ, η, g) est une variété de Kenmotsu, nous concluons que IdM :
(M2m+1, ϕ, ξ, η, g) −→

(
M2m+1, ϕ, ξ, η, g

)
est harmonique si et seulement si :

α3gradα + (m− 1)α2gradβ − α
(
α2 + β

)
ξ (α) ξ

−
(
(m− 1)α2 −mβ

)
ξ (β) ξ − 2m

(
α2 − β

)
βξ = 0.

Remarque 3.2.1.1 Si les fonctions α et β dépendent seulement de la direction de ξ, nous
concluons que l’application identité IdM : (M2m+1, ϕ, ξ, η, g) −→

(
M2m+1, ϕ, ξ, η, g

)
est har-

monique si et seulement si :

αβξ (α) ξ −mβξ (β) ξ +
(
α2 − β

)
β (divξ) ξ + α2

(
α2 − β

)
∇ξξ = 0.

Dans le cas où (M2m+1, ϕ, ξ, η, g) est une variété de Kenmotsu, la condition d’harmonicité
de l’application identité IdM : (M2m+1, ϕ, ξ, η, g) −→

(
M2m+1, ϕ, ξ, η, g

)
est donnée par

l’équation suivante :
αξ (α)−mξ (β) + 2m

(
α2 − β

)
= 0.

Exemple 3.2.1.1 ([36]) Considérons la variété M = {(x, y, z) ∈ R3, z 6= 0}. La métrique
riemannienne sur M est définie par :

g =
1

z2
dx2 +

1

z2
dy2 +

1

z2
dz2,

et la base orthonormée est donnée par : e1 = z ∂
∂x
, e2 = z ∂

∂y
et e3 = z ∂

∂z
. Les champs de

vecteurs e1, e2 et e3 satisfont à :

∇e1e1 = e3, ∇e1e2 = 0, ∇e1e3 = −e1,
∇e2e1 = 0, ∇e2e2 = e3, ∇e2e3 = −e2,
∇e3e1 = 0, ∇e3e2 = 0, ∇e3e3 = 0.
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Si nous supposons que les fonctions α et β dépendent seulement de z, nous déduisons que le
champ de tension de l’application identité IdM : (M,ϕ, ξ, η, g) −→

(
M,ϕ, ξ, η, g

)
est donné

par

τ (Id) =
1

α2

(
zαα′ − zβ′ − 2

(
α2 − β

))
ξ.

L’application identité IdM est alors harmonique si et seulement si les fonctions α et β sont
solutions de l’équation différentielle suivante :

zαα′ − zβ′ − 2
(
α2 − β

)
= 0.

Pour résoudre cette dernière équation, nous donnons quelques solutions particulières :
1. Cherchons des solutions particulières de la forme α = k1z

a et β = k2z
2a

(a, k1, k2 ∈ R∗, k1, k2 > 0 ). L’application identité IdM est harmonique si et seulement
si :

a =
2 (k21 − k2)
k21 − 2k2

.

Par exemple, si k1 = 2 et k2 = 1, nous trouvons a = 3, alors α = 2z3 et β = z6.
2. D’autres solutions particulières sont données par α = C1z

2 et β = C2z
2 où C1, C2 > 0.

Exemple 3.2.1.2 ([25]) Considérons la variété M = {(x, y, z) ∈ R3, }. La métrique rie-
mannienne sur M est définie par :

g =
1

e2z
dx2 +

1

e2z
dy2 + dz2

et la base orthonormée est donnée par e1 = ez ∂
∂x
, e2 = ez ∂

∂y
et e3 = ∂

∂z
. Les champs de

vecteurs e1, e2 et e3 satisfont à :

∇e1e1 = e3, ∇e1e2 = 0, ∇e1e3 = −e1,
∇e2e1 = 0, ∇e2e2 = e3, ∇e2e3 = −e2,
∇e3e1 = 0, ∇e3e2 = 0, ∇e3e3 = 0.

Si nous supposons que les fonctions α et β dépendent seulement de z, nous déduisons que
l’application identité IdM : (M,ϕ, ξ, η, g) −→

(
M,ϕ, ξ, η, g

)
est harmonique si et seulement

si :
αα′ − β′ + 2

(
α2 − β

)
= 0.

Pour résoudre cette dernière équation, nous donnons quelques solutions particulières :
1. Comme des solutions particulières nous avons : α = C1e

−2z et β = C2e
−2z

(C1, C2 ∈ R∗, C1, C2 > 0 ).
2. Cherchons des solutions particulières de la forme α = C1e

az et β = C2e
bz, nous obte-

nons b = 2a et (a+ 2)C2
1 − 2 (a+ 1)C2 = 0. Alors α (z) = C1e

az et
β (z) = (a+2)

2(a+1)
C2

1e
2az.

78



Exemple 3.2.1.3 ([22]) Considérons la variété M = {(x, y, z, u, v) ∈ R5}, où (x, y, z, u, v)
sont les coordonnées standard dans R5 . Une base orthonormée est donnée par e1 = e−v ∂

∂x
,

e2 = e−v ∂
∂y
, e3 = e−v ∂

∂z
, e4 = e−v ∂

∂u
et e5 = e−v ∂

∂v
.

Prenant e5 = ξ et en utilisant la formule de Koszul, nous obtenons ce qui suit :

∇e1e1 = −e5, ∇e1e2 = 0, ∇e1e3 = 0, ∇e1e4 = 0, ∇e1e5 = e1
∇e2e1 = 0, ∇e2e2 = −e5, ∇e2e3 = 0, ∇e2e4 = 0, ∇e2e5 = e2
∇e3e1 = 0, ∇e3e2 = 0, ∇e3e3 = −e5, ∇e3e4 = 0, ∇e3e5 = e3
∇e4e1 = 0, ∇e4e2 = 0, ∇e4e3 = 0, ∇e4e4 = −e5, ∇e4e5 = e4
∇e5e1 = 0, ∇e5e2 = 0, ∇e5e3 = 0, ∇e5e4 = 0, ∇e5e5 = 0.

Si nous supposons que les fonctions α et β dépendent uniquement de v, l’application identité
IdM est harmonique si et seulement si les fonctions α et β sont des solutions de l’équation
différentielle suivante :

e−vαα′ + 4α2 − 2e−vβ′ − 4β = 0.

Pour résoudre cette dernière équation, nous donnerons quelques solutions particulières :
1. Un simple calcul prouve que les fonctions α = k1e

−4ev et β = k2e
−2ev (k1, k2 > 0) sont

des solutions de la dernière équation différentielle.
2. Cherchons des solutions particulières de la forme α = k1e

aev et β = k2e
bev

(a, b, k1, k2 ∈ R∗, k1, k2 > 0 ), nous obtenons α = k1e
aev et β = k2e

2aev , où a =
4(k2−k21)
k21−4k2

.
Par exemple, si k1 = k2 = 2, nous trouvons a = 2 et b = 4, alors α = 2e2e

v et β = 2e4e
v .

Exemple 3.2.1.4 ([34]) Considérons m ∈ N∗ et la variété M = R2m+1. La métrique rie-
mannienne sur M est définie par :

g = e2(z+e
z)dx2i + e−2(z−e

z)dy2i + e2zdz2,

et la base orthonormée est donnée par :

Xi = e−(z+e
z) ∂

∂xi
, Yi = ez−e

z ∂

∂yi
, ξ = e−z

∂

∂z
, i = 1, . . . ,m.

Les champs de vecteurs Xi, Yi et ξ satisfont à :

∇XiXj = − (1 + e−z) δijξ, ∇XiYj = 0, ∇Xiξ = (1 + e−z)Xi,
∇YiYj = − (1− e−z) δijξ, ∇YiXj = 0, ∇Yiξ = (1− e−z)Yi,
∇ξXi = 0, ∇ξYi = 0, ∇ξξ = 0.

Si nous supposons que les fonctions α et β α et β dépendent seulement de z, nous déduisons
que l’application identité IdM : (M = R2m+1, ϕ, ξ, η, g) −→

(
M = R2m+1, ϕ, ξ, η, g

)
est har-

monique si et seulement si les fonctions α et β sont des solutions de l’équation différentielle
suivante :

e−zαα′ + 2α2 −me−zβ′ − 2β = 0.

79



Des solutions particulières de cette dernière équation sont données par le système suivant :{
e−zα′ + 2α = 0
me−zβ′ + 2β = 0

ce qui nous conduit à :

α = C1e
2e−z et β = C2e

2
m
e−z où C1, C2 > 0.

3.2.2 Harmonicité de l’application identité IdM :
(
M 2m+1, ϕ, ξ, η, g

)
−→(

M 2m+1, ϕ, ξ, η, g
)

Théorème 3.2.2.1 Soit (M2m+1, ϕ, ξ, η, g) une variété métrique presque de contact et soit(
ϕ = ϕ, ξ = 1

α
ξ, η = αη, g

)
une déformation D-conforme généralisée définie sur M , où

g = βg + (α2 − β) η ⊗ η.
Le champ de tension de l’application identité Id :

(
M2m+1, ϕ, ξ, η, g

)
−→ (M2m+1, ϕ, ξ, η, g)

est donné par :

τ (Id) =
1

αβ
gradα +

m− 1

β2
gradβ − α2 + β

α3β
ξ (α) ξ

− (m− 1)α2 −mβ
α2β2

ξ (β) ξ − α2 − β
α2β

(divξ) ξ − α2 − β
α2β

∇ξξ.

En particulier, si (M2m+1, ϕ, ξ, η, g) est une variété de Kenmotsu, le champ de tension de
l’application identité devient :

τ (Id) =
1

αβ
gradα +

m− 1

β2
gradβ − α2 + β

α3β
ξ (α) ξ

− (m− 1)α2 −mβ
α2β2

ξ (β) ξ − 2m (α2 − β)

α2β
ξ.

Preuve du théorème 3.2.2.1.
Par définition, nous avons :

τ (Id) = ∇eiei −∇eiei +∇ϕeiϕei −∇ϕeiϕei +∇ξξ −∇ξξ.

Un simple calcul nous donne :

∇eiei =
1

β
∇eiei −

1

2β2
ei (β) ei,

∇ϕeiϕei =
1

β
∇ϕeiϕei −

1

2β2
(ϕei) (β)ϕei

et
∇ξξ =

1

α
∇ξ

1

α
ξ =

1

α2
∇ξξ −

1

α3
ξ (α) ξ.
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alors :

∇eiei −∇eiei =
m

2β2
gradβ − 1

β2
ei (β) ei −

m (α2 − β)

2α2β2
ξ (β) ξ +

α2 − β
α2β

η (∇eiei) ξ,

∇ϕeiϕei−∇ϕeiϕei =
m

2β2
gradβ− 1

β2
(ϕei) (β)ϕei−

m (α2 − β)

2α2β2
ξ (β) ξ+

α2 − β
α2β

η (∇ϕeiϕei) ξ

et
∇ξξ −∇ξξ =

1

αβ
gradα− α2 − β

α2β
∇ξξ −

α2 + β

α3β
ξ (α) ξ.

Nous déduisons alors que :

τ (Id) =
1

αβ
gradα +

m− 1

β2
gradβ − α2 + β

α3β
ξ (α) ξ

− (m− 1)α2 −mβ
α2β2

ξ (β) ξ − α2 − β
α2β

(divξ) ξ − α2 − β
α2β

∇ξξ.

Si (M2m+1, ϕ, ξ, η, g) est une variété de Kenmotsu, alors divξ = 2m et ∇ξξ = 0 et le champ
de tension de l’application identité Id devient :

τ (Id) =
1

αβ
gradα +

m− 1

β2
gradβ − α2 + β

α3β
ξ (α) ξ

− (m− 1)α2 −mβ
α2β2

ξ (β) ξ − 2m (α2 − β)

α2β
ξ.

Ceci achève la preuve du théorème 3.2.2.1.

Remarque 3.2.2.1 Si les fonctions α et β dépendent uniquement de la direction de ξ, alors
le champ de tension de l’application identité Id :

(
M2m+1, ϕ, ξ, η, g

)
−→ (M2m+1, ϕ, ξ, η, g)

prend la forme suivante :

τ (Id) = − 1

α3
ξ (α) ξ +

m

α2β
ξ (β) ξ − α2 − β

α2β
(divξ) ξ − α2 − β

α2β
∇ξξ,

et dans le cas où (M2m+1, ϕ, ξ, η, g) est une variété de Kenmotsu, le champ de tension de
l’application identité est donné par la formule suivante :

τ (Id) = − 1

α3
ξ (α) ξ +

m

α2β
ξ (β) ξ − 2m (α2 − β)

α2β
ξ.

Exemple 3.2.2.1 ([15]) Considérons la variété M = {(x, y, z) ∈ R3, z 6= 0}. La métrique
riemannienne sur M est définie par :

g =
1

z2
dx2 +

1

z2
dy2 +

1

z2
dz2,
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et la base orthonormée est donnée par : e1 = z ∂
∂x
, e2 = z ∂

∂y
et e3 = −z ∂

∂z
. Les champs de

vecteurs e1, e2 et e3 satisfont à :

∇e1e1 = 0, ∇e1e2 = 0, ∇e1e3 = e1,
∇e2e1 = 0, ∇e2e2 = 0, ∇e2e3 = e2,
∇e3e1 = 0, ∇e3e2 = 0, ∇e3e3 = 0.

Si nous supposons que les fonctions α et β dépendent uniquement de z, nous déduisons que
l’application identité Id :

(
M,ϕ, ξ, η, g

)
−→ (M,ϕ, ξ, η, g) est harmonique si et seulement si

les fonctions α et β sont des solutions de l’équation différentielle suivante :

zβα′ − zαβ′ − 2α3 + 2αβ = 0.

Cherchons des solutions particulières de type α = k1z
a et β = k2z

2a où (k1, k2 > 0). L’appli-
cation identité Id est harmonique si et seulement si k2 = 2

2−ak
2
1, a < 2, ce qui nous donne

α = k1z
a et β = 2

2−ak
2
1z

2a où a < 2. Par exemple, si nous prenons a = −2, nous obtenons
α = k1

z2
et β =

k21
2z4

.

Exemple 3.2.2.2 ([34]) Considérons la variétéM = {(x1, · · · , xm, y1, · · · , ym, t) ∈ R2m+1, z > 0}
avec des coordonnées standard (x1, · · · , xm, y1, · · · , ym, t). Prenons :

ξ = −t ∂
∂t
, Xi = t

(
1 + t2

) ∂

∂xi
+ t3

∂

∂yi
, Yi = −t3 ∂

∂xi
+ t
(
1− t2

) ∂

∂yi

comme une base globale sur M . Si nous supposons que les fonctions α et β dépendent
seulement de t, nous en déduisons que l’application identité Id :

(
M2m+1, ϕ, ξ, η, g

)
−→

(M2m+1, ϕ, ξ, η, g) est harmonique si et seulement si les fonctions α et β sont des solutions
de l’équation différentielle suivante :

tβα′ −mtαβ′ − 2mα3 + 2mαβ = 0.

Pour cette équation, nous pouvons donner quelques solutions particulières :

1. En tant que premières solutions particulières, nous obtenons : α =
√

C
m
t et β = Ct2

(C > 0).
2. D’autres solutions particulières sont α = Ct−2m et β = C2

2m
t−4m (C > 0).
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« ا تقريب التلامسية البنياتفي  ثنائيالالتوافق و  التوافق  » 
 :ملخص

 . تقريبًا التلامس هياكل في ثنائية التوافقيةو  التوافقية تطبيقاتال وبناء دراسة إطار في الأطروحة هذه تندرج

 

 .لبنيةا بهذه ةثنائية المرتبطال التوافقيةو  التوافقية قمنا بتوصيف حيث تحاكي (2n)- فافلتالا ثنائي الجداء بنية أدخلنا ،الأول  الجزء في

 

 أمثلة ببناء لنا سمح ماوهذا  ،المعمم توافقي (2n)- التشوه مفهوم دخالإ خلال من التوافقية التطبيقات توصيفل مخصص الثاني الجزء

 .جديدة

 

 

 ثنائي الجداء -منوعة كينموتسو –   تقريبًاالتلامسية المنوعات   – التوافقيةة ئيالتطبيقات ثنا –التطبيقات التوافقية  :مفتاحية كلمات

 .المعمم توافقي(2n)- التشوه  – تحاكي (2n)-فاف  الالت

 

 
« L’harmonicité et la biharmonicité dans les structures presque de contact. » 

Résumé : 

Cette thèse entre dans le cadre de l’étude et la construction des applications harmoniques et biharmoniques dans les 

structures presque de contact. 

 

Dans la première partie, on a introduit la structure du produit bi-tordu D-homothétique où on a caractérisé 

l’harmonicité et la biharmonicité associées à cette structure. 

 

La deuxième partie est consacrée à la caractérisation des applications harmoniques en introduisant la notion de la 

déformation D-conforme généralisée, ce qui nous a permis de construire de nouveaux exemples. 

 

 

Mots clés : Applications harmoniques – Applications biharmoniques – Variétés presque de contact – Variété de 

Kenmotsu – Produit bi-tordu D-homothétique – Déformation D-conforme généralisée. 

 

 

« The harmonicity and the biharmonicity in almost contact structures.» 

Abstract : 

This thesis is a part of the study and construction of harmonic and biharmonic maps in almost contact structures.  

 

In the first part, the structure of the D-homothetic bi-warped product was introduced, where the harmonicity and 

the biharmonicity associated whithin this structure were characterized. 

 

The second part is devoted to the characterization of harmonic maps by introducing the notion of generalized  

D-conformal deformation, which allowed us to build new examples. 

 

 

Key words: Harmonic maps – Biharmonic maps – Almost contact manifolds –  Kenmotsu manifold –  

D-homothetic bi-warped product – Generalized D-conformal deformation. 


