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Introduction générale

Le produit des variétés riemanniennes est un moyen de présenter de nouvelles variétés
riemanniennes. En 1969 R.L. Bishop et B. O’Neill [9] ont réussi a généraliser cette notion
en introduisant la notion du produit tordu de deux variétés riemanniennes, définie comme
suit :

Définition 1 Soient (M,g) et (N, h) deuz variétés riemanniennes et f : M — R* une
fonction différentiable positive sur M. Le produit tordu de (M,g) et (N,h) est la variété
produit M x ; N munie de la métrique riemannienne :

G=m"g+ (fon) c*h,

ot T et o sont les projections canoniques de M Xy N sur M et N respectivement.
La variété M est dite la base de M x ¢ N alors que la variété N est dite la fibre.

En 2012, D.E. Blair [12] a introduit la notion du produit tordu D-homothétique entre une
variété riemannienne et une variété métrique presque de contact définie comme suit :

Définition 2 Soient (M™, g) une variété riemannienne et (N*"*1 o & n, h) une variété
métrique presque de contact. Pour des fonctions a, f € C (M) (af # 0 partout), on consi-
deére (M X N, é) le produit d’une variété riemannienne et une variété métrique presque de
contact o :

G=g+ah+ala—1)nan.
En outre, 'auteur a donné la définition de la métrique tordu D-homothétique doublée sur le
produit de deux variétés métriques presque de contact.
Récemment, en 2016 G. Beldjilali et M. Belkhelfa [5] ont introduit la notion de la métrique
bi-tordu D-homothétique sur le produit d’une variété riemannienne avec une variété métrique
presque de contact définie comme suit :

Définition 3 Soient (M™, g) une variété riemannienne et (N*"*1 o £ n, h) une variété
métrique presque de contact. Pour des fonctions a, f € C* (M) (a8 # 0 partout), on consi-
dere (M X N, é) le produit d’une variété riemannienne et une variété métrique presque de

contact ou : _
G=g+a’h+a*(—1)n@mn.

Le couple <M X N, é) est dit variété riemannienne produit bi-tordu D-homothétique.
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Cette notion est une généralisation de la métrique tordue de R.L. Bishop et B. O’Neill [9] et
de la métrique tordue D-homothétique de D.E. Blair [12].

En 1968 S.Tanno [38| a introduit une notion connue par la déformation D-homothétique
(2n-homothétique) sur les variétés métriques de contact, donnée par la définition suivante :

Définition 4 Soientt (M*™ 1 o, £, 0, g) une variété métrique de contact et a une constante
strictement positive, et soit la déformation donnée par :

=, 7= an, &= =¢, g=ag+a(a—1)nxmn,

alors (Mzm“,@, &7, g) est aussi une variété métrique de contact.

Cette derrniére notion a été généralisée en 1974 par S. Suguri et S. Nakayama [37] en rem-
placant a par une fonction a qui est une fonction positive sur M. Cette notion est dite une
déformation D-conforme.

Ensuite, en 2011 P. Alegre et A. Carriazo 2] ont trouvé un moyen d’introduire une notion
plus générale connue par la déformation D-conforme généralisée ; cette notion a été obtenue
en introduisant deux fonctions « et . Ils ont réussi & donner la définition suivante :

Définition 5 Etant donné une variété métrique presque de contact (M>™+, 0, €,n, g), consi-
dérons la déformation D-conforme généralisée donnée par :

_ _ - 1 _
P =, m=an, £=-¢ g=PBg+ (> = B)nen,

ot a et  sont des fonctions strictement positives sur M*™ ™, alors la variété (M*™+',5,£,7,9)
est ausst une variété métrique presque de contact.

Récemment en 2019, et afin de simplifer les calculs fastidieux, N. Ozdemir, S. Aktay et

M. Solgun [33] ont obtenu des nouvelles dérivées covariantes des structures métriques presque
de contact déformées ou ils ont séparé trois cas particuliers différents.

D’autre part, en 1964 J. Eells et J. H. Sampson [19] ont suggéré la définition des applications
harmoniques qui sont les correspondances entre les variétés riemanniennes qui minimisent la
fonctionnelle énergie E (¢, D) définie par :

B(e.D) =5 [ lolo, (1)

ou |dy| est la norme de Hilbert Schmidt de la différentielle dy.
Une telle application est une solution de I’équation d’Euler-Lagrange associée a (1) :

T(p) =Tr,Vdp =0,

ot 7(p) est le champ de tension de .
Une généralisation naturelle des applications harmoniques appelée application biharmonique
a été suggérée par J.Eells et L. Lemaire dans [17]. Le premier résultat dans ce domaine

4



a été obtenu par G. Y. Jiang [23| en 1986 en dérivant I’équation d’Euler-Lagrange de la
fonctionnelle bi-énergie Es (¢, D) définie par :

BaeD) =5 [ )l o, )

Cette équation caractérise les applications biharmoniques. Plus précisément, une application
¢ (M™ g) — (N™ h) est dite biharmonique si et seulement si elle est une solution de
I'équation d’Euler-Lagrange associée a (2) :

72 (@) = —Try (V?)’ 7 (p) — TryRY (7 () , dp) dyp
—0.

Il est clair que toute application harmonique est biharmonique. Il est donc trés intéressant
de construire des applications biharmoniques non-harmoniques.

Dans le premier chapitre de cette thése, nous rappelons les définitions et certaines propriétés
des applications harmoniques, biharmoniques et des structures métriques presque de contact.
Le deuxiéme chapitre est consacré a la construction puis I’étude d’harmonicité et de bihar-
monicité des applications vers ou depuis des variétés métriques presque de contact.

Nous commencons par donner les relations entre la connexion de Levi-Civita sur la variété

produit bi-tordu D-homothétique (M X N, é) et les connexions de Levi-Civita sur une va-

riété riemannienne (M™, g) et une variété métrique presque de contact (N?"*1 o & n h).
Ces relations sont données par la proposition suivante :

Proposition 1 Considérons {e;},<;<,, et {fi, ¢ fj, 5}1§j§n deuz bases orthonormées sur (M, g)
et (N, h) respectivement, alors {(ei, 0), é 0, f5) . é 0,¢f;), % (0, 5)} une base orthonormée

sur <M X N, é) . Les équations suivantes nous donnent les relations entre %, VetV'.
ﬁ(XlaO) (}/17 O) = (leyla O) )

Voo 012) = (0.9,9) + T 0.00) 0,.98,) 4009 (0.94,8))

(-
2

+ P (00 b (V4 3) + () (V6. X0)} 0.)

+_<5;B—21> {1 (Vi,€. Ya) +  (V3,6, X5) } (0,€)
— ah (X»,Ys) (grade, 0) — a (B2 — 1) n (X») n (Y2) (grade, 0)
— a?Bn (X2) 1 (Y2) (gradp, 0),

Voo (0.Y2) = X1 (@) (0,2) + 512 X1 (8) (0.)

{n (X2) (0, Trph (VIE,Y2) ) 41 (Y2) (0, Trph (V'E, X))}
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et

Voo (V1,0) = V1 (a) (0, Xa) + 27 (X2) Y1 (8) (0,).

B
Pour tout X1,Y, € I'(TM) et Xo,Yo € I'(TN).

Grace a cette proposition, nous déduisons que si la variété (N2"T1 o & n, h) est une variété
de Kenmotsu, alors les relations entre R, RM et RV les tenseurs de courbure riemannienne

sur (M x N, é), (M™, g) et (N*"*1 © & n, h) respectivement sont données par le théoréme
suivant :

Théoréme 1 Soit (N2 p, &, n, h) une variété de Kenmotsu, les relations entre é, RM et
RN sont données par les équations suivantes :

R((X1,0), (Y1,0)) (Z1,0) = (RM (X1,Y}) Z,,0) ,
R((X1,0),(0,Y2)) (0, Zs) = —afn (Ya) n (Zs) X:1 (B) (grada, 0)
— afn (Y2) n(Zs) Xi () (gradB, 0) — o (8% — 1) n (Ya) 1 (Zs) (V x,grada, 0)
— o’ Bn (Ya) n(Zs) (Vx,gradB, 0) — ah (Ya, Zy) (Vx,grada, 0)

(Y2)n(Z2) X1 (B) (0,§) + _h (Ya, Z3) X1 (B) (0,€)

1
-5 (Z5) X1 (B) (0,Y3) + 5" (Y2) n (Z2) X1(8) (0,€) ,
1

R((0,X5),(Y1,0)) (Z1,0) = — 25" (X2) 21 () Y1(8) (0,)

- &—1577 (X2) Y1 (a) Z, (B) (0,6) — %77 (X2) g (Z1, Vy,gradf) (0,&)

1
— 9 (Z1, Vy,grada) (0, Xs) .

et
2

R((0,X2),(0,Y2)) (0, Z5) = (0, RN (X3, Ya) Zo) + =h (Y2, Z3) n (X2) (gradB, 0)

B
- %zh (X, Za) 1 (Ya) (gradB.0) + “ﬁ—;”h (Ya. Z2) (0, X2)
(5 1)

— o (Ya) 1 (Z2) (0, Xs) = b (Ya, Z) |gradal® (0, Xz)

52
(8> -1)

—Wﬁ;”h<x2,zg><o,n>+ (X () 0.1

+ h (Xa, Zs) |gradal” (0, Yz) — (5% — 1) (Y- >n<Z>|gmda| (0, X)
— afn (Ya) 1 (Z2) da (gradp3) (0, X») +< — 1) n(X2) 0 (2s) |gradal® (0, Y2)

+afn (X2)n(Z2) da(gradf) (0,Y2) — E?? (X2) h (Yz,Zz)da (gradf) (0,€)

4 %n (Ya) b (X2, Z3) dev (gradp3) (0,€) .
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Ce dernier théoréme nous conduit au corollaire suivant :

Corollaire 1 Soit (N?" 1 o & n,h) une variété de Kenmotsu, on a alors :

2 1 1
n (Vx,grada,0) — E

%Ln (Xs) (gradp,0) — %Xl (8) (grada,0) — a_lﬂxl () (gradp,0)

1 2n 2n (8% — 1
- (Aa) (0, X5) — ] |gmda|2 (0, X5) + Q

@252
——;i;da(gradﬂ)(orxa>-— 2t (Xy) da (gradB) (0,€)
2 1
o2 Xi (8 (0,6) - 5

1
Ricci (X1, Xo) = (RicciM (X1), @Rz’cciN (Xg)) - (Vx,gradfs,0)
+

(07 X?)

1 (X2) (AB) (0,€)
et

S (X1, X3), (Y1, Ya)) = SM (X1, V1) + SN (X, Ya) — %2_1)77 (X2) 7 (Y2)
2n

_ 2t (Vxgrada, Vi) — %g (Vxagradf,Y2) + 225 (8)n (%)
+%m@mm—$m@mw—$x@n@

—a (8 = 1) (Aa)n(Xa) n (Ya) — 2n (8° — 1) |gradal® n (X2) 1 (Ya)
—2m+nmwwwmmnuamnwﬁymemnuamn>
— 0B (AB) 7 (Xa) n (Ya) — a (Aa) b (Xa, Ya) — 2n |gradal* h (X,, Va)

— %da (gradB) h(Xs,Ys) + %22_1)

ot Ez\/ccz désigne le tenseur de Ricci de la variété riemannienne produit bi-tordu D-homothétique
et S désigne le tenseur de courbure de Ricci de la variété riemannienne produit bi-tordu D-
homothétique.

h <X27 YQ) )

Dans la deuxiéme partie du chapitre 2, nous calculons le champ de tension et le champ de
bi-tension de I'application & : (M X N, é) — (PP, k) définie par ® (x,y) = ¢ (z).
Ce résultat est donné par le théoréme suivant :
Théoréme 2 Soit ¢ : (M™,g) — (PP, k) une application de classe C, le champ de
tension et le champ de bi-tension de application P : (M X N, é’) — (PP, k) définie par
O (z,y) = ¢ (x) sont donnés par :

2n+1

7(®) =7(0) + do (grada) + %dqﬁ (gradp)



et
T2 (CI)) = T2 (¢) - 2na—+1vg7“ada7— (¢) - %

2n +1 {Trg 2d¢ (grada) + TrgRP (do (grada) , do) dqb}

vgradﬁT (¢)

- = {TrgV2dgb (gradB) + TryR" (d¢ (gradp) ,do) do}

2 1 4n? —1
+ n+ (Aa) do (gmd&) “ 3 \grada|® dé (grade)

52 (AB)dé (gradB) - o5 L \gradB|? dg (gradp)

27; —; ! do (gradf) do (grada) +

+2 L da (gradp) d¢ (gradp)

4n? — 1 2n + 1
— ———Vyradad® (grada) — 7

o?
2n+1 1
@ngdﬁdcb (gradp).

af

Grace a ce théoréme, nous pouvons donner une condition nécessaire et suffisante pour que

ngdoz d¢ (g?”(ldﬂ)

ngd/gdqb (grada) +

la premiére projection Pj : (M x N, é) — (M, g) soit biharmonique et nous obtenons le
résultat suivant :

Corollaire 2 La premiere projection P : (M X N, é) — (M, g) est biharmonique si et
seulement si :

2 1 1 2 1

nt gradAa + EgradAﬁ 2 + (Aa) grada — @ (AB) gradp
4 —1 4n? —1

n’ |gradal® grado + — \gmdﬁ] gradf + = grad (|gradal®)

1 (2da grads) grada -+ e (grads) grads)
s 7

2n+1 92 (2 + 1
Oéﬁ <v9radagradﬁ + ngdggrada) -+ %

2
+ BRicciM (gradp) = 0.

Dans la troisiéme partie du chapitre 2, nous étudions I’harmonicité de ’application
U (M X N, CN;> — (PP, k) définie par ¥ (z,y) = ¢ (y) ou ¥ : (N?*"T1 h) — (PP, k) est

— 2—629rad (|grad5| ) —

Ricci™ (grada)

une application affine. L’expression du champ de tension de I’application W : (M X N, é) —

(PP, k) est donnée par la proposition suivante :

Proposition 2 Soit VU : (M x N, é) — (PP, k) une application définie par :
U (z,y) =1 (y) ow: (N> h) — (PP, k) est une application affine.
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Le champ de tension de ’application WV : (M X N, é) — (PP, k) est donné par :

1 pr=1, 1— B2

el (¥) — e (divg) dy (§) + aQ—BQVEdQﬂ (&)

Cette derniére proposition nous a permis de déduire I’expression du champ de tension de
la deuxiéme projection dans le cas oil la variété N?"*! est une variété métrique presque de
contact et dans le cas ou la variété N2"+! est une variété de Kenmotsu. Ces deux expressions

sont données par le corollaire suivant :

T (V) =

Corollaire 3 Le champ de tension de la deuxieme projection est donné par :

1—p3? .
T(Py) = o {(divg) £ + Vel}.

Donc P, est harmonique st et seulement si :

£+ (divg) € = 0.
Dans le cas ou (N*"1 @ & n,h) est une variété Kenmotsu, le champ de tension de la
deuxieme projection devient
20 (5 — 1)
o232 3

Notons que si B # +1, alors la deuxiéme projection n’est jamais harmonique.

T(Py) = —

Aprés cela, nous cherchons les conditions nécessaires et suffisantes pour lesquelles la deuxiéme
projection et I'inclusion sont biharmoniques ot nous obtenons les deux théorémes suivants :

Théoréme 3 Soit (N*"*1 o & n, h) une variété de Kenmotsu, la deuziéme projection

P (M X N, é) — (N, h) est biharmonique si et seulement si les fonctions « et B sont
des solutions de l’équation suivante :

2(8% -1 2 4(n—1 21 4
% (Aa) — PEREE (AB) + (n aiﬁ(f ) ]gmda\2 + 251 \gradﬁ|2
4(n—1)—23 4n (B? —1)

- PRE da (gradB) + Y

Théoréme 4 Soit (N?"*1 o & n, h) une variété de Kenmotsu, l'inclusion

=0.

Qgg : N — (M X N, é’) définie par iz, (y) = (xo,y) est biharmonique si et seulement si les
conditions suivantes sont vérifiées :
((52 + 2n)2 \grada|® + 2652 |gradB)® + 3o (8% + 2n) do (gradb’)) grada
+ a (0425 ]gmdﬁ\2 + (3B2 + 2n) do (gradp) + 26 (52 + Zn) ]gmd&ﬁ) gradf
An2 (B2 — 2 20 (52 — 1)?
W E D) (o)
B2 B3

2
) grad (jgrad )

+ B (8% + 2n) (VgragagradB + V graasgrada) = 0.

gradf

332
grad (]gmdoz|2) + Sal

9



(52 — 1) (ﬁQ + 2n) |grada|2 + o2 |gradﬂ\2
+af (262 +n— 1) da (gradf) + 2n (62 — 1) =0.

Dans la fin de ce chapitre, nous cherchons les conditions nécessaires et suffisantes pour que
lapplication identité Id : <M X N, G) — (M x N, G) soit harmonique et nous obtenons

la proposition suivante :

Proposition 3 L’application identité Id : (M x N, é) — (M x N, Q) est harmonique si
et seulement si :
(2n+ 1) Bgrada + agradf = 0
et

£+ (divg) § =

Dans le dernier chapitre de ce manuscrit, nous nous intéressons aux déformations D-conforme
généralisées des structures métriques presque de contact.

Dans la premiére partie de ce chapitre, nous donnons la relation entre VyY et VyxY les
connexions de Levi-Civita sur (M*™H ¢, £, 1, g) et (M*™!,5,£,7,9) respectivement. Cette
relation est donnée par le théoréme suivant :

Théoréme 5 Pour tout X,Y € T (T M), la relation entre VxY et VxY est donnée par :

VY = VY — Ly (X) 0 (V) grada + - (X)n(Y) gradf — g (X,Y) gradp

3 23" 25°
M@ - S nmE@ e+ S X eme
+a22;5n(y)vxg+ Zf (X)Vyé + 35X (DY + 327 (B) X

— S COY (B~ 5on () X (D€ - L0 (0 Trg (Ve ). )
+m;a;g)zvy()f)g(vgg,ms—az;ﬁn(mﬂgg(v&,xw
+<&;O;§)QU(Y)9(Vg€,X)€+—n(Y)X(&)f+—n(X)Y(O‘)f
+“22;25g<vxg,¥>§+ ;ag 9(Vv& X)§,

ol

Trgg (Xv VS) =49 (X> Veig) e +yg <X7 vﬁpeig) pe; + g (X, V§§) 6

La deuxiéme partie de ce chapitre est dédiée a 'étude de I'harmonicité de 'application
identitite Idys : (M*™F 0, €, n,9) — (M2m+1,¢,§,ﬁ, g).
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Aprés avoir déformé la métrique d’arrivée g en § = (g + (o — 8)n ® 1, nous donnons
les expressions des champs de tension de l'application identité dans le cas d’une variété
métrique presque de contact comme dans le cas d’une variété de Kenmotsu et nous obtenons
le théoréme suivant :

Théoréme 6 Soit (M>*™1 . & n,g) une variété métrique presque de contact et soit

(E =, &= éﬁ,ﬁ = om,g) une déformation D-conforme généralisée définie sur M, ot
g=PBg+ (= B)nen. ~

Le champ de tension de Uapplication identité Idy : (M*™ ¢, &, 9) — (M*™,5,£,7,79)
est donné par :

T(Id) = —%grada — mT_lgrad@ + Oi;;B{ () €
~1)a* —ms B 2 p
L (12&5 m£(5)§+o‘a2 (dwg)uo‘ﬂ Vet

En particulier, si (M*™ @ & n,g) est une variété de Kenmotsu, le champ de tension de
Uapplication identité Idy : (M*™ 1 0, €. n,9) — (MQm“,E,{',ﬁ, §) devient :

B o m—l 052+ﬁ
T(Id)——Egmda— 3 gradp + B ()€
(m—1)a* —mp 2m (a® — )
+ g B — ¢

Ce théoréme nous a permis d’extraire les conditions nécessaires et suffisantes pour lesquelles
Iapplication Idy : (M*™ 0 € n,9) — (MQmH,@, &, §) est harmonique dans le cas
d’une variété métrique presque de contact et aussi dans le cas d’une variété de Kenmotsu.
Ces conditions sont données par le corollaire suivant :

Corollaire 4 L’application identité Idy - (M, p,&,n,9) — (M, B, 6,7, g) est harmonique
si et seulement st :

o’*grada + (m — 1) a’gradf — a (oz2 + ﬂ) ()& — ((m —1)a? — mﬁ) (B¢
— (& = B) B(divg) & — o® (@ — B) Ve& = 0.

De plus, si (M*™ ¢ & n,g) est une variété de Kenmotsu, nous concluons que
Idy - (M, ,6,n,9) — (M, ©,&,7m, §) est harmonique si et seulement si :

o’grada + (m — 1) o’gradB — o (o® + B) £ () €
— ((m=1)a® =mpB) £ (B) € —2m (a® — B) BE = 0.

Nous donnons ensuite, dans les deux cas, les condition nécessaires et suffisantes pour les-
quelles Papplication Idy : (M?*™ ¥ 0, &, n,9) = (M*™+1,5,£,7,9) est harmonique lorsque
les fonctions « et 8 dépendent uniquement de la direction de &.
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Comme application du dernier théoréme, nous donnons de nouveaux exemples d’applica-
tions harmoniques aprés déformation D-conforme généralisée de la métrique d’arrivée.
Dans la derniére partie de ce chapitre, en déformant la métrique de départ par une défor-
mation D-conforme généralisée, nous donnons les expressions des champs de tension quand
la variété (M>™T1 p,€,m,g) est une variété métrique presque de contact ou lorsqu’elle est
une variété de Kenmotsu. Les champs de tension de 'application identité, dans les deux cas,
sont donnés par le théoréme suivant :

Théoréme 7 Soit (M*™ 1 0, &, n,g) une variété métrique presque de contact et soit

(E = &= éf,ﬁ = ozn,g) une déformation D-conforme généralisée définie sur M, ot
g=PBg+ (= B)nen. ~

Le champ de tension de Uapplication identité Id : (M*™,,£,7,9) — (M*™™ ¢, &1, 9)
est donné par :

2
7 (1d) = 1ﬁgradoz+ > 1gmdﬁ—aa:_ﬁﬂ £(a)é
~1)a?—mp . 0= p
D e e - B e - S v

en particulier, si (M*™ 1 @ & n, g) est une variété de Kenmotsu, Le champ de tension de
lapplication identité devient :

2+5

1 —1
7(Id) = 5gmdoz + 52 ——gradf — T ——¢ ()€
(m—1)a? —mp 2m (a? — B)

Dans le cas ou les fonctions « et f dépendent seulement de la direction de &, le champ de
tension de l'application Id : (M*™,%,£,7,9) — (M*™,¢,&,1,g) devient :

m aQ—ﬁ , a? —f
a8 (B)€— oﬂﬁ (dwf)f—Tﬂ

De plus, si la variété (M?*™+1 ¢ £ 1, g) est une variété de Kenmotsu alors I'expression du
champ de tension de 'application identité se transforme en :

r(d) = ~5€ (@) €+ o Vet.

rlid) = (@) e+ e (e - 2 0

25 3
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Chapitre 1
(Généralités

Dans ce chapitre on rappelle les définitions et certaines propriétés des applications har-
moniques, applications biharmoniques et des structures métriques presque de contact dont
nous aurons besoin dans la suite de cette theése.

1.1 Applications harmoniques

1.1.1 Equations d’Euler-Lagrange

Définition 1.1.1.1 Soit U un ouvert de R™. Le lagrangien sur U est une fonction de classe
Cc*> :
L:(x,y,2z) € UxR" x [t1,ts] = L(z,y,2) € R.

Etant donné deuz points x1,xs € U, le probléme variationnel associé consiste & chercher les
courbes ¢ : [t1,t3] — U tracées dans U telles que p(t1) = x1 et p(t2) = 2. Ces courbes
minimisent la fonctionnelle énergie :

E(p) = /: 3 (go(t), Cfl—f(t),t> dt. (1.1)

Pour caractériser la fonction ¢ : [t1,ta] — U, on considére la variation @s(t) = o(t) + sv(t)
ot s € (—¢,¢€) et v(t) une fonction non nulle, sauf auzx bornes ty et ty. On a alors :

v(t) = v(tz2) =0, ps(t1) = o(t1) = 21, ps(tz) = @(t2) = 12

Théoréme 1.1.1.1 D’aprés la définition précédente on a :

@ B(pu)lamo = /: <v(t), g—i (gp(t), C;_f(t),t) - % (g—j (90(15), Cfi—f(t),t))>w dt

ou (, )pn désigne le produit scalaire standard sur R™ et

oL_ (oL o oL_(on o
or  \ozl"" " Qan ’ dy  \oyt oy )’
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Preuve du théoréme 1.1.1.1.
Considérons 'application ¢ : (—¢, €) x [t1,t2] — R définie par :

¢(s,t) = @5 (t) = @ () + 50 (t.) .

D’aprés (1.1) et (1.2), nous avons :
Comme

d [ 99
0 0¢

5oL (qﬁ(s,t),a (s,1) ,t) - Z %f (s,1) gfi (gb(s,t),% (s,t),t)

7

dt.

s=0

~ 0 (94 oL O
+ZZI$ < @t><8’t>8_yi <¢(8,t>,a(37t)7t>'

En intégrant par parties, nous trouvons :

by 0 (00 oL 09
/t ;%(at)(s’t)@yi (ﬁb(s»t),a(&t),t)dt

1

n

_ to o a¢z oL 8¢
B Zzl/t1 ot (as> (5,2) oy (cﬁ(s?t),g (s,1) ,t) dt
_ — 9¢' oL 99

=3 G 0 g (000, 57 001)

_Z[Q%(SJ)% (g; <¢(37t)7%(8,t),t>)dt.

i=1 1

to

t1

Les formules (1.2), (1.3), (1.4) et (1.5), nous ménent a déduire que :
d f2 oL dy
ZE (o, — 1), = (o), =2 #),t dt
0| = [T (.5 (e F010))

to

+ <v(t)7 g—j (‘P ®), Ccll_f ) ’t> >R”

t1

- / (w05 (Gt (s 0 G 0.0)))

d

o :/: <”<t>’ a—i ( (1), Z—f (t) ,t) >Rn dt

Ceci acheve la preuve du théoréme 1.1.1.1.

(1.2)

(1.3)

(1.5)



Théoréme 1.1.1.2 La courbe ¢ : [t1,ts] — U est un point critique pour la fonctionnelle
énergie E(p) si et seulement si :

%(Mt),%—f(t),t)—%(g—j (w(t),cfi—f(t),t»:& (1.6)

Ce systeme de n équations différentielles du second ordre est appelé systeme d’équations
d’FEuler-Lagrange.

Exemple 1.1.1.1 Soit U un ouvert de R™ et soit lapplication L : U x R™ X [t1,t5] =& R

définie par :
y?
L t) = =.
('T7y7 ) 2

Dans ce cas le lagrangien représente [’énergie cinétique.

1 [ [(dy 2
FE = — ] dt
() QKL(ﬁ) |

par conséquent, le systéme (1.6) se réduit a ’équation :
d%p
dt?

Les solutions des équations d’Euler-Lagrange sont bien les droites affines (géodésiques) :

=0.

o(t) =at + b, (avec a,b € R"™).

1.1.2 Applications harmoniques

Définition 1.1.2.1 Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h) une application de classe C™ entre deux
variétés riemanniennes de dimensions m et n respectivement. On appelle densité de ¢ ’ap-
plication

6(90) M — R-i-?

définie par :
1
e(9)(+) = 5ldutl?, Vi € M,

ot |dyp| est la norme de Hilbert Schmidt de la différentielle d,o de ¢ au point x.
Etant donnée {e;}™, une base orthonormée de T, M, alors :

|dopl? = Ty h
= h(daples), depler)) -
=1

Si{x' Y et {y’}}_, sont les coordonnées locales autour de x € M et p(x) € N respective-
ment, on a alors :
007 0pP
dpp]? = g | == h; :
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Définition 1.1.2.2 Soit p : M — N une application de classe C* et D un domaine compact
de M. La fonctionnelle de l’énergie de l’application ¢ sur le domaine D est définie par :

B(p.D)= [ el

1 2
— 3 [ 1dete,

ot v, est la forme volume sur M définie par :

vy =/ det GiadT' A .. A dx™ = \/det giodz.

Définition 1.1.2.3 Une variation de l’application ¢ est une application de classe C'*°,

¢:Mx(—€€) >N
(ZL’,t) — (pt(l’),

telle que (¢1)te[—c,q est une famille d’applications de classe C* sur M, et po = .

Définition 1.1.2.4 (Application harmonique).

Soient (M™,g) et (N™, h) deux variétés riemanniennes. Une application ¢ : (M™, g) —
(N, h) de classe C*, est dite harmonique si elle est un point critique de la foncionnelle
d’énergie E (v, D) pour tout domaine compact D C M, i.e :

d
—F (SotaD) ‘

0
dt ’

t=0

{¢¢} étant une variation de classe C* de ¢ a support compact dans D.

1.1.3 Premiére variation de I’énergie

Théoréme 1.1.3.1 (Premiére variation d’énergie).

Soient (M™, g) et (N™,h) deux variétés riemanniennes. Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h) une
application de classe C* et soit {¢:} une variation de classe C™ de ¢ a support dans un
domaine compact D, alors :

GE D)o == [ ho.r @) u,

ot v = %h:o dénote le champ de vecteurs de variation de {p},
7(p) =Tr,Vdp = {Vedp(e;) —do (V) }
¥ g Vvay e; WP \Ei P (Ve €
i=1
ot {e1,...,en} est une base orthonormée sur (M™, g).

T () est appelé champ de tension de lapplication .
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Preuve du théoréme 1.1.3.1.
Soient {e;};", une base orthonormée locale sur (M™, g) et {1} une base sur (—¢,e), alors

{(el, 0), (0, jt)} ., est une base locale orthonormée pour la métrique diagonale g + dt? sur

la variété produit M™ X (—e¢,€). On a le crochet de Lie [(ei,O) (0, %)] = 0, pour tout
1=1,...,m, nous avons :

do(e;,0) = dp(e;) et do(0

’E):U.

En utilisant la formule de Leibniz, nous obtenons :

d¢ (€i7 0)(33,0) = d:r:¢0 (ez‘x) + d0¢x (O)
- dngo (ez|a:)
= dy (€ils)

et
d d

—d0¢x<d)|t 0

= u(x),

avec ¢o(z) = ¢(x,0) et ¢, (t) = Pz, 1).

Soit V¢ la connexion de Pull-back associée & ¢, on a alors :

d
SE @0 D) o =5 / Zh g (e:) e (€) vylco

- / Zh (46 (€,0) 6 (€1, 0)) vy oo
_5/ aZh(dqﬂei,()),dgb(ez-,()))vg\t:o

- [ (Thogoen o)) uo
-/ ;h<vg;0)d¢ (0.5) d9(e.0))
_ /Dg;h(vgo(ei)v,dga (e1)) v,

_ /D > h(VEv.dp () vy

17



Soit maintenant w la 1-forme différentielle a support compact dans D définie par :
w(X) = h(v,dp(X)), VX e I'(TM).

On a alors :

divMw =

(Vew) (e:)

NE

1

-
Il

NE

{ei(w(e)) —w (Velen)}

1

-.
Il

o (1.8)
= Z {h(VZv,dp(e;)) +h (v, Vidy () —h(v,de (Ve))}

i=1
= h(Viv,de(e:)) +h(v,7(9).

=1

D’aprés le théoréeme de Stokes, nous avons :
/ divMwv, = 0. (1.9)
D

En utilisant les formules (1.8) et (1.9) nous obtenons :

/IDZh(V;U,dtp (&) vy = —/Dh(U,T(go))vg. (1.10)

En remplacant I’égalité (1.10) dans (1.7) nous obtenons alors :

GE @Dl == [ Ko (o),

Ceci acheve la preuve du théoréme 1.1.3.1.

Théoréme 1.1.3.2 Soit ¢ : (M™,g) — (N", h) une application de classe C™ entre deux
variétés riemanniennes. L’application ¢ est dite harmonique si et seulement si :

T(p) =Tr,Vdy =0,
telle que {e1,...,en} est une base orthonormée sur M.

Remarque 1.1.3.1 Localement, le champ de tension d’une application ¢ € C*(M,N)
entre deux variétés riemanniennes est donné par :

0?7 L 0¥ P

y y 0p7 0
— 9 — 4 Y _ M1k
() =9 (V) 0005) =9 (5o + G0 ST 00— G2 ) o (1)

oz, Y 0y

el

ot % et 5, sont des bases locales des champs de vecteurs sur M et N respectivement.
i Y

18



1.1.4 Exemples d’applications harmoniques

Exemple 1.1.4.1 Toute application constante ¢ : (M™,g) — (N™, h) est harmonique.

Exemple 1.1.4.2 Soient (M™, g) une variété riemannienne, et f : (M™,g) — R une fonc-
tion différentiable. On a alors :

7 (f) =Tr,Vdf

= Z Vdf (€i, 61')

{VIdf (e;) —df (VYe)}

M

=1

I

{ei e (£) = (Velei) (1)}

=1

Il

g (Ve,gradf, e;)

=1

= div(gradf)
=A(f),

ou {e;};-, est une base orthonormée locale sur (M™, g).

—~

Exemple 1.1.4.3 Soit R™ muni de la métrique canonique go = dy3 + ...+ dy? et soit

o: (M, g) = R  g0), @)= (" (x),....90" (2)),

une application différentiable.
D’aprés (1.11), et comme RnFlB =0, alors le champ de tension de [’application ¢ est donné

par :
(D% %) 0
p. . _V__VMpk)_o ]
(p)=9g (8%0% Oz, ") Oy, \
Donc

T(p) = (A(gpl),...,A(gpn)).

Par conséquent, ’application ¢ est harmonique si et seulement si les fonctions
e a=1,...,n sont harmoniques.

Exemple 1.1.4.4 Soit M = |a,b| un intervalle sur R. Alors la courbe v : (a,b) — (N", h)
est harmonique Si :

d*~~ dv? dry®
dt? dt dt

donc, v est harmonique si et seulement si ¢’est une géodésique.
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Exemple 1.1.4.5 Soient S une surface dans R® et o : (2, (,)g2) = (R?, (, )gs) une paramé-
trisation locale de S (o Q2 est un ouvert de R?) telle que :

9o _ 8_90 92\ _
oz 0x’ 0y [ ps
¢ A ¢
Soient N = g”gy le champ de vecteurs unitaire normal a S, E = H ? ,F = <8—‘P, a—‘p>
[5en sl O’ 0y [ s

6—‘P les composantes de la premiére forme fondamentale et

0 0 0%
— (N, 2% — (N — (N 2%
e < ’8$2>R3’f < ’8x8y>R3’g < 78 2> ,

les composantes de la duxieme forme fondamentale et soit H = % la courbure
moyenne de S. On a :

0 () = (02 ZeN 00 Pp
oz’ RS Ox’ 0% [ s 0’ Oy? [ ps

dp Py Pp dp
Oz’ Oz 0xdy’ Oy / s

etG—’

19 ||og|* 1o |og]?
- 20z || 0z 20x || Oy
= 0.
En sutvant la méme méthode, on obtient <8‘P T (cp)> ,=0. Par conséquent, T (@) est normal
R

a la surface S, et on a :
H = €e+g _ <N’T(90)>]R3
2F 2F '
La surface S est donc minimale si et seulement si ¢ est harmonique.

Exemple 1.1.4.6 Soit l’application de Hopf :
$:S* = §?
(s,a,b) = (a(s),¥ (a,b))
ot (a,b) =ka+1beta:[0,Z] —[0,7] telle que « (0) =0 et o (%) = .

)
Soient gss = ds® + cos? sda® + sin® sdb?, la métrique riemannienne sur S* et

hg: = da2 + sin? ady?, une métrique riemannienne sur S2.

On a :
9 ; 3
{e; = 65’ = 5.,€3 = 8b} est une base orthonormée sur S°.
— 0 f 1 0 f 2
{f1 = m, f3 = Sinaw} est une base orthonormée sur S°.

Par un simple calcul on a :

, 0 k0 Lo
do(er) = a5 o) = o510 () = 5550
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3 3 8 3
Vflel = O,V§262 = tan S—,V§3€3 = —COS5—;

0s 0s
SQ a o S2 a o a .
V%—aa—O,V%—aw— smacosa—aa,
0 E?sinacosa O I?sinacosa O
¢ d —— ¢ J - _ ¢ [
vel ¢(61) Q 80{7V62 ¢(62) COSZS aa7V63 ¢(63> Sln28 aa7

ou o = ‘fi—i. En remplacant ces relations dans ’expression du champ de tension

m(0) = 3 {Vido(e) = do (Veen)}

on trouve que :

T(¢>:(@//(s)+a’(s)(co‘cs—tans)—sinacosa( oL ))%'

cos?s  sin’s
Si a(s) =2s et |k| = || =1, alors Uapplication ¢ est harmonique.

Exemple 1.1.4.7 Soient (M, g) et (N,h) deuz variétés riemanniennes. Si ¢ : M — N est

un plongement régulier isométrique, c’est a dire, @ est un plongement régulier et que pour
toutpe M, XY e T'(TM) on a :

Gp (Xp, Yp) = hyp) (dp (X,) , dip (Yy)) -

Alors, ¢ (M) est une sous-variété de N, de plus @ (M) est minimale si et seulement si
lapplication ¢ est harmonique.

En effet, si VM) est la connexion de Levi-Civita associée & la métrique induite par h sur
o (M), et B désigne la deuxieme forme fondamentale de p (M) sur N, alors :

B (de (X),dp (Y)) = (Vipxde (Y))
.
= Vipx)de (V) = (Vi de (V)
= Vidp (V) = Vi de (V)
= Vidp (V) — dp (VYY)
= Vdy (X,Y), X,Y e T(TM).

1

Soit (e;) une base orthonormée locale sur M. Comme [’application ¢ est isométrique, on a
dp (e;) une base orthonormée sur o (M), d’ot :

H=TrB (courbure moyenne)

= B (dy (e;),dy(e;))
= Vdp (e;,€;)

=7(¥).
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Exemple 1.1.4.8 Soient (M™,g) une variété riemannienne, S"™ la sphére unité de R
i:S" < R™M linjection canonique, et o : (M™,g) — S™ une application de classe C*°.
Posons ) =io@: (M™, g) — R" alors ¢ est harmonique si et seulement si

T(Y) =— |d”¢]2w. en effet :

T(W)=7(iop)
=di (1 (¢)) + Tr,Vdi(dp,dp) .

@ est donc harmonique si et seulement si :

7 (¢) = Tr,Vdi(dp,dy)

= Vdi(de (e;),dp (e;))

=1

ou {e;};" | est une base orthonormée locale sur (M™,g). Par conséquent :

T(Y) =— Zg (dp(es) s dp (e)) Nywy  0a N = inaii
=— Z |dep (e3)]* ) () (No@) = (x))
= —|do|* ¥ (2)
= — |dy|* ) (z) .

Remarque 1.1.4.1 La composée de deux applications harmoniques n’est pas en général une
application harmonique. En particulier, si ¢ est harmonique et si 1 est totalement géodésique
( c’est a dire Vdip = 0), alors 1) o @ est harmonique.

Exemple 1.1.4.9 Soit l'application :

¢ (R, dz*) — (R? da* + dy?)

xr — (z,0)

on a :
(P2 0
TWI= 4?2 dz?

et soit l’application :
(I (Rz,de + dyQ) — (R, sz)
(z,y) — 2° =y,
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on a .

() = A(Y)
0
_W+d_g/2
=2-2
=0.

Alors les applications ¢ et 1) sont toutes les deux harmoniques mais la composée
Yoy (R,da?) — (R,dz?)
T — 12,
est non harmonique car T (1 o p) = 2.

Exemple 1.1.4.10 Soit ’inverse de la projection stéréographique :

4
fﬁRn—)<Sn,ho¢ﬁ:%>a
(L +llyl)

1
— f(v) = W (2, ||z = 1)

La norme de Hilbert-Schmidt de df est donnée par :

of*afr
=3 3 o thoso ) IS8

1,j= locﬁ 1

004,
= Z Z 2y 2/32 f5ia5jﬁ

1,j= la,B 1 1+||yH ) ©

-y

i=1 a=1 1+” ||
" 4

~ (1+ly)*)" o
4n

() e
lyllPo f=(wi+..+42)of
= ((Ph)"+ o+ (@) o f
(Phof) +. + (o f)
=(f1)2+ +<f”>2
x + .. +:E

= |||
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Donc |df| = 1?@2 On calcule maintenant le champ de tension de 'application f :

n 0
=S o a(2) v 2
ig=1 mz Lj vy Uy

— va;hdf( )
ZZE:VZ%&Q(———of>

i,a=1
=> v, ( 0 Of)
i—1 0T yi
" 0
_ i
= ZZ (sz; 6%) of
-3 (g ) o
ij=1 ay]
= anrgii> of
7j=1 =1 ayj

-~ n n a
— E E S S
I .’Z’L_ + I ;]_> o) f
j=1 \i=1,i#j

3y Li_ii)o
2 ] 2 ]

01 \imrag LT lyl”y; 1+ lyll” 9y;

pour tout i # 7, on trouve que :
0 2y, 0
ay; a7
j1+ HyH i 1+ [yl Oy

_1 yJ 2y Qi) of
|y|| ayﬂ 1+ [lyll° 9y;

_ 2y;
L+y* 1+l H2

) 5
||y|| @yj
& —2)z; 0
DI e s
1+ H*TH ay]
Par conséquent, l’application f est harmonique si et seulement si n = 2.
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1.2 Applications biharmoniques

Définition 1.2.1 Soient (M™,g), (N",h) deux variétés riemanniennes, et D un domaine
compact de M. La bi-énergie d’une application différentiable ¢ : (M™, g) — (N™ h) est

définie par :
1
5 [l
D

ou 7 () est le champ de tension de Uapplication ¢, v, est la forme volume sur M associée
a la métrique g et |7 (@)]2 =h(1(p),7(p))

Définition 1.2.2 Soit ¢ : (M™,g) — (N",h) une application différentiable entre deux
variétés riemanniennes. L’application ¢ est dite btharmonique si elle est un point critique
de la fonctionnelle bi-énergie Ey (@, D), c’est- a-dire :

d

%EQ (907&, ) ‘t:O =0,

pour tout domaine compact D dans M et pour toute variation {¢;} de classe C* a support
inclus dans D.

1.2.1 Premiére variation de la bi-énergie

Théoréme 1.2.1.1 (Premiére variation de la bi-énergie)
Soient ¢ : (M™,g) — (N™ h) une application différentiable entre deux variétés rieman-

niennes, et {Lpt}te]{,g[ une variation de classe C* de p a support inclus dans D. Alors :

d

GE D)o = = [ hvm (o),

ol v = d“pt|t —o dénote le champ de variation associé a {pi}e) .., €t T2(p) € [ (o~ 'TN)
désigne le champ de bi-tension de lapplication ¢ définie 'relatwement a une base orthonormgée
locale sur (M™, g) par :

7 (p) = =Ty (V¥)' 7 (0) = TryR" (7 () , dy) dso

:_Z{ww ~ Vi T(0)} - ZRN ) dip (e:)) deo (es)

ou RN désigne le tenseur de courbure riemannienne de la variété (N™, h)

Preuve du théoreme 1.2.1.1.
Soit {p;} une variation de classe C* de ¢ a support inclus dans un domaine compact D
dans M, et soit ¢ : M x |—e,e[ — N définie par ¢ (z,t) = ¢, (x), alors on a

iEQ (¢4, D) 1= O—/Zh(v¢ Vdgo ((e:,0),(e,0)), Vdo ((e;,0), (eia()))) U9|t=0'

(1.12)
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. o d
V(&%)d(b(e“()) = Ve od¢( dt)
5 M, ) — o 4
Vioa) @ (Veres 0) = Vi, o>d¢ (0’ dt) ’
v( )qub((e“ 0), (e;,0)) = v?m ) 0 0)d¢ (€:,0) — V?O,%)(w (Vé\ii)])—s,s[ (ei,()))
_R¥ (d¢ ( d) dé (e;, )) 46 (e6,0) + V)V, 416 (€:,0)
Vo) e0] €0 = Vo g9 (Vele0 )

et comme [(0, C‘lit) (ei,O)] =0, alors :

d d
Vi, 4 V0 (6000 e 0) = 8 (a6 (0. ) 0 600 ) d ,0) 4 95 T o (0.5

d
_u? -
%t (0.)

D’ou :

h (v?’

&\&

V6 (64,0) 66,0)) Vi ((,0), <ei,o>>) o =

B (RN (v,dp () di ()7 () + b (VEVEDT () = b (Ve 07 ()

Soit w € T'(T*M) la 1-forme différentielle & support inclus dans un domaine compact D
définie par :

(1.13)

w(X)=h(V%,7(9)), VX el (TM).
On a :
divMw = Z{el —w(VMez)}
= Z {ei (h (VZv,7(p))) —h <V$]¥ei’v,’f (gp))} (1.14)

1

.
I

VL

{h(VEVE0,7 () +h (VEv, VT (2)) — b (ng v,7(9)}-

i=1

D’aprés les formules (1.13) et (1.14), nous avons :

Zh(w Vo (¢, 0)  (¢:.0)) Vo (e:,0) <ei,o>>)|to=
(1.15)

m

Z h (RN (v,dp (e;)) dp (€;), T ((,0)) + divMw— Z h (Vfiv, ViT (go)) .

i=1
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Soit maintenant n € I'(T*M) la 1-forme différentielle & support inclus dans un domaine
compact D définie par :

n(X)=h(v, VLT (9)), VX el (TM).

=3 {0,927 @) 1 (087 (9)} (116
_ f: {h (V20,VET () + b (0, VEVET (9)) — h (v, Veu,T (@)) } ,

En substituant (1.15) dans (1.16), nous obtenons :

Zh(v( )Vdﬁb((e“ 0),(e:,0)), Vdo ((e;,0), (ei,O))) o =
S h (. VEVET () + div™e
- m (1.17)

—divMn — Z h (v, végef (@))

m

30 (0. RN (7 () dip (e:)) dip (1)),

i=1

D’aprés les formules (1.17), (1.12) et le théoréeme de divergence, nous déduisons que :

B e D)o =~ [ Zh 0, VEVET(9) + Vi, () = RY (7 () dip (e0)) dip (1))

d’ou :
d m
iy D)y = — h (v, T Vglt=0-
% B (90, D) 1o /D; (v.72 (£)) Dylemo
Ceci acheve la preuve du théoréeme 1.2.1.1.
Comme conséquence immédiate du théoréeme 1.2.1.1, nous obtenons le corollaire suivant :

Corollaire 1.2.1.1 Une application différentiable ¢ : (M™, g) — (N™, h) entre deuz varié-
tés riemanniennes est biharmonique si et seulement si T () = 0.
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Remarque 1.2.1.1 Soit Uapplication ¢ : (M™, g) — (N™, h) et soient (U,x"), (V,z%) deux
cartes locales en p dans M et en ¢ (p) dans N respectivement, alors :

; ore or? 1o 9?0 v
Zzg]{(?x(%] az 90 or; Les Z ™ ownm, o

i,j=10=1
~ 0970 T, —~ 097 0p"
FP NFO’
+a;1 oz; 83:] . ,3%%:17— Ox; Ox;
- - D™ 0P 0
MF NPO’ _ v _NRO’ 7
Z ka ;; 333k a;::17 oz, 893]- Bav 000 ° Y,

o

— [ 0% 9 0p° &p
v ij N Nrk
! ijzlg ((%if)xg’ +a ) Oz, Ox; Fag© Z
et ¥ R3,, sont les composantes du tenseur de courbure de (N™, h).

Définition 1.2.1.1 (L’ opérateur de Jacobi). Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h) une application
différentiable entre deux variétés riemanniennes, on définit l'opérateur de Jacobi de ¢, noté
Js, par :

Jo: T (¢ (TN)) — T (¢~ " (TN))
Vi— J, (V)

T, (V) = =Try (V¥)?V — Tr RN (V,dy) dy

=Y {VEVEV -V, VYRV (Vade (@) de (e0).

Proposition 1.2.1.1 . Soit J, Uopérateur de Jacobi de ¢, Soient V. € T (¢~ ' (T'N)) et
feC>® (M), alors on a :

1. J, est R-linéaire,
J‘P (fV) = fJ<P (V) + (Af) V+ QV;’ad fv

Preuve de la proposition 1.2.1.1.
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1. Soit V,W €T (¢~ *(T'N)), on a alors :

o (VW) =S {VEVE (VW) = Ve, (V+ W)}
i=1 ’

+ Y RN ((VH W), dp (e:) dg (e;)

=1

{vevev - ve V}+i{v;v;W—w w}

M-

VMe, VMe,
i=1 ' i=1 '
+ Y RN (Vide () dp (e) + > RY (W, dip (e))) dp (e)
i=1 i=1

IV

{VEVEV = VgV RY (Vdp () dp (e:) }

=1

+ > {VEVEW =V, W+ RY (W, dip (e)) dp (e:)}
i=1 '
=Jo (V) + Jo (W).
D’autre part, il est clair que J, (AV) = AJ, (V), VA eR.
2. Soient V € T (p ' (T'N)) et f € C>® (M), on a alors :

Jo (V) =S {VEVE (V) = Ve, (V) }
=1

+ Z RY (fV.dg (e;)) dp (e;)

=S Ve NV +VEIVE (V) = (Vi) (V= 1%,V )
=1

+ f Z RY (V. dep (e;)) de (e;)

-

(e (e (N)V +26, () VEV + [VEVEV = (VM) (F)V = fVE,, V]

=1

+ Y RN (Vi dp (e:)) dp (e;)

i=1

:fJCP (V> + (Af> V+ 2V§7‘ad fv

Ceci achéve la preuve de la proposition 1.2.1.1.

Remarque 1.2.1.2 L’application ¢ : (M™,g) — (N", h) est bitharmonique si et seulement
si T (p) € Kerd,.
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1.2.2 Exemples d’applications biharmoniques

Exemple 1.2.2.1 Toute application harmonique entre deux variétés riemanniennes est bi-
harmonique.

Exemple 1.2.2.2 Les polynomes de degré < 3 sur R, sont des applications biharmoniques.

Exemple 1.2.2.3 Soit R™ munit de la métrique canonique go = dy? + ...+ dy?, et soit
¥ (Mm’g) — (Rn790)
r— p(x) = (apl(:z:),...,gp”(x)),

une application différentiable, alors :

T () = (7'2 (901) yeeey T2 (Sﬁn)) .

Par conséquent, application ¢ est biharmonique si et seulement si les applications ¢,
a=1,...,n sont btharmoniques.

Exemple 1.2.2.4 Soit :
p: (M™ g) — (8" h),

une application différentiable.
Sachant que la sphére unité S™ est de courbure égale a 1, et d’aprés la formule :

RXY)VZ=h(Y,Z)X —h(X,2)Y,
nous obtenons :

TryRY" (7 (), dp) dp = Trg (h(dp,dp) 7 (p) — h (T (), dp) d)
= |de|* 7 () — Tryh (7 () , dip) dip
=2e(p) T () = Tryh (1 (p),dp) dp

ot e (p) = 3 |dy|*.

Alors, Uapplication o est biharmonique si et seulement si :
Try (V) + |do|* 7 () — Tryh (1 (¢) , dp) de = 0,
autrement dit, l'application ¢ est biharmonique si et seulement si :
Try (V) + 2e (0) 7 (0) — Tryh (7 () , dgp) dp = 0.
Remarque 1.2.2.1 Les applications bitharmoniques ne sont pas nécessairement harmoniques.

Exemple 1.2.2.5 Les polynéomes de degré 3 sur R, sont des applications biharmoniques
non-harmoniques.
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Exemple 1.2.2.6 Soit f : R" — R une fonction harmonique, c’est-a-dire :
NP

et soit la fonction ¢ (x) =r*(z) f (z), our(x) = /22 + ... + 22,

pour tout = = (x1,...,x,) € R™. On a

Jj=1
d’ot )
n
67'2 Z 8Ij
Ox; ‘= ox;
= 25171',

dp  Or? 5 Of

of
= 2x; 222
xif+r 0z,
i 02 af af 0 f
¥ 2
=2 2x; 20, —— .
P A A L e
En calculant le Laplacien de la fonction g, on trouve que :
Ap = —
7 8202

_22f+z4 Z 327
=2 f+4le

La fonction ¢ est donc non-harmonique. Maintenant pour j fixé, on a :

0Ap af " Ox; 8f -
+4
81’]’ 8$j —1 8Ij 8IZ Z
=1 \ ,
=5;;
n 2
I S
i=1

=2n—+4-—+4 .
n@wj + 6xj + 81’181‘]

=O

8@81: j

1=
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Par suite,

Ay B 2n(‘92f Z ox; _ o Bf

8:6? N 895] 8% 81: 833] " Q02
i=1 J
511
Comme
"L 92Ag 0
2 2 (2n+4)Af+4Af+4le Af)
et

A(f) =0,
alors 7 () = 0, ceci nous conduit a conclure que la fonction ¢ est une fonction biharmonique

non-harmonique.

Exemple 1.2.2.7 Soit linversion :

¢ : R™\ {0} — R™\ {0}
T o (z) =

x
—.
Iedl
2o pour tout a =1, ...,n, et pour i firé, nous avons :

En posant ¢ (x) = H :

e -2 —4
= Oja -2 ads s
o = b ] = 2, ]
et P
= b0 7l = 20 ol ™ + 8raa? 2]~

Le Laplacien de la fonction ¢ est donné donc par :

Ap® = =43 diaai ll2] " =23 walle| ™ + 8" waa? o]~
=1 =1 =1

—4 —4
= 4o [lz] 7 = 2nwa ||z
=2(2—n)z, |l

Ainsi :
—4
T(p)=2Q2—n)|z| "=
De la méme maniére, nous obtenons :

7 (p) = —8(2—n) (4 —n)llz| "z

ce qui nous mene & déduire que l’application ¢ est biharmonique non-harmonique si et seule-
ment st n = 4.
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1.3 Structures métriques presque de contact

Définition 1.3.1 Soient :

— M une variété différentiable de dimension impaire (2n+1),
— @ un champ de tenseurs de type (1,1),
— & un champ de vecteurs,
- n une I-forme sur M.
Le triplet (,&,n) est dit une structure presque de contact sur M tel que

n() =1, P’X = —X +n(X)E.

Définition 1.3.2 Une variété presque de contact est une variété de dimension (2n+1) mu-
nie d’une structure presque de contact (¢,&,n).

Théoréme 1.3.1 Soit (,&,n) une structure presque de contact, alors :

pE =0
now =70
rangy = 2n

Preuve du théoréme 1.3.1.

1. Soit (¢, &,n) une structure presque de contact sur M alors :
n(€) =1 et X =X +n(X)E.

En remplacant X par £ dans la définition on trouve :

0(p€) = p°€
=—-{+n(§)E=0
= —£+¢
— 0.

Ce qui donne : € = 0, de plus @€ est un vecteur propre de ¢ correspondant a la valeur
propre 0.

Pour le sens inverse on raisonne par ’absurde. Supposons que ¢ # 0, en remplagant
X par @€ on trouve :

() = —& + ()
on a :

©*(p€) =0
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ce qui implique :
—&+n(§)§ =0

alors :

n(p€)€ = ¢§
donc :

n(p€)€ # 0
alors que :

n(@)pé = *¢ =0

Ce qui contredit avec le fait que n(¢€) # 0 et & # 0.
On déduit finalement que :

0 =0

N(pX)E = °X + X
= p(p*X) + pX
= p(=X + (X)) + X
= 1(X)pt.
Puisque o€ = 0 alors, n(¢X){ =0
c’est a dire :
n(eX)=0=nop=0

3. Puisque @& =0, £ # 0 et ¢ non injective alors,
rang(y) < 2n + 1.

Soit & un champ de vecteurs tel que @& = 0.
En remplacant X par £ dans la définition on trouve :

0=¢*¢=—-E+ )¢ =& =n(¢E,

d’ott € est proportionnel a &.
Donc dim kery = 1, de plus rangy = (2n+1) — 1,
alors :

rangy = 2n

Ceci achéve la preuve du théoréeme 1.3.1.

Théoréme 1.3.2 Toute variété presque de contact (M, ¢,&,n) admet une métrique rieman-
nienne g compatible avec la structure presque de contact (¢,&,n) telle que :

9(pX,Y) = g(X,Y) = n(X)n(Y) VXY e I(TM).
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Preuve du théoréme 1.3.2.
Soit k une application définie par :

E(X,Y) =K (*X, 0*Y) +n(X)n(Y) VX,Y € T(TM)

ol k" est une métrique riemannienne sur M2 !
On définit g par :

9XY) = S(HXY) + (X, 0¥) + n(X)n(Y))

alors g est une métrique riemannienne ; de plus on a :

§pX.0Y) = S (KX, 0Y) + KX, 2Y) + (e X )n(eY))
= J(HEX,@Y) 4 KX +n(X)E, ~Y +n(¥)2)
= JOHEX,0Y) 4 KX, Y) = KX, 1(V)) = K(Y,n(X)6) + n(X)& n(Y)E))

= SOH@X V) + KX Y) = n(Y KX, €) — n(X)K(Y,€) + n(X)n(¥ k(e €)

_ %(WX, PY) + K(X,Y) = 20(X)n(Y) + n(X)n(Y))

_ %(k;(ng, PY) + k(X,Y) = n(X)n(Y))
= g(X,Y) = n(X)n(Y).

Ceci acheve la preuve du théoréme 1.3.2.

Proposition 1.3.1 Toute variété presque de contact (M, p,&,n) admet une métrique rie-
mannienne g telle que :

9(X, &) = n(X)

Preuve de la proposition 1.5.1.
Posons Y = £, alors :

Ceci achéve la preuve de la proposition 1.3.1.
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Proposition 1.3.2 Soit (M, p,&,n) une variété presque de contact munie d’une métrique
riemannienne g, alors,

9(X,9Y) +9(pX,Y) =0 VX,Y € I(TM).

Preuve de la proposition 1.3.2.
11 suffit de faire une simple vérification en remplacant X par X et Y par ©?Y.

9(0X,@*Y) = g(pX, =Y +n(Y)E)
= —g(eX,Y) +n(Y)g(pX,$)
= —g9(eX,Y) + n(Y)n(pX)
= —g(pX,Y).

comme on a, d’aprés le théoréme précédent :

alors :
g(X,0Y) = —g(eX,Y).

Ceci acheéve la preuve de la proposition 1.3.2.

Définition 1.3.3 Une wvariété métrique presque de contact (M,p,&,n,q) est une variété
presque de contact (M, @,&,n) munie d’une métrique riemannienne g telle que cette mé-
trique soit compatible avec la structure presque de contact (p,&,n).

Dans ce cas, toute variété métrique presque de contact (M, p,&,n,g) admet une base ortho-
normée locale, {X;, pX;, £}, appelée p — base.

Définition 1.3.4 Pour chaque structure métrique presque de contact (¢,&,n,g) sur M on
définit la 2-forme fontdamentale ® par :

O(X,Y) =g(X,pY).

La 2-forme fondamentale ® posséde les propriétés suivantes :
1. o(X,)Y)= -9V, X), c.a.d, ® est anti-symétrique.
2. D(pX,9Y) =d(X,Y), c.a.d, ® est invariante a .
VX, Y e I(TM).
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Définition 1.3.5 On dit qu’une variété M** ! admet une structure presque de contact s’il
existe une 1-forme différentielle globale n et une 2-forme différentielle globale ® sur M telle
que,

nA®"#0,

ouP"=PND...AND.
—_——

nfois

Les structures métrique presque de contact sont regroupées en tros familles comme la struc-
ture sasakienne, cosymplectique et la structure de Kenmotsu.
Dans la partie suivante, nous rappelons quelques structures métriques presque de contact.

1.3.1 Structure sasakienne

Définition 1.3.1.1 Soient (M, ¢,£,n) une variété presque de contact et ® la 2-forme fon-
damentale. On dit que M est une variété sasakienne si ® = dn et le triplet (p,&,n) est
normal.

Théoréme 1.3.1.1 Soit (M?""1 . & 1, g) une variété métrique presque de contact et soit V

la connexion de Levi-Civita sur M. On dit que M est une variété sasakienne si et seulement
si pour tout X, Y € T'(T M),

(Vxp)Y = g(X,Y){ —n(Y)X.

Proposition 1.3.1.1 Soient (M p,£,n,g) une variété sasakienne et R le tenseur de
courbure riemannienne de la variété M. Alors pour tout X, Y € T'(TM), les relations sui-
vantes sont vérifées :

1.
R(X,Y)§=n(Y)X —n(X)Y (1.18)

2.

et pour tout champ de vecteurs unitaire X ortohgonal a & on a :

3.
R(§,X){=-X (1.20)

4.
R(X,§)X =—¢ (1.21)
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Preuve de la proposition 1.3.1.1.

8 R(X,Y){=VxVyl—VyVx{ —Vixyi
= Vx (=¢Y) = Vy (—¢pX) + ¢ ([X,Y])
= —Vx (¢Y) + Vy (pX) + ¢ (VxY) — ¢ (VxY)
=VypX — o (VyX) = VxpY + ¢ (VxY)
= (Vyp) X = (Vxp)Y
=g(X,Y)E—n(X)Y —g(X,Y){+n (V)X
=n(Y)X -n(X)Y.
2.
g(R(X,8)Y,Z)=g(R(Y,Z) X,¢)
=—g(R(Y,Z2)¢ X)
=—gm(2)Y —n(Y)Z,X)
=-n(2)g(X,Y)+n(Y)g(Z X)
=—gg(X,Y)§2Z)+9g(n(Y)X, 2)

—~

=gn(Y)X -g(X,Y)¢ 2)

alors, R(X,€)Y =n(Y) X — g(X,Y)¢
3. En remplacant X par £ et Y par X dans I’équation (1.18) on trouve :

R(EX)E=n(X)E-X

et comme X est un champ de vecteurs unitaire orthogonal & ¢ alors on a
n(X) =g (X,€) =0, ceci nous conduit & déduire que :

R(EX)E=-X
4. En remplagant Y par X dans dans I’équation (1.19) on trouve :

et comme X est un champ de vecteurs unitaire orthogonal a & alors on a
n(X)=g(X,&) =0et g(X,X) =1, ceci nous conduit & déduire que :

R(X,§) X =—¢
Ceci acheve la preuve de la proposition 1.3.1.1.

Proposition 1.3.1.2 ([11]) Soient (M?*" ™', o, & 1, ) une variété sasakienne, R le tenseur
de courbure riemannienne et S le tenseur de courbure de Ricci de la variété M. Alors pour
tout X, Y, Z, W € T'(TM), les relations suivantes sont vérifées :
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L. n(RX,)Y)2)=g(Y.Z)n(X)—g(X,Z)n(Y)
g (R(pX,0Y)pZ, W) =g (R(X,Y)Z,W) —n(X)n (W

)
- (V)0 (W) g (X, 2)+n(X)n

3. S(X,¢) =2nn(X)
4. S(pX,9Y)=S(X,Y) = 2nn(X)n(Y)

Remarque 1.3.1.1 Une variété sasakienne (M*"*1 o, €, 0, g) est dite variété Sasaki-Einstein
si g est une métrique d’Einstein, autrement dit, (M>" "1 o, & n,g) est une variété Sasaki-
Einstein sl existe une constante A = 2n telle que :

S = Ag,

Remarque 1.3.1.2 Une variété sasakienne (M*"*1 ¢ € n, g) est dite variété n-Einstein s’il
existe des constantes a et b telles que g satisfait la relation suivante :

S=ag+b®n.
Notons que sur une variété n-Einstein les deux constantes a et b sont liées par :

a+b=2n

1.3.2 Structure de Kenmotsu

Définition 1.3.2.1 Une variété métrique presque de contact (M*"*1 p, & n,g) est dite va-
riété de Kenmotsu si

dn=20 et dd =29 A,
et la triplet (v, &,n) est normal.

Théoréme 1.3.2.1 Soit (M?*"*! p,€,m,9) une variété métrique presque de contact et soit
V la connexion de Levi-Civita sur M. On dit que M est une variété de Kenmotsu si et
seulement si pour tout X,Y € I'(TM) :

(Vxp)Y = —g(X,pY)§ —n(Y)pX.

De cette condition on peut déduire que :

Propriétés 1.3.2.1 ([15], [24] et [35]) Soit (M, p,&,n,g) une variété de Kenmotsu alors
pour tout X,Y € I'(T'M) nous avons :

(Vxn)Y = g(pX, YY),
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R(X,Y)E = n(X)Y —n(Y)X,
R(& X)Y =n(Y)X — g(X, V)¢,
R(&, X)§ = X —n(X)¢

et
S(X,€§) = —2nn(X)

ou R désigne le tenseur de courbure riemannienne et S désigne le tenseur de courbure de
Ricca.

1.3.3 Structure cosymplectique

Définition 1.3.3.1 Soient (M*" ¢, & 1, g) une variété métrique presque de contact et ®
la 2-forme fondamentale. On dit que (M, p,&,m) est une variété cosymplectique si ® et n
sont fermées (c’est-a-dire d® = 0 et dn = 0) et le triplet (v, &,n) est normal.

Théoréme 1.3.3.1 Soit (M?*"t! p,€,n,g) une variété métrique presque de contact et soit
V la connexion de Levi-Civita sur M. On dit que M est une variété cosymplectique si et
seulement si pour tout X, Y € T'(TM) :

(Vxe)Y =0.

Proposition 1.3.3.1 Soit (M*"™ v, £, n,9) une variété cosymplectique, alors pour tout
XY, Zel(TM), on a :
(Vx®) (Y, 2) = 0.

Preuve de la proposition 1.3.3.1.
Nous avons :

(Vx®) (Y, 2) = X (Y, Z) — & (VxY,Z) - ®(Y,VxZ)
=Xg(Y,0Z) = g(VxY,0Z) — g (Y,9pVxZ)
=9 (VxY,02)+g(Y,VxpZ) — g(VxY,pZ) — g (Y,pVxZ)
=g(Y,VxpZ) —g(Y,pVxZ)
=g (Y, (Vxyp)Z),

et comme (Vx¢)Z = 0 d’aprés le théoréme 1.3.3.1, on déduit alors que :
(Vx®) (Y, 2) = 0.

Ceci acheve la preuve de la proposition 1.3.3.1.

40



1.3.4 Structure trans-sasakienne

Définition 1.3.4.1 Soient (M** ¢ & n, g) une variété métrique presque de contact et ®
la 2-forme fondamentale. On dit que (M, p,£,n) est une variété trans-sasakienne si elle
est normale et ® et n sont fermées (c’est-a-dire d® = 0 et dyp = 0) et le triplet (¢,&,n) est

normal et
dn = a®, d® =25 A,

ol o = %5@ (&) et p= %divf sont des fonctions différentiables sur M et 6® et on sont les
codifférentielles de ® et n respectivement (les divergence) définies par :

00 (X) = — Z {(Ve,®) (€5, X) + (Vie, @) (pei, X))} = (V@) (€, X)

et
on = — Z {(Ven) ei + (Voen) pei}
i=1

avec {e;, pe;, £}, une p-base locale d’un ouvert quelconque de M.

Théoréme 1.3.4.1 Soit (M*"*! p,€,m,9) une variété métrique presque de contact et soit
V la connezion de Levi-Civita sur M. On dit que M?"*1 est une variété trans-sasakienne
si et seulement si pour tout X, Y € I'(TM) :

(Vxp)Y =a(g9(X,Y)E = n(Y)X) = B(g(X, oY) +n(Y)pX),

ot o et B sont des fonctions différentiables sur M"Y, et on dit aussi que la structure trans-
sasakienne est de type (o, ) .

Remarque 1.3.4.1 La structure trans-sasakienne de type (c, B) est normale.

En mettant des conditions sur les fonctions « et 3, on peut extraire quelques cas particuliers
a partir d’une structure trans-sasakienne.

Remarque 1.3.4.2 La structure trans-sasakienne est dite une structure :
— sasakienne si =1 et f =0,
- «a-sasakienne si o € R* — {1} et =0,
— de Kenmotsu sia=0 et =1,
- 5-Kenmotsu si « =0 et f € R* — {1},
— cosymplectique si o« =0 et f = 0.

Proposition 1.3.4.1 Soit (M*"*1 ¢, &, n,9) une variété trans-sasakienne, alors pour tout
XY, Zel'(TM), ona:

1. Vx§ = —apX + B (X —n(X)§),

2. (Vxn)Y = ag(X, pY)E+ B (9(X,Y)§ — n(X)n(Y))
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3. (Vx®) (Y, Z) = a(g(X, Z2)nY) — g(X,Y)n(Z)) — B (9(X,Z)n(Y) — g(X, oY )n(Z)) .

Preuve de la proposition 1.3.4.1.

1. ona:

(Vxp)Y =a(g(X,Y)E—n(Y)X)+B8(g(eX,Y)E—n(Y)pX),

en remplacant Y par £ nous trouvons :

(Vxp) &= a(n(X)§ - X) - B(pX),

et d’autre part, nous savons que :

(Vxp)&=—p(VxE),

alors

—p(Vx§) =a(n(X)§—X) - B(pX),

en appliquant ¢, nous trouvons :

Vxé—n(Vx&) € = —apX — B (¢*X)

et comme :

n(Vx€)§=g(VxE§)E=0,

nous déduisons que :

Vx€=—apX - B(X —n(X)¢),
2. On a:
(Vxn)Y = Xn(Y)—n(VxY)

= Xg(Y,€) —g(VxY,§)
=g(Y,Vx¢)

=g(Y,—apX — B(X —n(X)E))
= —ag (Y, pX) ﬁg(Y7902X)
= —ag (pX,Y) + By (Y, —¢*X)

= —ag (pX,Y) + Bg (Y, pX)

= —ag (pX,Y) + Bg (Y, X) —n(X)n(Y)
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3. Nous avons :

(Vx®) (Y. Z) = XP (Y, Z) - ® (VxY,Z) - ® (Y, VxZ)
=Xg(Y,0Z) = g(VxY,0Z) — g (Y, pVx Z)
=g(Y,VxpZ) —g(Y,pVxZ)
=9(Y,(Vxp) Z+¢VxZ) —g(Y,¢VxZ)
=g(Y,(Vxp) Z)

=g(Y,a(9(X,Z2)§—n(Z2)X)+B(9(vX,2){ —n(Z) pX))

—ag(Yg(X 2)§=n(2)X)+89(Y,9(pX,Z)E —n(Z) pX)
a(g(X,Z)n(Y) =gV, X)n(2)+B(g (X, Z)n(Y)—g(Y,¢X)n(2))

=a(@(X,Z)nY)—g(Y.X)n(2)) - B(g(X,0Z)n(Y)—g(X,¢Y)n(Z)).

Ceci acheve la preuve de la proposition 1.3.4.1.
De cette derniére proposition, on peut facilement déduire la remarque suivante :

Remarque 1.3.4.3 Soit X un champ de vecteurs orthogonal a & qui satisfait g (X, X) =1

alors on a :
(Vx®) (X,§) = —a, (Vxn) X =5
0P (&) = 2na, om = —2np.
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Chapitre 2

Applications harmoniques et
applications bi-harmoniques sur le
produit bi-tordu D-homothétique

Le produit des variétés riemanniennes est un moyen de présenter de nouvelles variétés
riemanniennes. En 1969 R.L. Bishop et B. O'Neill [9] ont réussi a généraliser cette notion en
introduisant la notion du produit tordu de deux variétés riemanniennes, défini comme suit :
Définition. Soient (M, g) et (N, h) deux variétés riemanniennes et f : M — R* une fonction
différentiable positive sur M. Le produit tordu de (M, g) et (N, h) est la variété produit
M x ¢ N munie de la métrique riemannienne :

é:ﬂ'*g—i-(fOﬂ')QO'*h,

ou 7 et o sont les projections canoniques de M x; N sur M et N respectivement.
La variété M est dite la base de M x; N alors que la variété N est dite la fibre.

En 2012, D.E. Blair [12] a introduit la notion du produit tordu D-homothétique entre
une variété riemannienne et une variété métrique presque de contact définie comme suit :
Définition. Soient (M™, g) une variété riemannienne et (N?"*! o € n, h) une variété mé-
trique presque de contact. Pour des fonctions «, 8 € C° (M) (af8 # 0 partout), on consi-

deére (M X N, G) le produit d’une variété riemannienne et une variété métrique presque de
contact ou :

G=g+ah+ala—1)nan.

En outre, 'auteur a donné la définition de la métrique tordu D-homothétique doublée
sur le produit de deux variétés métriques presque de contact.
Récemment, en 2016 G. Beldjilali et M. Belkhelfa [5] ont introduit la notion de la métrique
bi-tordu D-homothétique sur le produit d’une variété riemannienne avec une variété métrique
presque de contact.
Ce chapitre est consacré a la construction puis ’étude d’harmonicité et de biharmonicité des
applications vers ou depuis des variétés métriques presque de contact.
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Nous établissons les conditions nécessaires et suffisantes dans lesquelles une application du
produit produit bi-tordu D-homothétique d’une variété riemannienne et d’une variété meé-
trique presque de contact est harmonique ou biharmonique ot nous traitons le cas de la
premiére projection et nous donnons quelques exemples concrets.

Nous déterminons aussi les conditions de biharmonicité de la deuxiéme projection et de I'in-
clusion dans le cas d’'une variété de Kenmotsu.

Ce chapitre a fait 'objet d’un article publié¢ en 2020 dans la 2™ issue du volume 18 de la
revue "Journal of Dynamical Systems and Geometric Theories" intitulé "On the
D-Homothetic BI-Warping and Biharmonic Maps".

2.1 Produit bi-tordu D-homothétique

La notion du produit bi-tordu D-homothétique a été introduite en 2016 par G. Beldjilali
et M. Belkhelfa [5] en se basant sur la notion de la déformation D-homothétique (2n-
homothétique) introduite par S. Tanno en 1968 [38] ou les auteurs ont pu généraliser la
notion du produit tordu D-homothétique introduite par Blair en 2012 [12].

Définition 2.1.1 Soient (M™, g) une variété riemannienne et (N*"*1 ¢ & n, h) une variété
métrique presque de contact. Pour des fonctions a, f € C° (M) (a8 # 0 partout), on consi-

dére <M X N, G) le produit d’une variété riemannienne et une variété métrique presque de

contact ou : _
G =g+ a*h+a? (52—1)77@77.

Le couple (M X N, é) est dit variété riemannienne produit bi-tordu D-homothétique.

Remarque 2.1.0.4 Notons que :
— 51 8 = %1 on obtient une métrique produit tordu.
— st B = d+a on obtient la métrique produit tordu D-homothétique introduite par

Blair [12].

Proposition 2.1.1 Notons V, V' et V les connexions de Levi-Civita sur (M™, q),
(N2 o & n,h) et (M X N, é) respectivement.
Pour tout X1,Y1,Z, e T (TM) et Xo,Ys,Zo € T'(T'N), on a :

é (6()(1:0) (3/17 O) ) (Zla O)) =g (VXl}/l, Zl) R

G (Voo 0.2 .0, 22)) = 0% (Vi Yo, Z2) + o2 (5 = 1) n(Z)n (T, Vo)
+%a2(32 1) 0 (Xa) {h (V5,6 Z2) — h (V€. Y2) }
4307 (57 = 1) 1 () {h (Vi &, %) — b (V16 X))}
+%a2(52 1)1 (Z2) {h (Vi 6, Y2) +h (Vi€ Xa) }
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et

G (Voo (0.Y2),(0.22) ) = ah (Ve Z2) Xi () - (5 = 1) 1 (¥) 1 (Z2) X1 ()

+a’Bn (Ya) n (Z2) X1 (B)

G (Vo (11.0),(0.Z2) ) = ah (Xo, Z2) Yi (a) + 0 (8 = 1) (X2) 0 (Z2) Vi (o)

+a?Bn (X2) 0 (Z2) Y1 (B),

G (Vs (0.Y2),(21,0)) = —ah (X2, Y2) Z1 (2) = a (82 = 1) n (X2) 1 (Y2) Z3 (a)

- 042577 (X2)n (Y2) Z1 (B)

é (6()(1,0) (Yl, O ZQ ) = (V(Xl 0 Y2 Zl,O)>
=G (v

Vioxn (11,0),(£,0)) =0

En se basant sur les équations de la proposition 2.1.1, nous pouvons obtenir la proposition

suivante :

Proposition 2.1.2 Considérons {e;}, .., et {f;, 0f;, &} <<, deus bases orthonormées sur

(M, qg) et (N,h) respectivement, alors {(ei, 0),2(0,f;),1(0,0f;), aiﬁ (0, f)} est une base

orthonormée sur (M x N, G) . Les équations suivantes nous donnent les relations entre V,

V et V.

et

Vioxs) (0,Y2) =

v(X1 (}/1’ O) - (VX1Y1v O) ) (2'1)
(8> - 1)
2

(0, Viy,Y2) + {n(Xs) (0,V4,€) + 1 (Y2) (0, Viy,€) }

D)y (00) (0. T (V76,20 )+ 1 () (0. T (V. X))

+ (522;21) {n(X2) h (Vi€ Ya) + 1 (Ya) h (V€ X2) }(0,€) (2.2)

(5;6—2 D (0 (V€. Y2) + 1 (V46 X2) } (0,6)
— ah (X, Ys) (grade, 0) — o (8% — 1) n (X2) n (Ya2) (grada, 0)
— a’Bn (X2) 1 (Ya) (gradB, 0)

Voo (0.2) = X1 (@) (0,2) + 51(¥2) X1 (8) (0.) (23)

+

Viausy (11,0) = 13 (@) (0.X) + 0 (Xa) V2 () (0.6). (2.4)

Pour tout X1,Y, € T'(TM) et Xo,Y, € I'(TN).
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Preuve de la proposition 2.1.2.

Par un simple calcul nous pouvons facilement obtenir les équations (2.1), (2.3) e

I'équation (2.2), nous avons :

t (2.4). Pour

Voo (0.Y2) = G (T (0.¥3) . (60,0)) (e,0) + 56 (Vo (0.%2) 0, 7)) (0. )

1 ~/~
+ ?G (v(O,Xz) (Oa }/2) ) (07 @fj)) (0, gOf]) —+ QQB

%é (6(09{2) (0,Y3), (0, f)) (0,¢).

Nous étudions cette derniére équation terme par terme. D’aprés la proposition 2.1.1, nous

avons :

é <6(07X2) (07 Yé) ) <€i7 0)) (eia 0) = —ah (X27 Y,

) .
—a (82 = 1) n(X2)n(Ya) e; () (e;,0)
—a”fn (Xz)n (Ya) e; (B) (€:,0)
= —ah (Xs,Y3) (grada,0)
—a (B* = 1) n(X2)n (Y2) (grade,0)
— a’Bn (Xa)n (Y2) (gradp, 0),
é <6(0,X2) (071/2) ) (07 f])) (0 f]) - o’ <ﬁ h ( /X2£ f]) 0 f]
M Gt “““ X2) b (V& £5) (0. 1)
52_1 )b (V),€%2) (0. 1)
- # 14 (V1,€.5) 0.1)
+a’h (VI)QY% f]) (0, f5)

@W(oxg) (O?Y2)7(07S0fj)> 0,0f) = w Ya) h (V6 ¢f5) (0,0f;)
+ % ) h (V€. 0f;) (0,0f;)
+a’h (V';(QYz,wfj) (0,¢f;)
- (01 (V6. 72) (0,61
S ) (V6 ) (00
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et

G (Vioxn (0,%2).(0,9)) (0,6) = a?h (Vi Y2, ) (0.€) +a? (82 = 1) m (Vi Y2) (0,)

4 WH (X2) {h (Vi€ €) = h (Vi€ Y2) 1 (0,€)
- =08 (1 (T ) =1 (T 2} 0.9
N w [h (Vi €,Y2) + h (V6 Xo) Y (0,€)

_ w {h (V',6,Ya) + b (Vi,€, X5) } (0,€)

_ wn (X2) b (Vi€ Y2) (0,€)

_ wn (Ya) h (Ve€, X2) (0,€)

+a’B%h (VYy,Y2,€) (0,€).

Il s’ensuit que :

%(O,Xg) (OJ }/2) = (07 VS(Q}/Q) +

G
2
(3 -1)
232
N (525_2 D {0 (V6. Y5) + 1 (Vs Xa) } (0,6) — ah (X5, Y2) (grada, 0)
—a (5 = 1) 1 (Xo) 0 (¥2) (grada. 0) — o* By (X2) 0 (V2) (grads,0) .

Ceci achéve la preuve de la proposition 2.1.2.
Comme conséquence immédiate de la proposition 2.1.2, nous obtenons le lemme suivant :

(ﬁ22— D £(3) (0, V3,8) + 1 (%) (0, Vi) }

{n (X2) (0, Trph (VE,Y2) ) 41 (Y2) (0, Trh (V'E, X))}

- {n(X2) b (V& Y2) + 1 (Ya) h (Vi€, X2) } (0,€)

Lemme 2.1.1

V(ei,[)) (eia O) = (veiei; O) )

Viosy (0.£) = (0.5, 5;) = %n (V9,45 (0,€) = na (grada, 0),

~ 2 J—
Vs (0,0f;) = (0 Vs, ¢f]> 2 7 177 (V;fjsofj> (0,8) — na(grade,0),
Ve (0,) = 52 (0, vgg) — aff? (grada,0) — a®B (gradp, 0),
1
Vi (0, f;) = Vo, (€:,0) = o6 (@) (0, f),
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~ 1
Vier0) (0,0f5) = Vs (€:,0) = Eez( @) (0,¢f;)
et 1
Vier) (0,6) = Viog (€, 0) = ~ei(@) (0,€) + Eez (8)(0,€).
En particulier, si (N?"*1 £ 1, h) est une variété de Kenmotsu la proposition 2.1.2 nous
conduit au lemme suivant :

Lemme 2.1.2 Soit (N*"*1 ¢ & n, h) une variété de Kenmotsu, alors on a :
’x25=X2—77(X2)€, Vg,25:Y2 (Yg)fetV§—O

ce qui nous donne :

1 (X2) (0, Vy,€) + 1 (¥2) (0, V’X25) =1 (X2) (0,Y =1 (Y2)§)
1 (Y2) (0, X2 — 1 (X3)€)
=1 (X2) (0,Y2) +n (¥2) (0, X2)
—2n(X2) n (Y2) (0,€),

Trih (V€ Ya) = h (V6 Y2) i+ 5 (Vo6 V) ofs + h (Ve ) €

=h(f;,Y2) [; +h(ef;, Y2) of;
=Y, —1n(Y2)¢,
Trph (V'€ Xy) - = Xy —n(Xy) €

h(Vi&,Y2) + 1 (V3,86 Xa) = h(Xa = 1(X2) §,Y2) + b (Yo — 1 (Y2) €, Xo)
= 2h (X3, Y2) — 20 (X2) n (Yz).

L’équation (2.2) devient alors :

Vo (0,Y2) = (0, V', ¥2) — (525; Y (X2) 1 (%) (0,€)

+ (”826; Yy, (X2, Y3) (0,€) — ah (X3, Ys) (grada, 0)
—a (B —1)n( Ys) (grada, 0)
- 042577 (X2)n (Y ) (deﬁ, 0).

Le lemme 2.1.2 nous permet de déduire le corollaire suivant :

Corollaire 2.1.1 Soit (N?"™1 p,&,n, h) une variété de Kenmotsu, alors on a :

ij ) (0, f) = (0, V}jfj) — na (grada, 0) + % 0,¢),

49



n (8- 1)
32

Viowr, 0,¢f;) = (0 Vit sofg) o (grada, 0) + (0,6)

et
Viog (0,€) = —ap? (grada, 0) — a*8 (gradB, 0) .

Théoréme 2.1.1 Soit (N?"1 o, &,n,h) une variété de Kenmotsu, les relations entre ﬁ,
RM et RN sont données par les équation suivantes :

R((X1,0),(Y1,0)) (Z1,0) = (RM (X1, Y1) Z1,0)

R((X1,0),(0,Y3)) (0, Zy) = —afn (Ya) 1 (Z2) X:1 (B) (grada, 0)
— afn (Ya) 1 (Z) X1 (a) (gradB,0) — a (8% — 1) n (Y2) n (Z2) (Vx, grade, 0)
— a8 (Ya) 1 (Zs) (Vx,gradB, 0) — ah (Ya, Zs) (Vx,grada, 0)

_ %n (Ya) 1 (Z2) X1 (B) (0, €) + @h (Y, Z5) X1 (8) (0,€)
_ %n (Z2) X1 () (0,Y2) + %n (Y2) 1 (Z2) X1 (8) (0,€),

R((0,X,), (Y1,0)) (Z,,0) = —a—lﬂn (X2) Z1 (@) Y3 (B) (0,€)

L (X2) 9 (21, Vyngrads) (0,€)

b (X2) Y1 () Z1 (B) (0,6) — 3

aﬁn
1
— ag (Z1, Vy,grada) (0, X5)
et

R ((0,X2),(0,Y2)) (0, Z2) = (0 RN (X2,Y2) Z2) + %2]1 (Ya, Zo) n (X2) (gradf3, 0)

5,2 (0,
= 09 0.(22) 0.2) — (4, 23)lgradal? 0.2
R (5>~ 1)
g (X 2) (0.Y5) + S
+ h (X2, Zs) |gradal? (0,Ya) — (8% — 1)
— afin (Y2) n(Zz) da(gradf) (0, Xz) +
+ affn (Xa) 1 (Z>) da (gradf) (0, Ya) —

2
_ %h (X2, Za) 1 (Y2) (grad, 0) +

1(X2)1(Z) (0,Y2)

n (Y: )U(Z)lgmda| (0, Xs)
p% — 1) n(Zs) |gradal® (0,Ys)

(
%n (Xo) h (YQ,ZQ)da (gradp) (0,€)

n %77 (Ya) h (X, Z5) da (gradpB) (0,€).

20



Preuve du théoréeme 2.1.1.
soit X1,Y1, 7, € T'(TM) et Xo,Ys,Zy € I'(T'N). L’égalité

R((X1,0),(Y1,0)) (Z1,0) = (RM (X1, Y1) Z1,0)

est déduite directement de I'équation (2.1). Pour le terme R ((X1,0),(0,Y3)) (0, Z,), nous
avons :

R((X1,0),(0.¥2)) (0, 22) = Vixio Vo (0:22) = Vi Vo (0, 22)
En utilisant I’équation (2.2), nous obtenons :

(525; D (v, 22) (0,€)

— ah (Ya, Zo) (grade, 0) — a (8% — 1) n (Ya) 1 (Z2) (grade, 0)

~ B (Ya) 0 (Za) (gradB,0) — WB‘ D (Va)n (22) (0,6).

Vo) (0, Zs) = (0, V4, Zo) +

Il en résulte que :

V0 Vo (0, Z2) = =1 (Y2) 1(Z2) Vix, o (8? = 1) (grada, 0)
— 1 (Y2)1(Z2) Vix, 00°B (gradB, 0) — h (Ya, Z2) V(x, 0)a (grada, 0)

~ 2
+ Vixio (0, V. 22) + 1 (Y2, Z5) V(Xm)% (0,¢)
(82 -1)

— 1 (Ya) 1 (Z2) Vixi 0) 52

(0,€).

alors :

Vo Vor (0. 2:) = —h (Ya, Z5) X1 (o) (grade, 0) — (82 = 1) 1 (Y2) 0 (Z2) X1 (o) (grader, 0)
— 208 (Ya) 1 (Z2) X1 (8) (grada, 0) — a®n (Ya) 1 (Z) X1 (B) (gradB, 0)
—2a6n (Ya)n(Zs) X1 (a) (gradfB,0) — ah (Ya, Zs) (Vx, grada,0)

— o (8 — 1) 0 (Y2) n(Z) (Vxgrada, 0) a2y (V2) 0 (Z) (V x,gradB, 0)
- E i@ 6 @ 0.0 - 000 (2 X 9 0.9
+(B;%h(y2,22)xl( )(0,€) +

1
+—Xi (o) (0,V4,Z5) +

(6% + 1)
ﬁ?)

; (V},25) X1 (8) (0,6) .

Calculons maintenant le deuxiéme terme ﬁ(o,ygﬁ( x1,0) (0, Z3) ; nous avons

h (Y2, Z2) X1 () (0,€)

L0 (2) X, (8) (0,6),

~ 1
Vixi0 (0, 22) = EXI (a) (0,Z5) + 3
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ce qui nous donne :
~ 1 1

Vi Vo (0:22) = 2X1 (@) Vo (0, 22) + 51 (8) Vo (22) (0.€)

Un calcul similaire nous améne & :
ViownVixo (0, Zs) = —h (Ya, Z2) X1 (@) (grada, 0) — (82 — 1) 1 (Ya) 0 (Z2) X1 (o) (grada, 0)
—afn (Ya) n(Z9) X1 (B) (grade,0) — aBn (Ya) n(Z2) X1 (o) (gradB, 0)

- 0% (5)0(22) %1 8) rads0) + D0 4,22) X, (0) 0,6

0 (Z2) X1 (8) (0,Ya) — %77 (Ya) 1 (Z2) X1 (8) (0,€)

X2 (8)n (Vi 2) (0.6) + X (@) (0, 9%, 2)

_|_

@~ -

(Ya) 0 (Z) X1 (a) (0,€) + %h (Y, Z2) X1 (8) (0,€)

Finalement, nous déduisons que :

R ((le 0) ) (07 }/2)) (07 ZQ)
= —afn (Ya) n(Z2) X1 (B) (grada, 0) — aBn (Y2) 1 (Z2) X1 () (gradf3, 0)
—a (8% = 1) n(Y2)n (%) (Vx,grada,0) — o®Bn (Ya) n (Z2) (Vx,gradf, 0)

~ ah (Yo, Zo) (Vx,grada, 0) — %n (Ya) 1 (Z2) X1 (8) (0,€)

n %h (Ya, Z2) X1 (B) (0,€) — %n (Z2) X1 (B) (0, Y2)
+ %77 (Ya) 1 (Z) X1 (B) (0,€) .

Pour le terme R ((0,X5), (Y1,0)) (Z1,0), nous avons :
R((0,X3),(¥1,0)) (Z1,0) = Vio.x) Viri0) (£1,0) = Vv 0)Vioxa) (£1,0).

En utilisant les mémes méthodes de calcul, nous obtenons :

Vo Voo (21,0) = = (V5 20) (@) (0.X2) + 50 (Xa) (V.20 (3) 0.6)

et

% 0 Vo) (71,0) = a—lﬁn (X2) Z, (@) Y2 () (0,€) + ﬁn (X)Yi (a) Z1 () (0,€)

L (0) (93 20) (8) (0.6) + 21 (X0) 9 (20, VyigradB) (0.€)

B B

1 1
+- (Vv Z1) («) (0, X32) + 9 (Z1,Vy,grada) (0, Xs) .
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Alors, nous concluons que :

R((0, %), (Y1,0)) (Z1,0) = —én (X2) Zy (@) Y2 (8) (0,€) — %n (X)Yi (a) Z1 (8) (0,€)
~ 51(X2) 9 (21, Vyigrad$) (0.€) = (21, Vrgrada) (0, Xa).

Pour compléter la preuve, nous calculons le terme R ((0, X3) , (0, Y2)) (0, Zs).
Nous avons :

R((0,X2),(0,Y2))(0,2,) = 6(O,X2)6 0.vy) (0, Z2) — %(0,3@ V(0,x2) (0, Z3)
— V[(0,x2),(0,v2)] (0, Z2) .

En utilisant les formules suivantes :

(B 5; D {h (X2, Y2) — 1 (X2) 1 (Y2)} (0, )

—ah (X.,Ys) (grada,0) — « (ﬂ2 — 1) n(Xz) n (Ys) (grada, 0)
— o’ (Xz) n (Y2) (gradB, 0)
X (n(Y2)) = h (X3, Ya) = (X2)  (Y2) + 1 (Vi,Y2)
Vio.x) (0,6) = (0, X2) = 0 (X2) (0,€) — aB’n (X2) (grada, 0) — o®Bn (X2) (gradB,0)

~ 1 1
Vio.xy (grada,0) = ~ |gradal* (0, X») + gdor(gradB) n (X2) (0,¢)

6(O,XQ) (07 Y2) = (O7 VIXQYVQ) +

et
6(07)(2) (gradB,0) = éda (gradpB) (0, Xs) + % |g7“adﬁ|2 n(X2) (0,¢),
nous obtenons :
é ((0’ XQ) 5 (07 Y2)) (O’ ZQ)

2
= (0, RN (X, Y2) Z,) + %h (Ya, Z5) 1 (Xs) (gradB, 0)

2 2 —
- %h (X2, Z2) 1 (Y2) (gradp, 0) + w@—zl)

D (0 () (0, %) — B (Y2, Z2) lgradal? (0, X)

62
(6> —1)

—<ﬁ25;1)h<xz,22><o7m+ (X (2) 0.7

+ h (X2, Zs) |gradal? (0,Ya) — (8% — 1) n (Y: )n(Z)|grada| (0, X5)
—aBn (Yz)n(Zs) da (gradp) (0, Xz) +( — 1)1 (X2) 1 (Z2) |gradal® (0, Yz)

+afn (X2)n (%) da(gradf) (0,Yz) — 577 (X2) b (Yé, Z2) der (gradp3) (0, €)

h(Ya, Z2) (0, X>)

n %n (Ya) h (X2, Zs) da (gradp) (0,€) .
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Ceci acheve la preuve du théoréme 2.1.1.
Comme conséquences du théoréme 2.1.1, nous obtenons les corollaires suivants :

—_~—

Corollaire 2.1.2 Soit (N> ¢ & n,h) une variété de Kenmotsu et soit Ricci le tenseur
de Ricci de la variété riemannienne produit bi-tordu D-homothétique, on a alors :

R((X1,0), (e:,0)) (e;,0) = (Ricci™ (X1),0),

R((X1,0), (0, £7)) (0, f;) = =na (Vx,grada, 0) + — X1 (8) (0,)

33
R((X1,0),(0,¢£)) (0,f;) = —na (Vx,grada, 0) + 53X1 (8)(0,€)
et "
R((X1,0),(0,6))(0,8) = —aBX; (8) (grada,0) — afX; (a) (gradp,0)
— af? (Vx,grada,0) — o B (Vx,gradB,0).
alors :

2n+1

2n
L2551 (8) (0.8)

1
of — B(Vxlgmdﬁ,O).

Ricci (X1,0) = (Ricci™ (X1),0) — (Vx,grada,0) +

- %xl (8) (grada, 0) — — X, (a) (grad3,0)

Nous avons également :
R((0.X) (6, 0)) 65,0) = = (8) (0. X2) = 50 (X2) (A9) (0.8

_ %7’] (XQ) do (gT(ldﬂ) (07 5) ’
2

R((0,X2), (0, £)) (0, f;) = (0, RN (Xa, ;) £;) + 21 (X) (gradB, 0)

5
n (8 - 1) (1), |
62 6 <X27f]) (07f])

+ |grada|2 h(Xs, f;) (0, f;) —n |g7’adoz| (0, X5)
— 250 () da(gradB) (0,€),

(O’ X2>

B
R((0,X2), (0,¢f,)) (0,0f;) = (0, RN (Xa,sofj)¢fj)+%n(Xz) (gradB,0)
" (5;; D (0, x,) - (52/; D1 (X, 08,) (0 01))

+|gradal® h (Xa, ;) (0, ;) — n|gradal (0, X)

_ %77 (X3) da (gradp) (0,¢)
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et .
R <<07 XZ) ’ (07 5)) (07 g) = (07 RN (X27 5) 5) - O(ﬁdOé (gradﬁ) (07 XZ)
— 3 |gradal* (0, Xz) + 5%y (Xz) |gradal® (0,€)
+ afn (Xz) da (gradf) (0,€)

ce qui nous donne :

__ 1 1 2
Ricei (0, X) = — (0, Ricei™ (X2)) - ~ (Aa) (0, X2) - a—z lgradal? (0, X>)

2 21 1 1
+ 2 0.060) — —da (grads) (0. X) = 50/(X) (46) 0.8
2 1 2
~ o (Xa) da(gradB) (0.€) + ' (Xa) (grad3,0).
Corollaire 2.1.3 Soit (N?""1 ©, & 1, h) une variété de Kenmotsu, on a alors :
Rice (Xi.60) = (Rieet (1), oz iei® (Xa) ) = 2 (Vo grada 0) = 5 (Vo grads, 0
+ 0 (Xa) (grad8,0) = X1 (8) (grada, 0) = =X, (@) (9radd, 0

on (82 — 1)

aQﬁZ

1 (Xz) da (gradp) (0,€)

1 2n
- (Aa) (0, X3) — el lgradal® (0, X,) + (0, X5)

_ %da (gradp) (0, Xs) — 27;; L

+—2né¥(5NQ€%—%nﬂXﬂ(ABMQ£)

o233 1

et

- 2 _
S«tha,umya>=5Mcxhn)+chxbn>—33%;—1mean0@
—-%1+19(Vxﬁﬁam%YD-—%g(vxgﬂaWiYﬂ-+%§Yluﬂn(Xﬂ

+%mmmm—$x@m@—$x@n@
—a(B° = 1) (Aa) n (Xa) 1 (Ya) = 2n (8° = 1) [gradal* n (Xs) n (Ya)

)
—2(n+1) afdo (gradB) n (Xz)n (Yz2) + %da (gradB) n (X2)n (Y2)
)
(

— B (AB) 1 (Xa) 1 (Ya) — a (Aar) h (Xs,Ya) — 2n |gradal® b (Xs, V)
_ %da (gradB) h (X, Ya) + %Z_Dh (X, Ys),

ot Ez\/ccz désigne le tenseur de Ricci de la variété riemannienne produit bi-tordu D-homothétique
et S désigne le tenseur de courbure de Ricci de la variété riemannienne produit bi-tordu D-
homothétique.
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2.2 Applications harmoniques et applications bi-harmoniques
sur le produit bi-tordu D-homothétique

2.2.1 Le cas de & <M X N, é) — (PP k)

Théoréme 2.2.1.1 Soit ¢ : (M™,g) — (PP, k) une application de classe C*>. Le champ
de tension et le champ de bi-tension de 'application P : (M X N, é) — (PP, k) définie par
O (z,y) = ¢ (x) sont donnés par :

2n+1

7(®)=7(¢) + do (grada) + %dgb (gradp)

et
2n+1 1
- VgradaT <¢) - EvgradBT (¢>

{TrgV2d¢ (grada) + TrgRP (do (grada) ,do) dgb}

7 () = 72 ()

2n+1
«Q

- % {TrgV2d¢ (gradpB) + TryR" (d¢ (gradpB) , de) dgb}

2n+1 4n? — 1
+ = (Aa) do (grada) + =

\grada|® dé (grade)

+ 5 (89) do (grads) = =5 lgraddl® do (grads)
27;2—; ! da (gradp) do (grada) + 22;2 !

4n? —1 2n+1
- a2 Vgradozd¢ (gradoz) - Wvgradad¢ (gradﬁ)

2n + 1 1
" @ngdﬁdé (gradp).

Preuve du théoreme 2.2.1.1.
Par définition de ®, nous obtenons d® (X,Y) = d¢ (X) pour tout X € I'(T'M) et
Y € I'(T'N). Le calcul du champ de tension est donné par :

da (gradp) d¢ (gradp)

V gradpd@ (grado) +

() =TrzVdd
= V(0P (e;,0) —d® <6(ei70) (e, 0))

1 1 .
+ 5 Vosd® (0, f;) — —d® (V(o,m (0, fj))
1 1 -
+ V0 (0, 0f) = —d® (Vo) (0, 0f5))

1 1 _
+ Voo d® (0. = 5@ (Vog (0.6)).
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En utilisant le lemme 2.1.1 et le fait que 7(¢) = V,,d¢ (e;) — dp (V,,e;), nous déduisons

alors :
2n+1

7(®) =7(0) + do (grada) + %dgf) (gradp) .

Calculons maintenant le champ de bi-tension, nous avons :
7 (@) = —TrgV>*r (®) — TrgR” (1 (@), d®) d®

= —TrzV°r (¢) — TrgRF (1 (¢),d®) d®
2n+1

—(2n+1) Trév2éd¢ (grada) — TrsR” (d¢ (grada) , d®) dP

— TT@VQ%dqﬁ (gradfB) — %TT@RF (do (gradB) , d®) dd.

Un calcul simple nous donne :
TrgVer (9) = Vie,o) V0T (¢) — Ve @0 (@)
1 1
+ Vo VT (9) - @V%(wj)m,fﬂ (¢)
1

1
+ Ve VoenT () = Vs

a (waj)(ovsofj)T (¢)

1 1
T zg Y eoVeoT(0) = 55 Ve g0e7 (9)

0.5)7 ()

1
- veiveiT (d)) - vVeeiT (¢) - Evﬁ(o,fj)
1 1

o ﬁ 6(chpfj)(oﬁpfj)T (gb) - a?3? vﬁ(o,@(o,g)T (¢>

2n+1 1

= TT’QV2T (Qb) + TvgradaT (Qb) + ngrad,BT (¢)

et
TraRY (1(¢),d®)d® = Tr,R" (1 (¢),do) do.

De méme, nous obtenons :

TrgVQldgb (grada) = lTTgVngb (grada) — % (Aa) do (grada)
a a a

_ ( na3 ) Igmda|2 do (grada) + ( na2 )ngdadqs (grada)
1 1
+ a—ﬂvgmdgdgb (grada) — aTﬁda (gradp) d¢ (grada),
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TT@V2%CZ§Z5 (gradB) = %TTQVngzS (gradf) — 7 (Aﬁ) d¢ (gradp)
+ 5 oradB* do (grad5) = 55V,ruaado (grad)
2 1 2 1
%ngdadcﬁ (gradp) — Z; do (gradp) do (gradp) ,

TrsR” (d¢ (grada) ,d®) d® = Tr,R" (d¢ (grada) , dg) dé
et
TraR" (d¢ (gradB) ,d®) d® = Tr,R" (d¢ (gradB) , d¢) dg.

Finalement, nous avons :
7 () = 72 (@) —
2n +1

2 1 1
nt Vgradoﬂ- <¢) - ngradﬁT (Qb)

{Tr,v*d¢ (grada) + TryR” (d¢ (grada) , d) )do}

— = {TrgV2d¢ (gradB) + TryR" (d¢ (gradp) ,d¢) de}

+ 2” 1 (Aa)do (grada) 7 adaf? d (grada)

T3 - (AB) do (grads) — i — lgrads]® do (gradp)

2n ;1 o (gradB) dé (grada) + 2L da (gradB) dé (gradp)
A LG i (grada) - Y raaadd (grad)
_ 27”;; LY e (grada) + %vgmdﬁdgb (gradp) .

Ceci acheve la preuve du théoréme 2.2.1.1.

Corollaire 2.2.1.1 La premiere projection Py : (M X N, é) — (M, g) est biharmonique
st et seulement si :

2 1 1 2 1
nt gradAa + BgradAﬁ _ +

(Aa) grada — @ (Ap) gradp
4n -1 4n?

-1
\gradal? gmda—i— |gmdﬁ| gradf + 57 grad (\gradoz|2)

52 —grad (]gmdﬂ\ ) — Zna; ! (éda (gradp) grado + laloz (gradp) gradﬁ)

B
2 1 2(2 1
% (Vgradagradf + V graqpgrada) + %RiCCiM (grado)

+ %RicciM (gradB) = 0.
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Exemple 2.2.1.1 Considérons la premiére projection P : (]R X N, 6’) — (R, dt?) definie

par Py (t,x) = t. En appliquant le corollaire 2.2.1.1, Uapplication Py est biharmonique si et
seulement si les fonctions « et B satisfont I'équation différentielle suivante :

2n+1 " 2(2n+1) (n_l) rn 4n2_1 "3 1 " 1"
— o aa — —— (o) +55 5255 +B 8’
2n+1, ,o , 2n+1,, ,o 2n+1 , , 2n+1 ,
- - L WB =0.
w2 @) gz @ B+ =B ——alf

Cherchons des solutions particulieres de type o (t) =t et B (t) =t° (a,b € R*), alors P est
biharmonique si et seulement si a et b sont des solutions de [’équation algébrique suivante :

2n+1)2a®+2@2n+1)(b—1)a+b* —2b=0,

- L2y
o1 )\ o1 T

Pour cette équation nous pouvons distinguer les cas suivants :

ceci est équivalent a :

1. Pour a = 2n+1, P, est harmonique et donc biharmonique.
2. Pour a = 227;1’1, nous obtenons a (t) = {3 et B(t) = t* pour tout b € R*. Dans ce

cas, la premiére projection P, est biharmonique non-harmonique

Exemple 2.2.1.2 Considérons la premiére projection P, : (Rm\ {0} x N2+ é) — R™\ {0}

(m > 2) et supposons que les fonctions « et  sont radiales (o = a(r),5 = B (r),r = |z
pour tout x € R™\ {0} ). D’aprés le corollaire 2.1.1, Py est biharmonique si et seulement si
les fonctions «v et B satisfont ’équation différentielle suivante :

B 2= DY =Dt D)
_m=l) (3” ) gy - Ly SO = S+ T

A L
S e

Pour résoudre cette équation, nous présenterons deux cas :
~ Premier cas : Cherchons des solutions particulieres de la forme forme a(r) = % et
p(r)= g (a,b € R*); alors, Py est biharmonique non-harmonique si et seulement si :

roa

1
55(533‘%

o (B)" =0.

m=n-+ 3.

Dans ce cas, on déduit que Py est biharmonique non-harmonique si et seulement si
m =n+ 3 pour toutes les fonctions de type a(r) =2 et B (r) =2 (a,b € R*).
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— Deuxieme cas : Une autre méthode pour résoudre cette équation est de chercher des
solutions de la forme a(r) = r® et B(r) = r® (a,b € R*); alors, P, est biharmonique
non-harmonique si et seulement st a et b sont des solutions de [’équation algébrique
sutvante :

(2n—|—1)2a2+2(2n—|—1)(b+m—2)a+(b2—|—2(m—2)b):O.

Pour cette équation, les solutions sont données par :

1. a= 2;“, alors Py est harmonique d’ot biharmonique.
2. a= bEQ’_"H 2 (m > 3), donc a(r) = r AT et B (r) =% pour tout b € R*.

Dans ce cas, la premiére projection Py est biharmonique non-harmonique.

Remarque 2.2.1.1 En utilisant le corollaire 2.1.1, nous donnons quelques cas particuliers :

1. Si B = t+a, on trouve la métrique produit tordu D-homothetique, et la premiére pro-
jection est biharmonique si et seulement si :

o?gradAa — a (Aa) grada — 2n |grada)® grada
+ nagrad (]gmda|2) + 202 Ricci™ (grada) = 0.

2. Si B = =+1, on trouve la métrique produit tordu et dans ce cas la premiére projection
est biharmonique si et seulement si :

o2gradAa — o (Aa) grade — (2n — 1) |gradal? grada
2n —1
wagr@d (|g7’ado¢|2) + 2a” Ricci (grada) = 0.

3. Si « est une fonction constante, alors la premiére projection est biharmonique si et
seulement si : )
B2gradAp — B (AB) gradB + |gradp|” gradp
1
- §5gmd (|grad,@|2) + 282 Ricci™ (gradB) = 0.

2.2.2 Lecasde V: <M X N, é) — (PP k)

Proposition 2.2.2.1 Soit ¥ : (M x N, é) — (PP, k) une application définie par
U (z,y) =1 (y) outp: (N*" 1 h) — (PP, k) est une application affine. Le champ de tension
de Uapplication VU : <M X N, é) — (PP, k) est donné par :

62

1 62
= 37 o 252

L (dive)dy (€) + 2 Vedy (6.

252
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Preuve de la proposition 2.2.2.1.
Par définition, nous avons :

7(¥) = TreVdw
= Vie,0dV (¢&;,0) — d¥ (V 0 (€3 0))
1 N
+ =5 Vorpnd¥ (0, f;) - gd‘lf (Vm,fj) (0, fj))
1 1 -
+ 2 Voer)d? 0,¢f;) — ¥ (V(o of) (0, wfj))
1
+ 0 (Vioe (0.6))

En appliquant le lemme 2.1.1 nous trouvons :

Vi0,)d¥ (0,€) — = 6

B —

P(8) = Vb (1) = b (V1) + o (V1) 0 €)

2

¥ iv%dw (01) = 256 (Voo 85) + in (Voot; ) 4o ©
Ved (6) — g (Ve€)

252
1 , 1 1 ,
= Vb (1) = 5 (V1. 15) + 5 di (o) = ~dv (Vg 01;)
1 1 / 62 —1 /
+ g Vedv (€) = 30 (Vi) + gz (V1) o (€

21 1 32
+ P (Vo o) 40 (©) + o Ve €

Finalement, en utilisant la définition de divé et le fait que :
™ () = Vi di (f5) = d (V5. 13) + Vo v (o))
—dy (Vi0f;) + Vedvr (€) - dv (Vi)

nous concluons que :

2 22
PW) = 57 () = o i) b (©) + o Vedu ).

Ceci achéve la preuve de la proposition 2.2.2.1.

Corollaire 2.2.2.1 L’application U est harmonique si et seulement si :
B27 () — (8% — 1) {(div€) dy (§) + Vedy (§)} = 0.
De plus, si 1 est harmonique, alors VU est harmonique si et seulement si :

Vedy () + (divg) dy (€) =
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En particulier, si ¢ est I'application identité, nous déduisons le corollaire suivant :

Corollaire 2.2.2.2 Le champ de tension de la deuziéme projection est donné par :

1— 32 _
T (D) = g {(divg) £ + Ve,
donc Py est harmonique si et seulement si :
£+ (divg) € =

Dans le cas ot (N*"1 @, & n,h) est une variété Kenmotsu, le champ de tension de la
deuxieme projection devient :

2n (B%—1)
g

Notons que si B # +£1, alors la deuxiéme projection n’est jamais harmonique.

T(PQ)Z— 5

Le résultat suivant nous donne la condition de biharmonicité de la deuxiéme projection dans
le cas ou (N2t o & n, h) est une variété de Kenmotsu.

Théoréme 2.2.2.1 Soit (N?" ¢ & n, h) une variété de Kenmotsu, la deuzieme projection
P (M X N, é) — (N, h) est biharmonique si et seulement si les fonctions « et B sont
des solutions l’équation suivante :

2(6%—-1 2 — 1) (B

—(§352 ) (Aa) — o (AB) + 4(n 25(5 D lgradal® + 254 \gradpB|?
4(n—1 2 21

_ (n ag;g 3 do (gradfB) + 71(54—52) =0.

Preuve du théoréme 2.2.2.1.
D’aprés le corollaire 2.2.2.2, nous obtenons :

2n (8% — 1)

T(P) =~ 0232

¢,

Afin de simplifier nos calculs, notons f = i 22 - La deuxiéme projection est alors biharmo-

nique si et seulement si :

TrgV2f¢+ fTrgRY (&) =0

Le calul du premier terme Tr5V?f€ nous donne :

TraV2 € = Vie,oVieo & — Ve(e_!o)(%o)ff
1

1
+ 5VonVonlé——Ve, ol

(043)
1 1
+ =5V 0er) Ve f€ = @VW )OI

1

+aﬁ 0oVl = 55 Ve, 0078
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En utilisant les équations du lemme 2.1.1 et le fait que V., ¢§ = 0, nous obtenons :

f

TrgV2fe = ei(ei ()€ = (Vee) (NE+ 5V _V}jf
- Lot e P da (gradp) € + a8 (grad) ¢
+ fv sofgg fvl f<pfjé

Comme (N2 ¢ & n, h) est une variété de Kenmotsu, un simple calcul nous donne :
€= Vi, 1€ = Vb = Vi fy (Vi f;) € = —ne
et
/ / o
wajf — V :pfjsafjf = —nf
Par conséquent :

Trevise = (a7 - 2] 2

1
do (gradf) + Bdﬁ (gradf)) €.
Maintenant, pour le terme fTrq, ,RY (&,-)-, il est clair que :

fTre, ,RN (&) = %Riccz’N (6).

Nous déduisons alors que P, est biharmonique si et seulement si :

<Af _ 2§f + 2n + 1da (gradf) + ﬁdﬁ (g?"adf)) £+ éRicciN (€)= 0.

Un simple calcul nous donne :

2(p% -1 6(8%—1 2
Af = _% (Aa) + % ‘gradoz’z + 023 (AB)
264 ]gradﬁ\ - 3853 dov (g'r’adﬂ) )
da (gradf) = —% |gradal® + 2,8 do (gradp)
) 2(9° 1)
43 gradf) === da (grads) + . lgrads]”

Nous déduisons que la deuxiéme projection P, est biharmonique si et seulement si :

2(8%2 -1 -1 2

<_%(Aa) _A4(n 2 gf Y \gradal’ + —2 =5 (89— 54 \gradg] )g
d(n—1) =267 on (52— 1 -1

+ ( (n 063;3 da (gr&dﬁ) — Ma4—ﬁ2)> £+ &452 RicciN (5) 0.
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Finalement, en utilisant le fait que Ricci’¥ (£) = —2n€, la derniére formule devient :

2(8% -1 2 4(n—1 21 4

(543—62) (Aa) — 042—53 (AB) + (n aiﬁ(f ) ]gmda\Q + 251 \gradﬁ|2
4(n—1)— 282 4n (82 —1

_ Al a3;3 da (gradpB) + Ma4—52) = 0.

Ceci acheve la preuve du théoréeme 2.2.2.1.

Remarque 2.2.2.1 Notons qu’en appliquant le théoreme 2.2.2.1, nous pouvons extraire les
cas particuliers suivants :

1. Si B = £a, nous obtenons une métrique produit tordu D-homothetique, et dans ce cas,
la deuziéeme projection est biharmonique si et seulement si :

a(a? =2) (Aa)+ ((2n — 1) &® — 4n + 6) |gradal® + 2n (0*—1) =0.

2. Si = %1, la deuxiéme projection est harmonique donc btharmonique.

3. Sia=1, alors la deuxiéme projection est bitharmonique si et seulement si :

B(AB) —2|gradB|® — 2nB? (8> — 1) = 0.

2.2.3 Biharmonicité de I’inclusion

Théoréme 2.2.3.1 Soit (N?"1 ¢ & n, h) une variété de Kenmotsu, 'inclusion iy, : N —>
<M X N, é) définie par i, (y) = (zo,y) est biharmonique si et seulement si les conditions
suivantes sont vérifiées :

((52 + 2n)2 \gradal® + 20262 |gradB|” + 3a (8% + 2n) do (gmdﬂ)) grado
+« (oz2ﬂ \gradB)” + o (352 + 2n) da (gradf) + 25 (/6’2 - 2n) |g7"adoz|2) gradf
202 _ 2 2 2 _ 1)2
RUICED RS
2
(g grad (|gradd?)

2
+ 2B (52 + 2n) (VgradagradB + V graapgrada) = 0.

gradp

04352

grad (|g7“adoz|2) +

(52 — 1) (62 + 2n) \grada|2 + o2 |g7’adﬁ\2
+af (2ﬁ2 +n— 1) da (gradf) + 2n (52 — 1) =0.

Preuve du théoréme 2.2.3.1.
Le champ de tension de i,, est donné par :

T (lg) = Trhﬁdixo
= V0,1, (0, 1}) = Vio,1,) (0, f3) + Vo) (0.0f;)
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Par le corollaire 2.1.1, nous obtenons :

on (82— 1)

T (lgy) = —x (2n + 52) (grada, 0) — o?B (gradf,0) + 7

(0,€).

Alors i,, biharmonique si et seulement si :
~\ 2 ~
o (2n + 5% (Trh <V> (grada,0) + TrpR ((grada,0) , diy, ) dixo)

+a?B (Trh (6)2 (gradf,0) + TryR ((gradpB,0) ,diy,) dim)

2n (8% — 1)
e

En utilisant le corollaire 2.1.1, nous obtenons :

(Trh (%)2 (0,€) + TraR ((0,€) , dig,) d%) = 0.

Try, (6)2 (grada, 0) = — (2n + %) \gradal® (grada, 0) — af [gradal® (gradf, 0)
— afBda (gradB) (grade, 0) — o*da (gradB) (gradf, 0)

9 2_q 2
- % lgradal” (0,€) + %da (gradpB) (0,€),

Try, (%)2 (gradp,0) = — (2n + %) da (gradpB) (grada, 0) — aff \gradf|? (grada, 0)
— a?|gradB|’ (gradB,0) — afdo (gradB) (grads,0)

2 _
+ 20 da (gradd) 0.9 + 5 grads (0.
et )
Try, (%) (0,€) = —2na (8* + 1) (grada, 0) — 2na®B (gradp, 0)
— 8% lgradal* (0,€) — a®|gradp|” (0,¢)

— 2afda (gradp) (0,€) — n

Par définition, nous avons :

TriR ((grada,0) , diy, ) dig, = R ((grada,0), (0, f;)) (0, £;)

+ R ((g?“adoz, O) ’ (07 @fj)) (07 @fj)
+ R ((grada,0), (0,£)) (0,¢).

Par le corollaire 2.1.1, un long calcul nous donne :

R ((grada,0), (0, £,)) (0, f;) = —na (V gragagrada, 0) + %da (gradB) (0,¢),
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R ((grada,0), (0,¢,) (0,¢f;) = —na (Vgragagrada, 0) + %d@ (gradp3) (0,€)
et

R((grada,0),(0,£)) (0,£) = —afda (gradB) (grada, 0) — a|gradal® (grads, 0)
- QBQ (vgradagradaa O) - 0526 (vgradagrad67 0) :
Alors
TriR ((grado, 0) , iy, )diy, = —afda (gradB) (grada, 0) — af |gradal® (gradg, 0)
-« (2n + ﬁ2) (vgradagradav 0) - Oﬂﬁ (vgradagradﬁy 0)

+ ;—Zda (gradp) (0,€) .

D’une maniére analogue, nous obtenons :

Trhﬁ ((gradp,0) , dig, )diy, = —af \grad6|2 (grada,0) — afda (gradp) (gradf,0)
-« (2n + B2) (Vgradﬂgradaa O) - Oﬂﬁ (vgradﬁgTGdﬁ7 0)

T ;—” lgradsf (0,€)

et
~ , , ~ 2na? 9
TThR ((Oa g) 7dla:0) dz:co = TThR ((Oa f) ) ) = (gradﬂ, 0) —2n |gT‘CLdOé| (07 g)
2 2
— =5 da(gradf) (0.6) = 55 (0,€).

Il en résulte que :

Try, <6>2 (grada,0) + Try R ((grada, 0) , dig, ) dig,
= — (2n + ﬁz) \g?"aolod2 (grada, 0) — 2afda (gradp) (gradea, 0)
—2a3 |gmd04]2 (gradp,0) — o’*da (gradp) (gradg3,0) (2.6)
—a (2n+ %) (Vgradagrade, 0) — o? 8 (V graaagrads3, 0)
2n (6% —1 2n (8% +1)
+ % anOé (gradB) (0,€),
Try, (6)2 (gradf,0) + TroR ((gradp,0) , dig,) dig,
= — (2n+ B%) da (gradB) (grade, 0) — 203 \gradB|? (grada, 0)
—a? |g7’adﬁ|2 (gradp,0) — 2aBda (gradp) (gradp, 0) (2.7)
- (QTL + 62) (vgradﬁgra’daa 0) - 0126 (vgradﬂgradﬁa O)

2 2
2 da(graas) 0.6 + 22 grads? 0.6)

\gmdoz]2 (0,6 +
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et
70 (%) 0.0+ TR ((0,6) diay) di

= —2na (52 + 1) (grada,0) — (62 + Qn) |g7"aal04]2 (0,¢)

-~ gradd 0.6 = 20 (graaso >
_ %ﬁn)da (gradp) (0,&) — L;—Z (0,6).

En remplagant (2.6), (2.7) et (2.8) dans (2.5), nous déduisons que l'inclusion
gy - N — (M X N, é) est biharmonique si et seulement si :

((62 + 2n)2 \gradal® + 20262 |gradf|” + 3a (8% + 2n) do (g'r’adﬁ)) grada
+a (0425 \gradB)® + o (352 + 2n) da (gradf) + 25 (52 + Qn) |grada|2) gradf
4n? (8% = 1) (5% + 1) dn*a (5% - 1)°
- 52 - EE
2
W+2n)gmd (lgradal?) + o8 grad (|gradp|?)

+a?B (52 + 2n) (VgradagradB + V graapgrada) = 0

grada gradp

+

(62 — 1) (BQ + 2n) |grada|2 + o2 |gradﬂ\2
+af (262 +n— 1) da (gradf) + 2n (62 — 1) =0.

Ceci acheve la preuve du théoréeme 2.2.3.1.

2.2.4 Harmonicité de application identité Id : (M x N, é) —
(M x N,QG)

Proposition 2.2.4.1 L’application identité I1d : (M x N, CNJ) — (M x N,G) est harmo-

nique si et seulement si :

et

(2n + 1) Bgrada + agradf = 0
Vi€ + (divg) € = 0.
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Preuve de la proposition 2.2.4.1.
Par définition, nous avons :

T (Id) = v(ei,()) (€i7 O) - 6(61‘,0) <€i7 0)
1 1 ~
+ 5V (0,5) = =V (0. 1)

1 1~
+ 3 Vioer) 0,0f;) — 2 Vioes) (0, 0f5)

1 1 ~
+ o232 Vioe (0,8) — aQ—BQV(o,g) (0,¢).

En utilisant le lemme 2.1.1, nous déduisons que :

2 1 1 1 — 32
n —+ (grada, 0) + B (gradﬁ, 0) + Oéz—ﬁé

(0, Ve€) — - (divg) (0,€) -

T (Id) = R

Il s’ensuit que l'application identité Id : (M X N, é) — (M x N, @) est harmonique si et

seulement si :
(2n + 1) Bgrada + agradf =0
et

&+ (divg) € = 0.

Ceci achéve la preuve de la proposition 2.2.4.1.

Remarque 2.2.4.1 En particulier, Si (N*""1 o, & n,h) est une variété de Kenmotsu, le
champ de tension de ’application identité Id est donné par :

2
2n+l (grado, 0) + % (gradpB,0) — %

7(Id) = (0,¢).

Nous distinguons deux cas :
1. Si B = %1, alors Uapplication identité Id : (M x N, é) — (M x N,G) est harmo-
nique si et seulement si a est une fonction constante.

2. Si B # %1, alors Uapplication identité Id : (M x N, é) — (M x N, G) n’est jamais

harmonique.
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Chapitre 3

Applications harmoniques et la
déformation D-conforme généralisée

Les structures métriques presque de contact admettent plusieurs types de défor-
mations. Dans ce contexte, en 1968 S.Tanno [38] a introduit une notion connue par la dé-
formation D-homothétique (2n-homothétique) sur les variétés métriques de contact donnée
par la définition suivante :

Définition. Soit (M?*™ 1 ¢ £ n,g) une variété métrique de contact et a une constante stric-
tement positive, et soit la déformation donnée par :

_ _ - 1 _
D=, n = an, SZE& g=ag+a(a—1)n®mn,

alors (M*™+1,5,£,7,7) est aussi une variété meétrique de contact.

Cette derrniére notion a été généralisée en 1974 par S. Suguri et S. Nakayama [37] en rem-
placant a par une fonction a qui est une fonction positive sur M. Cette notion est dite une
déformation D-conforme.

Ensuite, en 2011 P. Alegre et A. Carriazo [2] ont trouvé un moyen d’introduire une notion
plus générale connue par la déformation D-conforme généralisée ; cette notion a été obtenue
en introduisant deux fonctions « et [3.

Récemment en 2019, et afin de simplifer les calculs fastidieux, N. Ozdemir, S. Aktay et M.
Solgun [33] ont obtenu des nouvelles dérivées covariantes des structures métriques presque
de contact déformées ou ils ont séparé trois cas particuliers différents.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux déformations D-conforme généralisées des struc-
tures métriques presque de contact.

Dans la premiére partie de ce chapitre, nous donnons la relation entre VxY et VxY les
connexions de Levi-Civita sur (M*™ ¢, &, n, g) et (M5, &7, g) respectivement.

La deuxiéme partie de ce chapitre est dédiée a I’étude de I’harmonicité de ’application iden-
titité Idy - (M*™ 0, & n,9) — (MQmH,@, &, §) )

Apreés avoir déformé la métrique d’arrivée g en § = 8g + (a® — 8)n ® n, nous donnons les
expressions des champs de tension de I'application identité dans le cas d’une variété métrique
presque de contact comme dans le cas d'une variété de Kenmotsu.
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Dans la derniére partie de ce chapitre, en déformant la métrique de départ par une dé-
formation D-conforme généralisée, nous donnons les expressions des champs de tension de
'application identité quand la variété (M2 o € n, g) est une variété métrique presque de
contact ou lorsqu’elle est une variété de Kenmotsu.

3.1 Déformation D-conforme généralisée

Etant donné une variété métrique presque de contact (M?*™! . €, n,g), considérons la
déformation D-conforme généralisée donnée par :

_ _ = 1 _

P=p, M=oy, (==, g=Bg+(a®=p)nemn,
oll v et 3 sont des fonctions strictement positives sur M?™*1; on peut facilement vérifier que
(M m+l 5 €., §) est aussi une variété métrique presque de contact.

Proposition 3.1.1 Sout (M2 o & n, g) une variété métrique presque de contact et soit
(M>™ 5, £,7,9) une déformation D-conforme généralisée de (M*™+', p,&,1,g). On a alors :

9(VxY,Z)=Bg(VxY,Z)+ (&> = B)n(Z)n(VxY)+an(Y)n(Z) X (a)
+an(X)n(Z2)Y (o) —an(X)n(Y) Z (a) — %H(Y)U(Z)X(ﬁ)

Preuve de la proposition 3.1.1.
En utilisant la formule de Koszul, nous avons :

29 (VxY, 2) =X (g (Y. 2)) +Y (§(X, 2)) - Z (3 (X,Y))
+9(X, Y], 2)+9(2,X],Y)-g(X,[Y,Z]),
pour tout X,Y,Z € T (T'M). Comme g = 39 + (a? — 3) n ® 1, nous obtenons :

)+ (2 =B)n(Y)n(Z)+Y (Bg(X,Z)+ (¢ = B) n(X)n(Z))
)+ (o = 8)n(X)n(Y)) + By ([X,Y], 2)
+ B9 ([Z,X],Y)
Bg (X, [Y, Z])
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Pour le terme X (8g (Y, Z) + (a* — B)n (Y)n(Z)), un long calcul nous donne :
X (Bg (Y. 2)+ (" = B)n(Y)n(2)) = X (Bg (Y, Z)) + X ((o* = B) n (V) (2))

=By (VxY,Z)+ By (Y,VxZ) +9(Y Z) X (B)
+ (0 = B)n(2) g (Vx&Y) + (" = B) 0 (Z)n (VxY)
+ (@ =B8)n(Y)g(Vx& Z)+ (o2 = B)n(Y)n(VxZ)
+20m (Y) 1 (2) X (a) =n (V)0 (2) X (B) .

Par un calcul similaire, nous obtenons :

Y (Bg(X,2) + (o = B) n(X)n(2)) = Bg (V¥ X, Z) + B9 (X,VyZ) + g(X,2)Y (B)
+ (= B)n(2) g (Vy&, X) + (o = B) n(Z)n(VyX)
+(a® = B)n(X)g(VyE, Z) + (& = B) n(X)n(VyZ)
+20m (X)n(2)Y (a) =n(X)n(2)Y (B)

et

Z (B9 (X,Y)+ (o = B)n(X)n(Y)) = Bg (V2X,Y) + Bg (X, VzY) + g(X,Y) Z (B)

+ (@ =B)n(Y)g(VzEX)+ (o = B)n(Y)n(VzX)
+ (% = B)n(X) g (V& Y) + (o = B) n(X)n(VzY)
+20m (X)n(Y) Z (a) = (X)n(Y) Z (B) -

Il est clair que :
(@®=B)n((X,Y))n(Z2) = (®> = B)n(Z)n(VxY) = (o® = B)n(Z)n(VyX),

(@®=B)n(Z.X)n(Y)= (= B)n(Y)n(VzX)— (> = B)n(Y)n(VxZ)
et
(0 =B)n(X)n([Y,Z]) = (® = B)n(X)n(VyZ) — (o = B) n(X)n(VzY).

Finalement on obtient :
3 (VY. 2) = B9 (VxY. 2) + (0> = B) n(Z)n(VxY) +an (V)0 (Z) X ()
Fan (X)n(2)Y (@) —on(X) 1 (V) Z (a) = 50 (¥)n(2) X (5)
2 (0= B)n(X)g(Vre, 2) — = (a2 — B) n(X) g (V2€,Y)
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Ceci acheve la preuve de la proposition 3.1.1.
En appliquant la proposition 3.1.1, nous obtenons le résultat suivant :

Théoréme 3.1.1 Pour tout X,Y € T'(TM), la relation entre VxY et VxY est donnée par

vXY_vXY—%n(X)mY)gmdw215 (X)n (Y )gmdﬁ——ﬂ 9(X.Y) gradp
I @ - S On @ e S e (X E e
+a22/;5 (V) Vx€+ 2255 (X) Vy€+ ;X(B)th;ﬁy(ﬂ)x
— S OY (96— 2L (X ()&= “ -0 (0 Trg (V1)
+<a;a_2§)2n( X)g(Vel,Y) €~ 226677(Y)Trgg(v.§,X)-
+%"mg(%fﬂ)&én(Y>X(oz)£+én(XW(a)f
+&22a5 (Vx€Y)E+= o B 9(Vy€, X)¢,

(3.1)

Trgg (Xv v&) =49 (X7 Veig) e; + g (X7 Vﬁpeig) ©pe; + g (X, V§§) 6

Preuve du théoreme 3.1.1.

Si nous considérons une base orthonormée {e;, pe;, £} sur la variété métrique presque de
contact (M?™t1 o & n,g), alors une base orthonormée sur (MQmH,@,f,ﬁ, g) est donnée
par :

_ 1 1 - 1"
{ei = ﬁei’ ve; = ﬁgoei,é = aﬁ}iﬂ.
Pour tout X,Y € I' (T'M), nous avons :
VxY =7 (VxV.&) e +7(VxY, %) %6 + 7 (VY. 6) &
Par la proposition 3.1.1, nous obtenons :

%?7 (X)n (V) er (8) e

n(Y)g(Vx¢ e)e;

7 (VxY,@)e = g(VxY,e)ei— =n(X)n(Y)e; (@) e+

B
(@? - B)
- 55 (X e(@) e+

@) g (e et X (g (Ve)e

+%Y(ﬁ>g<x,ei>ei— D) () g (Vb V) e
_@-5
20

+

n(Y)g(Vel, X) e
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Le méme calcul nous donne :

_ 1
9 (VxY,%6;) pe; = g (VxY, pe;) pe; — %77 (X)n(Y) (wei) (o) pe; + 25

- 559 () (e (9 e+ C 2y () (Ve e

28
@ 2; 5)?7 (X) g (Vy¢, ei) we; + Lx (B) g (Y, pe;) pe;

20
2 _
+ 55V (5)0 (X, pes — Pl () 6 (9,067 g

(a 2; ﬁ)n (Y) g (chez‘f? X) PYe;

n(X)n (V) (ei) (B) we

_|_

et

GV E=g(VaY, €+ (V) X (@)€+ 20 (X)Y (a)€ — =0 (X)n (V)€ ()€

_ (042;25)77 (X)g(Ve&,Y)E— (0620725)77 (Y) g (Ve€, X) ¢
" (a; 0 (Tx6. V)€ + wg (Vv& X)¢

5 (X)n(EB)E— 550(X.V)EB)E

ce qui nous donne :

V¥ = V¥ = S (X)n(¥)grada + 350 (X)n(¥) grads - 559 (X,Y) grads

26 26
Q_ﬁ Q—ﬁ 2_5
+ g )N E @6 = S (O VEB)E+ 5 mg (X V) E (D)6
a? -3 a? —f3 1 1
gy 1Y) V€ + S5m0 (X) e+ 55X (B)Y + 55V ()X
a? —
— 1Y (B)€ = 5on ()X ()€~ 20 (X) Tryg (V6 V)
2 2 _ B)2
- Trg (Ve )+ 00 g (V6 )¢
(a® - B)* 1 1
+ azg 19V, X)E 4 2 (V) X (@) €4+ Tn(X) Y ()¢
>~ 5 a? - 8
+ 59 (VEY)E+ 59 (Vv X) &,

Ceci acheve la preuve du théoréme 3.1.1. B
En considérant les éléments des bases orthonormées de (M*™ ™ ¢, &, 1, g) et (M*™™,5,£,7,7),
le théoreme 3.1.1 nous permet de déduire les formules suivantes :
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Corollaire 3.1.1 Pour la base orthonormée {e;, pe;, £} de la variété métrique presque de
contact (M*™1 o, €. n,g), nous avons :

2 _
Veei = Veei — %gmdﬁ + m(;a—gﬁﬂ)é (8)¢

a?—f

e (B) e — o0 (Ve &,

1
B

2 _
vg@eigpe’i = V@eigpei - %gr@dﬁ + m;a—%mg (ﬁ)f

2

43 (00 (B pes — 50 (Ve

™|

et

o? o o+ B
— V€ — Sgrada +
5 e€ 39 e

De la méme facon, pour la base orthonormeée {éi = \/iﬁei,@i = %ngeif: éf} , NOus

=1

Ve =

£(@) €.

obtenons :

- 1 2B
Ve = V0 gmgrads + 0 Pe (s

1 2_3
+2—626i(6)ei—&

n (Veiei) fa

— 1 2 —
Vot = 5 Vuspes — amarads + =P ()¢

1 2_3
+ 3 (pei) (B) pei — aaTﬂn

a2

(Vsoei Spei) 6
et

— - 1 1 1
&= ngg — a—ﬁgmda + @5 () €.

D’aprés le théoréme 3.1.1, si (M2t . €., g) est une variété de Kenmotsu, nous obtenons
le corollaire suivant :

Corollaire 3.1.2 Soit (M*™! . €, n,g) une variété de Kenmotsu, en utilisant le fait que :
Vx{=X-n(X)§, VyE=Y —n(Y)¢, Ve =0

et
Tryg (X, V.E) - =X —n(X)¢, Tryg (Y,V.E) - =Y —n(Y)¢,

74



Uéquation (3.1) devient :

_ 1
ViY = ViV — S0(X) 5 (V) grade + —

: 357 X1 (V) grads = 22 (X,Y) grads
+ B (X €@ - S mm e @) e+ S (X))
af n n ﬁ 1 a2 )
1 1 1
Y (B)€ - 3n (V) X (ﬁ)€+an(Y)X(a)SJran(X)Y(a)f
2 2 _
X O + v ()X = g 0nm e+ g (x e
(3.2)
En particulier, nous déduisons que :
2 _ 2 _
Vi = Ve — %gmdﬁ + m(;‘a—wﬁ)g (B)€+ %ei (B)e; + W&,
2 _ 2 _
Veei = gVaei— goradd+ e e e e+ T2
2 2 _
Voot = Viuspes = agradi + 0P ()¢ + % (e (B)pec+ D
2 2 _
Vo = 5V sepes = pzgradi+ e e )6+ o (e (9) e+ T g
2
Vel = —%gmdoz + aa—; Bf ()&
et 1 1
v £ = —a—ﬁgrada + @g () €.

3.2 Applications harmoniques et la déformation D-conforme
généralisée
3.2.1 Harmonicité de ’application identité Idy, : (M*™ ™, ¢, &,n,9) —
(M5, €,7,9)

Théoréme 3.2.1.1 Soit (M>"1 & n,g) une variété métrique presque de contact et soit
(@ = &= éf,ﬁ = om,g_]) une déformation D-conforme généralisée définie sur M, ou
g=PBg+ (> =B)nen. -

Le champ de tension de lapplication identité Idy, - (M*™ 1 0, &0, g) — (MQ’”“,@, £,7, §)
est donné par :

1
gradp +

T(Id) = —%grada _m- ()€

B
(m—1)a? —mp
a?f

af
2
n B — B

£(B)€+ = (div€) € + Ve,

5



) est une variété de Kenmotsu, le champ de tension de

En particulier, si (M*™ o & n % '
il g, 6m, g) — (MP™,5,€,7,7) devient :

9
Uapplication identité Idyy : (M*™H

7 (Id) = —%gradoz — mﬂ— 1gradﬁ + a2a;@£(a)§
(m—1)a® —mp 2m (a? — B)
+ 25 §(B) &+ RS

Preuve du théoréme 3.2.1.1.
Par définition, nous avons :

7 (Id) = Veiei — Ve + %ei@ei — Ve, 06 + ng — V.

En utilisant le corollaire 3.1.1, nous obtenons :

2 _ 2 _
Voei= Voo = —grgrads + o e @)e 4 ze e+ T g (Ve
2 _ 2 _
Voepei Ve, pei = —%gmdm”“;a—wﬁ)f (B)&+5 (e (8) pert “ L (Vo e
et
— ot =p L« a?+ 3
Vel = Vel = =5Vl = ggrada + —5 ¢(a),
ce qui nous donne :
2 2 _
T (Id) = —%gradoz — %gradﬁ + ao};,ﬁg (@) § + ne 7 (ZQﬁ 6)5 (B)€
1 1 2_8
+ e (B et 5 (ped) (B) pei+ 59 (Ve en) €
2 2 _
+ 2 ()[2 59 (V<P€i§’ 9061)5—'— c 5 5Vf§
En utilisant le fait que :
divg = Trog (V.€,) = g (Ve,£, €i) + 9 (Ve £, 0€i)
nous déduisons que :
T(ld) = —%grada - mT_lgradB + ai;;ﬁ{ () &
_ 2 _ 2 _ 2
Ve =M@+ © 52 gy e+ P

a?f B
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Si (MM p,€,n,g) est une variété de Kenmotsu, alors div = 2m et V& = 0 et dans ce
cas, le champ de tension de l'application identité Id;; devient

m—1 a?+

3 gradp + of £(@) €

_ 2 _ 2 _
=D = mPe e+ 2 20

T (ld) = —%grada -

Ceci achéve la preuve du théoréme 3.2.1.1.

Corollaire 3.2.1.1 L’application identité Idy : (M*™ ', 0,&,n,9) — (M*™,5,£,7,7)
est harmonique st et seulement si :

o’grada + (m — 1) a’gradf — o (042 + ﬁ) E(a)€ — ((m —1)a® — mﬁ) £(B)¢
— (& = B) B (div€) & — o® (& — B) Ve& = 0.

De plus, si (M*™ 0 € n,9) est_une variété de Kenmotsu, nous concluons que Idy :
(M2 0, €,n, g) — (M*™,5,€,7,9) est harmonique si et seulement si :

o’grada + (m — 1) o’gradB — o (o® + B) £ () €
— ((m=1)a® =mpB) £ (B) € —2m (a® = B) BE = 0.
Remarque 3.2.1.1 Si les fonctions « et 8 dépendent seulement de la direction de &, nous

concluons que application identité Idy : (M*™ 1 0, & n,g) — (MQmH,@, &7, g) est har-
monique si et seulement si :

aBg (@) &€ —mPE (B) € + (o2 = B) B (div€) € + a® (a® — B) V& = 0.

Dans le cas on (M*™ L ¢ € n,q) est une variété de Kenmotsu, la condition d’harmonicité
de Uapplication identité Idy = (M*™ ', 0,&,n,9) — (M*™T1,5,£,7,9) est donnée par
[’équation suivante :

of (a) —mé (B) +2m (o — B) = 0.

Exemple 3.2.1.1 (/36]) Considérons la variété M = {(z,y,z) € R* 2z # 0}. La métrique
riemannienne sur M est définie par :

1 1 1
g = —Qdaz2 + —2dy2 + —2d22,
z 2 2

et la base orthonormée est donnée par : eq = z%, ey = Za% et e3 = z%. Les champs de
vecteurs ey, ey et eg satisfont a :

Velel = €3, Ve1€2 =0, Ve1€3 = —é€q,

V62‘61 = 07 V6262 = €3, V€2€3 = —€g,
Vegel = O, V€362 = 0, Ve3€3 =0.

7



Si nous supposons que les fonctions a et 5 dépendent seulement de z, nous déduisons que le
champ de tension de l'application identité Idy : (M, ¢,&,n,9) — (M, ©,£,7, §) est donné
par

7(Id) = % (zad — 28 —2(a® = B)) &

L’application identité Idy; est alors harmonique si et seulement si les fonctions a et 3 sont
solutions de l’équation différentielle suivante :

zad — 2 =2 (a® — B) = 0.

Pour résoudre cette derniere équation, nous donnons quelques solutions particulieres :

1. Cherchons des solutions particuliéres de la forme a = k2% et 8 = ky2?®
(a, ki, ke € R* ki, ko >0 ). L’application identité Idy; est harmonique si et seulement
St

_ 2(kf — k)
Ok =2k
Par exemple, si ki =2 et ky = 1, nous trouvons a = 3, alors o = 22 et B = 2°.

2. D’autres solutions particulieres sont données par o = C12% et B = Cy2% ot C1,Cy > 0.

Exemple 3.2.1.2 (/25]) Considérons la variété M = {(z,y,2) € R3 }. La métrique rie-
mannienne sur M est définie par :

1 1
g= deQ + Edgf + d2?
e e
et la base orthonormée est donnée par e; = eza%, ey = eza% et e3 = %. Les champs de

vecteurs ey, ey et e satisfont a :

velel = €3, V6162 - Oa V6163 = —é1,
Ve,e1 =0, Veea=e3, Veez=—eg,
Vegel = O, V€3€2 = O, V€3€3 =0.

Si nous supposons que les fonctions a et 8 dépendent seulement de z, nous déduisons que
Uapplication identité Idy - (M, ¢,&,n,g) — (M, ©,&,7, §) est harmonique si et seulement
St

ad — ' +2(a” = B) =0.
Pour résoudre cette derniere équation, nous donnons quelques solutions particulieres :

1. Comme des solutions particulieres nous avons : o = Cre™% et 8 = Che™??
(Cy,Cy e R*,C1,Cy >0 ).

2. Cherchons des solutions particulieres de la forme o = C1e® et B = Coe’?, nous obte-
nons b=2a et (a+2)C? —2(a+1)Cy = 0. Alors a(z) = C1e** et

a+2 az
B (Z) = 2(((;1)) C’1262 :
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Exemple 3.2.1.3 (/22/) Considérons la variété M = {(x,y, z,u,v) € R*}, ou (z,y, z,u,v)

sont les coordonnées standard dans R® . Une base orthonormée est donnée par e; = e vl

ox’
— v — v O — v O — v O
er=¢€ g, e3=e g, e =€ Ty, etes=e 30

Prenant e5 = & et en utilisant la formule de Koszul, nous obtenons ce qui suit :

Veer=—e;, Ve =0, Vees=0,  Vee =0, Vees=e
V€2€1 = O, V62€2 = —¢€5, V62€3 = O, ve2€4 = 0, Ve2e5 = €9
V83€1 = O, ve3€2 = 0, V6363 = —€s5, ve3€4 = 0, v6365 = €3
V6461 = O, ve4€2 = 0, V6463 = O, Ve4€4 = —é€5, Ve4e5 = €4
Vesel = 0, Veseg = 0, v6563 = O, V€5€4 = 0, V65e5 = 0.

St nous supposons que les fonctions a et B dépendent uniquement de v, l'application identité
Idy; est harmonique si et seulement si les fonctions « et 8 sont des solutions de [’équation
différentielle suivante :

e Yaa +4a* — 27V — 48 = 0.

Pour résoudre cette derniere équation, nous donnerons quelques solutions particuliéres :
1. Un simple calcul prouve que les fonctions o = kie™4" et = ke 2" (ky, ky > 0) sont
des solutions de la derniére équation différentielle.

2. Cherchons des solutions particuliéres de la forme o = k1€ et B = kye®®’

v v 4(ky—k2
(a,b, ki, ko € R* ki, ks >0 ), nous obtenons o = k1€ et 8 = kqe?*", ot a = ,E22_—4k;).
1

Par exemple, si k1 = ky = 2, nous trouvons a = 2 etb = 4, alors o = 2e%¢" et f = 2e**”.

Exemple 3.2.1.4 (/34]) Considérons m € N* et la variété M = R*"*1. La métrique rie-
mannienne sur M est définie par :

g =2t dy? 4 72 g2 4 2252,

et la base orthonormée est donnée par :

-y O o, 0
X, = e ) Y, =e"¢ E=e*"—,i=1,...,m.

Ox;’ 5%"

Les champs de vecteurs X;, Y; et & satisfont a :

VX.X]' = —(1—{—672) (Sijf, VXZY; :0, Vxlgz (1+€72)X2
VyYj=—(1-e7)d0;8 VyX;=0, Vyi=([1-e7)Y,

VeX; =0, VeY; =0, Ve&=0.

St nous supposons que les fonctions o et B « et [ dépendent seulement de z, nous déduisons
que Uapplication identité Idy - (M = R*™ ! o, & n,g) — (M =R*™ . 5,£,7,9) est har-
monique si et seulement si les fonctions a et 5 sont des solutions de I’équation différentielle
sutvante :

e Fad +2a% —me*f — 26 =0.
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Des solutions particulieres de cette derniere équation sont données par le systeme suivant :
eFa +2a=0
me*5 4+ 26 =0

ce qui nous conduit a :
2e™* 2oz N
a = (e et B =Chem® ™ ou Cp,Cy > 0.

3.2.2 Harmonicité de ’application identité Id;, : (M2m+1, 2,7, §) —
(M 0,€,1, 9)

Théoréme 3.2.2.1 Soit (M?™ & n,g) une variété métrique presque de contact et soit
(@ =, &= éﬁ,ﬁ = om,ﬁ) une déformation D-conforme généralisée définie sur M, ou
g=PBg+ (= B)nen. ~

Le champ de tension de Uapplication identité Id : (M*™,5,£,7,9) — (M*™,¢,&,n,9)
est donné par :

m—1 a?+ B

1
7 (Id) = a—ﬂgmda + Tgmdﬁ T ()€
—1)o? —mp i PR
_(m 032;2 = 5(5)5—aa2ﬁ (dwé)f—aaTﬁVg.

En particulier, si (M*™ ¢ & n,q) est une variété de Kenmotsu, le champ de tension de
l'application identité devient :

1 -1 4+
7 (Id) = a—ﬂgradoz + m?gradﬁ — aozT/Bg () €
(m—1)a®> —mp 2m (a2 — B)
- e (B - e

Preuve du théoréme 3.2.2.1.
Par définition, nous avons :

7 (Id) = Vee; — Vi + Voepe; — Vgape + Vel — V£
Un simple calcul nous donne :

1 1
Ve = 2Vee; — 2—6261'

ﬂ (6) €,

|
Ve @€ = =V e, i — (pes) (B) we

1
3 262

et

1 1 1 1
Ve = EV€E£ = Evgf - 55 (a) &
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° - m (a® — f)

Vit — Vi = gsarads - 55 (8) e = o2l (9) €+ S (Ve €,
Ve — Vo = gzgradd — 2 (es) () e — m;‘;—ﬁ_mg (B)€+ O‘l;f 1 (Vieiper) €
et
VE-TE= grada - v - e (e
Nous déduisons alors que :
v (1d) = 1ﬂgmda + ML orads — & —;ﬁf(a){
I I = A

Si (M?™+ €, 1, g) est une variété de Kenmotsu, alors divé = 2m et V¢& = 0 et le champ
de tension de I'application identité I'd devient :

1 -1 _a’+p
T(Ild) = ﬂgmdajt 52 ——gradf pEYe E(a)é
(m—1)a®> —mp 2m (a? — f3)
B e

Ceci acheve la preuve du théoréeme 3.2.2.1.

Remarque 3.2.2.1 Si les fonctions a et B dépendent uniquement de la direction de &, alors
le champ de tension de Uapplication identité Id : (M*™,9,£,7,9) — (M*™,¢,£,1,9)
prend la forme suivante :

1 B a?—f i a? —f3
rd) = € (@) €+ e (B)¢ - © P (div) e -

et dans le cas ot (M*™ o, & n,g) est une variété de Kenmotsu, le champ de tension de
lapplication identité est donné par la formule suivante :

—— V¢,

m 2m (a® — fB)
a2 02

Exemple 3.2.2.1 ([15]) Considérons la variété M = {(x,y,z) € R z # 0}. La métrique
riemannienne sur M est définie par :

P(Id) = — € ()€ + € (5) € - 3

1 1 1
g= —2sz + —20ly2 + —dez,
z 2 2
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5 5 . _ .0 _ .0 _ o)
et la base orthonormée .est donnée par : ey = zg, eg = Z5, el es = —25. Les champs de
vecteurs ey, ey et es satisfont a :

v6161 - 07 v6162 - 07 velefi = €1,
vezel - 07 vege2 - 07 v€2€3 = €9,
Vesel = 0, ve3€2 = 0, v63€3 = 0.

St nous supposons que les fonctions a et B dépendent uniquement de z, nous déduisons que
Uapplication identité Id : (M, ©,&,1m, ﬁ) — (M, p,&,m,9) est harmonique si et seulement si
les fonctions «v et B sont des solutions de I’équation différentielle suivante :

280 — zaf' — 2a° + 208 = 0.

Cherchons des solutions particulicres de type o = k2% et 8 = koz®® ou (k1, ko > 0). L’appli-
cation identité Id est harmonique si et seulement si ko = QTZQkf,a < 2, ce qui nous donne
a=kiz% et § = %k%ﬁ“ ou a < 2. Par exemple, si nous prenons a = —2, nous obtenons

_ Kk _ K
OK—Z—Q etﬁ—y

Exemple 3.2.2.2 (/34]) Considérons la variété M = {(x1,+ , oy Y1, ** > Ym, 1) € R¥"FL 2 > 0}

avec des coordonnées standard (x1,- -+ , T, Y1, ,Ym,1). Prenons :
0 0 0 0 0
=—t—, X,=t(1+#)—+1¢ V=t —+4+t(1-#

comme une base globale sur M. Si nous supposons que les fonctions a et [ dépendent
seulement de t, nous en déduisons que l’application identité Id : (M2m+1,¢, £, §) —
(M?*™+L o £ n, g) est harmonique si et seulement si les fonctions « et 3 sont des solutions
de l’équation différentielle suivante :

tBa/ — mtaf — 2ma® + 2mafB = 0.

Pour cette équation, nous pouvons donner quelques solutions particuliéres :

1. En tant que premiéres solutions particuliéres, nous obtenons : o = \/gt et f = Ct?
(C >0).

2. D’autres solutions particulicres sont o = Ct=2™ et B = %t*‘lm (C >0).
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« L’harmonicité et la biharmonicité dans les structures presque de contact. »
Résumé :
Cette thése entre dans le cadre de I'étude et la construction des applications harmoniques et biharmoniques dans les

structures presque de contact.

Dans la premiére partie, on a introduit la structure du produit bi-tordu D-homothétique ou on a caractérisé

I’harmonicité et la biharmonicité associées a cette structure.

La deuxiéme partie est consacrée a la caractérisation des applications harmoniques en introduisant la notion de la

déformation D-conforme généralisée, ce qui nous a permis de construire de nouveaux exemples.

Mots clés : Applications harmoniques — Applications biharmoniques — Variétés presque de contact — Variété de

Kenmotsu — Produit bi-tordu D-homothétique — Déformation D-conforme généralisée.

« The harmonicity and the biharmonicity in almost contact structures.»
Abstract :

This thesis is a part of the study and construction of harmonic and biharmonic maps in almost contact structures.

In the first part, the structure of the D-homothetic bi-warped product was introduced, where the harmonicity and

the biharmonicity associated whithin this structure were characterized.
The second part is devoted to the characterization of harmonic maps by introducing the notion of generalized

D-conformal deformation, which allowed us to build new examples.

Key words: Harmonic maps — Biharmonic maps — Almost contact manifolds — Kenmotsu manifold —

D-homothetic bi-warped product — Generalized D-conformal deformation.



