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Introduction générale

La dynamique des populations est une partie de la biologie mathématique qui a pour but
la description, en termes de modèles mathématiques, de l'interaction entre di�érents types de
populations dans un milieu donné (par exemple : populations animales en écologie, populations
cellulaires en biologie, populations virales en épidémiologie). Ces modèles sont gouvernés par
des équations d'évolutions telles par exemple des équations aux di�érences, fonctionnelles, à
retards, aux dérivées partielles ou stochastiques. Un problème central est l'étude du comporte-
ment asymptotique des solutions des équations ou des systèmes modélisant ces phénomènes.

L'interaction entre populations a lieu généralement dans un environnement �uctuant dans
le temps. Par exemple la température, l'humidité, la disponibilité du nutriment ou de l'eau,
sont des paramètres physiques qui varient dans le temps avec la variation des saisons. Certains
auteurs proposent, pour modéliser cette périodicité saisonnière, de considérer des systèmes non
autonomes périodiques (voir Kuang [53], Cushing [18, 19, 20, 21], Mottoni et Schia�no [24],
Rosenblatt [69], Vance [87]). Mathématiquement, ces modèles sont décrits par des systèmes
di�érentiels de la forme

dx

dt
= f(t, x), t ≥ 0, x = (x1, . . . , xn), (1)

où f : R+ × Rn → Rn est une certaine fonction supposée continue en (t, x). Le paramètre
quantitatif xi(t) représente la densité de population à l'instant t dé�nie comme étant le nombre
d'individus d'une population i par unité de temps. Étant donné que la densité de population
est une quantité positive, on ne s'intéresse qu'aux solutions positives du système (1).

Il existe en dynamique des populations plusieurs types d'interactions entre populations
(prédateur-proie, compétition, mutualisme, migration, etc). Par exemple, plusieurs populations
peuvent entrer en compétition pour exploiter les ressources de l'environnement. On dit alors que
l'interaction est compétitive. Inversement, il existe dans la nature un autre type d'interaction
celui par exemple où les di�érentes populations coopèrent entre elles pour leur survie. On dit
dans ce cas que l'interaction est coopérative. Il y a aussi des situations écologiques qui motivent
la représentation de l'espace comme un ensemble �ni de sites connectés entre eux par migration.
Pensons par exemple à un archipel et à des populations d'oiseaux et leurs prédateurs. C'est un
exemple de biogéographie insulaire. Un autre type d'exemple est donné par la fragmentation
éco-paysagère : construction de routes, destruction de forêts pour l'agriculture où subsistent des
bosquets séparés par des champs cultivés, etc. Dans de telles situations, une première approche
est de modéliser l'écosystème comme une métapopulation, c'est à dire, littéralement comme une
population de populations. Plus précisément, on va représenter le système comme un ensemble
�ni de sites. La dynamique dans chaque site ne va décrire que l'évolution du nombre d'individus
ou de leur densité. Les individus ont la possibilité de migrer d'un site à un autre. On pressent
par exemple que l'extinction dans un site peut être contrebalancée par une recolonisation. Une
question majeure est celle de la conséquence de la fragmentation d'un habitat sur la persistance
ou l'extinction de la population.
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Introduction générale 2

La notion de persistance tente de saisir l'idée que si les équations (1) représentent un éco-
système, toutes les composantes de l'écosystème survivent. Le système (1) est dit persistant
si

lim
t→∞

inf xi(t) > 0, i = 1, . . . , n, (2)

pour chaque trajectoire avec des conditions initiales positives.
Le terme "persistant" a été utilisé pour la première fois, dans ce contexte par Freedman et
Waltman [30], avec lim sup au lieu de lim inf. Une notion similaire apparaît dans Hofbauer [43]
et dans Schuster, Sigmund et Wolf [73], où le terme "persistance" a été utilisé (qui est devenu
plus tard "permanence").

Le sujet de la dynamique des métapopulations est relativement récent dans le domaine de la
biologie mathématique, bien qu'il soit utilisé en écologie depuis plus longtemps. Un ouvrage de
référence sur les modèles mathématiques est le livre de Levin, tandis que Hanski et Gilpin [35]
donnent un compte rendu plus écologique du sujet. Le type le plus simple de modèles de méta-
populations dérive du même type de modèles qui a conduit à des automates cellulaires discrets.
Dans ce cadre, souvent appelé modèle d'occupation de sites, un site (généralement un domaine
dans l'espace) est occupé ou inoccupé par des individus d'une espèce donnée. Typiquement,
on considère l'évolution du nombre de sites occupés dans un réseau, où l'occupation d'un site
donné dépend de l'occupation des sites voisins ou connectés. Ce type de système ne sera pas
abordé dans cette thèse. Le type de systèmes qui sera discuté ici peut être dé�ni, de manière
approximative, comme suit : un modèle de méta-population implique des mouvements expli-
cites d'individus entre des lieux distincts. Le mouvement peut correspondre à un mouvement
physique réel d'individus.

Pour résumer, dans le cadre de cette thèse, une métapopulation est un graphe à sommets
(dans la terminologie métapopulation, sites) contenant un certain nombre de sous- populations,
liées par migration sous forme d'arcs (ici et dans toute l'introduction, on utilise le mot "arc" pour
dire "arête orientée"), avec des dynamiques explicites et non triviales pour les sous-populations
dans les sites. Pour construire de tels modèles, plusieurs notions doivent être dé�nies, qui sont
détaillées dans la suite. Les dé�nitions et quelques notations sont inspirées de Arino [6].

Supposons qu'il existe p sites. L'ensemble des sites est noté P , avec p = cardP . Chaque site
p ∈ P contient un certain nombre d'espèces appartenant à un ensemble commun S d'espèces.
Nous désignons s = cardS le nombre d'espèces dans le système. Notez qu'à ce stade, "espèce"
est employé dans un sens large : deux états épidémiologiques di�érents représentent deux es-
pèces.
Chaque site est un sommet dans un graphe G. Les arêtes de G représentent la possibilité pour
une espèce donnée de se déplacer entre deux sites ; en conséquence, deux sites quelconques sont
connectés par un maximum de s arêtes. Les arêtes reçoivent alors une orientation (ce sont des
arcs, en terminologie de théorie des graphes ), pour tenir compte du fait que le mouvement
n'est pas toujours symétrique.

Ainsi, le graphe est un multi digraphe G = (P ,A), où A est l'ensemble des arcs. Deux
sommets X et Y dans P sont reliés par au plus des s arcs de X à Y et au plus s arcs de Y à
X.

Le formalisme des graphes est utile pour caractériser certaines des propriétés des modèles de
métapopulations. On donne quelques dé�nitions supplémentaires dans lesquelles X et Y sont
deux sites de P .

Accès direct : Dé�nissons la relation binaire Rs par :
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Introduction générale 3

XRsY si, pour l'espèce s ∈ S, il existe un arc A ∈ A de site X à Y .

Dans ce cas, on dit que l'espèce s a un accès direct au site Y depuis le site X, on écrit XRsY .
On dit que le site X a un accès direct au site Y ou qu'on peut accéder au site Y directement
à partir du site X, s'il existe une espèce s ∈ S telle que XRsY .
Nous écrivons XRsY et disons que le site X a un accès direct complet au site Y , si XRsY pour
tous les s ∈ S.
Les propriétés inverses sont également dé�nies comme suit : l'espèce s ∈ S n'a pas d'accès
direct du site Y au site X si la relation Rs n'est pas véri�ée, et on écrit notXRsY ; le site X
n'a pas d'accès direct au site Y s'il n'y a pas de s ∈ S tel que XRsY , c'est à dire, ∀s ∈ S,
notXRsY .

Matrice de connexion : Pour une espèce donnée s ∈ S, une matrice de connexion notée
Cs peut être associée au multi-digraphe G. Choisissons un ordre des sites P1, . . . , Pp pour les
éléments de P , le (j, i) ième élément est égal à un si PiRsPj et à zéro sinon, c'est à dire si Pi n'a
pas d'accès direct à Pj. Notez que cela donne la transposée de la matrice d'adjacence obtenue
avec la convention habituelle en théorie des graphes selon laquelle l'entrée (i, j) vaut 1 si Pi a
l'accès direct à Pj.

Accès indirect : une espèce s ∈ S donnée a un accès indirect au site Y à partir du site X
si, pour l'espèce s ∈ S, il existe un chemin du site X vers le site Y dans G mais l'espèce s n'a
pas d'accès direct du site X vers le site Y . En d'autre termes, il existe X1, . . . , Xn ∈ P , avec
n ≤ p, tel que

XRsX1 et , X1RsX2, . . . , XnRsY

mais
notXRsY,notX1RsY, . . . ,notXn−1RsY.

Dans la �gure 1, on donne un exemple de graphe pour l'accès direct et indirect.
Pour une espèce donnée, l'accès indirect peut être lu dans la matrice de connexion Cs.

En e�et, les coe�cients de la matrice C2
s donnent les chemins de longueur exactement 2 dans

le graphe G pour l'espèce s, et par récurrence, les coe�cients de Ck
s donnent les chemins de

longueur exactement k dans G.

4

3

2

1 5

6

Figure 1 � Un modèle avec six sites. Les sites directement connectés au site 3 sont les sites en
bleu. Le sites indirectement connectés sont en vert. Le site sans accès au site 3 est le site 6.

Multi-digraphe symétrique Le multi-digraphe G est symétrique pour l'espèce s si, pour
tout X, Y ∈ P tel que XRsY , on a YRsX, c'est à dire, si la relation binaire Rs est symétrique.
Elle est parfaitement symétrique si, pour tout X, Y ∈ P tel que XRsY on a YRsX. Notez que
cela implique que les matrices de connexion Cs associées sont symétriques.
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Introduction générale 4

Multi-digraphe fortement connecté Pour une espèce s donnée, les composantes fortement
connexes sont telles que, pour tous les sites X, Y , l'espèce s de X a accès à Y ( on dit que
les sites X, Y dans une composante forte). Le digraphe est fortement connexe pour l'espèce s
si tous les sites appartiennent à la même composante connexe. La forte connexité équivaut à
l'irréductibilité de la matrice de connexion Cs. La matrice Cs est irréductible, s'il existe k > 0 tel
que tous les coe�cients de la matrice Ck

s sont non nuls. La notion d'irréductibilité est détaillée
dans la section 1.2.

Dynamique entre les sites La dynamique du système combine la dynamique de chaque
site résultant des interactions des di�érentes espèces présentes, avec un opérateur décrivant les
mouvement d'individus entre les sites.
Soit Xs

p le nombre d'individus d'une espèce s ∈ S dans le site p ∈ P au temps t, Xs =
(X1

s , . . . , X
p
s )T est le vecteur de distribution des individus d'une espèce donnée s entre les

di�érents sites et Xp = (Xp
1 , . . . , X

p
s )T le vecteur de composition de la population d'un site

quelconque p. Il existe plusieurs manières de décrire l'évolution des populations. La plus évidente
est d'écrire l'évolution de chaque composante individuelle du système ; pour tout s = 1, . . . , s
et p = 1, . . . , p,

d

dt
Xp
s = F p

s (Xp) + β

(
p∑
i=1

γspiX
i
s −

p∑
i=1

γsipX
p
s

)
, (3)

avec F p
s : Rs → R la fonction décrivant la dynamique dans le site p des individus d'espèce s.

Cette fonction pourrait impliquer tous les individus présents dans le site, quelle que soit leur
espèce, d'où sa dépendance au vecteur Xp ; nous supposons qu'il n'y pas d'interaction entre les
sites de sorte que F p

s implique uniquement les individus du site p. Le terme γsip décrit l'a�ux
d'individus d'espèces s du site p vers le site i. Notons que les termes :

γsii = −
p∑

j=1,j 6=i

γsji, i = 1, . . . , p,

décrivent l'a�ux d'individus d'espèces s du site i vers les autres sites. Le terme β est positif,
c'est le taux de migration entre les sites.

Cependant, en raison de la charge de notation, les notations vectorielles sont souvent uti-
lisées. La plus courte de ces notations vectorielles procède espèce par espèce, en utilisant une
équation vectorielle pour chaque espèce successive. Pour tout s = 1, . . . , s,

d

dt
Xs = F p(Xp) + βΓsXs, (4)

avec F p : Rs → Rp et Γs := (γsij) la matrice représentant les termes de mouvements pour une
espèce donnée s. Notons que la matrice de mouvement Γs combine la matrice de connexion Cs
déduite à partir du graphe de sites, et une description de l'intensité des connexions. La matrice
de connexion Cs du graphe est ainsi reconstruite à partir de la matrice de mouvement Γs, en
mettant à zéro les éléments diagonaux de Γs et les éléments hors-diagonale non-nuls à 1. En
général, la matrice Γs aura un certain nombre de propriétés (voir [37]), à savoir :

• Tous les éléments diagonaux de Γs sont négatifs et tous les éléments hors diagonale sont
positifs.

• La somme des éléments d'une ligne (ou bien d'une colonne) est nulle.

• Γs est irréductible.

Les modèles qui sont considérés dans ce mémoire sont autonomes en temps avec des opéra-
teurs de mouvement linéaires et avec une seule espèce, i.e s = 1.
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Introduction générale 5

Migration lente On considère le système (4) avec un petit taux de migration, i.e β très
proche de zéro. On note (Sβ) le système stationnaire associé au système (4), c'est à dire :

(Sβ) : F p(Xp(t)) + βΓsXs(t) = 0. (5)

Lorsque β = 0, le système (5) consiste en p systèmes indépendants. Pour chacun de ces sys-
tèmes, les solutions stationnaires et leur stabilité sont bien connues, ce qui permet d'écrire
entièrement les solutions de (S0). En général ces systèmes possèdent un équilibre fortement
positif et GAS.
Lorsque β > 0, les p systèmes sont couplés via la matrice de migration Γs. Le problème mainte-
nant est de décrire les solutions stationnaires de (Sβ) lorsque β est petit. Une question principale
dans ce type de problèmes est la suivante : on suppose que le système sans migration (S0) ad-
met un unique équilibre fortement positif X∗0 qui est GAS, est-ce qu'il en va de même pour le
système couplé (Sβ) lorsque β est su�samment petit ? L'existence d'un équilibre globalement
asymptotiquement stable est une conséquence immédiate du théorème d'inversion locale (pour
ce théorème voir [70, 54] ). La di�culté est de montrer que ce nouvel équilibre X∗β est positif
ou nul, et est donc un équilibre biologiquement admissible.

Migration rapide De nombreuses études ont été e�ectuées pour des problèmes avec de
grands taux de migration, i.e lorsque β → ∞ dans le système (4). Un tel système, complexe,
impliquant s équations di�érentielles matricielles, apparait naturellement lorsque l'on considère
des phénomènes agissant à di�érentes échelles de temps. De nombreux auteurs se sont intéressés
à ce type de problèmes en dynamique des populations. Citons notamment Poggiale , Auger,
Sanchez et Bravo de la Parra [7, 8, 65, 66], et plus récemment, dans un cadre d'espace fonc-
tionnel, Castella et al. [15].

Description de la thèse Le thème principal de cette thèse est l'étude des dynamiques de
populations qui sont structurées spatialement, dans des sites liés par des processus de migra-
tion entre les sites. Cette dynamique peut être interprétée comme un problème de systèmes
dynamiques isolés (sur chacun des sites) couplés par les termes de migration entre les sites. Une
question importante dans ces modèle est de calculer les attracteurs de l'ensemble de la popula-
tion et de comparer les caractéristiques de la population (par exemple la biomasse totale) sur
l'attracteur avec sa valeur si les sites n'étaient pas liés par la migration.

Ce travail est divisé en quatre chapitres. Le chapitre 1 est consacré aux di�érents rappels sur
les systèmes di�érentiels coopératifs et aussi aux di�érentes versions du théorème de Perron-
Frobenius pour certaines classes des matrices. Nous énonçons quelques théorèmes d'existence
et d'unicité ainsi que la stabilité globale des solutions stationnaires des systèmes coopératifs
positifs. Nous rappelons aussi quelques notions sur la théorie des perturbations singulières et
nous énonçons une version du théorème de Tikhonov pour les systèmes lents-rapides, nous
terminons ce chapitre en donnant un exemple d'application de ce dernier théorème.

Dans le deuxième chapitre, nous commençons par rappeler les di�érentes formes de la crois-
sance logistique avec certaines de leurs propriétés. Ensuite, nous rappelons quelques résultats
du comportement global du modèle de n sites avec dispersion, en particulier, l'existence, l'uni-
cité et la stabilité globale. Notons que, ces modèles considérés sont des systèmes di�érentiels
coopératifs de dimension n et non linéaires en générale. Dans la dernière section de ce chapitre,
nous considérons le modèle avec deux sites dans le cas où la dispersion est symétrique, et aussi
dans le cas où la dispersion est quelconque. Une question importante traité par Arditi et al.
est : quel est l'e�et de la dispersion sur la dynamique de la population totale ? cette question a
été complètement résolue en 2015 et 2018 par Arditi et al. [3, 4] pour deux sites.
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Dans le troisième chapitre, le but est de généraliser les résultats de Arditi et al. [3, 4] à n
sites. D'abord, nous introduisons le modèle mathématique de n sites couplés par des termes de
migration symétriques, i.e la matrice de connexion est symétrique. Dans ce modèle, on suppose
que la dynamique locale est de type logistique sur chaque site. Dans un premier temps, nous
donnons quelques propriétés de la matrice de connexion. Notons que cette matrice est supposée
symétrique et irréductible dans ce chapitre. Nous démontrons aussi la positivité des solutions,
ainsi que la stabilité globale qui découle directement de Takeuchi [82]. Nous donnons quelque cas
de comparaisons entre la population totale à l'équilibre et la somme des capacités en fonction
des paramètres locaux ri et Ki qui sont respectivement le taux de croissance et la capacité de
charge. Ensuite, nous étudions le comportement du modèle pour un grand taux de migration,
et nous calculons explicitement l'équilibre qui dans ce cas là est globalement asymptotiquement
stable. Nous étudions le modèle de trois sites, et par des simulations numériques nous arrivons à
prouver l'existence de nouveaux comportements de la population totale à l'équilibre en fonction
de la variation du taux de migration de zéro à l'in�ni. Ces comportements n'existent pas dans
le cas de deux sites, en particulier, on peut avoir au moins deux valeurs critiques du taux
de migration où la population totale à l'équilibre est égale à la somme des trois capacités.
Dans la dernière partie de ce chapitre, nous introduisons le modèle de n sites couplés par des
termes de migration non symétriques et nous montrons sa stabilité globale sous l'hypothèse
d'irréductibilité de la matrice de connexion.

Dans le quatrième chapitre, le but est de généraliser les résultats du chapitre trois dans
le cas d'une dispersion quelconque. D'abord, nous introduisons le modèle mathématique de n
sites couplés par des termes de migration non symétriques, i.e la matrice de connexion est
quelconque. Comme dans le cas symétrique, l'invariance du cône positif a été prouvée. Le modèle
est aussi globalement stable. Ensuite, nous considérons le cas particulier où le taux de migration
tend vers l'in�ni, c'est à dire que les individus peuvent voyager librement entre les sites. Comme
dans le cas symétrique, nous calculons explicitement le point d'équilibre du système qui dépend
du noyau de la matrice de connexion et des paramètres locaux du modèle. Nous nous intéressons
aussi à l'e�et de la dispersion non symétrique sur la dynamique d'une population. En e�et, nous
donnons une solution complète dans le cas où les n sites sont partitionnés en deux blocs de sites
identiques. Nous donnons aussi quelques comparaisons entre la population totale à l'équilibre
avec la somme des capacités en fonction des paramètres ri, Ki et aussi en fonction des termes
de migration γij. Nous terminons ce chapitre par quelques simulations numériques pour le
modèle particulier de trois sites. Dans ces simulations, nous montrons que certaines valeurs
particulières des éléments de la matrice de migration donnent lieu à de nouveaux comportement
de la population totale à l'équilibre en fonction de la variation du taux de migration de zéro à
l'in�ni. Dans le cas de deux sites, Arditi et al. [3, 4] ont montré qu'il existe au plus une valeur
critique du taux de migration pour laquelle la population totale à l'équilibre égale à la somme
des deux capacités. Dans le cas de trois sites, on montre numériquement, qu'il existe au moins
trois valeurs critiques du taux de migration pour lesquelles il y a égalité entre la population
totale à l'équilibre et la somme des trois capacités.
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Chapitre 1

Rappels de quelques notions

préliminaires :

théorème de Perron-Frobenius, systèmes

di�érentiels coopératifs et théorème de

Tikhonov

Contents

1.1 Les matrices positives, strictement positives, fortement positives 8

1.2 Les matrices irréductibles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.2.1 Matrice de permutation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.2.2 Matrice réductible et irréductible . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.2.3 Irréductibilité et graphe d'une matrice . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.3 Les matrices de Metzler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.4 Les systèmes positifs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.5 Systèmes di�érentiels coopératifs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.5.1 Dé�nition et quelques propriétés des systèmes coopératifs . . . . . . . 17

1.5.2 Dynamique globale des systèmes coopératifs positifs . . . . . . . . . . 19

Théorème de Hirsch . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

Théorème de Smith . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

Théorème de Takeuchi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

1.6 Théorie des perturbations singulières et théorème de Tikhonov . 23

1.6.1 Perturbation singulière et régulière . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

1.6.2 Dynamiques lentes-rapides . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

1.6.3 Théorème de Tikhonov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques dé�nitions de classes des matrices telles que les
matrices positives, irréductible et nous donnons certaines propriétés importantes de ces matrices.
Pour chacune de ces classes, nous énonçons les di�érentes versions du théorème de Perron-
Frobenius. Le comportement de quelques types de systèmes di�érentiels, tels que les systèmes
positifs et les systèmes di�érentiels coopératifs sera étudié. Nous terminons ce chapitre par
un rappel du théorème de Tikhonov avec un exemple. Certains résultats dans ce chapitre sont
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démontrés et pour d'autres nous renvoyons les lecteurs intéressés à des références données dans
la bibliographie.

1.1 Les matrices positives, strictement positives, fortement

positives

Dans tout la suite, nous introduisons tout d'abord trois relations d'ordre partiel dans Rn :
” ≥ ”, ” > ” et ”� ”.
Considérons deux vecteurs x = (x1, . . . , xn)T et y = (y1, . . . , yn)T de Rn, alors :

x ≥ y ⇐⇒ ∀i ∈ {1, . . . , n} , xi ≥ yi.

x > y ⇐⇒


∀i ∈ {1, . . . , n} , xi ≥ yi,
et
∃i0 ∈ {1, . . . , n} , xi0 > yi0 .

x� y ⇐⇒ ∀i ∈ {1, . . . , n} , xi > yi.

De la même façon nous dé�nissons les relations ” ≥ ”, ” > ” et ”� ” pour les matrices carrées
d'ordre n.
Considérons deux matrices A = (aij) et B = (bij), alors :

A ≥ B ⇐⇒ ∀i, j ∈ {1, . . . , n} , aij ≥ bij.

A > B ⇐⇒


∀i, j ∈ {1, . . . , n} , aij ≥ bij,
et
∃i0, j0 ∈ {1, . . . , n} , ai0j0 > bi0j0 .

A� B ⇐⇒ ∀i, j ∈ {1, . . . , n} , aij > bij.

Ces notations sont conformes à celles classiquement introduites dans la littérature [25, 60]. Nous
dé�nissons maintenant les trois classes de matrices suivantes :

• A est positive i.e. A ≥ 0,

• A est strictement positive i.e. A > 0,

• A est fortement positive i.e. A� 0.

Clairement : A� B =⇒ A > B =⇒ A ≥ B.

Lemme 1.1. Une matrice fortement positive ne peut pas être nilpotente 1.

Démonstration. Si A� 0, alors toutes ses puissances sont fortement positives. Aucune d'elles
ne peut donc être nulle, ainsi la matrice A ne peut pas être nilpotente.

Dé�nition 1.2 (Rayon spectral-module de stabilité). Le rayon spectral d'une matrice A, noté
ρ(A), est le plus grand des modules des valeurs propres de A, c'est à dire :

ρ(A) = max {|λ|;λ ∈ δ(A)} ,

où δ(A) est l'ensemble des valeurs propres de la matrice A, appelé spectre de A.
On dé�nit le module de stabilité de la matrice A, noté s(A), par

s(A) = max {Reλ : λ ∈ δ(A)} . (1.1)

Si s(A) < 0, la matrice A est dite de Hurwitz ou stable.

1. Une matrice A est dite nilpotente s'il existe un entier n ≥ 1 tel que An = 0.
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Proposition 1.3. Si A� 0, alors ρ(A) > 0.

Démonstration. Par dé�nition, le rayon spectral ρ(A) est toujours positif ou nul. Montrons par
l'absurde qu'il est non nul. Supposons que ρ(A) = 0, alors 0 est la seule valeur propre de la
matrice A. Le polynôme caractéristique de A est alors PA(λ) = (−1)nλn. D'après le théorème de
Cayley-Hamilton, la matrice A est nilpotente, ce qui est impossible d'après le Lemme 1.1.

Nous avons le résultat suivant [22, Lemme 8]

Lemme 1.4. Soit A ≥ 0 une matrice positive. Soit u ∈ Rn et ξ ∈ R. Si Au ≥ ξu alors
ρ(A) ≥ ξ.

Démonstration. Si Au ≥ ξu, comme A ≥ 0 alors Amu ≥ ξmu pour tout m ≥ 1. Donc, on a
‖Am‖ ≥ ξm où ‖.‖ désigne une norme matricielle.
Par passage à la limite on obtient :

ρ(A) = lim
m→+∞

‖Am‖
1
m ≥ ξ.

D'où : ρ(A) ≥ ξ.

Proposition 1.5. Soient A et B deux matrices fortement positives telles que A ≤ B alors,
ρ(A) ≤ ρ(B).

Démonstration. Pour la démonstration de cette propriété voir [51].

Théorème 1.6 (Le théorème de Perron-Frobenius pour les matrices fortement positives [44]).
Soit A une matrice fortement positive. Alors, il existe une valeur propre simple λ0 > 0 de la
matrice A telle que :

λ0 = ρ(A) = s(A).

De plus, si x est un vecteur propre correspondant à la valeur propre λ0 alors |x| � 0, où
|x| = (|x1|, . . . , |xn|)T .

1.2 Les matrices irréductibles

Dans cette sous-section, on introduit la notion de matrice irréductible. D'abord, on dé�nit
les matrices de permutations.

1.2.1 Matrice de permutation

Dé�nition 1.7 (Matrice de permutation). Une matrice de permutation est une matrice car-
rée pour laquelle chaque ligne et chaque colonne contient exactement un unique 1, les autres
coe�cients étant nuls.

Une telle matrice symbolise une permutation. En e�et, si P est une matrice de permutation
de dimension m, alors, pour tout i ∈ {1, . . . ,m}, il existe un unique j(i) ∈ {1, . . . ,m} tel
que Pi,j(i) = 1. La permutation σP : {1, . . . ,m} → {1, . . . ,m} associée est alors dé�nie par
σP (i) = j(i) pour tout i ∈ {1, . . . ,m}. De même, si σ est une permutation de l'ensemble
{1, . . . ,m}, alors la matrice de permutation Pσ associée est une matrice de dimension m dé�nie,
pour tous i, j ∈ {1, . . . ,m}, par

(Pσ)ij =

{
1 si σ(i) = j,
0 sinon .

(1.2)
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Exemple 1.8. La matrice P dé�nie par

P =


1 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 1 0 0 0


est une matrice de permutation. Elle symbolise la permutation σP : {1, 2, 3, 4, 5} −→ {1, 2, 3, 4, 5}
dé�nie par σ(1) = 1, σ(2) = 3, σ(3) = 4, σ(4) = 5 et σ(5) = 2.

Il existe deux matrices de permutations de dimension n = 2 données par :

[
1 0
0 1

]
et

[
0 1
1 0

]
.

Pour n = 3, il existe six matrices de permutation, et pour n quelconque, il existe n! matrices
de permutations de dimension n.

1.2.2 Matrice réductible et irréductible

Dé�nition 1.9 (Matrice irréductible). Une matrice carrée A = (aij)1≤i,j≤n est dite réductible
s'il existe une partition de l'ensemble {1, . . . , n} en deux sous ensembles

I = {i1, . . . , is} , J = {j1, . . . , jt} , s+ t = n, s, t ≥ 1,

tels que pour tout (i, j) ∈ I × J, aij = 0.
Si A n'est pas réductible, elle est dite irréductible.

La proposition suivante donne une caractérisation importante des matrices irréductibles

Proposition 1.10. Soit A une matrice carrée d'ordre n. Alors, A est réductible si et seulement
si, il existe une matrice de permutation P telle que

P tAP =

[
B C
0 D

]
,

où B et D sont deux matrices carrées d'ordre s ≥ 1 et t ≥ 1 respectivement.

Démonstration. Supposons que la matrice A soit réductible. Il existe donc une partition de
l'ensemble {1, . . . , n} en deux sous ensembles

I = {i1, . . . , is} , J = {j1, . . . , jt} , s+ t = n, s, t ≥ 1,

tels que pour tout (i, j) ∈ I × J, aij = 0. Soit P la matrice de permutation qui ordonne les
colonnes de A dans l'ordre (j1, . . . , jt, i1, . . . , is). Si on note A par

A =

 a1
1 . . . an1
...

. . .
...

a1
n . . . ann

 ,
alors

AP =

 aj11 . . . ajt1 ai11 . . . ais1
...

. . .
...

...
. . .

...
aj1n . . . ajtn ai1n . . . aisn

 .
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Pour appliquer la même permutation sur les lignes, on multiple à gauche la matrice AP par
P T on trouve la matrice :

P TAP =



aj1j1 . . . ajtj1 ai1j1 . . . aisj1
...

. . .
...

...
. . .

...
aj1jt . . . ajtjt ai1jt . . . aisjt
aj1i1 . . . ajti1 ai1i1 . . . aisi1
...

. . .
...

...
. . .

...
aj1is . . . ajtis ai1is . . . aisis


=



aj1j1 . . . ajtj1 ai1j1 . . . aisj1
...

. . .
...

...
. . .

...
aj1jt . . . ajtjt ai1jt . . . aisjt
0 . . . 0 ai1i1 . . . aisi1
...

. . .
...

...
. . .

...
0 . . . 0 ai1is . . . aisis


=

[
B C
0 D

]
.

Cette dernière matrice a bien la forme cherchée.
Inversement, s'il existe une matrice de permutation P , telle que

P TAP =

[
B C
0 D

]
,

où B et D sont deux matrices carrées d'ordre s ≥ 1 et t ≥ 1 respectivement, alors, P est la
matrice d'une permutation σ : {1, . . . , n} −→ {j1, . . . , jt, i1, . . . , is}, telle que aij = 0 pour tout
i ∈ {i1, . . . , is} et pour tout j ∈ {j1, . . . , jt}.

Exemple 1.11. Citons dans cet exemple quelques propriétés pour une matrice réductible :

1. Une matrice dont tous les coe�cients sont non nuls est irréductible.

2. Une matrice qui possède une ligne ou bien une colonne nulle est réductible.

3. Une matrice est réductible si et seulement si, sa transposée est réductible.

1.2.3 Irréductibilité et graphe d'une matrice

Dé�nition 1.12 (Graphes orientés). Un graphe (orienté �ni) G est la donnée d'un ensemble
�ni S de sommets, d'un ensemble �ni A d'arêtes et deux applications ϕ, ψ : A −→ S qui à toute
arête associe respectivement sa source et son but.

Dé�nition 1.13 (Graphe fortement connexe). Un graphe G est dit fortement connexe

si pour tout couple de sommets (s, t) il existe un chemin de source s et de but t.

Dé�nition 1.14 (Graphe d'une matrice). A toute matrice A = (aij), on associe un graphe
appelé graphe de la matrice A, noté GA, qui possède n sommets numéroté 1, 2, . . . , n, et une
arête de source i et but j lorsque aij 6= 0.

Exemple 1.15. Dans la �gure 1.1, le graphe de la matrice A comporte 4 arêtes liées à 3
sommets. De plus il est fortement connexe.
Par contre celui de la matrice B ne l'est pas, car il n'y a pas de chemin allant du sommet 1 au
sommet 3.

Proposition 1.16. Si A et Ã sont deux matrices telles qu'il existe une matrice de permuta-
tion P véri�ant Ã = P TAP , alors les graphes associés à ces matrices sont les mêmes, à une
renumérotation des sommets près, dé�nie par la permutation P .
En particulier, le graphe de la matrice A est fortement connexe si et seulement si, le graphe de
la matrice Ã est fortement connexe.

Dans le théorème suivant, on donne une caractérisation des matrices irréductibles.
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A =

 0 a12 0
0 0 a23

a31 a32 0

 , B =

 0 b12 0
0 0 0
b31 b32 0

 .
1

2 3

1

2 3

Figure 1.1 � Les graphes GA et GB.

Théorème 1.17. Soit A > 0 une matrice strictement positive. La matrice A est irréductible si
et seulement si, son graphe est fortement connexe.

Démonstration. Montrons que le graphe d'une matrice réductible n'est pas fortement connexe.
Soit A une matrice réductible d'ordre n, il existe une matrice de permutation P telle que

P TAP =

[
B C
0 D

]
= Ã,

où B et D deux matrices carrées d'ordre m ≥ 1 et n−m respectivement.
Pour tout i ∈ {m+ 1, . . . , n} et j ∈ {1, . . . ,m}, il n'existe pas d'arête dans le graphe de la
matrice A, de source i et de but j. Ainsi, le graphe de Ã n'est pas fortement connexe, par suite,
le graphe de la matrice A n'est pas fortement connexe. On a donc montré que si le graphe de
la matrice A est fortement connexe, alors la matrice A est irréductible.
Inversement, supposons que le graphe de la matrice A ne soit pas fortement connexe. Notons
1, . . . , n les sommets du graphe de A. Il existe au moins un couple de sommets de ce graphe,
pour lesquels il n'existe pas de chemin de l'un vers l'autre. Notons i1 et in ces deux sommets,
en supposant qu'il n'existe pas de chemin de in vers i1. Notons

S1 = {i1, . . . , im}

l'ensemble des sommets du graphe de la matrice A pour lesquels il n'existe pas de chemins de
in vers ces sommets. Les autres sommets forment un ensemble que l'on note

S2 = {im+1, . . . , in−1} .

Pour tout j ∈ S1 et tout i ∈ S2, il n'existe pas de chemin de i vers j. Par construction, on a
donc aij = 0. Notons P la matrice de la permutation correspondant à la renumérotation des
sommets ainsi dé�nis

{1, . . . , n} −→ {i1, . . . , im, im+1, . . . , in} .
La matrice P TAP est de la forme [

B C
0 D

]
,

où B et D sont deux matrices carrées d'ordre m ≥ 1 et n−m respectivement.

Théorème 1.18 (Le théorème de Perron-Frobenius pour les matrices strictement positives et
irréductibles [44]). Soit A > 0 une matrice strictement positive et irréductible. Alors, il existe
une valeur propre simple λ0 > 0 de la matrice A telle que :

λ0 = ρ(A) = s(A).

De plus, si x est un vecteur propre correspond à la valeur propre λ0 alors |x| � 0.
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1.3 Les matrices de Metzler

Dans cette partie, on introduit la classe des matrices de Metzler et on présente quelques
une de leurs caractérisations.

Dé�nition 1.19. On dit qu'une matrice A = (aij) est de Metzler si

aij ≥ 0, pour tout i 6= j, i, j ∈ {1, . . . , n} . (1.3)

Proposition 1.20. A = (aij) est une matrice de Metzler si, et seulement s'il existe un réel k
tel que la matrice A+ kIn est positive.

Démonstration. Il est clair que si la matrice A+ kIn est positive alors A est de Metzler.
Inversement, supposons que la matrice A est de Metzler, donc on a aij ≥ 0 pour tout i 6= j. Si
on prend k ≥ maxi=1,...,n |aii| alors la matrice A+ kIn est positive

Théorème 1.21. Considérons le système di�érentiel linéaire

ẋ = Ax. (1.4)

Alors, le cône positif Rn
+ est positivement invariant par le système (1.4) si et seulement si la

matrice A est de Metzler.

Démonstration. Supposons que la matrice A = (aij)1≤i,j≤n est de Metzler, alors le système (1.4)
s'écrit :

ẋi = aiixi +
n∑

j=1,j 6=i

aijxj. (1.5)

Sur la face xi = 0 du cône Rn
+ on a :

ẋi =
n∑

j=1,j 6=i

aijxj ≥ 0, (1.6)

comme la matrice A est de Metzler et puisque sur la face du cône Rn
+, xj ≥ 0, alors le champ

est bien rentrant ou tangent. Aucune solution ne peut sortir par cette face. Réciproquement,
sur toute face de cône Rn

+, le champ Ax doit être soit tangent, soit pointer vers l'intérieur de
cône Rn

+. Sur la face
Hi = {x ≥ 0 : xi = 0}

on doit avoir pour tout x, ẋi ≥ 0. Autrement dit pour tout x ∈ Rn
+, on a (Ax)i ≥ 0.

En particulier, pour i 6= j on a

(Aej)i = 〈Aej, ei〉 = aij ≥ 0,

où {e1, . . . , en} est la base canonique de l'espace vectoriel Rn. Ce qui prouve que la matrice A
est de Metzler.

Maintenant, on énonce un théorème important qui donne l'équivalence entre certaines pro-
priétés des matrices de Metzler. Ce théorème est donné dans le livre de Berman et Plemmons
[9] et aussi dans [72, Théorème 6.1].

Théorème 1.22. [72, Théorème 6.1], [9] Pour une matrice de Metzler A, les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

1. La matrice A est stable.
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2. La matrice A est inversible, de plus −A−1 ≥ 0.

3. Si b est un vecteur tel que b� 0, alors il existe un unique x� 0 tel que Ax+ b = 0.

4. Il existe un vecteur c� 0 tel que Ac� 0.

Démonstration. (1⇒ 2) On choisit une norme sur Rn. Supposons que la matrice A soit stable,
alors, en vertu du [39, Chapitre 7, page 145, Théorème 1, item b] il existe une constante k > 0
telle que pour tout x0 ∈ Rn, et pour tout t ≥ 0, on ait :

‖ etAx0 ‖≤ kes(A)tx0,

où s(A) est le module de stabilité dé�ni par l'équation (1.1).
Cela entraîne que l'intégrale ∫ +∞

0

etAx0dt

est normalement convergente pour tout x0 ∈ Rn.
Comme la matrice A est stable, alors limt→+∞ e

tA = 0. Comme toutes matrice stable est
inversible, alors : ∫ +∞

0

etAdt =
[
A−1etA

]+∞
0

= −A−1.

Le coe�cient (i, j) de la matrice −A−1 est donnée par 〈−A−1ej, ei〉. On a donc :

(
−A−1

)
ij

=

∫ +∞

0

〈
etAej, ei

〉
dt ≥ 0.

(2 ⇒ 3) Supposons maintenant que la matrice A est inversible, et −A−1 ≥ 0. La solution
du système Ax + b = 0 est donnée par x = −A−1b. Comme b � 0 et −A−1 ≥ 0 et qu'aucune
ligne de −A−1 n'est identiquement nulle, on en déduit que x = −A−1b� 0.

(3⇒ 4) Montrons l'existence d'un vecteur c� 0 tel que Ac� 0. On choisit b� 0, d'après
3 il existe un vecteur c� 0 tel que Ac+ b = 0 et donc Ac = −b� 0.

(4 ⇒ 1) Supposons l'existence d'un vecteur c � 0 tel que Ac � 0 et montrons que la
matrice A est stable.
On considère sur le cône positif l'EDO suivante :

ẋ = ATx.

Soit la fonction V dé�nie par
V (x) = 〈c|x〉 .

Puisque c� 0, la fonction V est dé�nie positive 2 sur Rn
+, de plus

V̇ (x) = 〈c|ẋ〉 =
〈
c|ATx

〉
= 〈Ac|x〉 ,

cette dernière quantité est nulle si et seulement si x = 0. Cela prouve la stabilité asymptotique
de AT sur le cône positif par le théorème de Lyapunov.

Citons maintenant le théorème de Perron-Frobenius pour les matrices de Metzler prouvé
par Smith dans [76], qui est aussi une conséquence du théorème de Perron-Frobenius pour les
matrices positives.

2. Une fonction scalaire V (x) est dite dé�nie positive dans un voisinage V de l'origine si : V (0) = 0 et
V (x) > 0, pour tout x ∈ V, x 6= 0.

bilel.elbetch@univ-saida.dz

bilel.elbetch@univ-saida.dz


1.3 Les matrices de Metzler 15

Théorème 1.23 (Le théorème de Perron-Frobenius pour les matrices de Metzler [76]). Soit
A une matrice de Metzler. Alors, le module de stabilité s(A) de A est une valeur propre de la
matrice A à laquelle est associé un vecteur propre strictement positif ; c'est à dire qu'il existe
v > 0 tel que Av = s(A)v.

Démonstration. On pose A = (aij) de Metzler, et m = min {min {aii, 0} , i = 1, . . . , n} alors
A−mIn ≥ 0. En appliquant à la matrice A−mIn le théorème de Perro-Frobenius, il vient que,
il existe v > 0 tel que :

(A−mIn)v = ρ(A−mIn)v,

d'où, il existe v > 0 tel que :
Av = (ρ(A−mIn) +m)v.

Le vecteur v est donc un vecteur propre de la matrice A associé à la valeur propre ρ(A−mIn)+m.
Remarquons que pour une matrice carrée quelconque, δ(B+ξIn) = ξ+δ(B), où δ est l'ensemble
des valeurs propres d'une matrice.
Or ρ(A−mIn) = s(A−mIn) = max{Reλ : λ ∈ δ(A−mIn)}, ce qui donne :

ρ(A−mIn) +m = s(A−mIn) +m = max{Reλ+m : λ ∈ δ(A−mIn)}
= max{Reλ : m+ λ ∈ δ(A−mIn)}
= max{Reλ : λ ∈ δ(A−mIn +mIn)}
= s(A).

(1.7)

Donc v est un vecteur propre de A associé à la valeur propre s(A).

Théorème 1.24 (Le théorème de Perron-Frobenius pour les matrices de Metzler et irréduc-
tibles). Soit A une matrice de Metzler irréductible. Alors, le module de stabilité s(A) de A est
une valeur propre simple à laquelle est associé un vecteur fortement positif ; c'est à dire qu'il
existe v � 0 tel que Av = s(A)v.

Démonstration. Même preuve que dans le cas du théorème 1.23.

Proposition 1.25. Soient A,B deux matrices de Metzler d'ordre n, et soit σ ∈ R+. On a :

1. Si A+ σIn ≥ 0 alors s(A+ σIn) = s(A) + σ.

2. Si A ≤ B alors s(A) ≤ s(B).

Démonstration. Comme la matrice A + σIn est positive, alors d'après le théorème de Perron-
Frobenius :

ρ(A+ σIn) = s(A+ σIn) = max{Reλ : λ ∈ δ(A+ σIn)}
= max{Reλ : λ ∈ δ(A) + σ}
= max{Reλ : λ ∈ δ(A)}+ σ

= s(A) + σ.

(1.8)

Soient A et B deux matrices de Metzler, telles que A ≤ B. On peut trouver η > 0 telles que les
deux matrices A+ηIn et B+ηIn soient positives. En appliquant le théorème de Perron-Frobenius
on obtient :

s(A+ ηIn) = ρ(A+ ηIn) ≤ ρ(B + ηIn) = s(B + ηIn), (1.9)

Par la propriété 1, on obtient s(A) ≤ s(B).
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1.4 Les systèmes positifs

On considère le système d'équations di�érentiel ordinaire non autonome suivant

dxi
dt

= fi(t, x1, . . . , xn), i = 1, . . . , n, (1.10)

qui s'écrit sous la forme vectorielle
dx

dt
= f(t, x), (1.11)

où x est un vecteur, t est un scalaire, et f est une fonction à n composantes f = (f1, . . . , fn)T

et n+ 1 variables (t, x1, . . . , xn).
Supposons que la fonction f donnée dans le système (1.11) soit de classe C1. Ceci permet
d'assurer l'existence et l'unicité des trajectoires pour toute condition initiale x0. Par la suite
tous les systèmes considérés véri�eront cette propriété.

Proposition 1.26. [78, Proposition B.7, page 267] On considère le cas où le système (1.11)
est autonome, et on suppose que ce système admet une unique solution dé�nie sur l'intervalle
J = [0, T ] où 0 < T < +∞, et x(0) ≥ 0.
Supposons que fi(x) ≥ 0 pour xi = 0 et pour tout xj ≥ 0 (j 6= i), alors les solutions sont
positives pour tout t ∈ J .

Démonstration. Si xi = 0 et xj ≥ 0 pour tout j 6= i, alors par hypothèse :

dxi
dt

= fi(t, x) ≥ 0.

Considérons maintenant la fonction

fε(t, x) = f(t, x) + εu,

où u = (1, . . . , 1)T . Si xi = 0 et xj ≥ 0 pour tout j 6= i, alors fε > 0. Comme les solutions du
système (1.11) existent et sont uniques pour tout temps positive, alors d'après la dépendance
continue des solutions par rapport aux paramètres, les solutions du problème ẋ = f(t, x) sont
approchées par les solutions du système ẋ = fε(t, x). Ce qui montre que tout les champs des
vecteurs sont pointées vers l'intérieur du cône positif, c'est à dire, si x(0) ≥ 0 alors la solution
initialisée en x(0) reste positive pour tout t ≥ 0.

Nous dé�nissons aussi une nouvelle classe, plus restrictive, des systèmes dynamiques positifs :
les systèmes fortement positifs. Nous les dé�nissons comme des systèmes dont les trajectoires
initialisées en x0 ≥ 0, sont fortement positives pour tout temps strictement positif. Il est clair
que garantir la stricte positivité de ẋi en xi = 0 (avec x(t) ≥ 0) est nécessaire et su�sant pour
que le système soit fortement positif.

Proposition 1.27. Le système (4.1) est fortement positif si et seulement si :

∀i ∈ {1, . . . , n} , ẋi = fi(x1 ≥ 0, . . . , xi = 0, . . . , xn ≥ 0) > 0. (1.12)

Démonstration. Si xi = 0 et xj ≥ 0 pour tout j 6= i, alors par hypothèse :

dxi
dt

= fi(t, x) > 0.

Ce qui montre que tout les champs des vecteurs sont pointées vers l'intérieur du cône positif ,
c'est à dire, si x(0) ≥ 0 alors la solution initialisée en x(0) est strictement positive pour tout
t ≥ 0.
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1.5 Systèmes di�érentiels coopératifs

Les EDO coopératives sont des systèmes dynamiques dans lesquels les variables d'état
agissent positivement les unes sur les autres. En fait, la propriété de coopérativité est véri-
�ée par un grand nombre des systèmes réels. Par exemple, les systèmes de di�usion-réaction
sont coopératifs, une grande partie des modèles écrits en biologie, en chimie ou en économie le
sont ou peuvent être réécrits pour véri�er cette propriété. La classe des systèmes dynamiques
coopératifs a initialement été mise en valeur par kamke [48], reprise ensuite par Hale [34], puis
par Hirsch [40, 41, 42], qui leur donna le nom de systèmes coopératifs et exploita leurs carac-
téristiques. Ces résultats ont été ensuite repris et étendus par Smith dans une monographie
sur cette structure des systèmes [77]. Nous donnons ici les principaux résultats sur les sys-
tèmes coopératifs. Dé�nissons tout d'abord les systèmes dynamiques coopératifs. Considérons
le système dynamique dans un domaine ouvert convexe D ⊂ Rn :{

ẋ = F (x1, . . . , xn),
x(0) = x0,

(1.13)

où F = (F1, . . . , Fn) est de classe C1. Ceci permet d'assurer l'existence et l'unicité des solutions
du système (1.13).

1.5.1 Dé�nition et quelques propriétés des systèmes coopératifs

Dé�nition 1.28. Le système (1.13) est dit coopératif si et seulement si la fonction F est telle
que :

∀i 6= j, ∀x ∈ D, ∂Fi
∂xj

(x) ≥ 0. (1.14)

c'est à dire JF (.), la matrice jacobienne du système (1.13) en tout point de D est une matrice
de Metzler.

Un des résultat important sur les systèmes coopératifs est celui assurant que deux trajec-
toires d'un système coopératif initialisées en x0 ≥ y0 (resp. >,�) conservent cette relation au
cours du temps.

Théorème 1.29. Considérons le système coopératif (1.13). Soient x0, y0 ∈ Rn tels que x0 ≥ y0

(resp. >,�). Alors,

∀t ≥ 0, ϕt(x0) ≥ ϕt(y0), (resp. >,�),

où ϕt est le �ot du système (1.13).

Démonstration. On trouvera plus de détails sur ce résultat dans [77].

Un autre résultat d'importance concerne la propriété de conservation des relations d'ordre
pour deux systèmes encadrant un système coopératif par la relation ≥. Nous rappelons ce
résultat dans le théorème suivant :

Théorème 1.30. Considérons les systèmes di�érentiels dé�nis sur un ouvert D suivants

S1 :

{
ẏ = g(y),
y(0) = y0,

S2 :

{
ẋ = f(x),
x(0) = x0,

S3 :

{
ż = h(z),
z(0) = z0.

Supposons :

• Le système S2 est coopératif.
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• Pour tout a ∈ D, g(a) ≤ f(a) ≤ h(a).

• Les conditions initiales ordonnées de la forme : y0 ≤ x0 ≤ z0.

Alors, pour tout t ≥ 0 :
φt(y0) ≤ ϕt(x0) ≤ ψt(z0),

où φt, ϕt et ψt sont les �ots des systèmes S1, S2 et S3 respectivement.

Démonstration. On trouvera une preuve dans [78]. Voir aussi [17] pour un résultats plus général
de ce théorème.

Théorème 1.31. Considérons le système coopératif autonome (1.13). Le système (1.13) est
positif (resp fortement positif) si et seulement si :

F (0) ≥ 0, (resp.F (0)� 0).

Démonstration. Considérons le système coopératif (1.13).
(⇐) Supposons que F (0) ≥ 0, (resp.F (0)� 0).
Exprimons la dérivée de la variable xi en un point positif x = (x1, . . . , xi = 0, . . . , xn) =: x|xi=0 ;
on a :

ẋi|xi=0 = Fi(x1 ≥ 0, . . . , xi = 0, . . . , xn ≥ 0) = Fi(x|xi=0).

Or, JFi(.) dénotant la i ème ligne de la matrice jacobienne JF (.), on a :

Fi(x|xi=0) = Fi(0) +

∫ x|xi=0

0

JFi(τ)dτ.

Par le changement de variables : τ = sx|xi=0, on obtient alors,

Fi(x|xi=0) = Fi(0) +

[∫ 1

0

JFi(sx|xi=0)ds

]
.x|xi=0.

Rappelons que, par la dé�nition d'un système coopératif, la matrice jacobienne JF (.) est de
Metzler en tout point. La seule composante du vecteur JFi(.) pouvant être strictement négative
est donc le i-ème terme (de la diagonale de JF (.)). Donc La seule composante du vecteur ligne[∫ 1

0

JFi(sx|xi=0)ds

]
pouvant être strictement négative est aussi le i- éme terme.
Or, ce terme est multiplié par le i ème terme de x|xi=0 qui est nul. Donc le produit scalaire[∫ 1

0

JFi(sx|xi=0)ds

]
.x|xi=0

qui est une somme de termes positifs est donc positif. D'autre part, puisque

F (0) ≥ 0, (resp.F (0)� 0).

On a Fi(0) ≥ 0, (resp. > 0). D'où

Fi(x|xi=0) ≥ 0, (resp. > 0);

Et donc d'après la dé�nition d'un système positif (resp. fortement positif), le système coopératif
(1.13) est positif (resp. fortement positif).
(⇒) La réciproque est évidente.
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1.5.2 Dynamique globale des systèmes coopératifs positifs

Nous nous intéressons ici à la stabilité globale des systèmes dynamiques autonomes, coopé-
ratifs et positifs .

Théorème de Hirsch

Nous avons le résultat de Hirsch [41, Théorème 6.1] pour un champ de vecteurs coopératif.

Théorème 1.32. Si le système coopératif (1.13) satisfait les hypothèses :

• La matrice jacobienne JF (x) est irréductible pour tout x ≥ 0.

• JF (x) < JF (y) pour tout x > y > 0, et

• toutes les solutions sont bornées sur le cône positif,

• L'origine est un équilibre du système (1.13),

alors soit l'origine est GAS, soit il existe un unique point d'équilibre à l'intérieur du cône positif
qui est GAS pour le système (1.13).

Pour la démonstration de ce théorème, Hirsch a utilisé le lemme suivant :

Lemme 1.33. Si le système (1.13) admet un équilibre x∗ fortement positif, alors, F (λx∗) > 0
pour tout 0 < λ < 1.

Démonstration. Considérons la fonction de classe C1 suivante, pour un i ∈ {1, . . . , n} :

gi : R+ −→ R

λ 7−→ Fi(λx
∗).

On a gi(0) = gi(1) = 0 pour tout i ∈ {1, . . . , n}. Le théorème des accroissements �nis, nous
permet d'assurer qu'il existe un point λ0 ∈]0, 1[ tel que :

dgi
dλ

(λ0) = gi(1)− gi(0) = 0.

D'autre part, on sait que la fonction F (.) est telle que :

0 ≤ x < y =⇒ JF (x) > JF (y).

On a donc :

0 ≤ λ0 ≤ λ =⇒ 0 =
dgi
dλ

(λ0) ≥ dgi
dλ

(λ).

Donc la fonction gi est décroissante pour tout λ ≥ λ0 et non nulle pour un certain i. Comme
gi(1) = 0 et gi(0) = 0. On a clairement gi(λ) ≥ 0 pour tout 0 ≤ λ ≤ 1 et pour tout i, ce qui
donne F (λx∗) > 0 pour tout 0 < λ < 1.

Pour le reste de la preuve du théorème 1.32 de Hirsch , nous renvoyons les lecteurs intéressés
à [41].

Remarque 1.34. En vertu du [41, Théorème 1.7], la coopérativité plus l'irréductibilité du
système (1.13), assurent la forte monotonie du �ot associé au champ F , c'est à dire, si x� y
alors F (x)� F (y), pour tout x et y.
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Le théorème 1.32 de Hirsch a une généralisation de certaines équations parabolique (voir
par exemple [41, Exemple 1.9]). Soit M un sous variété compacte de Rn et on note ∂M son
bord. Considérons l'équation :{

∂u(t, x)

∂t
= Au(t, x) + f(u(t, x)), t > 0, x ∈M,

u|∂M = 0,
(1.15)

où u : M ×R→ R est la fonction inconnue, A est un opérateur di�érentiel du second ordre de
la forme :

A =
n∑
i=1

n∑
j=1

γij
∂

∂xi

∂

∂xj
,

avec Γ := (γij)1≤i,j≤n est une matrice de fonctions réelles sur le sous variété M . La fonction
f : R → R véri�e f(0) = 0. Notons que le �ot ψt ∈ C1

0(M) :=
{
ψt ∈ C1(M) : (ψt)|∂M = 0

}
est

fortement monotone par le théorème 1.10 de [41].

Théorème 1.35. [41, Théorème 6.2] Soit ω ∈ C1
0(M) une solution stationnaire strictement

positive de (1.15). Soit α∗ := maxx∈M ω(x). Alors,

• Si f
′′
(y) > 0 pour tout y ∈]0, α∗[, alors pour tout v0 ∈]0, ω[, on a ψt(v0)→ 0 dans M .

• Si f
′′
(y) < 0 pour tout y ∈]0, α∗[, alors pour tout v0 ∈]0, ω[, on a ψt(v0)→ α∗ dans M .

Théorème de Smith

Considérons le système d'EDO qui s'écrit sous la forme :

ẋi = xifi(x), i = 1, . . . , n, (1.16)

où f = (f1, . . . , fn) est un champ de vecteurs de classe C1 sur Rn
+. On écrit Fi(x) = xifi(x) et

F = (F1, . . . , Fn). La solution maximale de (1.16) satisfaisant x(0) = x sera notée ϕt(x) pour
tout t ∈ [0, µ(x)], où 0 < µ(x) ≤ +∞. Nous avons le résultat de Smith [76] :

Théorème 1.36. [76] Considérons le système (1.16), et supposons que :

• Le système (1.16) est coopératif.

• Pour tout x < y < 0 alors Jf(x) > Jf(y).

• La fonction f est fortement positive, c'est à dire f(0)� 0.

Alors, le système (1.16) admet au plus un point d'équilibre fortement positif. De plus,

1. Si (1.16) a un point d'équilibre x∗ fortement positif, alors il est GAS.

2. Si (1.16) n'a pas de point d'équilibre fortement positif, alors ϕt(x)→∞ quand t→ µ(x)
pour tout condition initiale x� 0.

Démonstration. Pour prouver le premier point du théorème, on donne d'abord quelques lemmes :

Lemme 1.37. Si (1.16) admet un équilibre x∗ � 0, alors il est LAS.
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Démonstration. Soit x∗ un point d'équilibre fortement positif du système (1.16) alors f(x∗) = 0.
D'autre part, on a :

f(x∗)︸ ︷︷ ︸
=0

−f(0) =

[∫ 1

0

Jf(sx∗)ds

]
︸ ︷︷ ︸

A

.x∗. (1.17)

La Jacobienne étant une matrice de Metzler en tout point, alors la matrice A dé�nie dans (1.17)
est donc une matrice de Metzler.
D'autre part, puisque le système (1.13) est supposé coopératif et fortement positif, on a donc :

A︸︷︷︸
Metzler

x∗︸︷︷︸
�0

+ f(0)︸︷︷︸
�0

= 0.

On est dans les conditions d'application du théorème 1.22, la matrice A est donc une matrice
stable, c'est à dire s(A) < 0.
D'autre part, on a :

0 < x < y =⇒ Jf(x) > Jf(y).

D'où :
∀s ∈ [0, 1], Jf(sx∗) > Jf(x∗).

Ce qui implique :

A =

∫ 1

0

Jf(sx∗)ds > Jf(x∗).

La matrice Jf(x∗) est de Metzler, alors d'après le corollaire 1.25, et puisque A > Jf(x∗) alors
0 > s(A) > s(Jf(x∗)). Comme le module de stabilité de la matrice jacobienne de f en x∗ est
strictement négatif, alors x∗ est LAS.

Lemme 1.38. Le système (1.16) admet au plus un unique équilibre x∗ � 0.

Démonstration. (a)Supposons qu'il existe deux points d'équilibre fortement positifs x∗1 et x
∗
2 du

système (1.16), tels que x∗1 ≥ x∗2. On a :

0 = f(x∗2)− f(x∗1) =

[∫ 1

0

Jf(sx∗1 + (1− s)x∗2)ds

]
︸ ︷︷ ︸

A

.(x∗2 − x∗1). (1.18)

On note A la matrice entre les deux crochets dans l'équation (1.18).
On a clairement :

∀s ∈ [0, 1], sx∗1 + (1− s)x∗2 ≥ x∗2,

ce qui donne
∀s ∈ [0, 1], Jf(sx∗1 + (1− s)x∗2) ≤ Jf(x∗2).

c'est à dire : A ≤ Jf(x∗2). Par le corollaire 1.25, nous avons s(A) ≤ s(Jf(x∗2)). Or, par le lemme
1.37, Jf(x∗2) est stable, donc la matrice A est aussi stable, donc inversible par le théorème 1.22.
Par conséquent, l'équation (1.18) donne x∗1 = x∗2.
(b) Supposons maintenant qu'il existe deux points d'équilibre fortement positifs x∗1 et x∗2 du
système (1.16) mais non reliés par la relation ” ≥ ”, tels que x∗1 6= x∗2.
Dé�nissons les ensembles Bz de Rn tels que :

∀z � 0, Bz = {x : 0 ≤ x ≤ z} .

Considérons les deux ensembles Bx∗1 et Bx∗2 . Montrons que l'ensemble Bx∗1 est invariant par le
système (1.16). On a

∀x0 ∈ Bx∗1 , x0 ≤ x∗1.
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Le système (1.16) étant supposé coopératif, la trajectoire issue de x0 reste plus petite que celle
issue de x∗1 . D'autre part, le système (1.16) étant fortement positif, cette trajectoire reste
positive :

0 ≤ ϕt(x0) ≤ ϕt(x
∗
1) = x∗1 =⇒ ϕt(x0) ∈ Bx∗1 .

Ce qui montre que l'ensemble Bx∗1 est invariant par le système (1.16). La démonstration est la
même pour Bx∗2 , qui est donc invariant par le système (1.16).
Dé�nissons le point x3 = (x3,1, . . . , x3,n) tel que :

x3,i = min
{
x∗1,i, x

∗
2,i

}
.

Considérons l'ensemble Bx3 . Clairement Bx3 = Bx∗1 ∩Bx∗2 . Donc Bx3 est invariant par le système
(1.16) puisqu'il est l'intersection de deux ensembles invariants. Par le théorème du point �xe de
Brouwer [95] on peut alors assurer l'existence d'au moins un équilibre x∗3 de (1.16) appartenant
à Bx3 . D'après la dé�nition de Bx∗3 , il est clair que :

x∗3 ≤ x∗1 et x∗3 ≤ x∗2.

Et donc, comme montré plus haut dans le point (a) :

x∗3 = x∗1 et x∗3 = x∗2.

Donc : x∗1 = x∗2 ce qui est absurde étant données nos hypothèses.
Donc si le système (1.16) admet un équilibre fortement positif, celui-ci est unique. Pour conclure
à la stabilité globale de cet équilibre, Smith a utilisé les théorèmes 2.3 et 6.1 de Hirsch [41].
Voir [76] pour plus d'informations.

Pour la preuve du deuxième point, nous renvoyons les lecteurs intéressés à [76].

Théorème de Takeuchi

En général, pour montrer la stabilité globale d'un système coopératif, on utilise le résultat
de Kamke [47] et Selgrade [74] donné par le lemme suivant :

Lemme 1.39 (Kamke 1932 [74] et Selgrade 1980 [74]). Supposons que le domaine Rn
+ est

positivement invariant pour le système (1.13).
Si x(0) ≤ y(0) alors x(t) ≤ y(t) pour tout t ≥ 0, où x(t) et y(t) sont des solutions du système
(1.13) avec les conditions initiales x(0) et y(0) respectivement. De plus, si F (x(0)) ≥ 0 alors
x(t) est croissante pour tout t ≥ 0 et si F (x(0)) ≤ 0 alors x(t) est décroissante pour tout t ≥ 0.
D'autre part, si l'orbite positive de x(0) est bornée alors l'ensemble ω-limite de cette orbite, est
forcément un unique point d'équilibre.

Notons que le lemme précédent est utilisé pour montrer la permanence 3 d'un système coopé-
ratif. Freedman and Takeuchi 1989 [31] ont aussi étudié la stabilité globale d'un point d'équilibre
du système (1.13) :

Théorème 1.40 ( Freedman and Takeuchi 1989 [31]). Si le système coopératif (1.13) possède
un équilibre E∗ qui satisfait, pour tout ξ > 0

Fi(ξE
∗)

{
> 0 si ξ ∈]0, 1[,
< 0 si ξ ∈]1,∞[,

i = 1, . . . , n, (1.19)

alors, E∗ est GAS.

3. La notion de permanence est un outil mathématique qui permet à la fois de donner un sens mathématique
à la notion de survie à long terme de populations en biologie, et aussi d'obtenir des propriétés importantes sur
le comportement asymptotique des solutions telles l'existence de points d'équilibres attractifs ou l'existence de
solutions périodiques attractives.
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1.6 Théorie des perturbations singulières et théorème de

Tikhonov

Dans cette section, on rappelle quelques dé�nitions de perturbations singulières et régulières.
Ensuite, on introduit la notion de dynamique lente-rapide, et on énonce le théorème de Tikhonov
pour les systèmes lentes-rapides. L'analyse de ces systèmes se fait à l'aide de la théorie des
perturbations singulières. C'est la situation où la dynamique rapide converge vers des équilibres
qui dépendent de la variable lente. On termine cette section par l'étude d'un exemple comme
application du théorème de Tikhonov.

1.6.1 Perturbation singulière et régulière

Cette partie est inspirée de [93, page 5]. On considère un problème (Pε), de Cauchy, ou un
problème aux limites par exemple, dépendant d'un paramètre ε. Supposons que l'on puisse de
résoudre le problème (Pε0) pour un certain valeur ε0 de ε, et supposons que xε0(t) est l'unique
solution de (Pε0). Question : existe- t- il une solution xε(t) de Pε qui soit proche de xε0(t) pour
ε proche de ε0 ?, si oui, cette approximation peut elle avoir lieu pour tout t pour lequel xε0(t)
est dé�nie ?

Dé�nition 1.41. Pour ε proche de ε0, on dit que le problème (Pε) est une perturbation du
problème (Pε0). Ce dernier est appelé problème non perturbé.

Supposons dans toute la suite que le problème (Pε) est une famille d'équations di�érentielles

(Pε) :

{
ẋ = f(x, ε),
x(0) = αε.

(1.20)

Dé�nition 1.42 (Perturbation régulière). Considérons le problème (1.20), et supposons que
pour ε0 il admet une unique solution xε0(t) dé�nie pour tout t ∈ [0, T ], T > 0, avec

xε0(0) = αε0 et lim
ε−→ε0

αε = αε0 .

On dit que la perturbation Pε est régulière s'il existe une solution xε(t) de Pε dé�nie au moins
sur [0, T ] de condition initiale αε telle que

lim
ε−→ε0

xε(t) = xε0(t), pour tout t ∈ [0, T ].

Exemple 1.43. On perturbe l' EDO suivante

(P0) :

{
ẋ+ x = 0,
x(0) = 1

(1.21)

de solution x0(t) = e−t, pour obtenir l' EDO

(Pε) :

{
ẋ+ x+ εx2 = 0,
x(0) = cos ε.

(1.22)

La solution exacte du problème perturbé (Pε) est donnée par

xε(t) =
cos ε

et(1 + ε cos ε)− ε cos ε
. (1.23)

On a bien que

lim
ε−→0

cos ε = 1 = x(0), et lim
ε−→0

xε(t) = e−t = x0(t) pour tout t ≥ 0.
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Dé�nition 1.44 (Perturbation singulière). Si la solution xε(t) du problème perturbé (Pε) ne
dépend pas continûment du paramètre ε, on parle alors de perturbation singulière. La conver-
gence de xε0(t) vers une solution du problème perturbé (Pε0) n'est pas uniforme par rapport à
t.

Exemple 1.45. Soit le problème perturbé :

(Pε) :

{
εẋ+ x = 1,
xε(0) = x0, x0 ∈ R, (1.24)

dont la solution exacte est

xε(t) = 1 + (x0 − 1)e
−t
ε , pour tout t ≥ 0.

Pour ε = 0, on a x0(t) = 1 pour tout t ≥ 0. Cette solution ne véri�e la condition initiale que
si x0 = 1, sinon la solution exacte ne converge pas uniformément vers la solution du problème
(P0) car

lim
ε→0

xε(t) =

{
x0 si t = 0
1 si t ≥ 0.

Remarque 1.46. Plus généralement, la présence d'un petit paramètre ε devant la dérivée du
plus grand ordre d'une EDO est un signe probable de perturbation singulière.

1.6.2 Dynamiques lentes-rapides

Dans cette section, nous allons introduire la notion de la dynamique lente-rapide. Pour cette
notion, intéressante dans certaines modélisations, il est nécessaire de considérer deux échelles
de temps d'évolution di�érentes pour les di�érentes variables du système. De manière générale
beaucoup de systèmes naturels sont de type lent-rapide car il couplent des milieux avec des
échelles de temps très di�érentes : par exemple en biologie moléculaire, les interactions entre
gènes et protéines sont de type lent-rapide. Plus précisément, les changements dans les gènes
sont lents, par contre la production de protéines est rapide.

Dé�nition 1.47. Une dynamique lente-rapide est un champ de vecteurs di�érentiable dé�ni
sur un ouvert U de R× Rn × Rm × [0, ε0] de la forme :

(Sε) :


ẋ = f(t, x, y, ε),
εẏ = g(t, x, y, ε),
(x(t0), y(t0)) = (ξ(ε), η(ε)),

(1.25)

où les fonctions f et g sont continues. Le paramètre ε représente le rapport entre les deux
échelles des temps des variables x et y, et est supposé petit tel que 0 < ε ≤ ε0, ε0 > 0, ξ et µ
sont deux fonctions en ε. Les coordonnées de x ∈ Rn sont appelées les variables lentes et celles
de y ∈ Rm sont les variables rapides.

Remarque 1.48. Par le changement dans l'échelle de temps t = ετ =⇒ dt = εdτ , le système
(Sε) est équivalent au système

(S̃ε) :

 ẋ = εf̃(ετ, x, y, ε),
ẏ = g̃(ετ, x, y, ε),
(x(t0), y(t0)) = (ξ(ε), η(ε)).

(1.26)
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Dé�nition 1.49. 1. Pour ε = 0, on obtient un système réduit

(S0) :

{
ẋ = f(t, x, y, 0),
0 = g(t, x, y, 0).

(1.27)

On suppose qu'il existe une application Ψ : R × Rn → Rm, solution de l'équation 0 =
g(t, x, y, 0), ce qui est équivalent à y = Ψ(t, x). En remplaçant l'équation y = Ψ(t, x) dans
la première équation du système (S0) on trouve le système{

ẋ = f(t, x,Ψ(t, x), 0),
x(t0) = ξ(0),

(1.28)

appelé système réduit.

2. On dé�nit la variété lente du système (Sε) par l'ensemble des points des couples (x,Ψ(t, x))
pour (t, x) ∈ R× Rn.

Remarque 1.50. Notons que, les solutions du système (Sε) ont une phase rapide (couche
limite) de (ξ(ε), η(0)) à (ξ(0),Ψ(t0, ξ(0))) qui est un point de la variété lente, puis un mouvement
lent prend place sur la variété suivant l'équation ẋ = f(t, x,Ψ(t, x), 0) (voir �gure 1.2).

x

y

y = Ψ(t, x)>

(
f(t, x, y, ε), g(t,x,y,ε)

ε

)T
Figure 1.2 � Les champs lents- rapides du système perturbé (Sε) pour ε proche de zéro.

1.6.3 Théorème de Tikhonov

Dans cette section, on énoncera le théorème de Tikhonov pour les systèmes lents- rapides.
Ce théorème est le premier montrant la bonne approximation du �ot perturbé par la dyna-
mique lente. Dans la littérature on trouve beaucoup de versions de ce théorème ainsi que leurs
démonstrations (voir par exemple [57, 49]). On termine cette section par un exemple numérique
qui explique bien ce résultat.

Théorème 1.51 (théorème de Tikhonov). Considérons le système (1.25) et supposons que :

T1. L'équation g(t, x, y, 0) = 0 admet une unique solution y = Ψ(t, x), avec Ψ : R×Rn → Rm

une fonction régulière de x telle que les valeurs propres de la matrice jacobienne partielle

∂g

∂y
(x,Ψ(t, x), 0),

sont toutes à partie réelle strictement négative.

T2. Le système réduit {
ẋ = f(t, x,Ψ(t, x), 0),
x(t0) = ξ0,

(1.29)

admet une unique solution x(t) pour t ∈ [0, T ], 0 < T < +∞.
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Alors, pour ε su�samment proche de zéro, le système complet (Sε) admet une unique solution
notée (xε(t), yε(t)) sur [0, T ] dès que la condition initiale y0 appartient au bassin d'attraction
du point d'équilibre Ψ(0, x0) du système rapide

εξ̇ = g(t, ξ0, ξ, 0). (1.30)

De plus on a :{
xε(t) = x(t) + o(1), uniformément pour tout t ∈ [0, T ]
yε(t) = Ψ(t, x(t)) + o(1) uniformément pour tout t ∈]0, T ].

(1.31)

Démonstration. Pour la démonstration voir par exemple [57] ou bien une autre version [49].

Remarque 1.52. 1. L'hypothèse (T1) implique que, à x �xé, la dynamique de ξ (1.30) est
LAS autour du point d'équilibre ξ∗ = Ψ(t, x).

2. Remarquons aussi que le système (S0) s'écrit sous la forme

ẋ = f(t, x,Ψ(t, x), 0), (1.32)

avec y = Ψ(t, x), la fonction Ψ étant dé�nie implicitement par g(t, x,Ψ(t, x), 0) = 0.

3. Sans hypothèses supplémentaires, l'approximation du Théorème 1.51 n'est valable, en gé-
néral, que sur des intervalles de temps t de longueur bornée T . L'hypothèse supplémen-
taire, qu'il convient alors d'utiliser pour avoir une bonne approximation pour tous les
temps positifs, concerne le comportement asymptotique du système réduit (1.29). Si ce
dernier admet un point d'équilibre dont la linéarisé est LAS, l'approximation (1.31) est
alors valable pour tout les temps positifs, c'est à dire, on peut prendre T = +∞ dans
(1.31).

Théorème 1.53 (Préservation de la stabilité). Supposons en plus des hypothèses T1 et T2 du
théorème 1.51, que le système réduit (1.29) admet un point d'équilibre x∗, c'est à dire

f(t, x∗,Ψ(t, x∗), 0) = 0, (1.33)

et que les valeurs propres de la matrice[
∂f

∂x
+
∂f

∂y
× ∂Ψ

∂x

]
|(x∗,Ψ(t,x∗))

(1.34)

sont à partie réelle strictement négative. Alors, pour tout ε > 0 assez proche de zéro, le système
perturbé (Sε) admet un point d'équilibre proche de (x∗,Ψ(t, x∗)) et dont la linéarisé est LAS.

Démonstration. Pour l'existence des points d'équilibre pour le système perturbé (Sε), il su�t
d'utiliser le théorème des fonctions implicites pour g ≡ 0 et ensuite pour f ≡ 0.
Nous supposons que (0, 0) est un point d'équilibre du système perturbé (Sε) c'est à dire,{

f(t, 0, 0, ε) = 0,
g(t, 0, 0, ε) = 0.

Pour x proche de 0, notons y = φε(x) la solution proche de zéro de l'équation g(t, x, y, ε) = 0.
Considérons maintenant le changement de variable

(x, y) 7−→ (x, ω = y − φε(x)). (1.35)
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Les équations du système perturbé dans les coordonnées (x, ω) ont alors la forme suivante{
ẋ = f̃(t, x, ω, ε),
εω̇ = g̃(t, x, ω, ε)

(1.36)

Le système réduit s'écrit alors dans les coordonnées (x, ω) sous la forme

ẋ = f̃(t, x, 0, ε). (1.37)

Ce changement de variable triangularise la matrice jacobienne du système perturbé, c'est à
dire : [

∂f̃
∂x

(t, 0, 0, ε) ∂f̃
∂ω

(t, 0, 0, ε)

0 1
ε
∂g̃
∂ω

(t, 0, 0, ε)

]
,

car ∂g̃
∂x

(t, 0, 0, ε) = 0 puisque g̃(t, x, 0, ε) ≡ 0.

Comme toutes les valeurs de ∂f̃
∂x

(t, 0, 0, 0) et de ∂g̃
∂ω

(t, 0, 0, 0) sont toutes à partie réelle strictement

négative, alors les valeurs de ∂f̃
∂x

(t, 0, 0, ε) et de ∂g̃
∂ω

(t, 0, 0, ε) le sont aussi pour ε assez proche de
zéro. Ce qui montre que le système perturbé est LAS pour ε assez petit.

Exemple 1.54. On considère le système :
ẋ = x(y − 1),
εẏ = y(2− x− y),
(x(0), y(0)) = (x0, y0).

(1.38)

La variété lente du système (1.38) est dé�nie par les points d'équilibre du système rapide :
dy
dτ

= y(2− x− y), où τ = εt et x considéré comme un paramètre �xé. Le système rapide admet
y = 0 et y = 2 − x comme des équilibres. L'équilibre y = 0 est LAS si x > 2, et instable si
0 < x < 2, et y = 2 − x est LAS si 0 < x < 2. Pour l'équilibre y = 0 (resp. y = 2 − x),
l'équation réduite est ẋ = −x, ( resp. ẋ = x(1− x)).
Dans la �gure 1.3, nous avons tracé quelques trajectoires du problème (1.38).

Figure 1.3 � Trajectoires des solutions (x(t), y(t)) du système (1.38) dans le plan de phase
pour ε = 0.1, t ∈ [0, 9] et trois conditions initiales : (x(0), y(0)) = (2, 2.2), (x(0), y(0)) = (5, 2.7)
et (x(0), y(0)) = (0.2, 5). Dans les trois cas, les trajectoires convergent en temps long vers le
point (1, 1).
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Dans ce chapitre, nous rappelons quelques résultats sur les systèmes de di�usion, en par-
ticulier, les modèles discrets. Nous commençons d'abord par dé�nir la croissance logistique,
ensuite, nous rappelons quelques résultats sur le comportement global du modèle de n sites,
en particulier, l'étude de la stabilité globale prouvée par Lu et Takeuchi [82, 59]. Nous termi-
nons ce chapitre en rappelant en détail les résultats essentiels de deux articles de Arditi et al.
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[3, 4]. Dans ces deux articles, les modèles considérés sont à deux sites, le premier pour une
migration symétrique et le deuxième avec une migration non symétrique. Nous donnons aussi
les démonstrations de la plupart des résultats énoncés.

2.1 La croissance logistique

2.1.1 La courbe de la croissance logistique

Le modèle réaliste le plus simple de la dynamique des populations est celui à croissance
exponentielle donnée par : {

ẋ = rx,
x(0) = x0,

(2.1)

dont la solution x(t) = x0e
rt.

Dans l'analyse de Lotka [58] du concept de croissance logistique, le taux de croissance démogra-
phique, ẋ à tout moment t est fonction de la taille de la population à ce moment, x(t), à savoir
ẋ = f(x) et puisqu'une population nulle a une croissance nulle, f(0) = 0. En développant f(x)
comme une série de Taylor près de x = 0 et en �xant f(0) = 0, Lotka a obtenu la série suivante

f(x) = x
df

dx
(0) +

x2

2

d2f

dx2
(0), (2.2)

où des termes plus élevés sont supposés négligeables.
En dé�nissant r = df

dx
(0) et −2 r

K
= d2f

dx2 (0), on obtient l'équation logistique de Verhulst :{
ẋ = rx

(
1− x

K

)
,

x(0) = x0,
(2.3)

Dé�nition 2.1. On appelle taux de croissance intrinsèque de la population le coe�cient r. Le
coe�cient K est la capacité de charge du milieu (exprimée en nombre d'individus).

L'équation logistique de Verhulst est également appelée dans la littérature l'équation de
Verhulst-Pearl.
L'équation (2.3) a une solution pour une taille de population en t = 0 �xée x0 donnée par

x(t) =
Kx0e

rt

K + x0(ert − 1)
. (2.4)

Les trois caractéristiques clés de la croissance logistique sont :

• lim
t→+∞

x(t) = K, la population tend vers sa capacité de charge.

• Le taux de croissance relatif, ẋ
x
diminue de façon linéaire avec l'augmentation de la taille

de la population.

• La population au point d'in�exion (où le taux de croissance est maximum), xinf , est
exactement la moitié de la capacité de charge, xinf = K

2
.

Pour r > 0, la courbe de croissance résultante a une forme sigmoïdale et, est asymptotique à
la capacité K. Lorsque r < 0 et une réduction du taux de croissance par habitant est présente,
la courbe de croissance est asymptotique à zéro entraînant l'extinction de la population. Dans
le cas trivial sans taux de croissance intrinsèque, r = 0, la population reste statique à la valeur
initiale de x0.
La �gure 2.1- à droite, illustre plusieurs courbes logistiques pour diverses valeurs de r avec
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x0 = 10, K = 100. Plus r est grand au cours du temps plus la courbe atteint rapidement
la capacité de charge K . La �gure 2.1- à gauche, illustre le fait que la population a un point
d'in�exion xinf = K

2
= 50, quelle que soit la valeur supposée par le taux de croissance intrinsèque

r .

Figure 2.1 � A droite : l'évolution de la taille de la population en fonction du temps pour la
croissance logistique de Verhulst (2.3). A gauche : Diagramme du taux de croissance en fonction
de la taille de la population pour la croissance logistique de Verhulst (2.3).

2.1.2 Modèles de croissance logistique étendus

Depuis les travaux originaux de Verhulst [88] et, Pearl et Reed [64], il y a eu plusieurs
contributions suggérant des formes fonctionnelles alternatives, f(x), pour la croissance tout en
conservant la forme sigmoïde et la propriété asymptotique de la courbe logistique de Verhulst.
En botanique, Richards [67] a été le premier à appliquer une équation de croissance, développée
en premier par Von Bertalan�y [10]. La courbe de croissance de Richards a été utilisée pour
ajuster les données expérimentales de Nelder [62], qui a utilisé le terme équation logistique
généralisée pour décrire l'équation. Blumberg [11] introduit l'équation hyper-logistique comme
une généralisation de l'équation de Richards. Turner et ses co-auteurs [85, 86] ont suggéré
une nouvelle généralisation de la croissance logistique et ont appelé leur équation l'équation
logistique générique. Dans [13], Buis a revu des travaux antérieurs sur les fonctions de croissance
logistique et a décrit certaines de leurs propriétés respectives.

Modèle de croissance générique

Turner et ses co-auteurs [85] ont proposé une équation logistique de Verhulst modi�ée qu'ils
ont appelé la fonction de croissance générique. Elle est de la forme :

ẋ = rx1+β(1−γ)

[
1−

( x
K

)β]γ
(2.5)

où β, γ sont des exposants strictement positifs et 0 < γ < 1 + 1
β
. La population au point

d'in�exion, xinf , est donnée par : xinf =
[
1− βγ

1+β

] 1
β
K.

Pour β = γ = 1, la forme fonctionnelle de xinf se réduit à celle de l'équation logistique de
Verhulst. La condition 0 < γ < 1 + 1

β
garantit que xinf > 0.
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Modèle de Blumberg

Blumberg [11] a introduit une autre équation de croissance basée sur une modi�cation de
l'équation de croissance logistique de Verhulst pour modéliser la dynamique des populations
ou l'évolution de la taille des organes. Blumberg a donc présenté ce qu'il a appelé la fonction
hyperlogistique, donnée par

ẋ = rxα
(

1− x

K

)γ
. (2.6)

L'équation de Blumberg est cohérente avec l'équation générique de Turner et ses co-auteurs
[85] lorsque α = 2 − γ, β = 1, et γ < 2. L'équation (2.6) peut être reformulée sous forme de
l'équation intégrale ∫ x(t)

K

x0
K

y−α(1− y)−γdy = rKα−1t. (2.7)

Cette forme ne permet pas toujours une solution analytique. Blumberg a donc donné une
expression analytiques (lorsqu'une intégration explicite peut être e�ectuée) de la fonction de
croissance x(t) pour di�érentes valeurs des paramètres α et γ .
La population au point d'in�exion, xinf , est donnée par :

xinf =
α

α + γ
K. (2.8)

Ce point coïncide également avec celui de l'équation logistique de Verhulst lorsque α = γ. Pour
des valeurs de α très grandes devant γ l'in�exion se produit très près de la capacité de charge,
et pour des valeurs de α très petites devant γ, xinf s'approche de 0 et l'in�exion ne se produit
que si x0 < xinf .

Modèle de croissance de Von Bertalan�y

Von Bertalan�y [10] a présenté son équation de croissance pour modéliser la croissance
du poids des poissons. Il a proposé la formule ci-dessous qui peut être considérée comme un
équation di�érentielle de Bernoulli :

ẋ = rx
2
3

(
1−

( x
K

) 1
3

)
, (2.9)

qui a la solution

x(t) = K

[
1 +

[
1−

(x0

K

) 1
3

]
e−

1
3
rK

1
3 t

]3

. (2.10)

Le modèle de Bertalan�y ne peut pas se déduire du modèle de Turner. Il ne peut donc pas être
considéré comme un cas spécial et doit être considéré comme un modèle distinct en conséquence.

Ici, xinf est donné par xinf =
8

27
K, qui est bien di�érent de celui de la courbe de Verhulst.

Modèle de croissance de Richards

Richards [67] a étendu l'équation de croissance développée par Von Bertalan�y. La sugges-
tion de Richards était d'utiliser l'équation suivante, qui est également un équation di�érentielle
de Bernoulli :

ẋ = rx

(
1−

( x
K

)β)
, (2.11)

qui a une solution

x(t) = K

[
1−

[
1−

(x0

K

)−β]
e−βrt

]− 1
β

. (2.12)
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Contrairement au modèle antérieur de Von Bertalan�y, la fonction de croissance de Richards
découle du modèle de Turner dans le cas où, γ = 1. Dans ce cas, le point d'in�exion se produit

à xinf =
(

1
1+β

) 1
β
K.

Pour β = 1, l'équation (2.11) se réduit trivialement à l'équation de croissance logistique de
Verhulst (2.3). Pour les valeurs extrêmes de β on obtient les valeurs suivantes pour xinf :

lim
β−→0

xinf =
K

e
, lim

β−→+∞
xinf = K.

Conformément à l'observation précédente, les valeurs ci-dessus découlent également de la valeur
de la population au point d'in�exion pour la fonction de croissance générique avec γ = 1.

Modèle de croissance de Gompertz

La courbe de croissance de Gompertz peut être retrouvée comme cas limite de l'équation
logistique :

ẋ =
r

βγ
x

(
1−

( x
K

)β)γ
=

r

Kβγ
x

(
Kβ − xβ

β

)γ
= r̃x

(
Kβ − xβ

β

)γ
, (2.13)

où r̃ = r
Kβγ . Au passage à la limite on trouve :

lim
β−→0

Kβ − xβ

β
= lim

β−→0

eβ lnK − eβlnx

β
= ln

(
K

x

)
. (2.14)

De même, nous avons lim
β−→0

r̃ = r, pour tout γ > 0.

Le taux de croissance modélisé par la fonction de Gompertz est donné par

ẋ = rx

[
ln

(
K

x

)]γ
, γ > 0, γ 6= 1. (2.15)

Ce cas particulier est plus généralement connu sous le nom d'hyper-Gompertz (Turner et al [85]),
fonction de croissance écologique généralisée, ou simplement fonction de Gompertz généralisée.
L'équation (2.15) peut être facilement réécrite comme suit :

d

dt

[
ln
( x
K

)]
= r(−1)γ

[
ln
( x
K

)]γ
, (2.16)

qui lors de l'intégration conduit à la solution analytique

x(t) = K exp

{[
ln
( x
K

)]1−γ
+ r̃(−1)γ(1− γ)t

} 1
1−γ

. (2.17)

La population au point d'in�exion, xinf , est obtenue en di�érenciant des deux côtés de l'équa-

tion ẋ = r̃x
(
Kβ−xβ

β

)γ
, et en résolvant d2

dx2x(t) = 0, on trouve

xinf = lim
β−→0

[
1

1 + βγ

] 1
β

K =
K

eγ
. (2.18)

Pour γ = 1, l'équation (2.15) est la croissance ordinaire de Gompertz (voir [33, 61]). La valeur
de la population au point d'in�exion, xinf = K

e
, est obtenue à partir de celle de la fonction de

croissance de Gompertz généralisée avec γ = 1.
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Modèle de croissance logistique généralisée

Dans cette section, on introduit une équation de croissance logistique généralisée qui intègre
tous les modelés introduit précédemment comme cas particuliers. Nelder [62] est le premier qui a
utilisé le terme d'équation logistique généralisée pour décrire l'équation de Richards. On dé�nit
la fonction logistique généralisée comme suit :

ẋ = rxα
[
1−

( x
K

)β]γ
, (2.19)

où α, β et γ sont des nombres réels strictement positifs.
En di�érenciant (2.19) et en mettant la dérivée deuxième égale à zéro, on obtient l'expression
paramétrique de la valeur de la population, xinf , au point d'in�exion :

xinf =

(
1 +

βγ

α

)− 1
β

K.

Clairement si xinf < x0 , aucune in�exion n'est possible car la population aura commencé avec
cette valeur initiale, x0, et avec un taux de croissance intrinsèque positif par habitant garantis-
sant ainsi que xinf n'est pas réalisable. L'expression ci dessus contient les points d'in�exion de
toutes les courbes particulières précédentes. Par exemple, avec α = 1 + β(1− γ) il se réduit à
la valeur d'in�exion pour le modèle de croissance générique donné par (2.5).
La �gure 2.2- à droite montre la courbe de croissance logistique généralisée avec les paramètres
α, β et γ choisis aléatoirement parmi les réels strictement positifs. A gauche dans la même
�gure, on trace les taux de croissance avec leurs maxima respectifs pour les mêmes paramètres.

Figure 2.2 � A droite : courbe de la croissance logistique généralisée (2.19) pour plusieurs
triplets de paramètres (α, β, γ) et x0 = 2, K = 4. (2.3). A gauche : taux de croissance de la
population en fonction de la taille de la population selon l'équation logistique (2.19).

2.1.3 La croissance générale

Supposons donné le modèle logistique pour une unique population. Le taux de croissance
de la population est supposé une fonction linéaire de la densité de la population. Certains
écologistes critiquent le fait que le modèle ne soit pas pratique, par conséquent, on considère
un taux plus général décrit par :

ẋ = xg(x), (2.20)

où g(x) est le taux de croissance de la population qui véri�e les hypothèses suivantes :
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1. g ∈ C1([0,+∞).

2. g(0) > 0,
dg

dt
(x) < 0 pour tout x ∈ [0,+∞),

3. Il existe un K > 0 tel que g(K) = 0.

La première partie de l'hypothèse 2 assure la croissance exponentielle de la population. La
deuxième hypothèse en 2 signi�e que les ressources sont limitées et K donnée en 3 est une
capacité de charge de l'environnement. Le point x = K est GAS pour le système (2.20). En
e�et, soit la fonction V dé�nie par :

V (x) = x−K −K ln
( x
K

)
. (2.21)

Les propriétés suivantes de (2.21) sont faciles à véri�er :

1. V (K) = 0,

2. Pour tout x ∈]0,∞[, la fonction V admet un minimum global en x = K.

3. La dérivée de V par rapport à t le long des solutions du système (2.20) donne :

V̇ (x)|(2.20) =
∂V

∂x
ẋ = (x−K)g(x) < 0, x 6= K. (2.22)

Donc V est une fonction de Lyapounov pour le système (2.20), et x = K est GAS.

2.2 Dynamique globale des modèles continus et discrets

Dans cette section, nous allons introduire la notion de migration dans le cas où l'espèce
est continue (on dit parfois modèle de réaction-di�usion) et dans le cas discret, et nous pré-
sentons quelques exemples de passage du cas continu vers le cas discret. Les modèles discrets
obtenus sont étudiés pour caractériser le comportement de la dynamique globale, en particulier
l'existence, l'unicité et la stabilité globale de l'équilibre.

2.2.1 Modèle continu

Un système à réaction-di�usion est un modèle mathématique qui décrit l'évolution des
concentrations d'une ou plusieurs substances spatialement distribuées et soumises à deux pro-
cessus : un processus de réactions chimiques locales, dans lequel les di�érentes substances se
transforment, et un processus de di�usion qui provoque une répartition de ces substances dans
l'espace.
Cette description implique naturellement que de tels systèmes sont appliqués en chimie. Ce-
pendant, ils peuvent aussi décrire des phénomènes dynamiques de nature di�érente : la biolo-
gie, la physique, la géologie ou l'écologie sont des exemples de domaines où de tels systèmes
apparaissent. Mathématiquement, les systèmes à réaction-di�usion sont représentés par des
équations di�érentielles partielles paraboliques semi-linéaires qui prennent la forme générale :

∂tu = D4u+ ϕ(u),

où chaque composante du vecteur u représente la concentration d'une substance, D est une
matrice diagonale de coe�cients de di�usion et ϕ représente toutes les réactions locales. No-
tons que les symboles ∂t et ∆ désignent la dérivée partielle par rapport au temps et le laplacien
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respectivement.
En biologie, un exemple de modèle de réaction-di�usion de dimension un qui modélise la crois-
sance et la di�usion d'une population dans un environnement continu s'écrit sous la forme :

∂tu = uF (u, x) + β
∂2u

∂x2
, 0 ≤ x ≤ L, t ≥ 0,

u(x, 0) = g(x), 0 ≤ x ≤ L,
u(0, t) = u(L, t) = 0, t ≥ 0,

(2.23)

où u(x, t) représente la densité de population dans la position x et au temps t, en particulier,
pour t = 0, elle est égale à g. Le constante β est positive et F est positive sur [0, L]. La troisième
équation dans le système donne les conditions aux bords de Dirichlet, qui sont des conditions
qui �xent la valeur de u en 0 et en L pour tout t ≥ 0.
Ce modèle a été analysé par Kierstead et Slobodkin [50] et Skellam [75] avec une croissance
exponentielle F (u, x) = r. Dans ce cas, la solution du modèle (2.23) peut être donnée sous la
forme :

u(x, t) =
∞∑
n=1

cne
(r−λnβ)t sin

(nπx
L

)
, (2.24)

où λn =
(nπ
L

)2

et cn sont des constantes données par :

cn =
2

L

∫ L

0

g(x) sin
(nπx
L

)
dx, n = 1, 2 . . . . (2.25)

Le modèle de réaction-di�usion le plus classique est celui où la croissance est de type logistique,
c'est à dire de la forme

F (u, x) = r
(

1− u

K

)
, (2.26)

où r et K sont des constantes strictement positives. On parle dans ce cas de modèle de Fisher-
KPP. Ce modèle a en e�et été introduit au cours de la première moitié du vingtième siècle par
Fisher [27] et Kolmogorov et al [52]. En 1951 Skellam [75], a introduit une fonction F de la
forme :

F (u, x) = r(x)− α(x)u, x ∈ Ω, u ∈ R, (2.27)

pour modéliser la croissance d'une population dans un milieu continu. Dans ce modèle r(x)
correspond toujours au taux de croissance intrinsèque. Il peut être positif ou négatif, suivant
la favorabilité de l'environnement en x, tandis que α(x) est un coe�cient strictement positif.
Quand r(x) > 0, la capacité de charge locale est K(x) = r(x)

α(x)
. Quand r(x) ≤ 0, la capacité de

charge n'est pas dé�nie.

2.2.2 Modèle discret

Ici, on discrétise le modèle continu de la forme (2.23) pour obtenir un modèle discret "fa-
cile" à manipuler, et d'autre part, pour pouvoir l'étudier numériquement en faisant quelques
simulations.

Modèle continu vers discret

Il existe plusieurs méthodes pour obtenir un modèle discret qui approche un modèle continu
(2.23). Par exemple, en utilisant un schéma de di�érences �nies 1 (voir [2, 38, 12, 68, 91]) dans

1. En mathématiques, et plus précisément en analyse, une di�érence �nie est une expression de la forme
f(x+ b)− f(x+ a) (où f est une fonction numérique) ; la même expression divisée par b− a s'appelle un taux
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le domaine [0, L].
Pour n+ 1 intervalles, soit l1 + . . .+ ln+1 = L, x0 = 0, x1 = l1, . . . , xn+1 = L, u(xi, t) = ui(t) et
g(xi) = gi. L'approximation ui(t) satisfait au modèle d'EDO suivant{

u̇i = uiFi(ui) + βi,i+1(ui+1 − ui) + βi,i−1(ui−1 − ui), i = 1, . . . , n,
ui(0) = gi, i = 1, . . . , n,

(2.28)

où βi,i−1, βi,i+1 et gi sont des constantes positives ; notons que, dans le cas général les coe�cients
βi,i−1 et βi,i+1 sont di�érents. Les conditions aux bord du système (2.23) impliquent un+1 =
u0 = 0.
Une autre méthode pour obtenir un modèle discret qui approche le modèle continu (2.23)
est la méthode de la marche aléatoire 2 (pour plus de détails, on renvoie aux monographies
[71, 79, 80, 26, 46, 16] ). Cette méthode donne le modèle d' EDO suivant :

u̇i = uiFi(ui) +
n∑

j=1,j 6=i

βij(uj − ui), i = 1, . . . , n, (2.29)

où βij = βji. Le modèle (2.29) généralise le modèle donné par (2.28).
Un autre modèle discret qui présente des coe�cients αij qui ne sont pas présentés dans le
modèle (2.29) où αij = 1 (voir [56, 36, 55, 94]) est donné par :

u̇i = uiFi(ui) +
n∑

j=1,j 6=i

βij(uj − αijui), i = 1, . . . , n. (2.30)

Il est clair que ce modèle regroupe les modèles (2.28) et (2.29).

Dynamique globale des systèmes discrets avec dispersion

Dans [59] Lu et Takeuchi ont étudié le modèle (2.30), qui s'écrit dans la suite avec les
notations :

ẋi = xifi(xi) +
n∑

j=1,j 6=i

Dij(xj − αijxi) =: Υi(x), i = 1, . . . , n, (2.31)

où xi représente la densité de population dans le site i et fi(xi) est le taux de croissance de
la population dans le site i. Dij ≥ 0 sont les termes de migration pour le site j vers le site i
(i 6= j) et les paramètres αij sont des constantes positives. On dé�nit la matrice D = (dij) par

dij =

{
Dij si i 6= j,
−
∑n

k=1Dikαik si i = j.
(2.32)

d'accroissement (ou taux de variation), et il est possible, plus généralement, de dé�nir de même des di�érences
divisées. L'approximation des dérivées par des di�érences �nies joue un rôle central dans les méthodes des
di�érences �nies utilisées pour la résolution numérique des équations di�érentielles, tout particulièrement pour
les problèmes de conditions aux limites.

2. En mathématiques, en économie, et en physique théorique, une marche aléatoire est un modèle mathéma-
tique d'un système possédant une dynamique discrète composée d'une succession de pas aléatoire, ou e�ectués
� au hasard �. On emploie également fréquemment les expressions marche aléatoire, promenade aléatoire ou
random walk en anglais. Techniquement, les marches aléatoires sont du domaine de la théorie des probabilités.
Une marche aléatoire est en e�et un processus stochastique du type chaîne de Markov. Elle se décompose en
unités élémentaires appelées pas, dont la longueur peut être elle-même constante, aléatoire ou �xée par le réseau
ou le graphe sur lequel on circule. À chaque pas, on a donc un éventail de possibilités pour sélectionner au
hasard la direction et la grandeur du pas. Cet éventail de possibilités peut être discret (choix parmi un nombre
�ni de valeurs), ou continu.
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Cette matrice est supposée irréductible, ce qui implique qu'entre deux sites quelconques, il
existe un chemin (direct ou indirect) qui relie les deux sites. Notons que le système (2.31) est
coopératif car la matrice D est de Metzler. Lu et Takeuchi ont étudié la stabilité globale du
système (2.31) et ils sont arrivés à classi�er tous les cas possibles de comportement asymptotique
qui peut se produire dans ce type de systèmes. Cette classi�cation est basée sur les modules de
stabilité (voir la dé�nition 1.2) des deux matrices suivantes :

Ar = D + diag(r1, . . . , rn), où ri = sup
xi≥0

fi(xi), i = 1, . . . , n. (2.33)

Af = D + diag(f1(0), . . . , fn(0)). (2.34)

En e�et, il existe deux cas possibles pour le comportement asymptotique du système (2.31)
donnés par le théorème suivant :

Théorème 2.2 (Lu and Takeuchi 1993 [59]). On considère le système (2.31). Alors,

1. Si s(Ar) < 0, alors lim
t→+∞

xi(t) = 0 pour tout i ∈ {1, . . . , n}.

2. Si s(Af ) > 0, alors lim inf
t≥0

xi(t) ≥ δ > 0 pour tout i ∈ {1, . . . , n}.

Démonstration. 1. Supposons que le module de stabilité de la matrice Ar est strictement négatif,
alors d'après le théorème de Liapunov pour les systèmes linéaires à coe�cients constants, il
existe une matrice diagonale W , dé�nie positive, telle que la matrice WAr + ATrW est dé�nie
négative. Considérons la fonction

V (x) =
n∑
i=1

wix
2
i , (2.35)

où wi, i = 1, . . . , n sont les coe�cients diagonaux de la matrice W .
La dérivée de V par rapport à t le long des trajectoires du système (2.31) donne :

V̇ (x(t)) = xT (WAr + ATrW )x+ 2
n∑
i=1

wi [fi(xi)− ri]x2
i . (2.36)

Comme Ar est dé�nie négative et par dé�nition des ri, i = 1, . . . , n, on conclut que V̇ (x) < 0
pour tout x 6= 0 et V (x) = 0 si et seulement si x = 0. Ceci montre que l'origine est GAS.
2. La matrice Af est de Metzler et irréductible. Pour d > 0 su�samment grand, la matrice
Af + dIn est positive. D'où, d'après le théorème Perron-Frobenius, il existe une valeur propre
maximale positive η et un unique vecteur propre ν fortement positif associé à η tel que (Af +
dIn)ν = ην, ce qui implique Afν = (η − d)ν.
Par hypothèse on a s(Af ) > 0, et s(Af + dIn) = s(Af ) + d = η ce qui donne s(Af ) = η− d > 0
et donc Afν � 0. Par suite, pour ε su�samment proche de zéro

Υ(εν) = εAfν + εdiag(ν1, . . . , νn)(f(εν)− f(0))� 0, (2.37)

où Υ = (Υ1, . . . ,Υn) est le champ de vecteurs associé au système (2.31) et
f(εν)− f(0) = (f1(εν1)− f1(0), . . . , fn(ενn)− fn(0))T .
Par conséquent, il existe un ε > 0 tel que (2.37) est satisfaite pour tout ε ∈]0, ε]. De plus
dΥ(εν)
dε
� 0 en ε = 0 et Υ(0) = 0, ce qui prouve que les solutions de (2.31) initialisées en εν sont

croissantes pour tout t ≥ 0. De plus, le cône

Rn
+ + εv =

{
x ∈ Rn

+ : xi ≥ εvi, i = 1, . . . , n
}
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est positivement invariant pour le système (2.31).
Pour terminer la démonstration, il su�t de prouver que toutes les solutions entrent dans ce
cône invariant. Considérons la série des cônes

Rn
+ + εv =

{
x ∈ Rn

+ : xi ≥ εvi, i = 1, . . . , n
}

pour tout ε ∈]0, ε].

Ces cônes sont positivement invariants. Donc toutes les solutions dans l'intérieur de Rn
+ doivent

entrer �nalement dans l'intersection :⋂
ε∈]0,ε]

(Rn
+ + εv) = Rn

+ + εv.

Ce qui achève la démonstration.

Cas où la croissance est la logistique généralisée

Supposons dans le système (2.31), que les fonctions fi, i = 1, . . . , n véri�ent la forme générale
d'une logistique, c'est à dire, pour tout i = 1, . . . , n :

(H) fi(0) > 0,
dfi
dxi

(xi) < 0, pour tout xi > 0. (2.38)

On dé�nit la matrice A par A := D+diag(f1(0), . . . , fn(0)). Notons que : Ar = Af = A d'après
l'hypothèse (H).

Théorème 2.3 ( Lu et Takeuchi [59]). On considère le système (2.31) sous l'hypothèse (H).
Alors

1. Si s(A) ≤ 0, alors x = 0 est GAS.

2. Si s(A) > 0, alors on a l'un des cas :

(a) lim
t→Tx

x(t) =∞ pour toute condition initiale x(0) ∈ IntRn, ou

(b) lim
t→∞

x(t) = x∗ � 0, pour toute condition initiale x(0) ∈ IntRn.

où [0, Tx] est l'intervalle maximal d'existence de la solution x(t).

Démonstration. 1. Il est clair que si le module de stabilité de la matrice A est strictement
négatif, alors l'origine est GAS d'après le théorème 2.2.
Supposons maintenant que s(A) = 0, et montrons aussi que l'origine est GAS.
Comme A est une matrice de Metzler, on peut l'écrire sous la forme A = B − ξIn, où
ξ > 0 et B ≥ 0. La matrice B est irréductible car A l'est aussi. Le théorème de Perron-
Frobenius assure l'existence d'une valeur propre simple λ0 > 0 tel que λ0 = ρ(A) = s(A),
et il existe un vecteur u� 0 tel que Bu = ρ(B)u, or

(B − ξIn)u = (ρ(B)− ξ)u = (s(B)− ξ)v = s(A)v = 0,

c'est à dire, il existe u� 0 tel que Au = 0. De même, on peut trouver un vecteur v � 0
tel que ATv = 0.
Soit la matrice diagonale positive W = diag( v1

u1
, . . . , vn

un
), alors pour tout ε > 0, on a :[

W (A− εIn) + (A− εIn)TW
]
u = WAu+ ATv − 2εWu = −2εWu < 0.

bilel.elbetch@univ-saida.dz

bilel.elbetch@univ-saida.dz


2.2 Dynamique globale des modèles continus et discrets 39

Ce qui montre que la matrice WAu+ ATv − 2εWu est dé�nie négative.
Quand ε→ 0, on trouve que la matrice WA+ ATW est semi dé�nie négative.
Considérons maintenant la fonction de Lyapounov suivante :

V (x) =
n∑
i=1

vi
ui
x2
i ,

alors,

V̇ (x) = xT (WA+ ATW )x+ 2
n∑
i=1

vi
ui

(fi(xi)− fi(0)) ≤ 0.

Notez que V̇ (x) = 0 si et seulement si x = 0 à cause de l'hypothèse (H). Cela montre 1.

2. Si s(A) > 0, en considérant une solution donnée x(t), nous pouvons choisir un point
εν(� x(0)) satisfaisant (2.37) comme dans la démonstration du théorème 2.2. Alors, par
le lemme 1.39, la solution de condition initiale εν est plus petite que x(t) car εν � x(0),
et de plus x(t) est croissante. Par conséquent, nous avons, soit (a) est vrai, soit il y a
une solution bornée par le lemme 1.39. Dans ce dernier cas, le système (2.31) possède un
point d'équilibre x∗ � 0. Montrons la stabilité globale du point d'équilibre. Soient ξ > 0
et x∗ = (x∗1, . . . , x

∗
n)� 0. Nous avons

Υi(ξx
∗) = ξx∗i fi(ξx

∗
i ) +

n∑
j=1,j 6=i

Dij(ξx
∗
j − αijξx∗i ), i = 1, . . . , n. (2.39)

Comme x∗ est un équilibre du système (2.31), alors

x∗i fi(x
∗
i ) = −

n∑
j=1,j 6=i

Dij(x
∗
j − αijx∗i ), i = 1, . . . , n. (2.40)

On remplace l'équation (2.40) dans (2.39), on obtient :

Υi(ξx
∗) = ξx∗i (fi(ξx

∗
i )− fi(x∗i )), i = 1, . . . , n. (2.41)

Par l'hypothèse (H), on a pour tout ξ > 0 :

Υi(ξx
∗)

{
> 0 si ξ ∈]0, 1[,
< 0 si ξ ∈]1,∞[.

i = 1, . . . , n. (2.42)

En vertu du lemme 1.40, x∗ est GAS.

Cas où la croissance est la logistique usuelle

Si on prend fi comme une croissance logistique habituelle, le système (2.31) devient :

ẋi = rixi

(
1− xi

Ki

)
+

n∑
j=1,j 6=i

Dij(xj − αijxi) =: Υi(x), i = 1, . . . , n, (2.43)

Pour ce système, la matrice A prend la forme A = diag(r1, . . . , rn)+D. Nous avons un corollaire
du théorème précédent :

Corollaire 2.4. Considérons le système (2.43).
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• Si s(A) ≤ 0, alors 0 est GAS,

• si s(A) > 0, alors le système (2.43) possède un point d'équilibre fortement positif et GAS.

Démonstration. Le premier point est un résultat direct du théorème 2.3. Pour montrer le
deuxième, il su�t de prouver qu'il existe au moins une solution bornée de (2.43). En e�et,
comme la matrice A est de Metzler et irréductible, donc son module de stabilité est une valeur
propre simple à laquelle est associé un vecteur propre fortement positif u = (u1, . . . , un)T . Le
système (2.43) s'écrit sous la forme matricielle :

ẋ = Ax−
( r
K
x2
)

=: Υ(x),

où x = (x1, . . . , xn)T et
(
r
K
x2
)

:= ( ri
Ki
x2
i , . . . ,

rn
Kn
x2
n)T . On a :

Υ(u) = Au− r

K
u2 = s(A)u− r

K
u2.

Par conséquent, comme s(A) > 0, il est facile de choisir un vecteur mu,m > 0 tel que Υ(mu)�
0. Le lemme 1.39 assure que la solution initialisée en mu est strictement décroissante, d'où
l'existence d'au moins d'une solution bornée.

Un exemple de dispersion particulier

Considérons le cas particulier du système di�érentiel qui s'écrit sous la forme :

ẋi = xif(xi) + β(xi+1 − xi) + β(xi−1 − xi), i = 1, . . . , n, (2.44)

où β ≥ 0 est le terme de migration et x0 = 0 = xn+1. Ce système est considéré par Allen [1]
dans le cas de n sites supposés identiques. Supposons que f(xi) = r ( croissance exponentielle)
ou f(xi) = r − xi

K
(croissance logistique), pour tout i = 1, . . . , n et r,K sont des constantes

strictement positives. Un corollaire du théorème 2.3 est donné par :

Corollaire 2.5. On considère le système (2.44) avec f(xi) = r ou f(xi) = r − xi
K
, alors

1. Si r < 2β
(
1 + cos

(
πn
n+1

))
, alors lim

t→+∞
xi(t) = 0 pour tout i ∈ {1, . . . , n}.

2. Si r > 2β
(
1 + cos

(
πn
n+1

))
, alors lim

t→+∞
inf
t≥0

xi(t) ≥ δ > 0 pour tout i ∈ {1, . . . , n}.

Démonstration. Pour montrer ce corollaire, on utilise le résultat du théorème 2.2.
Les deux matrices Ar et Af dé�nies par les équations (2.33) et (2.34) respectivement pour le
système (2.44) s'écrivent sous la forme :

A := Ar = Af = tridiag(β, r − 2β, β).

Un résultat utile pour cette démonstration est donné par le lemme suivant :

Lemme 2.6. [81] La matrice A = tridiag(ξ, µ, ξ), où ξ, µ ∈ R, admet n valeurs propres dis-
tinctes et réelles données par :

λm = µ− 2ξ cos

(
πm

n+ 1

)
, m = 1, . . . , n. (2.45)

D'où, d'après ce lemme, le module de stabilité de la matrice A est donné par

s(A) = r − 2β

(
1 + cos

(
πn

n+ 1

))
,

ce qui complète la démonstration du corollaire.
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Remarque 2.7. D'après le corollaire précédent, le nombre de sites critique pour le système
(2.44) avec une croissance exponentielle ou logistique est égale :

n0 =
arccos

(
r

2β
− 1
)

π − arccos
(
r

2β
− 1
) . (2.46)

Cela signi�e en termes biologiques, que si on a moins de n0 sites on a l'extinction de l'espèce,
et plus de n0 sites impliquent une survie.

En 1989, Takeuchi [82] a considéré pour la première fois le système (2.31) (avant de le
généraliser en 1993) avec αij = 1, et une croissance de la forme xifi(xi) avec les hypothèses :

i. Toutes les solutions du système (2.31) initialisées en x(0) ≥ 0 existent, sont uniques et
continues pour tout temps positifs.

ii. fi(0) > 0,
dfi(xi)

dxi
< 0 pour tout xi > 0 et xifi(xi) < 0 quand xi → +∞ pour tout

i = 1, . . . , n.

iii. La matrice D = (dij) dé�nie par l'équation (2.32) est irréductible.

Les hypothèses i et ii sont standard dans les modèles de ce type. L'hypothèse iii est là pour
assurer la délimitation de toutes les solutions. L'irréductibilité de la matrice A implique que
chaque site dans le système (2.31) est connecté par migration et que les seules points d'équilibre
possibles sont l'origine et un deuxième point qui est fortement positif.
Sous ces trois hypothèses, il montre le théorème suivant :

Théorème 2.8 (Takeuchi 1989 [82]). Supposons que : αij = 1 dans le système (2.31), alors
(2.31) admet un unique point d'équilibre E∗ � 0 qui est GAS à l'intérieur du cône positif.

Pour la preuve de ce résultat, il a montré les propriétés suivantes :

I. Toutes les solutions du système (2.31) sont bornées.

II. Pour tout point x = (ε, . . . , ε)� 0, où ε est strictement positif, il existe un scalaire a > 0
tel que Υi(ax) > 0 pour tout 0 < a < a et i = 1, . . . , n.

III. Il existe un unique point d'équilibre positif E∗ � 0 pour le système (2.31).

IV. Le point d'équilibre E∗ � 0 est GAS pour le système (2.31) par le théorème 1.40.

Pour plus de détails, on renvoie à la monographie [82].

Remarque 2.9. Considérons le système (2.31) avec αij = 1. Dans le cas de croissance logis-
tique, c'est à dire, fi(xi) = ri − ri

Ki
xi, alors il est clair que

1. La matrice jacobienne Jf(x) = diag(ri − 2 ri
Ki
xi) +D est de Metzler et irréductible car D

l'est aussi.

2. Si Jf(x) ≤ Jf(y) alors diag(ri − 2 ri
Ki
xi) ≤ diag(ri − 2 ri

Ki i
yi) pour tout x ≥ y ≥ 0.

3. Toutes les solutions du système (2.31) sont bornées,

4. L'origine est un équilibre du système (2.31),

alors, en vertu du théorème de Hirsch 1.32, soit l'origine est GAS, soit il existe un unique point
d'équilibre à l'intérieur du cône positif qui est GAS pour le système ta01.3.
Comme le mentionne Takeuchi [82] en haut de la page 52, dans le cas d'une croissance générale
fi, la deuxième hypothèse de Hirsch 1.32 n'est pas satisfaite.
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2.3 Les modèles de type source-puit

Dans cette section, nous rappelons quelques résultats essentiels de Arino et al. [5]. Arino et
al. [5] ont considéré un modèle de n sites avec S sites de type source, et n − S sites de type
puit. Ce modèle s'écrit sous la forme :

ẋi = xigi(xi) + β

n∑
j=1

γijxj, i = 1, . . . , n, (2.47)

où dans les sites sources, le taux de croissance est donné par :

gi(xi) = ri

(
1− xi

Ki

)
, i = 1, . . . , S, (2.48)

et dans les sites puits, c'est

gi(xi) = −ri, i = S + 1, . . . , n, (2.49)

où ri > 0 pour tout i = 1, . . . , n et Ki > 0 pour tout i = 1, . . . , S. Le paramètre ri > 0 est à
la fois, le taux de croissance dans le cas des sites sources, et le taux de mortalité dans le cas
des puits ; Ki > 0 est la capacité de charge des sites sources. Les taux de migrations βγij sont
positifs pour toute i 6= j, avec

γii = −
∑
j 6=i

γji, i = 1, . . . , n.

Notons que, pour n = S, on obtient notre modèle de n sites couplés par des termes de migration
(voir chapitre 3 et 4).
Il est clair que les solutions de (2.47) existent pour tout condition initiale positive. Ainsi, le
cône positif est invariant sous le système (2.47).
La matrice jacobienne du système (2.47) en x est donnée par :

JS(x) := diag

(
r1 − 2

r1

K1

x1, . . . , rS − 2
rS
KS

xS,−rS+1, . . . ,−rn
)

+ βΓ, (2.50)

où Γ := (γij) est la matrice de migration. La matrice JS(x) est de Metzler pour tout x. En
conséquence, le système (2.47) est coopératif.
Le résultat essentiel prouvé par Arino et al. [5] est donné dans le théorème suivant :

Théorème 2.10 (Arino et al. [5]). Considérons le système (2.47). Il existe un intervalle critique
unique noté Sint ⊂]0, n[⊂ R, tel que :

• Si S < minSint, alors l'origine est LAS pour le système (2.47), et

• si S > maxSint, alors l'origine est instable.

De plus, si la matrice Γ est irréductible, alors l'intervalle Sint se réduit à un seul point noté S]

tel que :

• Si S < S], alors l'origine est GAS pour le système (2.47), et

• si S > S], il existe unique équilibre x∗, fortement positif, et GAS, pour (2.47).
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Avant de prouver le théorème 2.10, on commence par donner quelques lemmes utiles pour
la preuve. Pour la démonstration de ces lemmes, voir [5]. D'abord, la matrice jacobienne du
système (2.47) en l'origine est égale à :

JS0 := diag (r1, . . . , rS,−rS+1, . . . ,−rn) + βΓ. (2.51)

Lemme 2.11. Soit r = mini{ri}. On note s le module de stabilité. Alors,

• Si S = 0, alors s(J0
0) ≤ −r < 0.

• Si S = n, alors s(Jn0 ) ≥ r > 0.

Lemme 2.12. La fonction S 7→ s(JS0 ) est croissante sur [0, n]. De plus, si la matrice Γ est
irréductible, alors elle est strictement croissante sur [0, n].

Nous sommes maintenant en mesure de prouver la première partie du théorème 2.10.

Démonstration. (première partie du théorème 2.10)
Comme JS0 est une matrice de Metzler, alors son module de stabilité s(JS0 ) est une valeur propre.
Les valeurs propres de la matrice JS0 dépendent de S (voir [45, Théorème 2.4.9.2]). D'après le
lemme 2.11, on a : s(J0

0) < 0 et s(Jn0 ) > 0, donc, il existe au moins un point S] tel que s(JS]0 ) = 0.
D'après lemme 2.12, le point S] est unique dans le cas où la matrice Γ est irréductible. Dans le
cas où Γ est réductible, il existe un intervalle noté Sint tel que s(JS0 ) = 0 pour tout S ∈ Sint.
Les critères de stabilité locale et d'instabilité des équilibres impliquent la première partie du
théorème 2.10.

Avant de passer au cas où la matrice Γ est irréductible, nous montrons que les solutions du
système (2.47) sont bornées. Nous avons le résultat suivant :

Proposition 2.13. Pour toute condition initiale positive, les solutions du système (2.47) sont
bornées pour tout t ≥ 0. De plus, l'ensemble

ΩS =

{
x ∈ R :

n∑
i=1

xi ≤
ξ∗2
ξ∗1

}
,

où ξ∗1 = mini{ri} et ξ∗2 =
S∑
i=1

riKi, est positivement invariant et un attracteur global pour (2.47).

Démonstration. Pour montrer que tout les solutions sont bornées, on considère la quantité
XT (t) =

∑n
i=1 xi(t). On a :

ẊT (t) =
S∑
i=1

rixi(t)

(
1− xi(t)

Ki

)
−

n∑
i=S+1

rixi(t). (2.52)

Pour tout ri > 0 et Ki > 0, on a :

rixi

(
1− xi

Ki

)
≤ ri(Ki − xi). (2.53)

Remplaçant l'équation (2.53) dans (2.52), on trouve

ẊT (t) ≤ −ξ∗1XT (t) + ξ∗2 pour tout t ≥ 0, (2.54)

ce qui donne

XT (t) ≤
(
XT (0)− ξ∗2

ξ∗1

)
e−ξ1t +

ξ∗2
ξ∗1
, pour tout t ≥ 0. (2.55)
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D'où :

XT (t) ≤ max

(
XT (0),

ξ∗2
ξ∗1

)
, pour tout t ≥ 0. (2.56)

Par conséquence, les solutions du système (2.47) sont bornées et dé�nies pour tout t ≥ 0.
De l'équation (2.55) on peut conclure que l'ensemble ΩS est positivement invariant et est un
attracteur global pour le système (2.47).

Supposons maintenant que la matrice Γ est irréductible, et montrons la deuxième partie du
théorème 2.10.

Démonstration. (deuxième partie du théorème 2.10)
D'abord, notons que, pour le système (2.47), la condition de monotonie stricte (condition de
Hirsch [41, Théorème 6.1]) de la matrice jacobienne JS(x) n'est pas satisfaite, car x1 < x2

n'impliquent pas JS(x1) > JS(x2).
Cependant, il est possible d'utiliser la méthode de preuve de Hirsch [41, Théorème 6.1] de ma-
nière concluante. En e�et, toutes les autres hypothèses de ce résultat de Hirsch sont satisfaites :

• Comme la matrice Γ est supposée irréductible, et le système (2.47) est coopératif, alors
d'après [41, Théorème 1.7], (2.47) est fortement monotone.

• L'origine est un équilibre pour (2.47).

• Toutes les solutions de (2.47) sont bornées d'après la proposition 2.13.

Ainsi, comme dans la preuve de Hirsch [41, Théorème 6.1], il existe un équilibre x∗ � 0. La
stricte antimonotonie est alors utilisée pour montrer l'unicité de x∗. En e�et, l'antimonotonie
du champ de vecteurs Ψ du système considéré (2.47), implique que si x∗ est un équilibre pour
Ψ, alors, pour z dans le segment d'extrémité 0 et x∗, on a Ψ(z)� 0 ce qui permet de conclure.
Comme dans la démonstration de Hirsch [41, Théorème 6.1], dé�nissons, pour i = 1, . . . , n,
l'application

Υi : [0, 1]→ R, Υi(ξ) = Ψi(ξx
∗).

Par conséquent,

Υi(ξ) =

{
ri
Ki

(x∗i )
2ξ (1− ξ) pour i = 1, . . . , S,

0 pour i = S + 1, . . . , n.
(2.57)

D'où, Υi(ξ) > 0 pour tout ξ ∈]0, 1[, c'est à dire, Ψ(z) � 0 pour tout z dans le segment
d'extrémité 0 et x∗. Donc, d'après le théorème de Hirsch [41, Théorème 6.1], soit l'origine est
GAS, soit x∗ est GAS. Or d'après la première partie du théorème 2.10, on conclut que l'origine
est GAS si S < S], et si S > S], il existe un unique équilibre, fortement positif, et GAS pour
le système (2.47).

Comme corollaire du théorème 2.10 :

Corollaire 2.14. Supposons que la matrice Γ est irréductible. Si n = S, alors le système (2.47)
admet un unique équilibre, fortement positif et GAS.

On termine cette section par l'exemple suivant :

Exemple 2.15 (Arino et al [5]). Soit la matrice Γ telle que γij = γ > 0 pour tout i, j et
supposons S < n, ri = rS pour tout i = 1, . . . , S et ri = rt pour tout i = S + 1, . . . , n. La valeur
critique S] est donnée par :

S] =
rt(nγ − rS)

γ(rS + rt)
.
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2.4 E�ets de la dispersion sur la population totale à l'équi-

libre

Dans cette section, nous rappelons quelques résultats essentiels de Arditi et al. [3, 4] , et
aussi le récent travail de Wu et al. [92] .

2.4.1 Modèle de deux sites avec dispersion symétrique

Arditi et al. [3] ont considéré le modèle de deux sites donné sous la forme :
dx1

dt
= r1x1

(
1− x1

K1

)
+ β(x2 − x1),

dx2

dt
= r2x2

(
1− x2

K2

)
+ β(x1 − x2),

(2.58)

où xi est la densité de la population dans le site i et βxi est le �ux de migration du site de i vers
un autre site. Les paramètres ri et Ki sont le taux de croissance et la capacité respectivement
du site i. Notons que le système (2.58) est étudié aussi dans [23, 28, 29]. D'après la proposition
1.26, le cône R2

+ est positivement invariant. Nous avons aussi le résultat suivant :

Théorème 2.16. Le système (2.58) admet un unique point d'équilibre à l'intérieur du cône
positif qui est GAS.

Démonstration. Considérons la matrice A dé�nie par :

A :=

[
r1 − β β

β r2 − β

]
. (2.59)

Les valeurs propres de la matrice A sont des réels donnés par :

λ1 =
1

2

(
−2β + r1 + r2 +

√
(r1 − r2)2 + 4 β2

)
et λ2 =

1

2

(
−2β + r1 + r2 −

√
(r1 − r2)2 + 4 β2

)
.

On distingue deux cas :

• Si r1 + r2 ≥ 2β, alors s(A) = λ1 > 0.

• Si r1 + r2 < 2β, alors λ2 < 0 et donc s(A) = λ1 > 0.

Comme toutes les solutions sont bornées d'après le corollaire 2.4, le théorème 2.3 assure que le
système (2.58) admet un unique équilibre qui est GAS, voir �gure 2.3.

Remarque 2.17. Arditi et al. [3] ont démontré géométriquement l'existence d'un unique équi-
libre fortement positif pour le système (2.58). En e�et, les points d'équilibre du système (2.58)
sont donnés par les solutions du système d'équations algébriques suivant : 0 = r1x1

(
1− x1

K1

)
+ β(x2 − x1),

0 = r2x2

(
1− x2

K2

)
+ β(x1 − x2).

(2.60)

La somme des deux équations dans (2.60) donne :

E : r1x1

(
1− x1

K1

)
+ r2x2

(
1− x2

K2

)
= 0, (2.61)
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(a) (b)

Figure 2.3 � (a) les champs de vecteur du système (2.58) pour les paramètres r1 = 1, r2 =
3, K1 = 5, K2 = 2, γ1 = γ2 = 1 et β = 1. Les courbes représentées en rouge et bleu sont les deux
isoclines. (b) quelques trajectoires du système (2.58) avec la condition initiale (x1(0), x2(0)) =
(2, 3).

qui est l'équation d'une ellipse, représentée en rouge dans la �gure 2.4 et dans les autres �gures
de cette section. Cette ellipse passe par les points O = (0, 0), (K1, 0), (0, K2) et A = (K1, K2)
et ne dépend pas de β.
La première équation du système (2.60) donne une parabole notée Pβ d'équation x2 = P (x1),
où la fonction P est dé�nie par :

Pβ : P (x1) = x1

(
1− r1

β
+

r1

βK1

x1

)
. (2.62)

Cette parabole dépend de β et passe toujours par l'origine (représentée en bleu dans la �gure
2.4). Donc, les points d'équilibre sont donnés par les points d'intersection entre l'ellipse E et la
parabole Pβ (�gure 2.4), cette intersection est donnée par :

E ∩ Pβ = {O, E∗β}, avec E∗β � 0.

Dans tout la suite, notons par E∗(β) := (x∗1(β), x∗2(β)) l'unique point d'équilibre positif et
par X∗T la somme des x∗i (β).

Le comportement du modèle pour un taux de migration rapide (c'est à dire quand β →∞
) est donné par le résultat suivant :

Théorème 2.18. Soit (x1(t, β), x2(t, β)) la solution du système (2.58) avec la condition initiale
(x10, x20) véri�ant xi0 ≥ 0 pour i = 1, 2. Soit Y (t) la solution de l'équation logistique

dX

dt
= rX

(
1− X

2K

)
, où r =

r1 + r2

2
et K =

r1 + r2

r1/K1 + r2/K2

, (2.63)

avec la condition initiale Y (0) = x10 + x20. Alors, quand β →∞, on a

x1(t, β) + x2(t, β) = Y (t) + o(1), uniformément pour tout t ∈ [0,+∞) (2.64)

et, pour tout t0 > 0, on a

xi(t, β) =
Y (t)

2
+ o(1), i = 1, 2, uniformément pour tout t ∈ [t0,+∞). (2.65)
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Figure 2.4 � Les deux con�gurations possibles pour la parabole Pβ et l'ellipse E pour certains
paramètres du système (2.58). Dans les deux cas, l'intersection entre l'ellipse et la parabole
contient l'origine et E∗β .

Démonstration. Soit X = x1+x2

2
. On peut écrire le système (2.58) avec les variables x1 et X

sous la forme : 
dx1

dt
= r1x1

(
1− x1

K1

)
+ 2β(X − x1),

dX
dt

= 1
2

(
r1x1

(
1− x1

K1

)
+ r2(2X − x1)

(
1− 2X−x1

K2

))
.

(2.66)

Quand β →∞, le système (2.66) est un système lent-rapide, avec une variable rapide x1 et une
variable lente X. Pour l'échelle de temps τ = βt, on obtient :

dx1

dτ
=

1

β
r1x1

(
1− x1

K1

)
+ 2(X − x1). (2.67)

Quand β tend vers l'in�ni, on trouve la dynamique rapide

dx1

dτ
= 2(X − x1), (2.68)

où X est considéré comme un paramètre �xé. La variété lente qui est dé�nie par les points
d'équilibre de la dynamique rapide, c'est à dire x1 = X, est GAS dans l'axe positif. Ainsi,
le théorème de Tikhonov [57, 84, 90] assure qu'après une transition rapide vers la variété
lente, les solutions de (2.66) sont approchées par les solutions du modèle réduit (2.63) et les
approximations (2.64) et (2.65) sont satisfaites.

Comme corollaire du théorème précédent, on a le résultat suivant qui décrit la population
totale à l'équilibre pour un grand taux de migration :

Corollaire 2.19. On a :

X∗T (+∞) = lim
β→+∞

x∗1(β) + x∗2(β) = 2
r1 + r2

α1 + α2

. (2.69)

Cette formule a été obtenue dans le cas de deux sites par Freedman et Waltman [29, Theo-
rem 1]. Dans la suite, l'objectif est d'analyser l'e�et de la migration sur la dynamique d'une
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population. En e�et, nous allons présenter les résultats de [3] sur les comparaisons complète
entre la population totale à l'équilibre X∗T avec la somme des deux capacités en fonction de la
variation de β. Cette comparaison est inspirée de [3]. D'abord, nous allons montrer quelques
résultats préliminaires.

Proposition 2.20. La population totale à l'équilibre satisfait la relation suivante :

X∗T (β) = K1 +K2 +
β

α1α2x∗1(β)x∗2(β)
(x∗1(β)− x∗2(β))(α1x

∗
1(β)− α2x

∗
2(β)). (2.70)

Démonstration. Le point d'équilibre E∗ est la solution du système : 0 = r1x
∗
1(β)

(
1− x∗1(β)

K1

)
+ β(x∗2(β)− x∗1(β)),

0 = r2x
∗
2(β)

(
1− x∗2(β)

K2

)
+ β(x∗1(β)− x∗2(β)).

(2.71)

En divisant la première équation par α1x
∗
1(β) et la deuxième par α2x

∗
2(β) et en faisant la somme

des deux, on trouve l'équation (2.70).

Lemme 2.21. La dérivée de la population totale à l'équilibre en β = 0 est donnée par :

dX∗T
dβ

(0) = (K1 −K2)

(
1

r2

− 1

r1

)
. (2.72)

Démonstration. On dérive la formule (2.70) par rapport à β, puis on remplace β par zéro on
obtient :

dX∗T
dβ

(0) = (x∗1(0)− x∗2(0))

(
1

r2

− 1

r1

)
. (2.73)

Ce qui donne (2.72) puisque x∗1(0) = K1 et x∗2(0) = K2.

Proposition 2.22. Considérons l'équilibre E∗(β) = (x∗1(β), x∗2(β)) du système (2.58). Alors,

1. Si K1 = K2 =: K, alors x∗1(β) = K1 et x∗2(β) = K2 pour tout β ≥ 0.

2. Si K1 < K2, alors K1 < x∗1(β) < x∗2(β) < K2 pour tout β > 0.

3. Si K1 > K2, alors K1 > x∗1(β) > x∗2(β) > K2 pour tout β > 0.

Démonstration. 1. Supposons que K1 = K2 =: K alors l'équilibre du système (2.58) est
E∗ = (K,K).

2. D'après la remarque 2.17, le point d'équilibre E∗(β) est donné par le point d'intersection
entre l'ellipse E et le parabole Pβ, comme le montre la �gure 2.5. Puisque P ′(K) = 1+ r

β
>

1, cette intersection se situe dans le triangle ABC, où A = (K1, K2), B = (K1, K1) et
C = (K2, K2), ce qui prouve le deuxième point.
De même, on montre le troisième point.

Dé�nissons maintenant les régions dans l'espace des paramètres r1 et r2 notées par J0, J1

et J2, représentées dans la �gure 2.6 et dé�nies par :

Si K1 < K2 alors


J0 =

{
(r1, r2) : r2 ≥ K2

K
r1

}
,

J1 =
{

(r1, r2) : K2

K1
r1 > r2 > r1

}
,

J2 = {(r1, r2) : r1 ≥ r2} .

(2.74)
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(a) K1 < K2 (b) K1 > K2

E

Pβ

E

Pβ

0 0x1 x1

x2 x2

A

B

C

A

B

C

K2

K1

K1

K2

K1

K2

K2

K1

Figure 2.5 � Le point d'intersection (x∗1, x
∗
2), entre l'ellipse E et la parabole Pβ, se trouve à

l'intérieur du triangle ABC. (a) : le cas K1 < K2. (b) : le cas K1 > K2.

Cas K1 < K2.
0

J0

J1

J2

r1

r2
r2 = r1

r2
K2

= r1
K1

Cas K1 > K2.
0

J2

J1

J0

r1

r2
r2 = r1

r2
K2

= r1
K1

Figure 2.6 � Propriétés qualitatives du modèle (2.58). Dans la région J0, les inégalités ont
un e�et béné�que sur la capacité de charge totale. Cet e�et est préjudiciable en J2. Dans J1,
l'e�et est béné�que pour β < β0 et préjudiciable pour β > β0.

Si K2 < K1 alors


J0 =

{
(r1, r2) : r2 ≤ K2

K1
r
}
,

J1 =
{

(r1, r2) : K2

K1
r1 < r2 < r1

}
,

J2 = {(r1, r2) : r1 ≤ r2} .

(2.75)

Nous avons le théorème suivant :

Théorème 2.23. On considère les régions J0, J1 et J2, représentées sur la �gure 2.6, et
dé�nies par (2.74) lorsque K1 < K2 et par (2.75) lorsque K1 > K2. Soient α1 = r1/K1 et
α2 = r2/K2.

1. Si (r1, r2) ∈ J0 alors X∗T (β) > K1 +K2 pour tout β > 0.

2. Si (r1, r2) ∈ J1 alors X
∗
T (β) > K1 +K2 pour 0 < β < β0 et X

∗
T (β) < K1 +K2 pour β > β0

où β0 est donnée par :

β0 =
r2 − r1

α1 − α2

1

1/α2 + 1/α1

. (2.76)

3. Si (r1, r2) ∈ J2 alors X∗T (β) < K1 +K2 pour tout β > 0.
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Démonstration. En utilisant l'équation 2.70, la population totale à l'équilibre est donnée par :

X∗T (β) = K1 +K2 + β
(x∗1(β)− x∗2(β))(α1x

∗
1(β)− α2x

∗
2(β))

α1α2x∗1(β)x∗2(β)
. (2.77)

1. Si (r1, r2) ∈ J0, alors α2 ≥ α1. D'où (α1x
∗
1 − α2x

∗
2) < α1(x∗1 − x∗2) < 0, ce qui implique

(x∗1 − x∗2)(α1x
∗
1 − α2x

∗
2) > 0, et alors X∗T (β) > K1 +K2 pour β > 0.

2. Si (r1, r2) ∈ J1, alors r2 > r1 and α1 > α2. D'après l'équation (2.77), l'égalité

X∗T (β) := x∗1(β) + x∗2(β) = K1 +K2,

est équivalente à β = 0 ou α1x
∗
1(β)− α2x

∗
2(β) = 0. Par suite, x∗1(β) et x∗2(β) sont les solutions

du système linéaire {
α1x

∗
1(β)− α2x

∗
2(β) = 0,

x∗1(β) + x∗2(β) = K1 +K2,

qui admet une unique solution donnée par :

x∗1(β) =
1

α1

K1 +K2

1/α1 + 1/α2

, x∗2(β) =
1

α2

K1 +K2

1/α1 + 1/α2

. (2.78)

Comme (x∗1(β), x∗2(β)) est un point d'équilibre du système (2.58), il satisfait au système suivant
0 = r1x

∗
1(β)

(
1− x∗1(β)

K1

)
+ β (x∗2(β)− x∗1(β)) ,

0 = r2x
∗
2(β)

(
1− x∗2(β)

K2

)
+ β (x∗1(β)− x∗2(β)) .

(2.79)

En utilisant la formule (2.78), le système (2.79) admet une unique solution β0 donnée par

β0 =
r2 − r1

α1 − α2

1

1/α2 + 1/α1

, (2.80)

qui est positif puisque r2 > r1 et α1 > α2. D'après le lemme 2.72 nous avons :

dX∗T
dβ

(0) = (K1 −K2)

(
1

r2

− 1

r1

)
,

qui est positif puisque r1 < r2 et K1 < K2. D'où :

• Si β ∈ (0, β0], alors X∗T (β) > K1 +K2.

• Si β ∈ (β0,∞[, alors X∗T (β) < K1 +K2.

3. Si (r1, r2) ∈ J2 alors r1 ≥ r2. On a :

α1x
∗
1(β)− α2x

∗
2(β) =

r1

K1

x∗1(β)− r2

K2

x∗2(β)

D'après le point (2) de la proposition 2.22 on conclut que x∗1(β)/K1 > 1 et x∗2(β)/K2 < 1. Donc,

αx∗2(β)− α2x
∗
2(β) > r1 − r2 ≥ 0,

ce qui donne X∗T (β) < K1 +K2 pour β > 0.
Nous utilisons le point (3) de la proposition 2.22 et les mêmes procédures pour étudier le cas
K1 > K2.
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2.4.2 Modèle de deux sites avec dispersion non symétrique

On considère le modèle de deux sites couplés par des termes de migration non symétriques
donné par : 

dx1

dt
= r1x1

(
1− x1

K1

)
+ β(γ2x2 − γ1x1),

dx2

dt
= r2x2

(
1− x2

K2

)
+ β(γ1x1 − γ2x2),

(2.81)

où on note γ1 > 0 le taux de migration du site 1 vers le site 2, et par γ2 > 0 du site 2 vers le
site 1. Notre objectif dans cette section est d'étudier la stabilité globale du système (2.81) et
de rappeler quelques résultats essentiels de Arditi et al. [4]. En utilisant les mêmes étapes que
dans le cas symétrique (voir la remarque 2.17 , on peut prouver géométriquement l'existence
d'un unique point d'équilibre noté E∗(β)� 0 à l'intérieur du cône positif du système (2.81).
Dans le cas symétrique (Section 2.4.1), le signe de deux valeurs propres de la matrice A a pu
être déterminé , et par conséquent l'instabilité de l'origine a été prouvée. Par contre, il est
di�cile d'étudier le signe des deux valeurs propres de la matrice Jacobienne en x = 0 :

A :=

[
r1 − γ1β γ2β

γ1β r2 − γ2β

]
, (2.82)

données par :

λ1 =
1

2
(r2 − β γ2 + r1 − β γ1

+
√
r2

2 − 2 r2β γ2 − 2 r2r1 + 2 r2β γ1 + β2γ2
2 + 2 β γ2r1 + 2 β2γ1γ2 + r1

2 − 2 r1β γ1 + β2γ1
2
)
,

λ2 =
1

2
(r2 − β γ2 + r1 − β γ1

−
√
r2

2 − 2 r2β γ2 − 2 r2r1 + 2 r2β γ1 + β2γ2
2 + 2 β γ2r1 + 2 β2γ1γ2 + r1

2 − 2 r1β γ1 + β2γ1
2
)
.

Par conséquent, on ne peut pas appliquer le corollaire 2.4. Pour cela, nous proposons d'étudier
directement la stabilité globale du point d'équilibre E∗(β) en utilisant les mêmes techniques
que [28]. Nous commençons par le résultat suivant :

Lemme 2.24. Le système (2.81) n'admet aucune solution périodique.

Démonstration. Les isoclines du système (2.81) sont données par les deux équations : P1(x1) = − r1
βγ2
x1

(
1− x1

K1

)
+ γ1

γ2
x1,

P2(x2) = − r2
βγ1
x2

(
1− x2

K2

)
+ γ2

γ1
x2.

(2.83)

Ces isoclines ont trois con�gurations possibles (voir �gure 2.7).
Notons par (Ψ1,Ψ2) le champ de vecteurs associé au système (2.81). On a :

∂Ψ1

∂x1

+
∂Ψ2

∂x2

= r1 + r2 − 2 (α1x1 + α2x2)− β (γ1 + γ2) = −βγ2
dP1

dx1

− βγ1
dP2

dx2

< 0.

D'où, en vertu du critère de Dulac, le système (2.81) n'admet aucune solution périodique.

Théorème 2.25. L'équilibre E∗ est GAS.
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Figure 2.7 � Toutes les con�gurations possibles pour les isoclines du système (2.58) (en rouge
pour x1 et en bleu pour x2) pour certains paramétres du système (2.58). Les points d'équilibre
sont les points d'intersection entre ces deux isoclines, cette intersection contient l'origine et un
deuxième point fortement positif E∗(β).

Démonstration. La matrice jacobienne du système (2.81) en E∗(β) est donnée par :

J(E∗) =

[
ψ1 γ2β
γ1β ψ2

]
, (2.84)

où ψ1 = r1 − 2 r1
K1
x∗1(β)− γ1β et ψ2 = r2 − 2 r2

K2
x∗2(β)− γ2β. On a :

0 <
dP1

dx1

(x∗1(β), x∗2(β)) = 2
r1

βγ2K1

x∗1(β) +
γ1β − r1

γ2β
= − 1

γ2β

(
r1 − 2

r1

K1

x∗1(β)− γ1β

)
= − 1

βγ2

ψ1.

Par conséquence, ψ1 < 0. Par même méthode, on peut montrer que ψ2 < 0. Ce qui implique
que tr(J(E∗)) = ψ1 + ψ2 < 0.
Il est clair dans la �gure 2.7 que, à l'équilibre E∗ l'inégalité suivante est satisfaite :

dP1

dx1

(E∗) >
(
dP2

dx2

(E∗)
)−1

, (2.85)

c'est à dire, la pente de la tangente de la parabole P1 en E∗ est toujours plus grande que celle
de P2. Ce qui donne

ψ1

−βγ2

>
−βγ1

ψ2

. (2.86)

D'où, det J(E∗) = ψ1ψ1 − γ1γ2β
2 > 0.

Par conséquent, d'après le critère de stabilité de Routh-Hurwitz, les parties réelles des valeurs
propres de la matrice jacobienne sont négatives, ce qui prouve que E∗ est LAS. Comme les
solutions sont bornées, le lemme 2.24 implique qu'il ne peut y avoir de chemins fermés non
triviaux se trouvant à l'intérieur du quadrant positif et la stabilité est donc globale (voir �gure
2.8).

On adopte les mêmes notations que dans la section précédente. Dans la suite, nous allons
présenter les résultats de [4]. Arditi et al [4] ont analysé graphiquement la variation de E∗β
en fonction de β. En particulier, ils ont examiné si X∗T est supérieur ou inférieur à K1 + K2.
Considérons les régions dans l'espace des paramètres γ1 et γ2, notées par J0, J1, J2, représentées
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(a) (b)

Figure 2.8 � (a) les champs de vecteur du système (2.58) pour les paramètres r1 = 1, r2 =
3, K1 = 5, K2 = 2, γ1 = 2, γ2 = 1 et β = 1. Les courbes représentées en rouge et bleu
sont les deux isoclines. (b) quelques trajectoires du système (2.81) avec la condition initiale
(x1(0), x2(0)) = (1, 2).

dans la �gure 2.9 et dé�nies par :

Si r2 > r1 alors


J1 =

{
(γ1, γ2) : γ2

γ1
> α2

α1

}
,

J0 =
{

(γ1, γ2) : α2

α1
≥ γ2

γ1
> K1

K2

}
,

J2 =
{

(γ1, γ2) : K1

K2
> γ2

γ1

}
.

Si r2 < r1 alors


J1 =

{
(γ1, γ2) : γ2

γ1
< α2

α1

}
,

J0 =
{

(γ1, γ2) : α2

α1
≤ γ2

γ1
< K1

K2

}
,

J2 =
{

(γ1, γ2) : K1

K2
< γ2

γ1

}
.

(2.87)

Cas r2 > r1 (i.e. α2

α1
> K1

K2
)

0

J1

J0

J2

γ1

γ2
γ2

γ1
= K1

K2

γ2

γ1
= α2

α1

Cas r2 < r1 (i.e. α2

α1
< K1

K2
)

0

J2

J0

J1

γ1

γ2
γ2

γ1
= K1

K2

γ2

γ1
= α2

α1

Figure 2.9 � Propriétés qualitatives du modèle (2.81). Dans la région J0, les inégalités ont
un e�et positif sur la capacité de charge totale. Cet e�et est négatif en J2. Dans J1, l'e�et est
positif pour β < β0 et négatif pour β > β0. Dans la �gure α1 = r1/K1 et α2 = r2/K2.

Nous présentons le résultat suivant qui donne les conditions pour lesquelles la fragmentation
est favorable ou non pour le modèle (2.81).
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Théorème 2.26. [4] La population totale à l'équilibre de (2.81) satisfait aux propriétés sui-
vantes :

1. Si r1 = r2 alors X∗T (β) ≤ K1 +K2 pour tout β ≥ 0.

2. Si r1 6= r2. Soient J0, J1 et J2, dé�nis par (2.87). Alors on a :

• si (γ1, γ2) ∈ J0 alors X∗T (β) > K1 +K2 pour tout β > 0,

• si (γ1, γ2) ∈ J1 alors X∗T (β) > K1 +K2 pour 0 < β < β0 et X∗T (β) < K1 +K2 pour
β > β0, où

β0 =
r2 − r1
γ2

α2
− γ1

α1

1

α1 + α2

,

• si (γ1, γ2) ∈ J2 alors X∗T (β) < K1 +K2 pour tout β > 0.

• Si γ2

γ1
= K1

K2
, alors x∗1(β) = K1 et x∗2(β) = K2 pour tout β ≥ 0. Par conséquent

X∗T (β) = K1 +K2 pour tout β ≥ 0.

Démonstration. Les points d'équilibre du système (2.81) sont les solutions du système d'équa-
tions algébriques suivant :  0 = r1x1

(
1− x1

K1

)
+ β(γ2x2 − γ1x1),

0 = r2x2

(
1− x2

K2

)
+ β(γ1x1 − γ2x2).

(2.88)

La somme des de deux équations dans (2.88) donne :

E : r1x1

(
1− x1

K1

)
+ r2x2

(
1− x2

K2

)
= 0, (2.89)

qui est une équation d'une ellipse, représentée en rouge dans la �gure 2.4 et dans les autres
�gures de cette section. Cette ellipse passe par les points O = (0, 0), (K1, 0), (0, K2) et A =
(K1, K2). Elle ne dépend ni de β ni des γi.
La première equation du système (2.88) donne une parabole d'équation x2 = P (x1), où la
fonction P est dé�nie par :

Pβ : P (x1) =
x1

γ2

(
γ1 −

r1

β
+

r1

βK1

x1

)
. (2.90)

Cette parabole dépend de β et elle passe toujours par l'origine (représenté en bleu dans la �gure
2.4).
Quand β → 0, la branche gauche de la parabole Pβ tend vers la droite verticale x1 = 0, et la
branche droite tend vers x1 = K1. Cette derrière intersecte l'ellipse en O et A = (K1, K2).
Quand β →∞, la parabole Pβ tend vers la droite P∞ d'équation x2 = γ1/γ2x1. L'intersection
entre l'ellipse E et la droite P∞ est l'origine et un deuxième point B � 0 donné par :

B =

(
γ2
γ2r1 + γ1r2

γ2
2α1 + γ2

1α2

, γ1
γ2r1 + γ1r2

γ2
2α1 + γ2

1α2

)
. (2.91)

Considérons maintenant la droite ∆ de pente −1 et qui passe par le point A (représentée en
bleu dans la �gure 2.10), dont une équation cartésienne est donnée par :

∆ : x1 + x2 = K1 +K2. (2.92)

La population totale à l'équilibre X∗T = x∗1 + x∗2 se lit sur l'intersection avec l'axe horizontal de
la droite de pente −1 et qui passe par E∗(β). On voit facilement que la dispersion est favorable
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Figure 2.10 � La droite ∆ en bleu et l'ellipse E en rouge qui s'intersectent en deux points A
et C. La position du point E∗β1

est un exemple où la dispersion est favorable, par contre E∗β2
est

un exemple où la dispersion est défavorable.

à X∗T si E∗β est au dessus de ∆, défavorable si elle est dessous de ∆, par exemple les positions
de E∗β1

et E∗β2
respectivement dans la �gure 2.10. L'équation de l'espace tangent à l'ellipse en A

est donnée par :
r1x1 + r2x2 = r1K1 + r2K2. (2.93)

1. Si r1 = r2, alors la pente de l'espace tangent est −1, ce qui signi�e que l'ellipse est
entièrement au dessous de la droite ∆ sauf le point A qui est sur ∆. Par conséquent, la
population totale à l'équilibre est toujours inférieur à K1 +K2 (voir �gure 2.10).

2. Supposons dans la suite que r1 6= r2 ; dans ce cas, il existe un deuxième point d'intersection
entre l'ellipse E et la droite ∆, que nous notons par C (voir �gure 2.10) tel que :

C =

(
α2
K1 +K2

α1 + α2

, α1
K1 +K2

α1 + α2

)
. (2.94)

Nous désignons par Σ la droite joignant l'origine et le point C (représentée en vert dans
la �gure 2.10), la pente de cette droite est α1/α2.
Par conséquent, en fonction des positions des trois points A, B et C, nous distinguerons
les trois cas suivants : (a) : (γ1, γ2) ∈ J0, (b) : (γ1, γ2) ∈ J1 et (c) : (γ1, γ2) ∈ J2. Dans la
�gure 2.11, on représente la courbe de la fonction β → X∗T (β) pour les trois cas (a), (b)
et (c).

Dans le cas où le taux de migration tend vers l'in�ni, i.e β → ∞, nous avons le résultat
suivant [4, Section 2] :

Corollaire 2.27. On a lim
β→∞

E∗(β) = γ1r2+γ2r1
γ2

1r2/K2+γ2
2r1/K1

(γ2, γ1), c'est à dire, quand β tend vers

l'in�ni, la limite de la population totale à l'équilibre est donnée par :

X∗T (+∞) = lim
β→∞

(x∗1(β) + x∗2(β)) = (γ1 + γ2)
γ1r2 + γ2r1

γ2
1r2/K2 + γ2

2r1/K1

. (2.95)

On peut aussi utiliser la théorie des perturbations singulières pour analyser le comportement
du système (2.81) dans le cas où le taux de migration β tend vers l'in�ni. Nous montrons le
théorème suivant qui n'est pas énoncé dans [4] :
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(a) (b) (c)

Figure 2.11 � La population totale à l'équilibre en fonction du taux de migration β pour le
modèle (2.81). La droite horizontale estK1+K2. La �gure (a) est un exemple pour (γ1, γ2) ∈ J0,
la �gure (b) pour (γ1, γ2) ∈ J1 et la �gure (c) est un exemple pour (γ1, γ2) ∈ J2.

Théorème 2.28. Soit (x1(t, β), x2(t, β)) la solution du système (2.81) avec la condition initiale
(x10, x20) véri�ant xi0 ≥ 0 pour i = 1, 2. Soit Y (t) la solution de l'équation logistique

dX

dt
= rX

(
1− X

(γ1 + γ2)K

)
, où r =

γ2r1 + γ1r2

γ1 + γ2

et K =
γ2r1 + γ1r2

γ2
2r1/K1 + γ2

1r2/K2

, (2.96)

avec la condition initiale Y (0) = x10 + x20. Alors, quand β →∞, on a

x1(t, β) + x2(t, β) = Y (t) + o(1), uniformément pour tout t ∈ [0,+∞) (2.97)

et, pour tout t0 > 0, on a{
x1(t, β) = γ2

γ1+γ2
Y (t) + o(1),

x2(t, β) = γ1

γ1+γ2
Y (t) + o(1) uniformément pour tout t ∈ [t0,+∞).

(2.98)

Démonstration. Soit X = x1 + x2. On peut écrire le système (2.81) avec les variables x1 et X
sous la forme : 

dx1

dt
= r1x1

(
1− x1

K1

)
+ β(γ2X − (γ1 + γ2)x1),

dX
dt

= r1x1

(
1− x1

K1

)
+ r2(X − x1)

(
1− X−x1

K2

)
.

(2.99)

Quand β →∞, le système (2.99) est un système lent-rapide, avec une variable rapide x1 et une
variable lente X. Pour l'échelle de temps τ = βt, on obtient :

dx1

dτ
=

1

β
r1x1

(
1− x1

K1

)
+ γ2X − (γ1 + γ2)x1. (2.100)

Quand β tend vers l'in�ni, on trouve la dynamique rapide

dx1

dτ
= γ2X − (γ1 + γ2)x1, (2.101)

où X est considéré comme un paramètre �xé. La variété lente qui est dé�nie par les points
d'équilibre de la dynamique rapide, c'est à dire x1 = γ2

γ1+γ2
X, est GAS dans l'axe positif.

Ainsi, le théorème de Tikhonov [57, 84, 90] assure qu'après une transition rapide vers la variété
lente, les solutions de (2.99) sont approchées par les solutions du modèle réduit (2.96) et les
approximations (2.97) et (2.98) sont satisfaites.
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Ce résultat montre que la population totale se comporte comme si elle était régie par
une seule équation logistique donnée par (2.96). De plus, on obtient la propriété suivante :
à l'exception d'un petit intervalle initial, les densités de population x1(t, β) et x1(t, β) sont
toutes les deux approchées par γ2

γ1+γ2
Y (t) et γ1

γ1+γ2
Y (t) respectivement. Par conséquent, cette

approximation montre que, lorsque t et β tendent vers ∞, la densité de la population x1(t, β)
tend vers γ2K et x2(t, β) tend vers γ1K, et de plus, x1(t, β) (resp. x2(t, β)) sautent rapidement
de leur condition initiale x10 (resp. x20) à

γ2

γ1+γ2
x10 (resp. γ1

γ1+γ2
x20).

2.4.3 Modèle de deux sites avec des populations source-puit

Nous considérons le système de deux sites avec une dynamique de type source-puit donnée
par : 

dx1

dt
= a1x1

(
1− x1

L1

)
+ β (γ2x2 − γ1x1) ,

dx2

dt
= a2x2

(
−1− x2

L2

)
+ β (γ1x1 − γ2x2) ,

(2.102)

où on note γ2 le taux de migration du site source 2 vers le site puit 1 et γ1 du site puit 1 vers le
site source 2. Ce système est étudié dans [92]. L'objectif dans la suite est de rappeler quelques
résultat essentiels de [92].
Nous considérons les régions suivantes , notées D0,D1 et D2 dé�nies par :

D0 =
{
β ∈ R+ : 0 < β < a1

γ1

}
,

D1 =
{
β ∈ R+ : a1

γ1
≤ β ≤ a1a2

γ1a2−γ2a1

}
,

D2 =
{
β ∈ R+ : β > a1a2

γ1a2−γ2a1

}
.

(2.103)

La dynamique globale du système (2.102) est donnée dans le théorème suivant.

Proposition 2.29. Considérons le système (2.102). Alors,

• Si β ∈ D0 ∪ D2, le système admet un unique équilibre E∗ � 0 qui est GAS.

• Si β ∈ D1, l'origine est GAS.

Démonstration. Les points d'équilibre du système (2.102) sont donnés par les solutions du
système suivant :  a1x1

(
1− x1

L1

)
+ β (γ2x2 − γ1x1) = 0,

a2x2

(
−1− x2

L2

)
+ β (γ1x1 − γ2x2) = 0.

(2.104)

La somme des deux équations de (2.104) donne :

E : a1x1

(
1− x1

L1

)
− a2x2

(
1 +

x1

L1

)
= 0, (2.105)

qui est l'équation d'une ellipse E passant par les points O = (0, 0), (0,−K2), (K1,−K2) et
A := (K1, 0) (représentée dans la �gure 2.12). Cette ellipse ne dépend pas des termes de
migration βγ1 et βγ2. La première équation de (2.104) dé�nit une parabole notée Pβ (représentée
dans la �gure 2.12), qui dépend de β et passe toujours par l'origine.
L'espace tangent de l'ellipse E au point O noté TOE est donné par :

TOE : x2 =
a1

a2

x1.

bilel.elbetch@univ-saida.dz

bilel.elbetch@univ-saida.dz


2.4 E�ets de la dispersion sur la population totale à l'équilibre 58

Idem pour la parabole Pβ, l'espace tangent en O est donné par :

TOPβ : x2 =

(
γ1

γ2

− a1

βγ2

)
x1.

Donc, nous avons les trois situations :

• Si β ∈ D0, alors la parabole Pβ intersecte l'axe positif (Ox1) à l'origine et au deuxième
point positif qui est toujours plus petit que K1. On a donc E ∩ Pβ = {O,E∗} comme le
montre la �gure 2.12-(a).

• Si β ∈ D2, alors TOPβ est toujours en dessous de TOE , ce qui prouve que la parabole
coupe l'ellipse à l'intérieur du cône positif, comme le montre la �gure 2.12-(b).

• Si β ∈ D1, alors TOPβ est toujours au dessus de TOE , ce qui prouve que la parabole
intersecte l'ellipse au point O comme le montre la �gure 2.12-(c).

Pour conclure à la stabilité globale dans chaque cas, on utilise le lemme 1.40 de Freedman et
Takeuchi 1989 [82] (voir les �gures 2.13, et 2.14 ).

(a) Cas où β ∈ D0 (b) Cas où β ∈ D2 (c) Cas où β ∈ D1

Figure 2.12 � Toutes les con�gurations possibles pour l'ellipse E et la parabole Pβ.

Nous considérons les régions suivantes dans l'ensemble des paramètres γ1 et γ2, notées L0,
L1,L2, L3 et L4, représentées dans la Fig. 4.7 et dé�nies par :

Si a2 ≥ a1 alors


L0 =

{
(γ1, γ2) : γ2

γ1
≤ a2

a1

}
L1 =

{
(γ1, γ2) : γ2

γ1
> a2

a1

}

Si a2 < a1 alors


L2 =

{
(γ1, γ2) : γ2

γ1
≤ a2

a1

}
L3 =

{
(γ1, γ2) : a2

a1
< γ2

γ1
≤ L2(a1−a2)

a1(L1+L2)

}
L4 =

{
(γ1, γ2) : γ2

γ1
> L2(a1−a2)

a1(L1+L2)

}
(2.106)

Proposition 2.30. [Wu at al. [92, Proposition 5.11]] La population totale à l'équilibre de
(2.102) satisfait la propriété suivante :

1. Si a2 ≥ a1, soient L0 et L1 dé�nies par (4.61). Alors, on a :
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(a) (b)

Figure 2.13 � (a) les champs de vecteur du système (2.102) pour certains paramètres. L'unique
équilibre est l'origine qui est GAS. Les courbes représentées en rouge et vert sont les deux
isoclines. (b) quelques trajectoires du système (2.58) avec la condition initiale (x1(0), x2(0)) =
(1, 2).

(a) (b)

Figure 2.14 � (a) les champs de vecteur du système (2.102) pour certains paramètres. Le
système admet un unique point d'équilibre à l'intérieur du cône positif qui est GAS. Les courbes
représentées en rouge et vert sont les deux isoclines. (b) quelques trajectoires du système (2.58)
avec la condition initiale (x1(0), x2(0)) = (1, 1).
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Cas a2 ≥ a1.
0

L1

L0

γ1

γ2
γ2

γ1
= a2

a1

Cas a2 < a1.
0

L4

L3

L2

γ1

γ2
γ2

γ1
= L2(a1−a2)

a1(L1+L2)

γ2

γ1
= a2

a1

Figure 2.15 � Propriétés qualitatives du modèle source-puit (2.102) suivant les conditions
d'existence de l'équilibre fortement positif. Dans L0 et L1 l'e�et de la migration est négatif avec
l'extinction dans les deux sites pour L0 et la persistance pour L1. Dans L4, la fragmentation
pro�te à la population totale à l'équilibre. Dans les régions L2 et L3, l'e�et est positif pour
β < β0 et négatif pour β > β0 avec persistance dans la région L2 et extinction dans la région
L3.

• Si (γ1, γ2) ∈ L0 alors X
∗
T (β) ≤ L1 pour tout β ≥ 0. Plus précisément, il existe β∗ > 0

tel que : {
0 < X∗T (β) ≤ L1 If β < β∗,
X∗T (β) = 0 Si β ≥ β∗.

(2.107)

Voir la �gure 2.16-(a).

• si (γ1, γ2) ∈ L1 alors 0 < X∗T (β) ≤ L1 pour β ≥ 0. Voir la �gure 2.16-(b).

2. Si a2 < a1, soient L2,L3 et L4 dé�nies par (4.61). Alors, on a :

• si (γ1, γ2) ∈ L2 alors X∗T (β) > L1 pour β < β0 et X∗T (β) < L1 pour tout β > β0, où

β0 =
(a1 − a2 ) (L1 + L2 )

(γ2 (a2 − a1 ) + γ1α1 (L1 + L2 )) (α1
−1 + α2

−1)
, avec αi = ai/Li. (2.108)

De plus, il existe β∗ ≥ β0 tel que X
∗
T (β) = 0 pour tout β ≥ β∗. Voir la �gure 2.17-(a).

• si (γ1, γ2) ∈ L3 alors, on a{
X∗T (β) ≥ L1 Si β ≤ β∗,
0 < X∗T (β) < L1 Si β > β∗.

(2.109)

Voir la �gure 2.17-(b).

• si (γ1, γ2) ∈ L4, alors X
∗
T (β) ≥ L1 pour tout β ≥ 0. Voir la �gure 2.17-(c).

Dans le cas où β →∞, nous avons le résultat suivant [92, Proposition 5.10] :

Proposition 2.31. On a :

X∗T (∞) := lim
β→∞

X∗T (β) =

 (γ1 + γ2)
γ2a1 − γ1a2

γ2
2a1/L1 + γ2

1a2/L2

si γ2/γ1 > a2/a1,

0 sinon.
(2.110)
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(a) (b)

Figure 2.16 � La population totale à l'équilibre en fonction du taux de migration β pour le
modèle (2.102) dans le cas où a2 ≥ a1 . La droite horizontale est L1. La �gure (a) est un exemple
pour (γ1, γ2) ∈ L0 et la �gure (b) est un exemple pour (γ1, γ2) ∈ L1.

(a) (b) (c)

Figure 2.17 � La population totale à l'équilibre en fonction du taux de migration β pour
le modèle (2.102) dans le cas où a2 ≤ a1. La droite horizontale est L1. La �gure (a) est un
exemple pour (γ1, γ2) ∈ L2, �gure (b) pour (γ1, γ2) ∈ L3 et la �gure (c) est un exemple pour
(γ1, γ2) ∈ L4.
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Abstract

The paper considers a n-patch model with migration terms, where each patch follows a
logistic law. First, we give some properties of the total equilibrium population. In some par-
ticular cases, we determine the conditions under which fragmentation and migration can lead
to a total equilibrium population which might be greater or smaller than the sum of the n
carrying capacities. Second, in the case of perfect mixing, i.e when the migration rate tends to
in�nity, the total population follows a logistic law with a carrying capacity which in general is
di�erent from the sum of the n carrying capacities. Finally, for the three-patch model we show
numerically that the increase in number of patches from two to three gives a new behavior for
the dynamics of the total equilibrium population as a function of the migration rate.

Key words : fragmented habitat, Migration rate, Logistic growth, Carrying capacity, Perfect
mixing.

3.1 Introduction

Population dynamics is a wide �eld of mathematics, which contains many problems, for
example fragmentation of population and the e�ect of migration in the general dynamics of
population. Bibliographies can be found in the work of Levin [12, 13] and Holt [11]. There
are ecological situations that motivate the representation of space as a �nite set of patches
connected by migrations, for instance an archipelago with bird population and predators. It is
an example of insular bio-geography. The standard question in this type of biomathematical
problems, is to study the e�ect of migration on the general population dynamics, and the
consequences of fragmentation on the persistence or extinction of the population.

Freedman and Waltman [9] were among the �rst to consider the case of two patches
dx1

dt
= r1x1

(
1− x1

K1

)
+ β(x2 − x1),

dx2

dt
= r2x2

(
1− x2

K2

)
+ β(x1 − x2),

(3.1)

where xi is the population in patch i, the parameters ri and Ki are respectively the intrinsic
growth rate and the carrying capacity patch i, and β is the migration rate assumed to be
symmetric in both directions. They analyzed the model in the case of perfect mixing (β → +∞)
and showed that the total equilibrium population x∗1(β) + x∗2(β) can be greater than the sum
of the carrying capacities K1 +K2.

The 2-patch model (3.1) was extensively studied by many authors, among them DeAngelis
et al. [5], Holt [11], Freedman et al. [8]. It is worth noting that the two-patch model (3.1) had
never been completely analysed until the work of Arditi et al. [2] which gave the complete study
of the model (3.1), i.e the comparison of X∗T with K1 +K2 for all values of β. One distinguishing
characteristic is the depiction of three situations for the position of x∗1(β) + x∗2(β) compared to
K1 +K2. Under some conditions, fragmentation leads to a total equilibrium population strictly
greater or smaller than the sum of the carrying capacities, see Fig. 1 in [2].

DeAngelis and Zhang [6], DeAngelis et al. [7] and Zhang et al. [24] have considered the
model

dxi
dt

= rixi

(
1− xi

Ki

)
+ β(xi−1 − 2xi + xi+1), i = 1, · · · , n (3.2)

where we denote x0 = xn and xn+1 = x1, allowing the patches to join in a circle so that the
same relationships hold between xi, xi−1 and xi+1 for all values of i. An interesting result of
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(3.2) is that in the case ri = Ki, for i = 1, · · · , n, for any β > 0, the total population at steady
state satis�es

n∑
i=1

x∗i (β) >
n∑
i=1

Ki. (3.3)

Our aim is to extend some of the results in [2, 3, 6, 7] to the more general case of the n-patch
model :

dxi
dt

= rixi

(
1− xi

Ki

)
+ β

n∑
j=1,j 6=i

γij (xj − xi) , i = 1, · · · , n. (3.4)

where n is the number of the patches in the system. The parameter β represents the dispersal
rate of the population ; γij = γji ≥ 0 denotes the �ux between patches j and i, for j 6= i. Note
that if γij > 0 there is a �ux of migration between patches i and j and if γij = 0 there is
no migration. In the case where β = 0, there is no migration , and the system (3.4) admits
(K1, · · · , Kn) as a non trivial equilibrium point, which furthermore is globally asymptotically
stable (GAS). The problem is whether or not, the equilibrium continues to be positive and GAS
for any β > 0 and whether or not, the total population at equilibrium is greater than the sum
of the carrying capacities.

The paper is organized as follows. In Section 3.2, the mathematical model of n patches,
and some notation, are introduced. In Section 3.3, we give some results on the comparison of
the total equilibrium population with the sum of the carrying capacities. In Section 3.4, the
behavior of the model is studied when the migration rate tends to in�nity. In Section 3.5, we
consider the three-patch model and by numerical simulations we prove the existence of a new
behavior of the total equilibrium population. In section 3.6, we consider the multi-patch logistic
growth, coupled by asymmetric migration terms. In Appendix 3.8.1, we give some properties
of the total equilibrium population. In Appendix 3.8.2, we recall some results which are used
in our proofs.

In all the paper, we denote by : R+ the non negative real numbers. Given a vector u ∈ Rn

let uT denotes its transpose. We denote by Re and |.| the real part and the module of a complex
number respectively.

3.2 Mathematical model

We consider the model of multi-patch logistic growth, coupled by symmetric migration terms
(3.4). This system of di�erential equations can be written :

dxi
dt

= rixi

(
1− xi

Ki

)
+ β

n∑
j=1

γijxj, i = 1, · · · , n (3.5)

where

γii = −
n∑

j=1,j 6=i

γij, i = 1, · · · , n (3.6)

denotes the outgoing �ux of patch i. We denote by Γ the matrix

Γ := (γij)n×n. (3.7)

Its columns sum to 0 since the matrix Γ is symmetric and the diagonal elements γii are de�ned
by (3.6) in such a way that each row sums to 0. The matrix

Γ0 := Γ− diag(γ11, . . . , γnn) (3.8)
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which is the same as Γ, except that the diagonal elements are 0, is called the connectivity ma-
trix. It is the adjacency matrix of the weighted directed graph G, which has exactly n vertices
(the patches), and there is an arrow from patch j to patch i precisely when γij > 0, with weight
γij assigned to the arrow.

The model (3.1) studied in [2, 5, 8, 9, 11] corresponds to the case where the migration rate
γ12 = γ21 > 0 can be normalized to 1, by replacing β by β/γ12. The model (3.2) studied in
[6, 7, 24] corresponds to the case where

γ1n = γn1 = γi,i−1 = γi−1,i = 1 for 2 ≤ i ≤ n and γij = 0 otherwise. (3.9)

We have the following result :

Proposition 3.1. The domain Ω = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn/xi ≥ 0, i = 1, . . . , n.} is positively in-
variant for the system (3.4).

Démonstration. Assume that xj ≥ 0 for all j and there exists i such that xi = 0. We have

dxi
dt

=
∑
j 6=i

γijxj ≥ 0.

Hence, on the boundary of Ω, the vector �eld associated to (3.4) either is tangent to the
boundary of Ω, or points inward Ω. According to [18, Proposition B.7, page 267], no trajectory
comes out of Ω. Therefore, Ω is positively invariant for (3.4).

Proposition 3.2. Assume that the matrix Γ := (γij)n×n (or equivalently, the connectivity
matrix Γ0) is irreducible. The model (3.4) has a unique positive equilibrium point which is GAS
in the positive cone Rn

+ \ {0}.

Démonstration. The result follows from [19].

Remark 3.1. The matrix Γ being irreducible means that the set of patches cannot be partitioned
into two nonempty disjoint subsets, I and J , such that there is no migrations between a patch in
subset I and a patch in subset J . The matrix Γ is assumed to be irreducible throughout the rest
of the paper. Therefore species can reach any patch from any patch either directly or through
other patches.

3.3 Comparison of the total equilibrium population with

the sum of carrying capacities

In all of this work, the GAS equilibrium of the system (3.4), whose existence is shown in
Proposition 3.2, is denoted by E∗(β) = (x∗1(β), . . . , x∗n(β)). The equilibrium point E∗(β) is the
solution of the algebraic system :

rixi

(
1− xi

Ki

)
+ β

n∑
j=1,j 6=i

γij (xj − xi) = 0, i = 1, · · · , n. (3.10)

The sum of these equations shows that E∗(β) satis�es the following equation

n∑
i=1

rixi

(
1− xi

Ki

)
= 0. (3.11)
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Therefore E∗(β) belongs to the ellipsoid

En−1 =

{
x ∈ Rn : Θ(x) :=

n∑
i=1

rixi

(
1− xi

Ki

)
= 0

}
. (3.12)

Note that this ellipsoid is independent of the migration terms β and γij.
Our aim is to compare the total equilibrium population

X∗T (β) = x∗1(β) + · · ·+ x∗n(β), (3.13)

with the sum of carrying capacities K1 + . . . + Kn, when the rate of migration β varies from
zero to in�nity. Let us begin with some interesting particular cases of the system (3.4).

3.3.1 Equal growth rates

In the next proposition, we show that if the growth rates are equal in all patches, then the
total equilibrium population is always smaller than the sum of the carrying capacities :

Proposition 3.3. If r1 = · · · = rn, then the total equilibrium population, de�ned by (3.13)
satis�es X∗T (β) ≤

∑n
i=1Ki, for all β ∈ [0,∞[.

Démonstration. The equation of the tangent space to the ellipsoid En−1, de�ned by (3.12), at
point A = (K1, . . . , Kn) is given by

n∑
i=1

(xi −Ki)
∂Θ

∂xi
(A) = 0, (3.14)

where Θ is given by (3.12). Since ∂Θ
∂xi

(A) = −ri, (3.14) can be written as follows :

n∑
i=1

ri (xi −Ki) = 0. (3.15)

If we take r1 = · · · = rn in (3.15), we get that the equation of the tangent plane to En−1 at the
point A is

n∑
i=1

xi =
n∑
i=1

Ki.

By the convexity of En−1, any point of En−1 lies in the half-space de�ned by the inequation∑n
i=1 xi ≤

∑n
i=1Ki. Therefore E∗(β) satis�es

n∑
i=1

x∗i (β) ≤
n∑
i=1

Ki for all β ≥ 0.

This completes the proof of the proposition.

3.3.2 Equal carrying capacities

In the next proposition, we show that if the carrying capacities are equal in all patches, then
the total equilibrium population does not depend on the migration rate and is always equal to
the sum of the carrying capacities :

Proposition 3.4. If K1 = · · · = Kn =: K, then X∗T (β) = nK for all β ≥ 0.

Démonstration. Suppose that K1 = · · · = Kn =: K. Then the equations (3.10) giving the
equilibrium point are satis�ed for xi = K. Therefore E∗(β) = (K, . . . ,K) does not depend on
β and X∗T (β) = nK.
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3.3.3 Equal ratios ri/Ki

In the next proposition, we show that if the ratios αi = ri/Ki are equal in all patches, then
the total equilibrium is always larger than the sum of the carrying capacities :

Proposition 3.5. If α1 = . . . = αn =: α, then

X∗T (β) ≥
n∑
i=1

Ki, for all β ≥ 0. (3.16)

Moreover, if there exist i and j such Ki 6= Kj, then X
∗
T (β) >

∑n
i=1Ki, for all β > 0.

Démonstration. If α1 = . . . = αn =: α, then, from (3.43) we have

X∗T (β) =
n∑
i=1

Ki +
β

α

n∑
i=1

n∑
j=1,j 6=i

γij(x
∗
j(β)− x∗i (β))

x∗i (β)

=
n∑
i=1

Ki +
β

α

∑
j<i

(
γij(x

∗
j(β)− x∗i (β))

x∗i (β)
+
γji(x

∗
i (β)− x∗j(β))

x∗j(β)

)

=
n∑
i=1

Ki +
β

α

∑
j<i

γij(x
∗
j(β)− x∗i (β))x∗j(β) + γji(x

∗
i (β)− x∗j(β))x∗i (β)

x∗j(β)x∗i (β)
.

Since the matrix Γ is symmetric, i.e γij = γij then

X∗T (β) =
n∑
i=1

Ki +
β

α

∑
j<i

γij(x
∗
j(β)− x∗i (β))2

x∗j(β)x∗i (β)
≥

n∑
i=1

Ki.

Equality can hold if and only if β = 0 or x∗j(β) = x∗i (β) for all j < i. Let us prove that if
at least two patches have not the same carrying capacity then equality cannot hold for β > 0.
Suppose that there exists β > 0 such that the positive equilibrium satis�es x∗j(β) = x∗i (β) for
all j < i, then x∗1(β) = . . . = x∗n(β). Denote by x∗ > 0 their common value. Then all terms
γij (xj − xi) in (3.10) vanish, so that these equations become

rix
∗
(

1− x∗

Ki

)
= 0, i = 1, · · · , n.

Therefore Ki = x∗ for all i, which gives a contradiction. Hence the equality in (3.16) can hold
if and only if β = 0.

In [6, page 3092], DeAngelis et al. have shown this result in the particular case of the model
(3.2), and ri = Ki, i = 1 · · ·n, see (3.3).

3.3.4 All patches but one are identical

We assume now that n− 1 patches are identical, that is to say, they have the same carrying
capacities and the same growth rates. We assume also that the �ux of migration between the
n-th patch and all these n−1 identical patches are equal. Hence we have the following conditions

K1 = · · · = Kn−1 =: K, r1 = . . . = rn−1 =: r and γn1 = . . . = γnn−1 =: γ (3.17)

Under conditions (3.17), we show that the n-patch model behaves like a 2-patch model, that
is, there are only three situations as depicted in Fig. 3.1. This �gure is similar to Figure 2 of
[2]. This property holds regardless of the �ux of migration between the identical n− 1 patches,
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provided that the connectivity matrix Γ, de�ned by (3.8), is irreducible. More precisely, de�ne
regions J0, J1 and J2 by :

If K < Kn then


J0 =

{
(r, rn) : rn ≥ Kn

K
r
}

J1 =
{

(r, rn) : Kn
K
r > rn > r

}
J2 = {(r, rn) : r ≥ rn}

(3.18)

If Kn < K then


J0 =

{
(r, rn) : rn ≤ Kn

K
r
}

J1 =
{

(r, rn) : Kn
K
r < rn < r

}
J2 = {(r, rn) : r ≤ rn}

(3.19)

Case K < Kn

0

J0

J1

J2

r

rn rn = rrn
Kn

= r
K

Case K > Kn

0

J2

J1

J0

r

rn rn = r

rn
Kn

= r
K

Figure 3.1 � Qualitative properties of model (3.4) when (3.17) holds. In J0, patchiness has
a bene�cial e�ect on total equilibrium population. This e�ect is detrimental in J2. In J1, the
e�ect is bene�cial for β < β0 and detrimental for β > β0.

We have the following proposition :

Proposition 3.6. Assume that the conditions (3.17) hold in the system (3.4). We consider the
regions, denoted J0, J1 and J2, depicted in Fig. 3.1, and de�ned by (3.18) when K < Kn and
by (3.19) when K > Kn. Let αn = rn/Kn and α = r/K.

1. If (r, rn) ∈ J0 then X∗T (β) > (n− 1)K +Kn for all β > 0.

2. If (r, rn) ∈ J1 then X∗T (β) > (n− 1)K +Kn for 0 < β < β0 and X∗T (β) < (n− 1)K +Kn

for β > β0 where β0 is given by

β0 =
rn − r

γ(α− αn)

1

1/αn + (n− 1)/α
. (3.20)

3. If (r, rn) ∈ J2 then X∗T (β) < (n− 1)K +Kn for all β > 0.

Démonstration. Assume that the conditions (3.17) hold and K < Kn. From item (2) in Propo-
sition 3.10 we deduce that

x∗1(β) = · · · = x∗n−1(β) =: x∗(β) < x∗n(β). (3.21)

Now, using Lemma 3.2, the total equilibrium population becomes

X∗T (β) = (n− 1)K +Kn + β

(
n−1∑
j=1

γ (x∗(β)− x∗n(β))

αnx∗n
+

n−1∑
i=1

γ (x∗n(β)− x∗(β))

αx∗

)
.
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Therefore

X∗T (β) = (n− 1)K +Kn + (n− 1)βγ
(x∗(β)− x∗n(β))(αx∗(β)− αnx∗n(β))

ααnx∗(β)x∗n(β)
. (3.22)

1. If (r, rn) ∈ J0, then αn ≥ α. Hence (αx∗ − αnx∗n) < α(x∗ − x∗n) < 0, which implies that
(x∗ − x∗n)(αx∗ − αnx∗n) > 0, and then X∗T (β) > (n− 1)K +Kn for β > 0.

2. If (r, rn) ∈ J1, then rn > r and α > αn. According to Equation (3.22), the equality

X∗T (β) := (n− 1)x∗(β) + x∗n(β) = (n− 1)K +Kn,

is equivalent to β = 0 or αx∗(β)− αnx∗n(β) = 0. Thus x∗(β) and x∗n(β) are the solutions of the
linear system {

αx∗(β)− αnx∗n(β) = 0,
(n− 1)x∗(β) + x∗n(β) = (n− 1)K +Kn,

which admits a unique solution

x∗(β) =
1

α

(n− 1)K +Kn

(n− 1)/α + 1/αn
, x∗n(β) =

1

αn

(n− 1)K +Kn

(n− 1)/α + 1/αn
. (3.23)

As (x∗1(β), · · · , x∗n(β)) is an equilibrium point of the system (3.4), it satis�es the following
system 

0 = rx∗(β)

(
1− x∗(β)

K

)
+ βγ (x∗n(β)− x∗(β)) ,

0 = rnx
∗
n(β)

(
1− x∗n(β)

Kn

)
+ (n− 1)βγ (x∗(β)− x∗n(β)) ,

(3.24)

obtained from (3.10) by replacing xi = x∗i (β) and using (3.17) and (3.21). Using the formulas
(3.23), the system (3.24) has a unique solution β0 given by (3.20), which is positive since rn > r
and α > αn. According to Lemma 3.3 we have :

dX∗T
dβ

(0) = (n− 1)γ(K −Kn)

(
1

rn
− 1

r

)
,

which is positive since r < rn and K < Kn. So :

• If β ∈ (0, β0], then X∗T (β) > (n− 1)K +Kn.

• If β ∈ (β0,∞[, then X∗T (β) < (n− 1)K +Kn.

3. If (r, rn) ∈ J2 then r ≥ rn. We have :

αx∗(β)− αnx∗n(β) =
r

K
x∗(β)− rn

Kn

x∗n(β)

From item (2) in Proposition 3.10 we deduce that x∗(β)/K > 1 and x∗n(β)/Kn < 1. Therefore

αx∗(β)− αnx∗n(β) > r − rn ≥ 0,

which gives X∗T (β) < (n− 1)K +Kn for β > 0.
We use item 2- (b) of Proposition 3.10 and the same procedures to study the case where

K > Kn.
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3.4 Perfect mixing

In this section our aim is to study the behavior of the system (3.4) for large migration rate,
i.e when β →∞. We need the following result :

Lemma 3.1. The matrix Γ has rank n− 1. Except 0 which is a simple eigenvalue of Γ, whose
eigenvector is u = (1, . . . , 1)T , all other eigenvalues of Γ are negative.

Démonstration. Let s = maxi=1,...,n(−γii). The matrix B de�ned by

B = Γ + sI,

is non-negative and irreducible. Then by the Perron-Frobenius theorem [10, Theorem 2, page
53], the spectral radius of B is a simple eigenvalue, and it is the only eigenvalue of B which
admits a positive eigenvector. Now observe that (1, . . . , 1)T is an eigenvector of B, and the
corresponding eigenvalue is s. This proves that s = ρ(B) is a simple eigenvalue of B, and since
s = ρ(B) any other eigenvalue λ of B satis�es λ < s. Therefore 0 is a simple eigenvalue of
Γ = −sI +B, that is, the rank of Γ is n− 1, and all other eigenvalues of Γ are negative.

We have the following result :

Theorem 3.1. We have

lim
β→+∞

E∗(β) =

∑n
i=1 ri∑n

i=1 ri/Ki

(1, . . . , 1) .

Démonstration. Let αi = ri/Ki. Denote

E∗(∞) =

(∑n
i=1 ri∑n
i=1 αi

, . . . ,

∑n
i=1 ri∑n
i=1 αi

)
.

Recall that the equilibrium point E∗(β) is the unique positive solution of the algebraic system
(3.10). Therefore it is de�ned, in the positive cone, by the fact that it belongs to the ellipsoid
En−1 de�ned by (3.12), and the equation Fβ(E∗(β)) = 0, where

Fβ(x1, . . . , xn) :=

(
ri
β
xi

(
1− xi

Ki

)
+

n∑
j=1,j 6=i

γij (xj − xi)

)
i=1,··· ,n−1

.

The ellipsoid En−1 is compact, so E∗(β) has at least one limit point in En−1, when β goes to
in�nity. Besides, Fβ converges, uniformly on compact sets, to the linear map

Rn −→ Rn−1

(x1, . . . , xn)T 7−→ Λ(x1, . . . , xn)T

where Λ is the sub matrix of the matrix Γ de�ned by (3.7), obtained by dropping the last row
of Γ. Hence any limit point (x1, . . . , xn) of E∗(β) satis�es Λ(x1, . . . , xn)T = 0.

Since Λ is obtained from Γ by dropping the last row, and the rows of Γ sum to zero, the
rank of Λ equals that of Γ, which is n− 1 by Lemma 3.1.

Therefore, by the convexity of En−1, Λ(x1, . . . , xn)T = 0 has exactly two solutions in En−1,
which are the origin and E∗(∞). To prove the convergence of E∗(β) to E∗(∞), it su�ces to
prove that the origin cannot be a limit point of E∗(β).

Write E∗(β) = (x1(β), . . . , xn(β)). We claim that for any β, there exists i such that xi(β) ≥
Ki, which entails that E∗(β) is bounded away from the origin.
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Let xi(β) = min{x1(β), · · · , xn(β)}. We have

ri
β
xi(β)

(
1− xi(β)

Ki

)
+

n∑
j=1,j 6=i

γij(xj − xi) = 0

whence
ri
β
xi(β)

(
1− xi(β)

Ki

)
≤ 0

and since xi(β) cannot be negative or 0, we have xi(β) ≥ Ki.

As a corollary of the previous theorem we obtain the following result which describes the
total equilibrium population for perfect mixing :

Corollary 3.1. We have

X∗T (+∞) = lim
β→+∞

n∑
i=1

x∗i (β) = n

∑n
i=1 ri∑n

i=1 ri/Ki

. (3.25)

Proposition 3.7. If α1 = · · · = αn =: α, then X∗T (+∞) =
∑n

i=1Ki.

Démonstration. We use Equation (3.25) for α1 = · · · = αn =: α.

Remark 3.2. Notice that the formula (3.25) shows that the total equilibrium population does
not depend on the �ux of migration γij. This formula was obtained in [7, Theorem B.1] for the
model (3.2) corresponding to the particular case (3.9) of the migration �ux. It was also obtained
for the 2-patch case by Freedman and Waltman [9, Theorem 3.1] and Arditi et al. [2, Formula
(A.13)].

We can use the theory of singular perturbations to obtain a better understanding of the
behaviour of the system in the case of perfect mixing.

Theorem 3.2. Let (x1(t, β), . . . , xn(t, β)) be the solution of the system (3.4) with initial condi-
tion (x10, · · · , xn0) satisfying xi0 ≥ 0 for i = 1 · · ·n. Let Y (t) be the solution of the logistic
equation

dX

dt
= rX

(
1− X

nK

)
, where r =

∑n
i=1 ri
n

and K =

∑n
i=1 ri∑n

i=1 ri/Ki

, (3.26)

with initial condition Y (0) =
∑n

i=1 xi0. Then, when β →∞, we have

n∑
i=1

xi(t, β) = Y (t) + o(1), uniformly for t ∈ [0,+∞) (3.27)

and, for any t0 > 0, we have

xi(t, β) =
Y (t)

n
+ o(1), i = 1, . . . , n, uniformly for t ∈ [t0,+∞). (3.28)

Démonstration. Since Γ is symmetric with real coe�cients, there exists an orthogonal matrix
P such that

P−1ΓP = D

where D is the diagonal matrix whose diagonal elements are the eigenvalues

λ1 ≤ · · · ≤ λn−1 < λn = 0
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of Γ, see Lemma 3.1. We rewrite the system (3.5) in vector form :

dx

dt
= f(x) + βΓx, (3.29)

where x = (x1, · · · , xn)T and

f(x) = (r1x1(1− x1/K1), · · · , rnxn(1− xn/Kn))T . (3.30)

Using the variables y = P−1x, the system (3.29) becomes :

dy

dt
= P−1f(Py) + βDy.

This system of n di�erential equations can be written
dyi
dt

= gi(y) + βλiyi, i = 1, · · · , n− 1

dyn
dt

= gn(y),

(3.31)

where the components gi, for i = 1, · · · , n, are de�ned by

P−1f(Py) = (g1(y), · · · , gn(y))T . (3.32)

When β →∞, (3.31) is a slow-fast system, with one slow variable, yn, and n− 1 fast variables,
yi for i = 1 · · ·n − 1. According to Tikhonov's theorem [14, 20, 21] we consider the dynamics
of the fast variables in the time scale τ = βt. One obtains

dyi
dτ

=
1

β
gi(y) + λiyi i = 1, · · · , n− 1.

In the limit β =∞, we �nd the fast dynamics

dyi
dτ

= λiyi, i = 1, · · · , n− 1. (3.33)

The slow manifold, which is the equilibrium point of the fast dynamics (3.33), is unique and is
given by :

yi = 0 for i = 1 · · ·n− 1. (3.34)

Since λi < 0 for i = 1, . . . , n − 1, the slow manifold is GAS for (3.33). So, the theorem of
Tikhonov ensures that after a fast transition toward the slow manifold, the solutions of (3.31)
are approximated by the solutions of the reduced model which is obtained by replacing yi,
i = 1, · · · , n− 1, by (3.34) into the dynamics of the slow variable yn, given by the last equation
in (3.31). One obtains :

dyn
dt

= gn((0, · · · , 0, yn)T ). (3.35)

Let us compute gn((0, · · · , 0, yn)T ) which is the last component of the vector (3.32), given by
P−1f

(
P (0, · · · , 0, yn)T

)
. We �rst notice that

P (0, · · · , 0, yn)T =
1√
n

(yn, · · · , yn)T ,

since it is obtained by multiplying by yn the last column of P , which is simply the normalized
eigenvector u/

√
n of Γ, corresponding to the eigenvalue λn = 0, see Lemma 3.1. On the other
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hand, since P is orthogonal, the last row of P−1 = P T is equal to uT/
√
n. Therefore, using the

de�nition (3.30) of the vector f , one has

gn((0, · · · , 0, yn)T ) =
1√
n

n∑
i=1

ri
yn√
n

(
1− yn√

nKi

)
= ryn

(
1− yn√

nK

)
,

where r and K are de�ned in (3.26). Hence the reduced equation (3.35) is

dyn
dt

= ryn

(
1− yn√

nK

)
. (3.36)

Since (3.36) admits
√
nK as a positive equilibrium point, which is GAS in the positive axis,

the approximation given by Tikhonov's theorem holds for all t ≥ 0 for the slow variable yn and
for all t ≥ t0 > 0 for the fast variables yi, i = 1, · · · , n− 1, where t0 is as small as we want.

Using yn = X/
√
n, where X =

∑n
i=1 xi, one obtains that

∑n
i=1 xi(t, β) is approximated by

a solution of the equation
dX

dt
= rX

(
1− X

nK

)
. (3.37)

Therefore, let Y (t) be the solution of (3.37) of initial condition Y (0) =
∑n

i=1 xi0, then, when
β → ∞, we have the approximation (3.27). To prove (3.28), we observe that the last column
of P is u/

√
n, so for all i, xi(t, β) is yn(t, β)/

√
n, plus some linear combination of the yi(t, β)

for i < n, all of which converge to zero, uniformly in t.

In the case of perfect mixing, the approximation (3.27) shows that the total population
behaves like the unique logistic equation (3.26) and then, when t and β tend to ∞, the total
population

∑
xi(t, β) tends toward nK = n

∑
ri/
∑
αi, where αi = ri/Ki, as stated in Corollary

3.1. The approximation (3.28) shows that, with the exception of a thin initial boundary layer,
where the population density xi(t, β) quickly jumps from its initial condition xi0 to the average
Y (0)/n, each patch of the n-patch model behaves like the single logistic equation

dx

dt
= rx

(
1− x

K

)
, where r =

1

n

n∑
i=1

ri and K =

∑n
i=1 ri∑n

i=1 ri/Ki

. (3.38)

Hence, when t and β tend to ∞, the population density xi(t, β) tends toward K =
∑
ri/
∑
αi,

as stated in Theorem 3.1.

Remark 3.3. The single logistic equation (3.38) gives an approximation of the population den-
sity in each patch in the case of perfect mixing. The intrinsic growth rate r is the arithmetic
mean of the local intrinsic growth rates ri and the carrying capacity K is the weighted harmonic
mean of the local carrying capacities Ki with weights the growth rates ri. We point out the simi-
larity between our expression for the carrying capacity in the limit β →∞, and the expression
obtained in spatial homogenization, see e.g [22, 17, 23].

Remark 3.4. Notice that if we use the r-α formalism for the logistic equation, instead of the
r-K formalism, where α = r/K is the parameter quantifying intraspeci�c competition, then the
n-patch model (3.4) becomes

dxi
dt

= rixi − αixi2 + β

n∑
j=1,j 6=i

γij (xj − xi) , i = 1, · · · , n.

The perfect mixing approximation (3.38) of each population xi becomes

dx

dt
= rx− αx2, where r =

1

n

n∑
i=1

ri and α =
1

n

n∑
i=1

αi,
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which is a single logistic equation whose intrinsic growth rate r and intraspeci�c competition
parameter α are the arithmetic means of the local ri and αi respectively. For more information
and complements on the comparison of the r-K and r-α formalism, the reader is referred to
[1].

3.5 Comparison of the n-patch system with a two-patch

system

Our aim in this section is to show that when n ≥ 3 the behavior of the n-patch logistic
equation is richer and more intricate than in the case n = 2.

3.5.1 Two-patch model

As noticed in Remark 3.2, the formula (3.25) for perfect mixing was obtained by Ar-
diti et al. [2]. These authors used the theory of singular perturbations. They showed that, if
(x1(t, β), x2(t, β)) is the solution of (3.1), with initial condition (x10, x20), then, when β →∞,
the total population x1(t, β) + x2(t, β) is approximated by Y (t), the solution of the logistic
equation

dX

dt
= rX

(
1− X

2K

)
, where r =

r1 + r2

2
and K =

r1 + r2

r1/K1 + r2/K2

, (3.39)

with initial condition Y (0) = x10 + x20. Therefore the total population behaves like the unique
logistic equation given by (3.39). In addition, one obtains the following property : with the
exception of a small initial interval, the population densities x1(t, β) and x2(t, β) are both
approximated by Y (t)/2, see [2, Proposition 3]. Therefore, this approximation shows that,
when t and β tend to ∞, the population density xi(t, β) tends toward r1+r2

α1+α2
, as stated in

Theorem 3.1 and in addition, xi(t, β) quickly jumps from its initial condition xi0 to the average
(x10 + x20)/2 and then is very close to Y (t)/2. In Theorem 3.2 we extended this result to the
n-patch system.

It was shown by Arditi et al. [2, Proposition 2] that only three situations can occur : the case
where the total equilibrium population is always greater than the sum of carrying capacities, the
case where it is always smaller, and a third case, where the e�ect of migration is bene�cial for
lower values of the migration coe�cient β and detrimental for the higher values. More precisely,
it was shown in [2] that, if n = 2, the following trichotomy holds

• If X∗T (+∞) > K1 +K2 then X∗T (β) > K1 +K2 for all β > 0.

• If d
dβ
X∗T (0) > 0 and X∗T (+∞) < K1 + K2, then there exists β0 > 0 such that X∗T (β) >

K1 +K2 for 0 < β < β0, X∗T (β) < K1 +K2 for β > β0 and X∗T (β0) = K1 +K2.

• If d
dβ
X∗T (0) < 0, then X∗T (β) < K1 +K2 for all β > 0.

Therefore, the condition X∗T (β) = K1 + K2 holds only for β = 0 and at most for one positive
value β = β0. The value β0 exists if and only if d

dβ
X∗T (0) > 0 and X∗T (+∞) < K1 +K2.

In Proposition 3.6 we extended this result to the particular n-patch when all patches, but
one, are identical and have the same migration rate to and from the last patch. Our proof is
adapted from the proof of [2, Proposition 2]. In the next section we show that for three or more
patches the total equilibrium population as a function of di�usion strength can have more types
of qualitative behavior than the two-patch system. In particular there is more than one value
of β for which the total equilibrium population can equal the sum of the carrying capacities.
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3.5.2 Three-patch model

β

K1 +K2 +K3

X∗T

Figure 3.2 � Total equilibrium population X∗T of the system (3.4) (n = 3) as a function of
migration rate β. The parameter values are given in Table 3.5.2.

β

K1 +K2 +K3K1 +K2 +K3

X∗T X∗T

Figure 3.3 � Total equilibrium population X∗T of the system (3.4) (n = 3) as a function of
migration rate β. The �gure on the right is a zoom, near the origin, of the �gure on the left.
The parameter values are given in Table 3.5.2.

In the numerical simulations we take n = 3 and γij = 1 for all i, j = 1, 2, 3. We show that
we can have new behaviors of X∗T (β) due to the addition of the third patch. We show that we
can have the following situations, which do not exist in the two-patch model :

• We can have simultaneously dX∗T
dβ

(0) < 0 and X∗T (+∞) > K1 + K2 + K3, as shown in
Fig. 3.2.

• We can have dX∗T
dβ

(0) > 0 and X∗T (+∞) > K1 + K2 + K3 and there exist values of β for
which we have X∗T (β) < K1 +K2 +K3, as shown in Fig. 3.3.

• We can have dX∗T
dβ

(0) < 0 and X∗T (+∞) < K1 + K2 + K3 and there exist values of β for
which we have X∗T (β) > K1 +K2 +K3, as shown in Fig. 3.4.

Therefore the equality X∗T (β) = K1 +K2 +K3 can occur for two positive values of β, not only
for a unique positive value as in the two-patch case.
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β

K1 +K2 +K3

X∗T

Figure 3.4 � Total equilibrium population X∗T of the system (3.4) (n = 3) as a function of
migration rate β. The parameter values are given in Table 3.5.2.

Table 3.1 � The numerical values of the parameters for the logistic growth function of the
model (3.4), with n = 3, used in Fig. 3.2, 3.3, 3.4. All migration coe�cients satisfy γij = 1.
The derivative of the total equilibrium population at β = 0 is computed with Eq. (3.49), and
the perfect mixing total equilibrium population X∗T (+∞) is computed with Eq. (3.25).

Figure r1 r2 r3 K1 K2 K3
dX∗T (0)

dβ
X∗T (+∞)

3.2 0.12 18 0.02 0.5 1.5 2 −79.19 4.44 >
∑
Ki = 4

3.3 0.04 3 0.2 0.5 6 9.5 299.33 16.17 >
∑
Ki = 16

3.4 4 0.7 0.06 5 1 4 −24.58 9.42 <
∑
Ki = 10

3.6 Asymmetric dispersal

Arditi et al. [3] generalized the mathematical analysis of the two-patch model (3.1) to the
asymmetric case 

dx1

dt
= r1x1

(
1− x1

K1

)
+ β(γ12x2 − γ21x1),

dx2

dt
= r2x2

(
1− x2

K2

)
+ β(γ21x1 − γ12x2),

where γ12 6= γ21. They showed that there are only three cases as in the symmetric dispersal
case. In this section we give some results on the general multi-patch logistic growth, coupled
with asymmetric migration terms :

dxi
dt

= rixi

(
1− xi

Ki

)
+ β

n∑
j=1,j 6=i

(γijxj − γjixi) , i = 1, · · · , n. (3.40)

where γij ≥ 0 denotes the incoming �ux from patch j to patch i, for i 6= j. As in the symmetric
dispersal case (3.4), the system (3.40) can be written in the form (3.5) where

γii = −
n∑

j=1,j 6=i

γji, i = 1, · · · , n (3.41)

denotes the outgoing �ux of patch i. The connectivity matrix Γ0 is de�ned by (3.8) and the
matrix Γ is de�ned by (3.7). Its columns sum to 0 since the diagonal elements γii, de�ned by
(4.3) in such a way that what comes out of a patch is distributed between the other n − 1
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patches. As in the symmetric dispersal case, the positive cone Rn
+ is positively invariant for

the system (3.40). We have the following result, whose proof needs the Lemma 3.5, which is
recalled in Appendix 3.8.2.

Theorem 3.3. Assume that the matrix Γ := (γij)n×n (or equivalently, the connectivity matrix
Γ0) is irreducible. The model (3.40) has a unique positive equilibrium point which is GAS in
the positive cone Rn

+ \ {0}.

Démonstration. Consider the system (3.40). We de�ne the following matrix

A = βΓ + diag(r1, · · · , rn),

where Γ is the matrix de�ned by (3.7). Therefore A = (aij) where

aij =

{
βγij if i 6= j

ri − β
∑

k 6=i γik if i = j
(3.42)

Note that, the matrix (3.42) is the Jacobian matrix of the system (3.40) evaluated at x = 0.
According to a result of Lu and Takeuchi [15, Corollary 1], the system (3.40) possesses a globally
stable positive equilibrium if s(A) > 0 where s(A) is the stability modulus of the matrix A. Let
us prove that s(A) > 0. Let u = (1, · · · , 1)T . We have

ATu = (r1, · · · , rn)T ≥ λu, where λ = min{r1, · · · , rn} > 0.

Therefore, since A is a Metzler matrix, according to Lemma 3.5, we have s(A) = s(AT ) ≥ λ >
0.

Some of the results obtained in the symmetrical case can be extended to the asymmetric
case. For instance, we have the following result, which extend Proposition 3.3 to the asymmetric
case and [3, Proposition 1], obtained in the two-patch model :

Proposition 3.8. If r1 = · · · = rn, then the total equilibrium population, de�ned by (3.13)
satis�es X∗T (β) ≤

∑n
i=1Ki, for all β ∈ [0,∞[.

Démonstration. The equilibrium point E∗(β) is the solution of the algebraic system :

rixi

(
1− xi

Ki

)
+ β

n∑
j=1,j 6=i

(γijxj − γjixi) = 0, i = 1, · · · , n.

As in the symmetric dispersal case, the sum of these equations shows that E∗(β) satis�es the
equation (3.11). Therefore E∗(β) belongs to the ellipsoid de�ned by (3.12). The rest of the
proof is the same as the proof of Prop. 3.3 and simply consists in noticing that the interior of
the ellipsoid is strictly convex.

3.7 Conclusion

The goal of this paper was to generalize to a multi-patch model the results obtained in
[2] for a two-patch model. The migration between patches is modeled by a symmetric Metzler
matrix, called the connectivity matrix. When the connectivity matrix is irreducible, the system
is shown (Prop. 3.2) to have a unique non-trivial equilibrium, which furthermore is globally
asymptotically stable.
One of the questions we have looked at is
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Question 3.9. Is it possible, depending on the migration rate, that the total equilibrium popu-
lation be larger than the sum of the capacities of each patch ?

This question is of ecological importance since the answer gives the conditions under which
dispersal is either bene�cial or detrimental to total equilibrium population. We have answered
this question in several particular cases. In the case that the patches do not di�er with respect
to the carrying capacity (i.e. K1 = · · · = Kn), migration has no e�ect on the total equilibrium
population (see Proposition 3.4). In the case when the patches do not di�er with respect to
the intrinsic growth rate (i.e., r1 = · · · = rn), the e�ect of migration is always detrimental (see
Propositions 3.3 and 3.8). In the case that the patches do not di�er with respect to the the
parameter α = r/K quantifying intraspeci�c competition (i.e., α1 = · · · = αn), the e�ect of
migration is always bene�cial (see Proposition 3.5). We have also answered Question 3.9 in the
particular case when all patches, but one, are identical in carrying capacity, growth rate, and
migration rate to and from the �central� patch. The results are similar to those of [2] : either
patchiness has always a bene�cial e�ect on the total equilibrium population, or this e�ect is
always detrimental, or there exists a critical value β0 of the migration rate β such that the
e�ect is bene�cial for lower values of β and detrimental for the higher values (see Proposition
3.6).

In Section 3.4 we looked at another particular case, that of perfect mixing, when the mi-
gration rate goes to in�nity, in other words, when there is no restriction whatsoever on travel.
We computed the equilibrium in this situation, and by perturbation arguments (see [20]), we
proved that the dynamics in this ideal case provide a good approximation to the case when the
migration rate is large.

In Section 3.5 we considered the case when there are only three patches. We provided
numerical evidence to the fact that the answer to Question 3.9 is more subtle than in the two-
patch case, in particular there may be at least two critical values where the answer changes.

In Section 3.6 we considered the asymmetrical dispersal case, that is, the connectivity matrix
is no longer assumed to be symmetric. We proved that the globally asymptotically stable
equilibrium still exists in this case (see Theorem 3.3).

Some questions remain open : what are the exact conditions on the model under which
there might be several critical values where the answer to Question 3.9 changes ? is it possible
to give a general classi�cation of all possible cases ? To what extend would the classi�cation of
all possible cases characterize the model ? We think this problem is very di�cult and warrants
further work.

3.8 Appendix

3.8.1 Some properties of the total equilibrium population

In this section, we give some properties of the total equilibrium population X∗T (β) =∑n
i=1 x

∗
i (β).

Lemma 3.2. The total equilibrium population X∗T satis�es the following relation :

X∗T (β) =
n∑
i=1

Ki + β

n∑
i=1

n∑
j=1,j 6=i

γij(x
∗
j(β)− x∗i (β))

αix∗i (β)
. (3.43)

Démonstration. The equilibrium point E∗(β) satis�es the system

0 = αix
∗
i (β) (Ki − x∗i (β)) + β

n∑
j=1,j 6=i

γij
(
x∗j(β)− x∗i (β)

)
, i = 1 · · ·n. (3.44)
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Dividing (3.44) by αix∗i , one obtains

x∗i (β) = Ki + β
n∑

j=1,j 6=i

γij(x
∗
j(β)− x∗i (β))

αix∗i (β)
.

Taking the sum of these expressions gives (3.43).

Proposition 3.10. Consider the system (3.4). If (3.17) hold then x∗1 = . . . = x∗n−1 =: x∗ and

1. If K < Kn then K < x∗ < x∗n < Kn.

2. If K > Kn then K > x∗ > x∗n > Kn.

Démonstration. Suppose that (3.17) hold, that is to say K1 = · · · = Kn−1 =: K, r1 = · · · =
rn−1 =: r and γn1 = · · · = γnn−1 =: γ. Then the equations (3.10) are written

rxi

(
1− xi

K

)
+ β

n∑
j=1,j 6=i

γij(xj − xi) = 0, i = 1 · · ·n− 1,

rnxn

(
1− xn

Kn

)
+ βγ

n−1∑
j=1

(xj − xn) = 0.

(3.45)

Now, consider the following system of algebraic equations
rx
(

1− x

K

)
+ βγ(xn − x) = 0,

rnxn

(
1− xn

Kn

)
+ (n− 1)βγ(x− xn) = 0.

(3.46)

obtained from (3.45) by replacing xi = x, for i = 1 · · ·n− 1 and using the conditions γin = γ,
for i = 1 · · ·n− 1. We �rst notice that if (x = x∗, xn = x∗n) is a positive solution of (3.46) then
(x1 = x∗, · · · , xn−1 = x∗, xn = x∗n) is a positive solution of system (3.45). Let us prove that
System (3.46) has a unique solution (x∗, x∗n). Indeed, multiplying the �rst equation of (3.46) by
n− 1 gives the following system

(n− 1)rx
(

1− x

K

)
+ (n− 1)βγ(xn − x) = 0,

rnxn

(
1− xn

Kn

)
+ (n− 1)βγ(x− xn) = 0.

(3.47)

The system (3.47) represents the equilibrium point of a two-patch model. It is known, see [2,
Prop. 1], that it has a unique solution (x∗, x∗n), satisfying

K < x∗ < x∗n < Kn if K < Kn, and K > x∗ > x∗n > Kn if K > Kn. (3.48)

For the convenience of the reader, we give here the details of the proof of (3.48). Adding
the equations of (3.47) we get

r(n− 1)x
(

1− x

K

)
+ rnxn

(
1− xn

Kn

)
= 0,

which is the equation of an ellipse E passing through the points (0, 0), (K, 0), (0, Kn) and
A = (K,Kn). The �rst equation of (3.47) represents a parabola P of equation xn = P (x),
where

P (x) = x

(
1− r

βγ
+

r

βγK
x

)
.

So, the solutions of system (3.47) are de�ned by the intersection points between Ellipse E and
Parabola P , as it is shown in Fig. 3.5. Since P ′(K) = 1 + r

βγ
> 1, this intersection lies in the

triangle ABC, where A = (K,Kn), B = (K,K) and C = (Kn, Kn), which proves (3.48).
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(a) K < Kn (b) K > Kn

E

P

E

P

0 0x x

xn xn

A

B

C

A

B

C

Kn

K

K

Kn

K

Kn

Kn

K

Figure 3.5 � The intersection point (x∗, x∗n), between Ellipse E and Parabola P , lies in the
interior of triangle ABC. (a) : the case K < Kn. (b) : the case K > Kn.

Lemma 3.3. The derivative of the total equilibrium population X∗T (β) at β = 0, is given by

dX∗T
dβ

(0) =
n∑
i=1

1

ri

n∑
j=1,j 6=i

γij (Kj −Ki) . (3.49)

Démonstration. By di�erentiating the equation (3.43), at β = 0, we get :

dX∗T
dβ

(0) =
n∑
i=1

n∑
j=1,j 6=i

γij(x
∗
j(0)− x∗i (0))

αix∗i (0)
,

which gives (3.49), since x∗i (0) = Ki for i = 1 · · ·n.

3.8.2 Stability modulus of a Metzler matrix

For the ease of the reader, we recall in this section the proof of a result which gives a
minoration of the stability modulus of a Metzler matrix, see Lemma 3.5. This Lemma is a
corollary of result which gives a minoration of the spectral radius of a non negative matrix, see
Lemma 3.4. Recall that the spectral radius of matrix A is de�ned as

ρ(A) = max {|λ| : λ is an eigenvalue of A} .

We have the following result [16, Lemma 8] :

Lemma 3.4. Let A be a non negative matrix. Let u ∈ Rn and λ ∈ R. If Au ≥ λu then
ρ(A) ≥ λ.

Démonstration. If Au ≥ λu then, since A is non negative, Aku ≥ λku for all k. Therefore
‖Ak‖ ≥ λk for any matricial norm. Using the Gelfand formula ρ(A) = limk→∞ ‖Ak‖

1
k , we

obtain that ρ(A) ≥ λ.

Recall that the stability modulus of a matrix A is given by

s(A) = max {Re(λ) : λ is an eigenvalue of A} .

A matrix A = (aij) is said to be Metzler if aij ≥ 0 for i 6= j. We have the following result [4,
Lemma 8] :

Lemma 3.5. Let A be a Metzler matrix. Let u ∈ Rn and λ ∈ R. If Au ≥ λu then s(A) ≥ λ.
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Démonstration. Let A be a Metzler matrix, there exists h > 0 such that A+hI, where I is the
identity matrix, is non negative. Let u and λ be such that Au ≥ λu. Since (A+hI)u ≥ (λ+h)u,
using Lemma 3.4, we deduce that ρ(A+hI) ≥ λ+h. According to the Perron-Frobenius Theorem
[10, Theorem 3, page 66], we have s(A+hI) = ρ(A+hI). Therefore we have s(A+hI) ≥ λ+h.
Using s(A+ hI) = s(A) + h, we obtain s(A) ≥ λ.
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Abstract

This paper is a follow-up to a previous work, where we considered a multi-patch model,
each patch following a logistic law, the patches being coupled by symmetric migration terms.
In this paper we drop the symmetry hypothesis. First, in the case of perfect mixing, i.e when
the migration rate tends to in�nity, the total population follows a logistic law with a carrying
capacity which in general is di�erent from the sum of the n carrying capacities, and depends
on the migration terms. Second, we determine, in some particular cases, the conditions under
which fragmentation and asymmetrical migration can lead to a total equilibrium population
greater or smaller than the sum of the carrying capacities. Finally, for the three-patch model,
we show numerically the existence of at least three critical values of the migration rate for
which the total equilibrium population equals the sum of the carrying capacities.

Key words :Population Dynamics, Asymmetrical migration, Logistic equation, Slow-fast sys-
tems, Perfect mixing.

4.1 Introduction

The study of the dynamics of a fragmented population is fundamental in theoretical eco-
logy, with potentially very important applied aspects : what is the e�ect of migration on the
general population dynamics ? What are the consequences of fragmentation on the persistence
or extinction of the population ? When is a single large refuge better or worse than several small
ones (this is known as the SLOSS debate ; see Hanski [18]) ?

The theoretical paradigm that has been used to treat these questions is that of a single
population fragmented into patches coupled by migration, and the sub-population in each
patch follows a local logistic law. This system is modeled by a non linear system of di�erential
equations of the following form :

dx

dt
= f(x) + βΓx, (4.1)

where x = (x1, . . . , xn)T , n is the number of patches in the system, xi represents the population
density in the i-th patch, f(x) = (f1(x1), . . . , fn(xn))T , and

fi(xi) = rixi(1− xi/Ki), i = 1, . . . n. (4.2)

The parameters ri and Ki are respectively the intrinsic growth rate and the carrying capacity
of patch i. The term βΓx on the right hand side of the system (4.1) describes the e�ect of
the migration between the patches, where β is the migration rate and Γ = (γij) is the matrix
representing the migrations between the patches. For i 6= j, γij > 0 denotes the incoming �ux
from patch j to patch i. If γij = 0, there is no migration. The diagonal entries of Γ satisfy the
following equation

γii = −
n∑

j=1,j 6=i

γji, i = 1, · · · , n, (4.3)
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which means that what comes out of a patch is distributed between the other n− 1 patches.
In the absence of migration, (β = 0), the system (4.1) admits (K1, . . . , Kn) as a non trivial

equilibrium point. This equilibrium is globally asymptotically stable (GAS) and the total po-
pulation at equilibrium is equal to the sum of the carrying capacities. The problem is whether
or not the equilibrium continues to be positive and GAS, for any β > 0, and whether or not
the total population at equilibrium can be greater than the sum of the carrying capacities. The
case n = 2 and Γ symmetric

Γ =

[
−1 1

1 −1

]
where γ12 = γ21 is normalized to 1 has been considered by Freedman and Waltman [14] and
Holt [19]. They analyzed the model in the case of perfect mixing (β → +∞) and showed that
the total equilibrium population can be greater than the sum of the carrying capacities K1+K2,
so that patchiness has a bene�cial e�ect on the total equilibrium population. More recently,
Arditi et al. [1] analyzed the behaviour of the system for all values of β. They showed that only
three situations occur : either for any β > 0, patchiness has a bene�cial e�ect, or this e�ect is
always detrimental, or the e�ect is bene�cial for lower values of the migration coe�cient β and
detrimental for higher values. Arditi et al. [2] extended these results to the case of two patches
coupled by asymmetric migration, corresponding to the matrix

Γ =

[
−γ21 γ12

γ21 −γ12

]
.

See also Poggiale et al. [25] who considered two patches coupled by asymmetric migration, in
the particular case of perfect mixing.

DeAngelis et al. [8, 11] considered the case of n > 2 patches in a circle, with symmetric
migration between any patch and its two neighbours :

dxi
dt

= rixi

(
1− xi

Ki

)
+ β(xi−1 − 2xi + xi+1), i = 1, . . . , n, (4.4)

where we denote x0 = xn and xn+1 = x1, so that the same relationships hold between xi, xi−1

and xi+1 for all values of i. This model corresponds to the matrix Γ whose non-zero o�-diagonal
elements are given by

γ1n = γn1 = 1 and γi,i−1 = γi−1,i = 1, for 2 ≤ i ≤ n.

The system (4.4) is a one-dimensional discrete-patch version of the standard reaction-di�usion
model. In [8, 11] the perfect mixing case is described.

In [12] we considered the general symmetric migration. We studied the system :

dxi
dt

= rixi

(
1− xi

Ki

)
+ β

n∑
j=1,j 6=i

γij(xj − xi), i = 1, . . . , n, (4.5)

where βγij is the rate of migration between patches i and j. This system can be written in the
form of System (4.1) with Γ = (γij), the symmetric matrix whose diagonal entries are de�ned
by (4.3). We studied the total population at equilibrium, as a function of the migration rate
β. We gave conditions on the system parameters that ensure that migration is bene�cial or
detrimental, and extended several results of [1, 8, 11].

The aim of this work is to consider the case of n patches connected by asymmetric migration.
Thus, we extend [2] by considering the case n ≥ 2, and we extend [12] by considering the case
where Γ is non symmetric.
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An important extension of (4.1) is the so called source-sink model, where the patches are
of two types : the source patches, 1 ≤ i ≤ m, with logistic dynamics, and the sink patches,
m+ 1 ≤ i ≤ n, with exponential decay{

fi(xi) = rixi(1− xi/Ki), i = 1, . . . ,m,
fi(xi) = −rixi, i = m+ 1, . . . , n.

(4.6)

The main problem is the number of source patches required for population persistence. For a
recent study and bibliographical references the reader can consult Arino et al. [4] and Wu et
al. [31].

There is another important extension of (4.1,4.2), where the dynamics on patch i is of the
form

fi(xi) = rixi(1− xi/Ki)− γixi, i = 1, . . . , n, (4.7)

with γi > 0. This model is the limit system (when t→ +∞) of a susceptible-infected- susceptible
(SIS) model in n patches connected by human migration. For details and further reading, see
Section 4.5. Note that, when ri < γi for some patches, system (4.1,4.7) is a source-sink model.
Countrary to (4.6), the mortality in sink patch is density-dependent. For more details and
bibliographical references the reader is referred to [15].

Another example of source-sink model is the system considred by Nagahara et al. [24], called
the �island chain� model, which is of the form :

dxi
dt

= xi (mi − xi) + β(xi−1 − 2xi + xi+1), i = 1, . . . , n, (4.8)

where we denote x0 = x1 and xn+1 = xn. This model is of the form (4.1), Γ being the matrix
which veri�es (4.3), and whose non-zero o�-diagonal elements are given by

γi,i−1 = γi−1,i = 1, for 2 ≤ i ≤ n.

In the model (4.8) the ratios αi = ri/Ki in (4.2) are equal and are normalized to 1. The
constant mi represents both the intrinsic growth rate of the species in patch i and the carrying
capacity of the patch. If mi > 0, then patch i is favorable to the species. It is a source. The
case mi = 0 is permitted and corresponds to a sink. The main purpose is to �nd the resource
allocation (m1, ...,mn) that maximizes the total population at equilibrium, under the constraint
that

∑
imi = m > 0 is �xed. For more details and information on the maximization of the

total population with logistic growth in a patchy environment, the reader is referred to [24] and
the references therein.

For general information of the e�ects of patchiness and migration in both continuous and
discrete cases, and the results beyond the logistic model, the reader is referred to the work of
Levin [21, 22], DeAngelis et al. [8, 9, 10, 11], Freedman et al. [13], Zaker et al. [33].

It is worth noting that System (4.1) appears in metapopulation dynamics, involving explicit
movements of the individuals between distinct locations. For the graph theoretic and dynamical
system context in which metapopulation models are formulated, the reader is referred to Arino
[3, Section 2].

The paper is organized as follows. In Section 4.2, the mathematical model of n patches, and
some preliminaries results, are introduced. In Section 4.3, the behavior of the model is studied
when the migration rate tends to in�nity. In Section 4.4, we compare the total equilibrium
population with the sum of the carrying capacities in some particular cases. In Section 4.5, the
SIS patch model is considered, and the links with the logistic patch model are investigated.
In Section 4.6 the three-patch model is considered, and by numerical simulations we show the
existence of a new behavior for the dynamics of the total equilibrium population as a function
of the migration rate. In Appendix 4.8.1, we recall some results for the two-patch model with
asymmetrical migration. In Appendix 4.8.2, we prove some useful auxiliary results.
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4.2 The mathematical model and preliminaries results

We consider the model of multi-patch logistic growth, coupled by asymmetric migration
terms

dxi
dt

= rixi

(
1− xi

Ki

)
+ β

n∑
j=1,j 6=i

(γijxj − γjixi) , i = 1, · · · , n, (4.9)

where γij ≥ 0 denotes the incoming �ux from patch j to patch i, for i 6= j. The system (4.9)
can be written in the form (4.1), where f is given by :

f(x) = (r1x1(1− x1/K1), · · · , rnxn(1− xn/Kn))T , (4.10)

and Γ := (γij)n×n is the matrix whose diagonal entries are given by (4.3). The matrix

Γ0 := Γ− diag(γ11, · · · , γnn)

which is the same as Γ, except that the diagonal elements are 0, is called the connectivity matrix.
It is the adjacency matrix of the weighted directed graph G, which has exactly n vertices (the
patches), and has an arrow from patch j to patch i, with weight γij, precisely when γij > 0.

As to the non-negativity of the solution, we have the following proposition :

Proposition 4.1. The domain Rn
+ = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn/xi ≥ 0, i = 1, . . . , n} is positively in-

variant for the system (4.9).

Démonstration. The proof is the same as in the symmetrical case [12, Prop 2.1].

When the connectivity matrix Γ0 is irreducible, System (4.9) admits a unique positive
equilibrium (x∗1(β), . . . , x∗n(β)), which is GAS, see [3, Theorem 2.2], [4, Theorem 1] or [12,
Theorem 6.1]. In all of this work, we denote by E∗(β) the positive equilibrium and by X∗T (β)
the total population at equilibrium :

E∗(β) = (x∗1(β), . . . , x∗n(β)), X∗T (β) =
n∑
i=1

x∗i (β). (4.11)

Remark 4.1. The matrix Γ0 being irreducible means that the weighted directed graph G is
strongly connected, which means that every patch is reachable from every other patch, either
directly or through other patches. The matrix Γ is assumed to be irreducible throughout the rest
of the paper.

4.3 Perfect mixing

In this section our aim is to study the behavior of E∗(β) and X∗T (β), de�ned by (4.11), for
large migration rate, i.e when β →∞.

4.3.1 The fast dispersal limit

The following lemma was proved in [4, Lemma 2], we include a proof for the ease of the
reader.

Lemma 4.1. Let Γ be the migration matrix. Then, 0 is a simple eigenvalue of Γ and all non-
zero eigenvalues of Γ have negative real part. Moreover, the kernel of the matrix Γ is generated
by a positive vector.

If the matrix Γ is symmetric, then ker Γ is generated by u = (1, ..., 1)T .
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Démonstration. Let s = maxi=1,...,n(−γii) and let B be the matrix de�ned by

B = Γ + sI.

First, we note that since the matrix Γ veri�es the property (4.3), then Γ is a singular matrix
and the vector u = (1, ..., 1)T is an eigenvector of ΓT associated to the eigenvalue 0. Thus u is
an eigenvector of BT , with eigenvalue s.

The matrix BT is non negative and irreducible, so by the Perron-Frobenius theorem the
spectral radius

ρ(BT ) = max
{
|λ| : λ is an eigenvalue of BT

}
,

is a simple eigenvalue of the matrix BT and it is the only eigenvalue of BT which admits
a positive eigenvector, so s = ρ(BT ) = ρ(B). Therefore, Γ = B − ρ(B)I and dim(ker Γ) =
dim(ker ΓT ) = 1.

All other eigenvalues of B have modulus < ρ(B), so their real parts are < ρ(B). Since each
eigenvalue of Γ is λ− ρ(B), for some eigenvalue λ of B, all eigenvalues of Γ have negative real
part.

Furthermore, according to the Perron-Frobenius theorem, there exists a positive vector δ
such that Bδ = ρ(B)δ, that is, Γδ = (B − ρ(B)I)δ = 0. In particular, if the matrix Γ is
symmetric then we may take δ = u, that is, δi = 1, for all i.

In all of this paper, we denote by δ = (δ1, . . . , δn)T a positive vector which generates the
vector space ker Γ.

Remark 4.2. The existence, uniqueness (mod. multiplicative factor), and positivity of δ were
also proved in Lemma 1 of Cosner et al. [7]. On the other hand, it is shown in Guo et al.
[17, Lemma 2.1] and Gao and Dong [16, Lemma 3.1] that the vector (Γ∗11, . . . ,Γ

∗
nn)T is a right

eigenvector of Γ associated with the zero eigenvalue. Here, Γ∗ii is the cofactor of the i-th diagonal
entry of Γ. Therefore, we have explicit formula for the components of the vector δ, as functions
of the coe�cients of Γ, at our disposal. For two patches we have δ = (γ12, γ21)T , and for three
patches we have δ = (δ1, δ2, δ3)T , where

δ1 = γ12γ13 + γ12γ23 + γ32γ13,
δ2 = γ21γ13 + γ21γ23 + γ31γ23,
δ3 = γ21γ32 + γ31γ12 + γ31γ32.

(4.12)

The following result asserts that when β → ∞, the equilibrium E∗(β) converges to an
element of ker Γ.

Theorem 4.1. For the system (4.9), we have

lim
β→+∞

E∗(β) =

∑n
i=1 δiri∑n
i=1 δ

2
i αi

(δ1, . . . , δn) ,

where αi = ri/Ki.

Démonstration. Denote

E∗(∞) =

(
δ1

∑n
i=1 δiri∑n
i=1 δ

2
i αi

, . . . , δn

∑n
i=1 δiri∑n
i=1 δ

2
i αi

)
.

Dividing Equation 4.1 at the equilibrium E∗(β) by β, for β > 0, yields

for all β > 0,
1

β
f(E∗(β)) + ΓE∗(β) = 0.
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Thus any limit point, when β → ∞, of the set {E∗(β) : β > 0} lies in the kernel of Γ. Now,
taking the sum of all equations in

rixi

(
1− xi

Ki

)
+ β

n∑
j=1,j 6=i

(γijxj − γjixi) = 0, i = 1, · · · , n,

we see that E∗(β) lies in the ellipsoid

En−1 =

{
x ∈ Rn : Θ(x) :=

n∑
i=1

rixi

(
1− xi

Ki

)
= 0

}
.

The ellipsoid En−1 is compact, so the equilibrium E∗(β) has at least one limit point in En−1,
when β goes to in�nity. Since the kernel of Γ has dimension 1, and En−1 is the boundary of a
convex set, En−1 ∩ ker Γ consists of at most two points. Since the origin and E∗(∞) both lie in
En−1 ∩ ker Γ, we get that

En−1 ∩ ker Γ = {0, E∗(∞)} .

Therefore, to prove the convergence of E∗(β) to E∗(∞), it su�ces to prove that the origin
cannot be a limit point of E∗(β). We claim that for any β, there exists i such that x∗i (β) ≥ Ki,
which entails that E∗(β) is bounded away from the origin. The coordinates of the vector ΓE∗(β)
sum to zero, hence at least one of them, say, the i-th, is non negative. Then

rix
∗
i (β)

(
1− x∗i (β)

Ki

)
≤ 0,

and since x∗i (β) cannot be negative or 0, we have x∗i (β) ≥ Ki.

As a corollary of the previous theorem, we obtain the following result, which describes the
total equilibrium population for perfect mixing :

Proposition 4.2. We have

X∗T (+∞) = lim
β→+∞

n∑
i=1

x∗i (β) =

(
n∑
i=1

δi

) ∑n
i=1 δiri∑n
i=1 δ

2
i αi

. (4.13)

Denote K = (K1, . . . , Kn)T . If K = λδ with λ > 0, that is to say K ∈ ker Γ, then X∗T (+∞) =
λ
∑n

i=1 δi =
∑n

i=1 Ki.

Démonstration. For the proof of (4.13), it su�ces to sum the n components of the point E∗(∞).
For the case K ∈ ker Γ, it su�ces to replace Ki by λδi in (4.13).

Actually, when K ∈ ker Γ, we have X∗T (β) =
∑

iKi for all β > 0, see Prop. 4.8.
In the case n = 2, one has δ1 = γ12 and δ2 = γ21, as shown in Remark 4.2. Therefore (4.13)

becomes
X∗T (+∞) = (γ12 + γ21)

γ12r1 + γ21r2

γ2
12α1 + γ2

21α2

,

which is the formula given by Arditi et al. [2, Equation 7] and by Poggiale et al. [25, page 362].
If the matrix Γ is symmetric, one has δi = 1, for all i, as shown in Lemma 4.1. Therefore (4.13)
specializes to the formula given in [12, Equation (24)] :

X∗T (+∞) = n

∑n
i=1 ri∑n

i=1 ri/Ki

.
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4.3.2 Two time scale dynamics

In [12] we also obtained the formula (4.13), in the symmetrical n-patch case (i.e the matrix
Γ is symmetric), by using singular perturbation theory, see [12, Theorem 4.6].

We showed that, if (x1(t, β), . . . , xn(t, β)) is the solution of (4.5), with initial condition
(x0

1, . . . , x
0
n), then, when β →∞, the total population

∑
xi(t, β) is approximated by X(t), the

solution of the logistic equation

dX

dt
= rX

(
1− X

nK

)
, where r =

∑n
i=1 ri
n

, K =

∑n
i=1 ri∑n
i=1 αi

and αi =
ri
Ki

(4.14)

with initial condition X0 =
∑
x0
i . Therefore the total population behaves like the solution of

the logistic equation given by (4.14). In addition, one obtains the following property : with
the exception of a small initial interval, the population densities xi(t, β) are approximated by
X(t)/n, see [12, Formula (37)]. Therefore, this approximation shows that, when t and β tend
to∞, the population density xi(t, β) tends toward

∑
ri∑
αi
, and in addition, xi(t, β) quickly jumps

from its initial condition x0
i to the average X0/n and then is very close to X(t)/n. Our aim

is to generalize this result for the asymmetrical n-patch model (4.9) (i.e the matrix Γ is non
symmetric). To avoid any confusion with X(t), which is the total population, we denote Y (t)
the solution of the logistic equation (4.15), and we prove that X(t) is asymptotically equivalent,
when β goes to in�nity, to Y (t). We have the following result

Theorem 4.2. Let (x1(t, β), . . . , xn(t, β)) be the solution of the system (4.9) with initial condi-
tion (x0

1, · · · , x0
n) satisfying x0

i ≥ 0 for i = 1 · · ·n. Let Y (t) be the solution of the logistic
equation

dX

dt
= rX

(
1− X

[
∑n

i=1 δi]K

)
, (4.15)

where

r =

∑n
i=1 δiri∑n
i=1 δi

, K =

∑n
i=1 δiri∑n
i=1 δ

2
i αi

and αi =
ri
Ki

, (4.16)

with initial condition X0 =
∑n

i=1 x
0
i . Then, when β →∞, we have

n∑
i=1

xi(t, β) = Y (t) + o(1), uniformly for t ∈ [0,+∞) (4.17)

and, for any t0 > 0, we have

xi(t, β) =
δi∑n
i=1 δi

Y (t) + o(1), i = 1, . . . , n, uniformly for t ∈ [t0,+∞). (4.18)

Démonstration. Let X(t, β) =
∑n

i=1 xi(t, β). We rewrite the system (4.9) using the variables
(X, x1, · · · , xn−1), and get :

dX

dt
=

n∑
i=1

rixi

(
1− xi

Ki

)
,

dxi
dt

= rixi

(
1− xi

Ki

)
+ β

n∑
j=1,j 6=i

(γijxj − γjixi), i = 1, · · · , n− 1.

(4.19)

This system is actually a system in the variables (X, x1, · · · , xn−1), since, whenever xn appears
in the right hand side of (4.19), it should be replaced by

xn = X −
n−1∑
i=1

xi. (4.20)

bilel.elbetch@univ-saida.dz

bilel.elbetch@univ-saida.dz


4.3 Perfect mixing 92

When β →∞, (4.19) is a slow-fast system, with one slow variable, X, and n− 1 fast variables,
xi for i = 1 · · ·n−1. As suggested by Tikhonov's theorem [20, 28, 30], we consider the dynamics
of the fast variables in the time scale τ = βt. We get

dxi
dτ

=
1

β
rixi

(
1− xi

Ki

)
+

n∑
j=1,j 6=i

(γijxj − γjixi), i = 1, · · · , n− 1.

where xn is given by (4.20). In the limit β →∞, we �nd the fast dynamics

dxi
dτ

=
n∑

j=1,j 6=i

(γijxj − γjixi), i = 1, · · · , n− 1.

This is an (n − 1)-dimensional linear di�erential system in the variable Z := (x1, · · · , xn−1),
which can be rewritten in matricial form :

Ż = LZ +XV, with L := L− U, (4.21)

where L := (γij)n−1×n−1 is the sub matrix of the matrix Γ, obtained by dropping the last row
and the last column of Γ, V is the vector de�ned by V := (γin)n−1×1 and U = (V ; . . . ;V ).

By Lemma 4.4, the matrix L is stable, that is, all of its eigenvalues have negative real part.
Therefore, it is invertible and the equilibrium of the system (4.21) is GAS. This equilibrium is
given by (

δ1∑n
i=1 δi

X, . . . ,
δn−1∑n
i=1 δi

X

)T
.

Indeed, we denote by L(i), U (i) and V (i) the i-th row of the matrix L,U and the vector V
respectively. We have :

δn∑n
i=1 δi

(
L(i) − U (i)

)( δ1

δn
X . . .

δn−1

δn
X

)T
= − δn∑n

i=1 δi
Xγin −

∑n−1
i=1 δi∑n
i=1 δi

Xγin

= −Xγin = −XV (i).

Thus, the slow manifold of System (4.19) is given by

xi =
δi∑n
i=1 δi

X, i = 1, . . . , n− 1. (4.22)

As this manifold is GAS, Tikhonov's theorem ensures that after a fast transition toward the
slow manifold, the solutions of (4.19) are approximated by the solutions of the reduced model,
which is obtained by replacing (4.22) into the dynamics of the slow variable, that is :

dX

dt
=

n∑
i=1

ri
X∑n
i=1 δi

δi

(
1− X

(
∑n

i=1 δi)Ki

δi

)
= rX

(
1− X

(
∑n

i=1 δi)K

)
,

where r and K are de�ned in (4.16). Therefore, the reduced model is (4.15). Since (4.15) admits

X∗ =

(
n∑
i=1

δi

)
K =

(
n∑
i=1

δi

) ∑n
i=1 δiri∑n
i=1 δ

2
i αi

as a positive equilibrium point, which is GAS in the positive axis, the approximation given by
Tikhonov's theorem holds for all t ≥ 0 for the slow variable and for all t ≥ t0 > 0 for the fast
variables, where t0 is as small as we want. Therefore, letting Y (t) be the solution of the reduced
model (4.15) with initial condition Y (0) = X(0, β) =

∑n
i=1 x

0
i , then, when β → ∞, we have

the approximations (4.17) and (4.18).
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In the case of perfect mixing, the approximation (4.17) shows that the total population
behaves like the solution of the single logistic equation (4.16) and then, when t and β tend to∞,
the total population

∑
xi(t, β) tends toward (

∑n
i=1 δi)K = (

∑n
i=1 δi)

∑
δiri∑
δ2
i αi

as stated in Prop.

4.2. The approximation (4.18) shows that, with the exception of a thin initial boundary layer,
where the population density xi(t, β) quickly jumps from its initial condition x0

i to δiX0/
∑n

i=1 δi,
each patch of the n-patch model behaves like the logistic equation

du

dt
= ru

(
1− u

δiK

)
where r =

∑n
i=1 δiri∑n
i=1 δi

, K =

∑n
i=1 δiri∑n
i=1 δ

2
i αi

, αi =
ri
Ki

. (4.23)

Hence, when t and β tend to∞, the population density xi(t, β) tends toward δi
∑
δiri∑
δ2
i αi

, as stated
in Theorem 4.1.

Remark 4.3. The single logistic equation (4.23) gives an approximation of the population
density in each patch in the case of perfect mixing. The intrinsic growth rate r in (4.23) is the
arithmetic mean of the r1, . . . , rn, weighted by δ1, . . . , δn, and the carrying capacity K is the
harmonic mean of Ki/δi, weighted by δiri, i = 1, . . . , n. We point out the similarity between our
expression for the carrying capacity in the limit β →∞, and the expression obtained in spatial
homogenization, see e.g [32, Formula 81] and also [33, Formula 28].

4.3.3 Comparison of X∗T (+∞) with
∑

iKi.

According to Formula (4.13), it is clear that the total equilibrium population at β = 0 and
at β = +∞ are di�erent in general.

In the remainder of this section, we give some conditions, in the space of parameters ri, Ki, αi
and δi, for limit of the total equilibrium population when β →∞ to be greater or smaller than
the sum of the carrying capacities. We show that all three cases are possible, i.e X∗T (+∞) can
be greater than, smaller than, or equal to X∗T (0). First, we start by giving some particular
values of the parameters for which equality holds.

Proposition 4.3. Consider the system (4.9). If the vector
(

1
α1
, . . . , 1

αn

)T
lies in ker Γ, then

X∗T (+∞) =
∑

iKi.

Démonstration. Direct consequence of the equation (4.13).

Note that, if the matrix Γ is symmetric, then by Lemma 4.1, Prop. 4.3 says that if all αi
are equal, then X∗T (∞) =

∑
iKi, which is [12, Prop 4.4].

In the next proposition, we give two cases which ensure that X∗T (0) can be greater or smaller
than X∗T (+∞). This result can be stated as the following proposition :

Proposition 4.4. Consider the system (4.9).

1. If
K1

δ1

≤ . . . ≤ Kn

δn
and δ1α1 ≤ . . . ≤ δnαn, or if

K1

δ1

≥ . . . ≥ Kn

δn
and δ1α1 ≥ . . . ≥ δnαn,

then X∗T (+∞) ≥ X∗T (0).

2. If
K1

δ1

≥ . . . ≥ Kn

δn
and δ1α1 ≤ . . . ≤ δnαn, or if

K1

δ1

≤ . . . ≤ Kn

δn
and δ1α1 ≥ . . . ≥ δnαn,

then X∗T (+∞) ≤ X∗T (0).

In both items, if at least one of the inequalities in
K1

δ1

≤ . . . ≤ Kn

δn
or

K1

δ1

≥ . . . ≥ Kn

δn
is strict,

then the inequality is strict in the conclusion.
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Démonstration. Apply Lemma 4.5 with the following choice : wi = δi, ui =
Ki

δi
, and vi = δiαi,

for all i = 1, . . . , n.

If the matrix Γ is symmetric, one has δi = 1, for all i, as shown in Lemma 4.1. Therefore
Prop. 4.4 becomes

Corollary 4.1. Consider the system (4.9). Assume that Γ is symmetric.

1. If K1 ≤ . . . ≤ Kn and α1 ≤ . . . ≤ αn, or if K1 ≥ . . . ≥ Kn and α1 ≥ . . . ≥ αn, then
X∗T (+∞) ≥ X∗T (0).

2. If K1 ≥ . . . ≥ Kn and α1 ≤ . . . ≤ αn, or if K1 ≤ . . . ≤ Kn and α1 ≥ . . . ≥ αn, then
X∗T (+∞) ≤ X∗T (0).

This result implies Items 1 and 2 of [10, Theorem B.1], which were obtained for the model
(4.4) in the particular case ri = Ki.

4.4 In�uence of asymmetric dispersal on total population

size

In this section, we will compare, in some particular cases of the system (4.9), the total
equilibrium population X∗T (β) = x∗1(β) + . . . + x∗n(β), with the sum of carrying capacities
denoted by X∗T (0) = K1 + . . . + Kn, when the rate of migration β varies from zero to in�nity.
We show that the total equilibrium population, X∗T (β), is generally di�erent from the sum of
the carrying capacities X∗T (0). Depending on the local parameters of the patches and the kernel
of the matrix Γ, X∗T (β) can either be greater than, smaller than, or equal to the sum of the
carrying capacities.

4.4.1 Asymmetric dispersal may be unfavorable to the total equili-

brium population

When Γ is symmetric, we have already proved that if all the growth rates are equal then
dispersal is always unfavorable to the total equilibrium population, see [12, Prop. 3.1]. We also
noticed that the result still holds in the general case when Γ is not necessarily symmetric, see
[12, Prop. 6.2]. Hence we have the following

Proposition 4.5. If r1 = . . . = rn then

X∗T (β) =
n∑
i=1

x∗i (β) ≤
n∑
i=1

Ki, for all β ≥ 0.

For a two-patch logistic model, this result has been proved by Arditi et al. [1, Prop. 2, item
3] for symmetric dispersal and for asymmetric dispersal [2, Prop. 1, item 3].

4.4.2 Asymmetric dispersal may be favorable to the total equilibrium

population

In this section, we give a situation where the dispersal is favorable to the total equilibrium
population. Mathematically speaking :
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Proposition 4.6. Assume that for all j < i, αiγij = αjγji. Then

X∗T (β) ≥
n∑
i=1

Ki for all β ≥ 0.

Moreover, if there exist i0 and j0 6= i0 such that ri0 6= rj0, then X
∗
T (β) >

∑n
i=1 Ki, for all β > 0.

Démonstration. The equilibrium point E∗(β) satis�es the system

0 = αix
∗
i (β) (Ki − x∗i (β)) + β

n∑
j=1,j 6=i

(γijx
∗
j(β)− γjix∗i (β)), i = 1 · · ·n. (4.24)

Dividing (4.24) by αix∗i , one obtains

x∗i (β) = Ki + β
n∑

j=1,j 6=i

γijx
∗
j(β)− γjix∗i (β)

αix∗i (β)
.

Taking the sum of these expressions shows that the total equilibrium population X∗T satis�es
the following relation :

X∗T (β) =
n∑
i=1

Ki + β
n∑
i=1

n∑
j=1,j 6=i

γijx
∗
j(β)− γjix∗i (β)

αix∗i (β)

=
n∑
i=1

Ki + β
∑
j<i

(
γijx

∗
j(β)− γjix∗i (β)

αix∗i (β)
+
γjix

∗
i (β)− γijx∗j(β)

αjx∗j(β)

)

=
n∑
i=1

Ki + β
∑
j<i

(
γijx

∗
j(β)− γjix∗i (β)

) (
αjx

∗
j(β)− αix∗i (β)

)
αjαix∗j(β)x∗i (β)

. (4.25)

The conditions αiγij = αjγji can be written κij := αi/γji = αj/γij for all j < i, such that
γij 6= 0 and γji 6= 0. Therefore, there exists κij > 0 such that

αj = κijγij and αi = κijγji for all i, j with γij 6= 0 and γji 6= 0.

Replacing αi and αj in (4.25), one obtains

X∗T (β) =
n∑
i=1

Ki + β
∑
j<i

κij
(
γijx

∗
j(β)− γjix∗i (β)

)2

αjαix∗j(β)x∗i (β)
≥

n∑
i=1

Ki. (4.26)

Equality holds if and only if β = 0 or γijx∗j(β) − γjix
∗
i (β) = 0, for all i and j. Let us prove

that if at least two patches have di�erent growth rates, then equality cannot hold for β > 0.
Suppose that there exists β∗ > 0 such that the positive equilibrium satis�es

∀i, j, γijx
∗
j(β
∗) = γjix

∗
i (β
∗). (4.27)

Replacing the equation (4.27) in the system (4.24), we get that x∗i (β
∗) = Ki, for all i. Therefore,

from (4.27), it is seen that, for all i and j, Kjγij = Kiγji. From these equations and the
conditions αiγij = αjγji, we get ri = rj, for all i and j. This is a contradiction with the
hypothesis that there exists two patches with di�erent growth rates. Hence the equality in
(4.26) holds if and only if β = 0.
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When the matrix Γ is irreducible and symmetric, the hypothesis of Prop. 4.6 implies that
αi = αj for all i and j. Indeed if two patches i and j are connected (i.e γij = γji 6= 0), then
we have αi = αj. As the matrix Γ is irreducible, for two arbitrary patches, there exists a �nite
sequence (i, . . . , j) which begins in i and ends in j, such that γab 6= 0 for all successive patches
a and b in (i, . . . , j). Hence αa = αb for all a and b in (i, . . . , j). Hence, αi = αj. So, when the
matrix Γ is symmetric, Prop. 4.6 says that if all αi are equal, dispersal enhances population
growth, which is [12, Prop. 3.3].

Note that, when n = 2, Prop 4.6 asserts that if α2/α1 = γ12/γ21, then X∗T (β) > K1 + K2,
which is a result of Arditi et al. [2, Prop. 2, item b]. See also Prop. 4.12, and note that the
condition α2/α1 = γ12/γ21 implies that (γ12, γ21) ∈ J0.

For three patches or more, if the matrix Γ does not verify the condition (∀i, j, γij = 0⇐⇒
γji = 0), then the hypothesis of Prop. 4.6, that for all j < i, αiγij = αjγji cannot be satis�ed.
Note that the hypothesis αiγij = αjγji implies that, for all i = 1, . . . , n, one has

n∑
j=1

γij
αj

=
n∑

j=1,j 6=i

γij
αj
−

n∑
j=1,j 6=i

γji
αi

=
n∑

j=1,j 6=i

αiγij − αjγji
αiαj

= 0.

Therefore we can make the following remark :

Remark 4.4. The hypothesis of Prop. 4.6 implies that ( 1
α1
, . . . , 1

αn
)T ∈ ker Γ.

We make the following conjecture :

Conjecture 4.1. If ( 1
α1
, . . . , 1

αn
)T ∈ ker Γ then

X∗T (β) ≥
n∑
i=1

Ki, for all β ≥ 0.

This conjecture is true for the particular case of Prop. 4.6. It is also true for two-patch
models and for n-patch models with symmetric dispersal. It agrees with Prop. 4.3.

Proposition 4.7. The derivative of the total equilibrium population X∗T (β) at β = 0 is given
by :

dX∗T
dβ

(0) =
n∑
i=1

(
1

ri

n∑
j=1

γijKj

)
. (4.28)

In particular, if K ∈ ker Γ, where K = (K1, . . . , Kn)T , then
dX∗T
dβ

(0) = 0.

Démonstration. By di�erentiating the equation (4.25) at β = 0, we get :

dX∗T
dβ

(0) =
n∑
i=1

n∑
j=1,j 6=i

γijx
∗
j(0)− γjix∗i (0)

αix∗i (0)
,

which gives (4.28), since x∗i (0) = Ki for all i = 1, . . . , n.
If K ∈ ker Γ, then

∑n
j=1 γijKj = 0 for all i, so that dX∗T

dβ
(0) = 0.

Actually, when K ∈ ker Γ, we prove that X∗T (β) is constant, so that dX∗T
dβ

(β) = 0 for all
β ≥ 0, not only for β = 0, see Proposition 4.8.
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4.4.3 Independence of the total equilibrium population with respect

to asymmetric dispersal

In the next proposition we give su�cient and necessary conditions for the total equilibrium
population not to depend on the migration rate.

Proposition 4.8. The equilibrium E∗(β) does not depend on β if and only if (K1, . . . , Kn)T ∈
ker Γ. In this case we have E∗(β) = (K1, . . . , Kn) for all β > 0.

Démonstration. The equilibrium E∗(β) is the unique positive solution of the equation

f(x) + βΓx = 0, (4.29)

where f is given by (4.10). Suppose that the equilibrium E∗(β) does not depend on β, then we
replace in Equation (4.29) :

f(E∗(β)) + βΓE∗(β) = 0. (4.30)

The derivative of (4.30) with respect to β gives

ΓE∗(β) = 0. (4.31)

Replacing the equation (4.31) in the equation (4.30), we get f(E∗(β)) = 0, so E∗(β) =
(K1, . . . , Kn). From the equation (4.31), we conclude that (K1, . . . , Kn)T ∈ ker Γ.

Now, suppose that (K1, . . . , Kn)T ∈ ker Γ, then (K1, . . . , Kn) satis�es the equation (4.29),
for all β ≥ 0. So, E∗(β) = (K1, . . . , Kn), for all β ≥ 0, which proves that the total equilibrium
population is independent of the migration rate β.

If the matrix Γ is symmetric, the previous proposition asserts that the Ki, for i = 1, . . . , n,
are equal if and only if E∗ = (K, . . . ,K), where K is the common value of the Ki. This is [12,
Proposition 3.2]. For n = 2 , Prop. 4.8 asserts that if K1/K2 = γ12/γ21 then X∗T (β) = K1 +K2

for all β, which is [2, Proposition 2, item c ]. See also the last item of Prop. 4.12.

4.4.4 Two blocks of identical patches

We consider the model (4.9) and we assume that there are two blocks, denoted I and J ,
of identical patches, such that I ∪ J = {1, · · · , n}. Let p be the number of patches in I and
q = n− p be the number of patches in J . Without loss of generality we can take I = {1, · · · , p}
and J = {p + 1, · · · , n}. The patches being identical means that they have the same speci�c
growth rate ri and carrying capacity Ki. Therefore we have

r1 = · · · = rp, K1 = · · · = Kp,
rp+1 = · · · = rn, Kp+1 = · · · = Kn.

(4.32)

For each patch i ∈ I we denote by γiJ the �ux from block J to patch i, and for each patch
j ∈ J we denote by γjI the �ux from block I to patch j, as de�ned in Table 4.1. For each patch
i we denote by Ti the sum of all migration rates γji from patch i to another patch j 6= i (i.e.
the outgoing �ux of patch i) minus the sum of the migration rates γik from patch k to patch i,
where k belongs to the same block as i. Hence, we have :

If i ∈ I, then Ti =
∑
j∈J

γji +
∑

k∈I\{i}

(γki − γik).

If j ∈ J, then Tj =
∑
i∈I

γij +
∑

k∈J\{j}

(γkj − γjk).
(4.33)
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Table 4.1 � De�nitions and notations of �uxes
Flux De�nition

γiJ =
∑
j∈J

γij
For i ∈ I, γiJ is the �ux from block J to patch i, i.e. the sum
of the migration rates γij from patch j ∈ J to patch i.

γjI =
∑
i∈I

γij
For j ∈ J , γjI is the �ux from block I to patch j, i.e. the sum
of the migration rates γji from patch i ∈ I to patch j.

γIJ =
∑

i∈I,j∈J

γij
γIJ is the �ux from block J to block I, i.e. the sum
of the migration rates γij from patch j ∈ J , to patch i ∈ I.

γJI =
∑

i∈I,j∈J

γji
γJI is the �ux from block I to block J , i.e. the sum
of the migration rates γji from patch i ∈ I, to patch j ∈ J .

We make the following assumption on the migration rates :

γ1J = · · · = γpJ , γ(p+1)I = · · · = γnI
T1 = · · · = Tp, Tp+1 = · · · = Tn

(4.34)

where γiJ , for i ∈ I and γjI , for j ∈ J are de�ned in Table 4.1 and Ti are given by (4.33).
We have the following result :

Lemma 4.2. Assume that the conditions (4.34) are satis�ed, then for all i ∈ I and j ∈ I one
has

γiJ = γIJ/p, γjI = γJI/q, Ti = γJI/p, Tj = γIJ/q. (4.35)

where γIJ and γJI are de�ned in Table 4.1.

Démonstration. The result follows from
∑

i∈I γiJ = γIJ ,
∑

i∈J γjI = γJI ,
∑

i∈I Ti = γJI and∑
i∈J Tj = γIJ .

In the next theorem, we will show that, at the equilibrium, and under certain conditions
relating to the migration rates, we can consider the n-patch model as a 2-patch model coupled
by migration terms, which are not symmetric in general. Mathematically, we can state our main
result as follows :

Theorem 4.3. Assume that the conditions (4.32) and (4.34) are satis�ed. Then the equilibrium
of (4.9) is of the form

x1 = x∗1, . . . , xp = x∗1, xp+1 = x∗n, . . . , xn = x∗n

where (x∗1, x
∗
n) is the solution of the equations pr1x1

(
1− x1

K1

)
+ β (γIJxn − γJIx1) = 0,

qrnxn

(
1− xn

Kn

)
+ β (γJIx1 − γIJxn) = 0,

(4.36)

that is to say, (x∗1, x
∗
n) is the equilibrium of a 2-patch model, with speci�c growth rates pr1 and

qrn, carrying capacities K1 and Kn and migration rates γJI from patch 1 to patch 2 and γIJ
from patch 2 to patch 1.
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Démonstration. Assume that the conditions (4.32) are satis�ed. Then the equilibrium of (4.9)
is the unique positive solution of the set of algebraic equations

r1xi

(
1− xi

K1

)
+ β

n∑
k=1,k 6=i

(γikxk − γkixi) = 0, i = 1, · · · , p,

rnxj

(
1− xj

Kn

)
+ β

n∑
k=1,k 6=j

(γjkxk − γkjxj) = 0, j = p+ 1, · · · , n.
(4.37)

We consider the following set of algebraic equations obtained from (4.37) by replacing xi = x1

for i = 1 · · · p and xi = xn for i = p+ 1 · · ·n : r1x1

(
1− x1

K1

)
+ β (γiJxn − Tix1) = 0, i = 1, · · · , p,

rnxn

(
1− xn

Kn

)
+ β (γjIx1 − Tjxn) = 0, j = p+ 1, · · · , n.

(4.38)

Now, using the assumptions (4.34), together with the relations (4.35), we see that the system
(4.38) is equivalent to the set of two algebraic equations : r1x1

(
1− x1

K1

)
+ β

(
γIJ
p
xn − γJI

p
x1

)
= 0,

rnxn

(
1− xn

Kn

)
+ β

(
γJI
q
x1 − γIJ

q
xn

)
= 0.

(4.39)

We �rst notice that if x1 = x∗1, xn = x∗n is a positive solution of (4.39) then xi = x∗1 for
i = 1, · · · , p and xj = x∗n for j = 1, · · · , n is a positive solution of (4.37). Let us prove that
(4.39) has a unique solution (x∗1, x

∗
n). Indeed, multiplying the �rst equation by p and the second

one by q, we deduce that (4.39) can be written in the form (4.36).

As a corollary of the previous theorem we obtain the following result which describes the
total equilibrium population in the two blocks :

Corollary 4.2. Assume that the conditions (4.32) and (4.34) are satis�ed. Then the total
equilibrium population X∗T (β) = px∗1(β) + qx∗n(β) of (4.9) behaves like the total equilibrium
population of the 2-patch model

dy1

dt
= r1y1

(
1− y1

pK1

)
+ β (γ12yn − γ21y1) ,

dyn
dt

= rnyn

(
1− yn

qKn

)
+ β (γ21y1 − γ12yn) ,

(4.40)

with speci�c growth rates r1 and rn, carrying capacities pK1 and qKn, and migration rates
γ21 = γJI

p
, γ12 = γIJ

q
.

Démonstration. From Theorem 4.3, we see that (x∗1, x
∗
n) is the positive solution of (4.36). Hence,

(y∗1 = px∗1, y
∗
n = qx∗n) is the solution of the set of equations r1y1

(
1− y1

pK1

)
+ β

(
γIJ
q
yn − γJI

p
y1

)
= 0,

rnyn

(
1− yn

qKn

)
+ β

(
γJI
p
y1 − γIJ

q
yn

)
= 0,

(4.41)

obtained from (4.36) by changing variables to y1 = px1, yn = qxn. The system (4.41) has a
unique positive solution which is the equilibrium point of the 2-patch model (4.40).
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Case rn > r1 (i.e. αn
α1
> K1

Kn
)

0

J1

J0

J2

γJI

γIJ
γIJ
γJI

= K1

Kn

γIJ
γJI

= αn
α1

Case rn < r1 (i.e. αn
α1
< K1

Kn
)

0

J2

J0

J1

γJI

γIJ
γIJ
γJI

= K1

Kn

γIJ
γJI

= αn
α1

Figure 4.1 � Qualitative properties of Model (4.9) under the conditions (4.32) and (4.34).
In J0, patchiness has a bene�cial e�ect on the total equilibrium population. This e�ect is
detrimental in J2. In J1, the e�ect is bene�cial for β < β0 and detrimental for β > β0.

We can describe the conditions for which, under Hypothesis (4.32) and (4.34), patchiness is
bene�cial or detrimental in Model (4.9).

We consider the regions in the set of parameters γIJ and γJI , denoted J0, J1 and J2,
depicted in Fig. 4.1 and de�ned by :

If rn > r1 then


J1 =

{
(γJI , γIJ) : γIJ

γJI
> αn

α1

}
J0 =

{
(γJI , γIJ) : αn

α1
≥ γIJ

γJI
> K1

Kn

}
J2 =

{
(γJI , γIJ) : K1

Kn
> γIJ

γJI

}

If rn < r1 then


J1 =

{
(γJI , γIJ) : γIJ

γJI
< αn

α1

}
J0 =

{
(γJI , γIJ) : αn

α1
≤ γIJ

γJI
< K1

Kn

}
J2 =

{
(γJI , γIJ) : K1

Kn
< γIJ

γJI

}
(4.42)

where α1 = r1/K1 and αn = rn/Kn.

Proposition 4.9. Assume that the conditions (4.32) and (4.34) are satis�ed. Then the total
equilibrium population X∗T (β) = px∗1(β) + qx∗n(β) of (4.9) satis�es the following properties

1. If r1 = rn then X∗T (β) < pK1 + qKn for all β > 0.

2. If rn 6= r1, let J0, J1 and J2, be de�ned by (4.42). Then we have :

• if (γJI , γIJ) ∈ J0 then X∗T (β) > pK1 + qKn for any β > 0,

• if (γJI , γIJ) ∈ J1 then X∗T (β) > pK1 + qKn for 0 < β < β0 and X∗T (β) < pK1 + qKn

for β > β0, where

β0 =
rn − r1
γIJ
αn
− γJI

α1

1
α1

p
+ αn

q

.

• if (γJI , γIJ) ∈ J2 then X∗T (β) < pK1 + qKn for any β > 0.

• If γIJ
γJI

= K1

Kn
, then X∗T (β) = pK1 + qKn for all β ≥ 0.

Démonstration. This is a consequence of Proposition 4.12 and Corollary 4.2.
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Let us explain the result of Proposition 4.9 in the particular case where p = n− 1. In this
case, the condition (4.34) becomes

γ1n = . . . = γn−1,n and T1 = . . . = Tn−1, (4.43)

where Ti = γni +
∑
k 6=i

(γki − γik).

Therefore, if the matrix Γ is symmetric, the conditions (4.43) are equivalent to the conditions
γn1 = . . . = γn,n−1, which mean that the �uxes of migration between the n-th patch and all n−1
identical patches are equal. Hence, Proposition 4.9, showing that the n-patch model behaves
like a 2-patch model, is the same as [12, Prop. 3.4], where the model (4.9) was considered with
Γ symmetric, n − 1 patches are identical and the �uxes of migration between the n-th patch
and all these n−1 identical patches are equal. Thus Proposition 4.9 generalizes Proposition 3.4
of [12], to asymmetric dispersal and for any two identical blocks, provided that the conditions
(4.34) are satis�ed.

4.5 Links between SIS and logistic patch models

4.5.1 The SIS patch model

In [15], Gao studied the following SIS patch model in an environment of n patches connected
by human migration :{

dSi
dt

= −βi SiIiNi
+ γiIi + ε

∑n
j=1 γijSj, i = 1, . . . , n,

dIi
dt

= βi
SiIi
Ni
− γiIi + ε

∑n
j=1 γijIj, i = 1, . . . , n,

(4.44)

where Si and Ii are the number of susceptible and infected, in patch i, respectively ; Ni = Si+Ii
denotes the total population in patch i. The parameters βi and γi are positive transmission and
recovery rates, respectively. The matrix Γ = (γij) satis�es (4.3) and describes the movement
between patches. The coe�cient ε quanti�es the di�usion, as our β in (4.9).

Using the variables Ni, Ii, i = 1, . . . , n, the system (4.44) has a cascade structure

dNi

dt
= ε

n∑
j=1

γijNi, i = 1, . . . , n, (4.45)

dIi
dt

= βi
(Ni − Ii)Ii

Ni

− γiIi + ε
n∑
j=1

γijIj, i = 1, . . . , n, (4.46)

Therefore the infected populations Ii are the solutions of the non-autonomous system of di�e-
rential equations

dIi
dt

= βiIi

(
1− Ii

Ni(t)

)
− γiIi + ε

n∑
j=1

γijIj, i = 1, . . . , n, (4.47)

where the total populations Ni(t) are the solutions of the system (4.45). Hence, the autonomous
2n-dimensional system (4.44), is equivalent to the family of n-dimensional non-autonomous sys-
tems (4.47), indexed by the solutions Ni(t) of (4.45). Note that since the γij verify the property
(4.3), the total population is constant :

∑n
i=1Ni(t) = N , where N :=

∑n
i=1 (Si(0) + Ii(0)).

If the matrix Γ = (γij) is irreducible, then Ni(t), the total population in patch i, converges
towards the limit

lim
t→+∞

Ni(t) = N∗i where N∗i :=
N∑
i δi
δi, i = 1, . . . , n, (4.48)
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where δ = (δ1, . . . , δn)T is a positive vector which generates the vector space ker Γ. Therefore
(4.47) is an asymptotically autonomous system, whose limit system is obtained by replacing
Ni(t) in (4.47), by their limits N∗i , given by (4.48) :

dIi
dt

= βiIi

(
1− Ii

N∗i

)
− γiIi + ε

n∑
j=1

γijIj, i = 1, . . . , n. (4.49)

The main problem for (4.44) is to determine the condition under which the disease free equili-
brium, corresponding to the equilibrium I = 0 of (4.49), is GAS, or the endemic equilibrium,
corresponding to the positive equilibrium of (4.49), is GAS. It is known, see [15, Theorem 2.1],
that the disease free equilibrium is GAS if R0 ≤ 1, and there exists a unique endemic equili-
brium, which is GAS, if R0 > 1. Here R0 is the basic reproduction number of the model (4.44),
de�ned as :

R0 = ρ
(
FV −1

)
where F = diag(β1, · · · , βn) and V = diag(γ1, · · · , γn)− εΓ.

A reference work on the basic reproduction number for metapopulations is Arino [4], whereas
Castillo-Garsow and Castillo-Chavez [6] and van den Driessche and Watmough [29] give a more
general account of the subject.

4.5.2 Comparisons between the results on (4.9) and the results on

(4.49)

Gao [15] gave many interesting results on the e�ect of population dispersal on total infec-
tion size. Our aim is to discuss some of the links between his results and the results of the
present paper. We focus on two results on the total infection size Tn(ε) =

∑n
i=1 I

∗
i (ε), where

(I∗1 (ε), . . . , I∗n(ε)) is the positive equilibrium of (4.49). We consider the results of Gao [15] on
Tn(+∞) and T ′n(0).

Proposition 4.10. [15, Theorem 3.3], [15, Theorem 3.5]. If R0(+∞) > 1, then

Tn(+∞) =

(
1− 1

R0(+∞)

)
N, with R0(+∞) =

∑
i βiδi∑
i γiδi

. (4.50)

If βi 6= γi for all i, then

T ′n(0) =
∑
i

(
1

|βi − γi|
∑
j

γijI
∗
j (0)

)
. (4.51)

It is worth noting that the formulas (4.50) and (4.51) involve the system (4.49). An important
property of this system is given in the following remark.

Remark 4.5. Let N∗ = (N∗1 , . . . , N
∗
n)T be the vector of the carrying capacities in the system

(4.49). One has N∗ ∈ ker Γ, as shown by (4.48).

Our aim is to compare the results given by the formulas (4.50) and (4.51) when γi → 0, to
our results, for the system

dxi
dt

= βixi

(
1− xi

N∗i

)
+ ε

n∑
j=1

γijxj, i = 1, . . . , n. (4.52)

Note that the system (4.49) reduces to (4.52) when γi = 0 for all i. More precisely we show
that, as γi → 0, the formulas (4.50) and (4.51) are the same as the results predicted by Prop.
4.2 and Prop.4.7.
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Proposition 4.11. Let Tn(ε) be the total infection size of (4.49). Let X∗T (ε) be the total popu-
lation size of (4.52). One has

lim
maxi{γi}→0

Tn(+∞) = X∗T (+∞) = N, lim
maxi{γi}→0

T ′n(0) =
dX∗T
dε

(0) = 0. (4.53)

Démonstration. When γi → 0 for all i, one has R0(+∞) → +∞ and I∗i (0) → N∗i . Therefore,
from (4.50) and (4.51) it is deduced that

Tn(+∞)→ N, T ′n(0)→
∑
i

1

βi

∑
j

γijN
∗
j = 0. (4.54)

Using the property N∗ ∈ ker Γ, from Prop. 4.2 and Prop.4.7, it is deduced that :

X∗T (+∞) = N,
dX∗T
dε

(0) = 0. (4.55)

From (4.54) and (4.55) we deduce (4.53).

Actually as shown in Prop.4.8, we have the stronger result X∗T (β) = N for all β ≥ 0. But
our aim here was only the comparison between (4.54) and (4.55).

As shown in Prop.4.5.2, the results of Gao [15] on the logistic patch model (4.49) yield
results on the logistic patch model (4.52) by taking the limit γi → 0. However, the scope of this
approach is weakened by the fact that it only applies to the logistic model (4.52), for which the
vector of carrying capacities satis�es N∗ ∈ ker Γ, see Remark 4.5. But this property is not true
in general for our system (4.9), where the condition K ∈ ker Γ does not hold in general.

Our aim in this section is to show that any logistic patch model (4.9), without the condition
K ∈ ker Γ, can be written in the form (4.49), with the condition N∗ ∈ ker Γ. Indeed we have
the following result :

Lemma 4.3. Consider ri > 0, Ki > 0 and Γ as in the system (4.9). Let δi > 0 be such that

(δ1, ..., δn)T ∈ ker Γ. Let N be such that N >
∑
i δi
δi
Ki for i = 1, . . . , n. Let N∗i de�ned by (4.48).

Let βi = ri
Ki
N∗i and γi = βi − ri. Then one has

rixi (1− xi/Ki) = βixi (1− xi/N∗i )− γixi, for i = 1, . . . n (4.56)

Démonstration. The conditions (4.56) are satis�ed if and only if ri = βi−γi and ri/Ki = βi/N
∗
i .

Therefore {
βi = N∗i

ri
Ki

= N∗i αi,

γi = βi − ri = (N∗i −Ki)αi.
(4.57)

To ensure that γi > 0 for all i, just choose N in (4.48) such that N∗i > Ki for i = 1, . . . , n, that
is to say, N >

∑
i δi
δi
Ki.

Remark 4.6. According to the change of parameters (4.57), the logistic patch model (4.9) can
be written in the form of Gao (4.49), i.e. with the property that N∗ ∈ ker Γ. For the perfect
mixing case, the formula (4.50) and our formula (4.13) are the same. Indeed replacing βi and
γi by (4.57) in (4.50), and using (4.48), we get :(

1− 1

R0(+∞)

)
N =

(
1−

∑
i(N

∗
i −Ki)αi∑
iN
∗
i αi

)
N =

∑
i

δi

∑
i riδi∑
i αiδ

2
i

.
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For the derivative, the formula (4.51) and our formula (4.28) are the same. Indeed, if we replace
βi and γi by (4.57), in (4.51), we get :

I∗j (0) =
βj − γj
βj

N∗j =
rj

N∗j αj
N∗j = Kj.

Therefore ∑
i

(
1

|βi − γi|
∑
j

γijI
∗
j (0)

)
=
∑
i

(
1

ri

∑
j

γijKj

)
.

The theory of asymptotically autonomous systems answers the question �under which condi-
tions do the solutions of the original 2n-dimensional system (4.44) have the same asymptotic
behavior as those of the n-dimensional limit system (4.49) ?�. For details and further reading
on the theory of asymptotically autonomous systems the reader is referred to Markus [23] and
Thieme [26, 27]. For applications of this theory to epidemic models, see Castillo-Chavez and
Thieme [5].

Hence, it is important to know whether or not some of the results of Gao [15] on the SIS
model (4.44) can be deduced from our results on the logistic model (4.9). It is worth noting
that the discussion in this section shows that our results on the logistic patch model imply
results on the model (4.49) and hence, results on the original model 2n-dimensional system
(4.44). However, it is needed that βi > γi for i = 1, . . . , n. Indeed, according to (4.57), one has
ri = βi − γi > 0. On the other hand, the condition βi > γi is not required in all patches of
the system (4.44). Another challenging problem is the study of the model (4.49), in the general
case where N∗ = (N∗1 , . . . , N

∗
n)T is not necessarily in the kernel of Γ.

4.6 Three-patch model

In this section, we consider the model of three patches coupled by asymmetrical terms of
migrations. Under the irreducibility hypothesis on the matrix Γ, there are �ve possible cases,
modulo permutation of the three patches, see Figures 4.2 and 4.3.

1

2 3

1

2 3

G1 G2

Figure 4.2 � The two graphs G1 and G2 for which the migration matrix may be symmetric, if
γij = γji.

The connectivity matrices associated to the graphs G1 and G2 are given by

Γ
(1)
0 =

 0 γ12 γ13

γ21 0 γ23

γ31 γ32 0

 , and Γ
(2)
0 =

 0 γ12 γ13

γ21 0 0
γ31 0 0

 .
For the remaining cases, the graphs G3,G4 and G5, cannot be symmetrical :
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1

2 3

1

2 3

1

2 3

G3 G4 G5

Figure 4.3 � The three graphs G3,G4 and G5 for which the migration matrix cannot be sym-
metric.

The associated connectivity matrices are given by

Γ
(3)
0 =

 0 γ12 γ13

γ21 0 0
γ31 γ32 0

 ,Γ(4)
0 =

 0 0 γ13

γ21 0 γ23

0 γ32 0

 ,Γ(5)
0 =

 0 0 γ13

γ21 0 0
0 γ32 0

 .
In Table 4.2, we give the formula of perfect mixingX∗T (+∞) for each of the �ve cases. In the

Table 4.2 � The generator δ of ker Γ, for the �ve cases. The perfect mixing abundanceX∗T (+∞)
is computed with Eq. (4.13).

Graphs The formula of perfect mixing X∗T (+∞)

G1 The coe�cients δi are given by the equation (4.12)

G2 δ1 = γ12γ13, δ2 = γ21γ13, δ3 = γ12γ31,

G3 δ1 = γ12γ13 + γ32γ13, δ2 = γ21γ13, δ3 = γ21γ32 + γ31γ12 + γ31γ32,

G4 δ1 = γ32γ13, δ2 = γ21γ13 + γ21γ23 + γ31γ23, δ3 = γ21γ32.

G5 δ1 = γ32γ13, δ2 = γ21γ13, δ3 = γ21γ32.

numerical simulations, we show that we can have new behaviors of X∗T (β). In the case n = 2, it
was shown in [1, 2] that there exists at most one positive value of β such that X∗T (β) = K1 +K2.
In [12], in the case n = 3 and Γ is symmetric, we gave numerical values for the parameters such
that there exists two positive values of β such that X∗T (β) = K1 + K2 + K3, and we were not
able to �nd more than two values. The novelty when Γ is not symmetric is that we can �nd
examples with three positive values. Indeed, we may have the following situation : dX

∗
T

dβ
(0) > 0

and X∗T (+∞) < K1 + K2 + K3, and there exist three values 0 < β1 < β2 < β3 for which we
have

X∗T (β)

{
> K1 +K2 +K3 for β ∈ ]0, β1[ ∪ ]β2, β3[ ,
< K1 +K2 +K3 for β ∈ ]β1, β2[ ∪ ]β3,+∞[ .

(4.58)

The same situation holds for each of the �ve graphs G1, G2,G3,G4 and G5, i.e, there exist three
values 0 < β1 < β2 < β3 for which (4.58) hold. See Figures 4.4, (for the graph G1), 4.5, (for the
graph G2), 4.6-a, (for the graph G3), 4.6-b, (for the graph G4), and 4.6-c, (for the graph G5).
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Table 4.3 � The numerical values of the parameters for the logistic growth function and
migration coe�cients of the model (4.9), with n = 3, used in Fig. 4.4,4.5,4.6-a,4.6-b and Fig
4.6-c. For all �gures we have (r1, r2, r3, K1, K2, K3) = (4, 0.7, 0.6, 5, 1, 4). The perfect mixing
abundance X∗T (+∞) is computed with Eq. (4.13) and the derivative of the total equilibrium
population at β = 0 is computed with Eq. (4.28).

Figure γ21 γ12 γ31 γ13 γ32 γ23
dX∗T
dβ

(0) X∗T (+∞)

4.4 0.15 3 0.2 0.04 11 0.1 1.06 9.21
4.5 14.9 10 0.2 0.04 0 0 77.20 9.86
4.6-a 1.44 0.01 0.2 0.04 1 0 3.11 8.93
4.6-b 1.52 0 0 1 1 0.002 3.52 8.72
4.6-c 1.51 0 0 1 1 0 3.46 8.75

ββ

K1 +K2 +K3

K1 +K2 +K3

X∗T X∗T

Figure 4.4 � Total equilibrium population X∗T of the system (4.9) (n = 3) as a function of the
migration rate β. The �gure on the right is a zoom, near the origin, of the �gure on the left.
The parameter values are given in Table 4.3.

4.7 Conclusion

The aim of this paper is to generalize, to a multi-patch model with asymmetric dispersal,
the results obtained in [12] for a multi-patch model with symmetric dispersal.

In Section 4.3 we consider the particular case of perfect mixing, when the migration rate goes
to in�nity, that is, individuals may travel freely between patches. As in [12], we compute the
total equilibrium population in that case, and, by perturbation arguments, we prove that the
dynamics in this ideal case provides a good approximation to the case when the migration rate is
large. Our results generalize those of [2] (asymmetric migration matrix, only two patches), [10]
(arbitrarily many patches, but the migration matrix is symmetric and zero outside the corners
and the three main diagonals), and [12] (arbitrarily many patches ; arbitrary, but symmetric,
migration).

In Section 4.4 we consider the equation

total equilibrium population = sum of the carrying capacities of the patches. (4.59)

We give a complete solution in the case when the n patches are partitioned into two blocks
of identical patches. Our results mirror those of [2], which deals with the two-patch case.
Speci�cally, Equation (4.59) admits at most one non-trivial solution.

In Section 4.5, we consider a SIS patch model and we give the links with the logistic model.
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ββ

K1 +K2 +K3

X∗T X∗T

Figure 4.5 � Total equilibrium population X∗T of the system (4.9) (n = 3) as a function of the
migration rate β. The �gure on the right is a zoom, near the origin, of the �gure on the left.
The parameter values are given in Table 4.3.

In Section 4.6 we give numerical values for the dispersion parameters such that Equation
(4.59) has at least three non-trivial solutions. In [12] we proved that for three patches and
symmetric dispersal, there may be at least two solutions. A mathematical proof that, when
n=3, Equation (4.59) has at most three solutions, would certainly be desirable, and could spur
further work. Upper bounds for arbitrarily many patches would also be interesting.

4.8 Appendix

4.8.1 The 2-patch asymmetric model

We consider the 2-patch logistic equation with asymmetric migrations. We denote by γ12

the migration rate from patch 2 to patch 1 and γ21 from patch 1 to patch 2. The model is
written : 

dx1

dt
= r1x1

(
1− x1

L1

)
+ β (γ12x2 − γ21x1) ,

dx2

dt
= r2x2

(
1− x2

L2

)
+ β (γ21x1 − γ12x2) .

(4.60)

Note that the system (4.60) is studied in [1, 8, 13, 14, 19] in the case where the migration
rates satisfy γ21 = γ12, and in [2] for general migration rates. This system admits a unique
equilibrium which is GAS. We denote by E∗(β) = (x∗1(β), x∗2(β)) this equilibrium and by X∗T (β)
the sum of x∗i (β). We consider the regions in the set of the parameters γ21 and γ12, denoted J0,
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ββ

K1 +K2 +K3

K1 +K2 +K3

X∗T X∗T(a) (b)

β

K1 +K2 +K3

X∗T
(c)

Figure 4.6 � Total equilibrium population X∗T of the system (4.9) (n = 3) as a function of the
migration rate β. The parameter values are given in Table 4.3.

J1 and J2, depicted in Fig. 4.7 and de�ned by :

If r2 > r1 then


J1 =

{
(γ21, γ12) : γ12

γ21
> α2

α1

}
J0 =

{
(γ21, γ12) : α2

α1
≥ γ12

γ21
> L1

L2

}
J2 =

{
(γ21, γ12) : L1

L2
> γ12

γ21

}

If r2 < r1 then


J1 =

{
(γ21, γ12) : γ12

γ21
< α2

α1

}
J0 =

{
(γ21, γ12) : α2

α1
≤ γ12

γ21
< L1

L2

}
J2 =

{
(γ21, γ12) : L1

L2
< γ12

γ21

}
(4.61)

We have the following result which gives the conditions for which patchiness is bene�cial or
detrimental in model (4.60).

Proposition 4.12. The total equilibrium population of (4.60) satis�es the following properties

1. If r1 = r2 then X∗T (β) ≤ L1 + L2 for all β ≥ 0.

2. If r2 6= r1, let J0, J1 and J2, be de�ned by (4.61). Then we have :

• if (γ21, γ12) ∈ J0 then X∗T (β) > L1 + L2 for any β > 0
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Case r2 > r1 (i.e. α2

α1
> L1

L2
)

0

J1

J0

J2

γ21

γ12
γ12

γ21
= L1

L2

γ12

γ21
= α2

α1

Case r2 < r1 (i.e. α2

α1
< L1

L2
)

0

J2

J0

J1

γ21

γ12
γ12

γ21
= L1

L2

γ12

γ21
= α2

α1

Figure 4.7 � Qualitative properties of model (4.60). In J0, patchiness has a bene�cial e�ect
on total equilibrium population. This e�ect is detrimental in J2. In J1, the e�ect is bene�cial
for β < β0 and detrimental for β > β0. In the �gure α1 = r1/L1 and α2 = r2/L2.

• if (γ21, γ12) ∈ J1 then X∗T (β) > L1 + L2 for 0 < β < β0 and X∗T (β) < L1 + L2 for
β > β0, where

β0 =
r2 − r1
γ12

α2
− γ21

α1

1

α1 + α2

.

• if (γ21, γ12) ∈ J2 then X∗T (β) < L1 + L2 for any β > 0

• If γ12

γ21
= L1

L2
, then x∗1(β) = L1 and x∗2(β) = L2 for all β ≥ 0.

Therefore X∗T (β) = L1 + L2 for all β ≥ 0.

Démonstration. This result was established by Arditi et al. [2]. Part (1) is Proposition 1 of [2].
The �rst three items of part (2) are Proposition 2 of [2]. For the last item of part (2), see the
last paragraph in page 12 of [2]. The explicit expression of β0 was not given in [2], however, it
is easy to deduce it from the formulas given in [2].

4.8.2 Some useful results

We begin with a

Lemma 4.4. The matrix L de�ned by (4.21) is stable, that is to say, all its eigenvalues have
negative real part.

Démonstration. We consider the two matrices

G :=

[
L− U V

0 . . . 0 0

]
, P :=

[
I 0

1 . . . 1 1

]
,

where L, V , and U are de�ned right after (4.21). We prove that the two matrices Γ and G are
conjugate by the matrix P , that is to say P−1GP = Γ.
The inverse of matrix P is given by

P−1 =

[
I 0

−1 . . . −1 1

]
.

We have

P−1GP =

[
L V

γn1 . . . γnn−1 −
∑n

j=1,j 6=1 γjn

]
= Γ.

Two conjugate matrices have the same eigenvalues. As the matrix G is block-triangular, its
eigenvalues are zero and the eigenvalues of the matrix L − U . Therefore, since 0 is an simple
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eigenvalue of the matrix Γ, the eigenvalues of the matrix L−U are the eigenvalues of the matrix
Γ except 0. By Lemma 4.1 all non-zero eigenvalues of Γ have negative real part.

Lemma 4.5. Let (un)n≥1, (vn)n≥1 and (wn)n≥1 be three real and non-negative sequences. Then,

1. if (un)n≥1 and (vn)n≥1 are both non-increasing, or both non-decreasing, then we have, for
all N ≥ 1, (

N∑
n=1

wn

)(
N∑
n=1

wnunvn

)
≥

(
N∑
n=1

wnun

)(
N∑
n=1

wnvn

)
, (4.62)

2. if (un)n≥1 is non-decreasing and (vn)n≥1 is non-increasing, or if (un)n≥1 is non-increasing
and (vn)n≥1 is non-decreasing, then, we have, for all N ≥ 1,(

N∑
n=1

wn

)(
N∑
n=1

wnunvn

)
≤

(
N∑
n=1

wnun

)(
N∑
n=1

wnvn

)
. (4.63)

In both items, if (un)n≥1 is not constant, then the inequality in the conclusion is strict.

Démonstration. We prove Item 1 by induction on N , in the case when (un)n≥1 and (vn)n≥1

are both non-decreasing, the other case being identical. Obviously, Equation (4.62) holds for
N = 1. Now, assume that (4.62) holds for N , then we proceed to show that (4.62) holds for
N + 1. Since

un+1 [w1(vn+1 − v1) + . . .+ wn(vn+1 − vn)] ≥ u1w1(vn+1 − v1) + . . .+ unwn(vn+1 − vn),

the inequality being strict if (un)n≥1 is not constant, we observe that

N∑
n=1

wnunvn +

(
N∑
n=1

wn

)
uN+1vN+1 ≥

(
N∑
n=1

wnvn

)
uN+1 +

(
N∑
n=1

wnun

)
vN+1. (4.64)

From the induction hypothesis and the equation (4.64), it follows that(
N+1∑
n=1

wn

)(
N+1∑
n=1

wnunvn

)
=

(
N∑
n=1

wn

)(
N∑
n=1

wnunvn

)
+ wN+1

(
N∑
n=1

wnunvn

)

+ w2
N+1uN+1vN+1 +

(
N∑
n=1

wn

)
wN+1uN+1vN+1

≥

(
N∑
n=1

wn

)(
N∑
n=1

wnunvn

)
+ w2

N+1uN+1vN+1

+

(
N∑
n=1

wnvn

)
uN+1wN+1 +

(
N∑
n=1

wnun

)
vN+1wN+1

≥

(
N∑
n=1

wnun

)(
N∑
n=1

wnvn

)
+ w2

N+1uN+1vN+1

+

(
N∑
n=1

wnvn

)
uN+1wN+1 +

(
N∑
n=1

wnun

)
vN+1wN+1

=

(
N+1∑
n=1

wnun

)(
N+1∑
n=1

wnvn

)
.

This completes the proof of item 1.
Equation (4.63) can then be proved by reversing all the inequalities in the proof of (4.62)
above.
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This result is proved by DeAngelis et al. [9, Lemma 2.6] for Part (2) and in [10, Proposition
A.3] for part (1), where wn = 1 for all n ≥ 1. Here we generalize this result to any positive
sequence.
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Résumé

Intitulé de la thèse : E�ets de la migration et de l'hétérogénéité spatiale sur la dynamique
d'une population et sur la coexistence des espèces.

Résumé Le thème principal de cette thèse est l'étude des dynamiques de populations qui sont
structurées spatialement, dans des sites liés par des processus de migration entre eux. Cette
dynamique peut être interprétée comme un problème de système dynamique isolés (sur chacun
des sites) couplés par les termes de migration entre les sites. Les résultats principaux de cette
thèse se trouvent dans les chapitres 3 et 4. Dans le chapitre 3 intitulé " The multi-patch logistic
equation", on s'intéresse à l'e�et de la migration symétrique sur la dynamique d'une population.
On étudie le modèle de n sites avec des termes de migration symétrique, où chaque site suit
une loi logistique. Premièrement, nous donnons quelques propriétés de la population total à
l'équilibre. Dans certains cas particuliers, nous déterminons les conditions dans lesquelles la
fragmentation et la migration peuvent conduire à une population totale à l'équilibre qui peut
être supérieure ou inférieure à la somme des n capacités de charge. Deuxièmement, dans le cas
d'un mélange parfait, c'est à dire lorsque le taux de migration tend vers l'in�ni, la population
totale suit une loi logistique avec une capacité de charge qui en général est di�érente de la somme
des n capacités de charge. En�n, pour le modèle de trois sites, nous montrons numériquement
que l'augmentation du nombre de sites de deux à trois donne un nouveau comportement pour
la dynamique de la population totale à l'équilibre en fonction du taux de migration.
Dans le chapitre 4 intitulé " The multi-patch logistic equation with asymmetric migration",
on s'intéresse à l'e�et de la migration non symétrique sur la dynamique d'une population
et on généralise quelques résultats sur la migration symétrique. Premièrement, dans le cas
d'un mélange parfait, la population totale suit une loi logistique avec une capacité de charge
qui en général est di�érente de la somme des n capacités de charge et dépend des termes de
migration. Deuxièmement, et comme dans le cas symétrique, nous déterminons dans certains cas
particuliers du modèle, les conditions dans lesquelles la fragmentation et la migration peuvent
conduire à une population totale à l'équilibre qui peut être supérieure ou inférieure à la somme
des n capacités de charge. Nous terminons en considérant le modèle de trois sites et nous
montrons par des simulations numériques l'existence d'au moins trois valeurs critiques du taux
de migration pour lesquelles la population totale à l'équilibre est égale à la somme des n
capacités de charge.

Mots clés : Habitat fragmenté, taux de migration, croissance logistique, capacité de charge,
mélange parfait, champ de vecteurs lent-rapide, théorème de Tikhonov.
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Title of the thesis : E�ects of migration and spatial heterogeneity on the dynamics of a
population and on the coexistence of species.

Abstract The main theme of this thesis it the dynamics of populations which are spatially
structured in patches and coupled by migration processes between the patches. This dynamic
can be interpreted as an isolated dynamic system problem ( on each of the patches) coupled
by the terms of migration between the patches. The main results of this thesis can be found
in Chapters 3 and 4. In Chapter 3 titled " The multi-patch logistic equation" we are interested
in the e�ect of symmetric migration on the population dynamic. We study the model of n-
patch model with migration terms, where each patch follows a logistic law. First, we give
some properties of the total equilibrium population. In some particular cases, we determine the
conditions under which fragmentation and migration can lead to a total equilibrium population
which might be greater or smaller than the sum of the n carrying capacities. Second, in the case
of perfect mixing, i.e when the migration rate tends to in�nity, the total population follows a
logistic law with a carrying capacity which in general is di�erent from the sum of the n carrying
capacities. Finally, for the three-patch model we show numerically that the increase in number
of patches from two to three gives a new behavior for the dynamics of the total equilibrium
population as a function of the migration rate.
In Chapter 4 titled " The multi-patch logistic equation with asymmetric migration" we are
interested in the e�ect of asymmetric migration on the dynamic of population and we generalize
some results from symmetric case. We study a multi-patch model, where each patch follows
a logistic law, and patches are coupled by asymmetrical migration terms. First, in the case
of perfect mixing, the total population follows a logistic equation with a carrying capacity
which in general is di�erent from the sum of the n carrying capacities, and depends on the
migration terms. Second, we determine, in some particular cases, the conditions under which
fragmentation and asymmetrical migration can lead to a total equilibrium population greater
or smaller than the sum of the carrying capacities. Finally, for the three-patch model, we show
numerically the existence of least three critical value of the migration rate for which the total
equilibrium population equals the sum of the carrying capacities.

Key words : Fragmented habitat, Migration rate, Logistic growth, Carrying capacity, Perfect
mixing, Slow-fast vector �eld, Tikhonov's theorem.
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 .الأنواع وتعايش السكان يناميكياتد على المكاني التجانس وعدم الهجرة آثار: الأطروحة عنوان

 لخص الم

 المواقوووووووووووووووو  فوووووووووووووووو  ، مكانيًووووووووووووووووا تنظيمهووووووووووووووووا يووووووووووووووووت  التوووووووووووووووو  السووووووووووووووووكاني  الووووووووووووووووديناميات دراسوووووووووووووووو  هووووووووووووووووو الأطروحوووووووووووووووو  لهوووووووووووووووو   الرئيسوووووووووووووووو   الموضوووووووووووووووووع

 دينووووووووووووووووواميكي نظوووووووووووووووووام مشوووووووووووووووووكل  أنهوووووووووووووووووا علوووووووووووووووووى الديناميكيووووووووووووووووو  هووووووووووووووووو   تفسووووووووووووووووو   يمكووووووووووووووووو . المواقووووووووووووووووو  بووووووووووووووووو ن الهجووووووووووووووووورة بعمليوووووووووووووووووات المرتبطووووووووووووووووو 

 اللوجسوووووووووووووووو ي  المعادلوووووووووووووووو " بعنوووووووووووووووووان الأو   قووووووووووووووووا الم فوووووووووووووووو . المواقوووووووووووووووو  بوووووووووووووووو ن الت حيوووووووووووووووو  بشوووووووووووووووورو  مقرونًووووووووووووووووا( موقوووووووووووووووو  كوووووووووووووووو  فوووووووووووووووو ) منعوووووووووووووووو   

 مووووووووووووووووووو  n نموووووووووووووووووووو   نووووووووووووووووووودر . السوووووووووووووووووووكان ديناميكيوووووووووووووووووووات علوووووووووووووووووووى المتماثلووووووووووووووووووو  الهجووووووووووووووووووورة بتووووووووووووووووووو ث   مهتموووووووووووووووووووون  نحووووووووووووووووووو  ،" الرقووووووووووووووووووو  متعوووووووووووووووووووددة

 . لوجسووووووووووووووووووو يًا قانونًوووووووووووووووووووا موقووووووووووووووووووو  كووووووووووووووووووو  ي بووووووووووووووووووو  حيووووووووووووووووووو  ، متماثلووووووووووووووووووو  ترحيووووووووووووووووووو  بشووووووووووووووووووورو  المواقووووووووووووووووووو 
ً
 خصوووووووووووووووووووائ  بعووووووووووووووووووو  نعطوووووووووووووووووووي ، أول

 بموجبهووووووووووووووووا يوووووووووووووووو د  أن يمكوووووووووووووووو  التوووووووووووووووو  الظوووووووووووووووورو  نحوووووووووووووووودد ، الخاصوووووووووووووووو  الحووووووووووووووووالت بعوووووووووووووووو  فوووووووووووووووو . التوووووووووووووووووا ن  عنوووووووووووووووود السووووووووووووووووكان إجمووووووووووووووووا  

 القووووووووووووودرات مجمووووووووووووووع مووووووووووووو  أقووووووووووووو  أو أكبووووووووووووو  تكوووووووووووووون  قووووووووووووود والتووووووووووووو  تووووووووووووووا ن  حالووووووووووووو  فووووووووووووو  السوووووووووووووكان عووووووووووووودد إجموووووووووووووا   إ وووووووووووووى والهجووووووووووووورة التج ئووووووووووووو 

 إجمووووووووووووووووووا   ي بوووووووووووووووووو  ، لانهايوووووووووووووووووو الم إ ووووووووووووووووووى الهجوووووووووووووووووورة معوووووووووووووووووود  يميوووووووووووووووووو  عنوووووووووووووووووودما أ  ، المثووووووووووووووووووا   الموووووووووووووووووو    حالوووووووووووووووووو  فوووووووووووووووووو  ، ثانيًووووووووووووووووووا. السوووووووووووووووووو يعابي 

 بالنسووووووووووووووووووووب  ، أخ ووووووووووووووووووووً ا. n القوووووووووووووووووووودرات  مجموووووووووووووووووووووع عوووووووووووووووووووو  عووووووووووووووووووووام بشووووووووووووووووووووك  تختلوووووووووووووووووووو  تحموووووووووووووووووووو  بقوووووووووووووووووووودرة لوجسوووووووووووووووووووو يًا قانونًووووووووووووووووووووا السووووووووووووووووووووكان

ا يعطوووووووووووووووووي ثلاثووووووووووووووووو  إ وووووووووووووووووى اثنووووووووووووووووو ن مووووووووووووووووو  المواقووووووووووووووووو  عووووووووووووووووودد   وووووووووووووووووادة أن عووووووووووووووووودديًا نظهووووووووووووووووور ، الثلاثووووووووووووووووو  المواقووووووووووووووووو  لنموووووووووووووووووو  
ً
 جديووووووووووووووووودًا سووووووووووووووووولوك

 .الت حي  لمعد  كدال  التوا ن  عند السكان إجما   لديناميات

 مهتموووووووووووووووووون  نحووووووووووووووووو  ،" متماثلووووووووووووووووو  غ ووووووووووووووووو  الهجووووووووووووووووورة مووووووووووووووووو  الرقووووووووووووووووو  متعوووووووووووووووووددة اللوجيسووووووووووووووووو ي  المعادلووووووووووووووووو " بعنووووووووووووووووووان يالثوووووووووووووووووان قوووووووووووووووووا الم فووووووووووووووووو 

 . المتماثلوووووووووووووووو  الهجووووووووووووووورة نتووووووووووووووووائ  بعووووووووووووووو  وتعمووووووووووووووووي  السوووووووووووووووكان ديناميكيووووووووووووووووات علوووووووووووووووى المتماثلوووووووووووووووو  غ ووووووووووووووو  الهجوووووووووووووووورة بتووووووووووووووو ث  
ً
 حالوووووووووووووووو  فووووووووووووووو  ، أول

 القوووووووووووووودرات مجموووووووووووووووع عوووووووووووووو  عووووووووووووووام بشووووووووووووووك  تختلوووووووووووووو  تحموووووووووووووو  بقوووووووووووووودرة لوجسوووووووووووووو يًا قانونًووووووووووووووا السووووووووووووووكان إجمووووووووووووووا   ي بوووووووووووووو  ، المثووووووووووووووا   الموووووووووووووو   

 الحووووووووووووووووووالت بعوووووووووووووووووو  فوووووووووووووووووو  نحوووووووووووووووووودد ، المتماثلوووووووووووووووووو  الحالوووووووووووووووووو  فوووووووووووووووووو  كمووووووووووووووووووا ، ثانيًووووووووووووووووووا. الهجوووووووووووووووووورة شوووووووووووووووووورو  علووووووووووووووووووى وتعتموووووووووووووووووود n السوووووووووووووووووو يعابي 

 عوووووووووووووووودد إجمووووووووووووووووا   إ ووووووووووووووووى المتماثلوووووووووووووووو  غ وووووووووووووووو  والهجوووووووووووووووورة التج ئوووووووووووووووو  بموجبهووووووووووووووووا يوووووووووووووووو د  أن يمكوووووووووووووووو  التوووووووووووووووو  الظوووووووووووووووورو  للنمووووووووووووووووو   الخاصوووووووووووووووو 

 موووووووووووو  ننتهوووووووووووو . السوووووووووووو يعابي  القوووووووووووودرات مجموووووووووووووع موووووووووووو  مجموووووووووووووع موووووووووووو  أقوووووووووووو  أو أكبوووووووووووو  كووووووووووووون ت قوووووووووووود والتوووووووووووو  توووووووووووووا ن  حالوووووووووووو  فوووووووووووو  السووووووووووووكان

 الأقووووووووووووو  علوووووووووووووى خاصووووووووووووو  قوووووووووووووي  ثووووووووووووولا  وجوووووووووووووود العدديووووووووووووو  المحاكووووووووووووواة خووووووووووووولا  مووووووووووووو  ونظهووووووووووووور مواقووووووووووووو  ثلاثووووووووووووو  نموووووووووووووو   فووووووووووووو  النظووووووووووووور خوووووووووووولا 

 .الس يعابي  القدرات لمجموع مساوً ا فيه التوا ن  عند السكان عدد إجما   يكون  ال   الت حي  لمعد 

 

 المثووووووووووووووووا   الخلوووووووووووووووو  ، التحموووووووووووووووو  علووووووووووووووووى القوووووووووووووووودرة ، اللوجسووووووووووووووووت  النمووووووووووووووووو ، الهجوووووووووووووووورة معوووووووووووووووود  ، مجوووووووووووووووو أ موووووووووووووووووط : المفت حيااااااااااااااااة الكلماااااااااااااااا  

 .تيخونو  نظر   ، سري  -بطيء نظام ،
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