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Introduction génerale

ee mémoire entre dans le cadre de la préparation d'un dipldme de master en physique

computationnelle.
Ou j'ai achevé mon travail au département de physique avec mon ami étudiant aussi en master
physique computationnelle en phase finale.

La physique quantique a apporté une révolution conceptuelle ayant des répercussions
jusqu'en philosophie (remise en cause du déterminisme) et en littérature (science-fiction). Elle
a plusieurs applications technologiques notamment: en énergie nucléaire, imagerie médicale
par résonance magnétique nucléaire, diode, transistor, circuit intégré, microscope électronique
et laser. Un siécle aprés sa conception, elle est abondamment utilisée dans la recherche en
physique quantique, théorie quantique des champs, physique de la matiére condensée,
physique nucléaire, physique des particules, physique statistique quantique, astrophysique,
gravité quantique), et physique mathématique et plus particulierement en informatique
(ordinateur quantique, cryptographie quantique). Elle est considérée avec la relativité générale
d'Einstein les deux piliers des deux théories majeures du XXe siecle. [1]

Elle est connue pour étre contre-intuitive et nécessiter un formalisme mathematique
donne par Feynman, I'un des plus grands théoriciens spécialistes de la physique quantique de
la seconde moitié du XXe siécle via son proverbe : « Je crois pouvoir affirmer que personne
ne comprend vraiment la physique quantique. »

La raison principale de ces difficultés est que le monde quantique se restreint a
I'infiniment petit mais pouvant avoir des applications a plus grande échelle car il se comporte
tres différemment de I'environnement macroscopique auquel nous vivons.

Et I'un des plus grandes différences fondamentales qui séparent ces deux mondes sont par
exemple : la quantification ou un certain nombre d'observables, par exemple I'énergie émise
par un atome lors d'une transition entre états excités, sont quantifiées, c'est-a-dire qu'elles ne
peuvent prendre leur valeur que dans un ensemble discret de résultats et que la mesure de sa
valeur propre nous donne la réalité de la physique c'est le cas de I'oscillateur harmonique.

Ce qui est non confirmée par la mécanique classique qui prédit le plus souvent que ces
observables peuvent prendre continment n'importe quelle valeur d'ou la dualité onde-
corpuscule ajuste par Louis de Broglie en 1927 et la notion de la fonction d'onde de la
particule (ou corpuscule), prend sa position en mécanique quantique et remplace la définition

de la trajectoire via sa probabilité de présence qui n'est autre que le module au carrée de cette

fameuse fonction.




En particulier, I'expérience de I'effet photoélectrique qui prouve que la lumiére peut se
comporter comme des particules (photons) ou comme une onde (rayonnement produisant des
interférences) selon le I'expérience des fentes de Young.

Les électrons et autres particules peuvent également se comporter comme des ondes et le
principe de l'indétermination de Heisenberg : prend effet.

On ne peut pas localiser les électrons ainsi que leurs vitesse qu'a une indétermination
fondamentale d'ou le principe d'incertitude de Heisenberg.

AxAp = h [2]
C’est a dire qu'il est impossible d'obtenir une grande précision sur la mesure de la vitesse
d'une particule sans obtenir une précision médiocre sur sa position, et vice versa.
Alors il nous faut une équation qui régit toute la physique non relativiste d'ou I'équation de
Schrédinger.

Bien que cette fameuse équation le temps et I'espace n'interviennent pas de la méme
maniére le terme est linéaire alors que celui de I'espace est quadratique.

En effet pour trouver la forme mathématique de cette I'équation; Schrédinger a utilisé
I'équation relativiste de Klein Gordon et sa projection sur I'atome d'hydrogéne ne donne pas

de résulta en accord avec I'expérience car cette derniere équation traduit les termes temps et

espace sous forme quadratique.
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1.1 Introduction :

N ous nous interessons dans ce chapitre de vous donner une vision sur ’apport de la

mécanique quantique et comment a été interprété par equation de Schrodinger ?. Pour cela
essayons de citer quelque phénomenes qui ont été réalise experimentalement et ont été mal
interpreté par la mecanique classique, I’electromagnetique et la thermodynamique.

Le phénomene commun était la lumiere. La lumiere a deux aspect un aspect ondulatoire
interprete par Young experimentalement et analysé par maxwelle selon le caractere
ondulatoire d’ou les ondes electromagnetique.

Le deuxiéme aspect était corpusculaire et la fameuse experience qui boulversee toute la
physique vient ce cela c’est I’effet photoelctrique.

Et vienne I’année clelebre 1905 ou A. Einstein suite a ces travaux de recherche justifiant le
concept des photons et la célébre interprétation de I'effet photoélectrique en assimilant son
modéle par analogie avec la distribution des molécules dans un gaz discret [1].

Ces travaux ont permet aussi a I'explication du rayonnement des corps noirs et le concept
quantiqgue commence a se dérouler. Cette demarche a mené les physiciens pas a pas dans un
monde étrange durant toute une decennie de 1905 a 1913 et le phénoméne des transitions
électroniques entre les orbites prend axe dans ce domaine.

Aprés 10 ans plus tard L. De Borglie a donné une interprétation plus profonde aux orbites
de Bohr en suggérant méme que les éléctrons sont aussi des ondes et la condition de
quantication revient a dire qu'il y a un nombre entier de A qui est présent dans le cercle. Nous
en donnerons ici l'origine de la fameuse équation dite Equation de Schrodinger [2].

En se basant sur les idees de Louis de Broglie via la mecanique ondulatoire E.
Schrodinger expose dans un seminaire un theme qui porte sur :’> Qu’est-ce que c’est que cette
onde de Louis De Broglie qui n’a pas d’équation ?”’ et les plus grand physicien cherchent a
comprendre 1’origine de cette mystericuse onde  puis ils cherchent a les résoudre.

A la suite de ce séminaire, Schrédinger trouve en 1925 une équation pour les ondes de
Louis de Broglie en se référant sur la nature de I’équation des ondes ¢€lectromagnétiques
donnée par Maxwell.

Erwin Schrodinger (1887-1961), physicien autrichien, professeur aux universités de Berlin,
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Oxford et a I’Institute of Advanced Studies de Dublin. Il pose les bases de la mécanique
quantique en postulant 1’équation qui porte son nom. En 1944, il publie Qu’est —ce que la
vie ?, ou il tente d’expliquer I’hérédité biologique par les lois de la physique et son livre a
joue un grand role dans la découverte du code génétique. Il regoit un prix Nobel de physique
en 1933 relatif a ces travaux antérieurs.

A la méme époque W. Heisenberg arrive a la conclusion suivante :

Il est impossible de déterminer avec précision la position et la vitesse d’une particule
simultanément. Ceci proviendra du fait que cette derniére est toujours perturbée par son
interaction avec ’instrument de mesure. Localiser un électron a 1’aide de la lumiére implique
une interaction entre cet électron et un photon. Pour localiser plus précisément la position, il
faut utiliser un photon de longueur d’onde plus petite, donc plus énergétique, qui produit sur
I’électron qu’il heurte un changement de vitesse plus important. Pour mesurer plus
précisement la vitesse de I’électron, il faut au contraire utiliser des photons moins
énergétiques, donc de longueur d’onde plus grande, mais on perd alors en précision sur la
position.

W. Heisenberg élabore ainsi la mécanique matricielle : au lieu d’utiliser comme
Schrodinger une équation différentielle pour décrire 1’évolution d’un systéme quantique, il
utilise des objets mathématiques peu familiers aux physiciens de 1’époque : des tableaux de
nombres appelés matrices, qui ont la propriété de ne pas forcément commuter. La position et
la vitesse des particules sont décrites par des matrices. L’impossibilit¢ de déterminer
simultanément avec précision la position et la vitesse d’une particule se traduit par le fait que
la matrice correspondant a la position et celle correspondant a la vitesse ne commutent pas.
Alors en se basant sur les expériences tels que Les fentes de Young, 1’effet photoélectrique les
chercheurs de 1’époque cherchent a mieux interpréter ces expériences d’ou naissance de le
mécanique quantique. Nous en donnerons ici un bref apercu.

1.2 Expérience de Young:

Cette expérience a €té faite vers les anneés 1897 avec I'utilisation d'une source lumiére
qui emettre une lumiére monochromatique , cett lumiére va traverser deux ouvertures S; et
S, separés par une distance de I'ordre de a=S;S,.

Aprés I'émission de cette lumiére atraves S; et S,  on les interference dans un ecran

distance de D des sources.

12
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Figure I-1: Experience d’interférences des fentes d’Young
On éclaire deux fentes S, et S, par une source lumineuse S et a une distance D on récupere
les interférences ainsi observés. En se basant sur la nature ondulatoire décrite par Maxwell en
électrodynamique classique on écrit [2].
La source S émit une lumiére de la forme :  Ae‘®t
En fermant S, et en laissant S; ouverte la lumiére passe par S; alors M oscille apres un

retard.
1M R . . vy
De 17 par rapport a la source S; son élongation y, s’écrit :
o (t—S1M
y, = Ae™ ) I-1
Maintenant on ferme S; et en laissant S, ouverte la lumiére passe par S, alors M oscille
R SaM R . . vy el
apres un retard de ZT par rapport a la source S, son élongation y, s’écrit :
o(t—52M
Y, = Ae' e (1-2)

En ouvrant les deux fentes simultanément M oscille avec 1’¢longation y résultante de

v, et y, (conséquence du théoréme de superposition) :

y=yit+y (I-3)
L’intensité lumineuse est proportionnelle au carré du module de y :
I < yy* (I-4)
Apreés substitution des expressions de y; et y, dans | on obtient :
I« (y1 +y2)(1 +2) (I-
5)

Avec :

w=2—nEtA=cT
T

L2TC 2T
Lo (JAP + A2 + A2 7 M50 4 g[2¢ 7M1 ) () —6)
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I«2|A|2(1+00527"(52M—51M)) a1-"7)

Distinguons deux cas extrémes relatifs aux franges brillantes et aux franges obscurs.

Pour le cas des franges brillantes :

Cos = (SM — S$1M) = 1 (1-8)
X (S,M — SyM) = 2k (1-9)
(S,M — S;M) = kA (1—10)

On dit que la différence de marche (S,M — S; M) est un nombre entier de A.

Pour le cas des franges brillantes :

cos 2 (S,M — $1M) = —1 (1-11)
27” (S,M — S;M) = 2k + D7 (1-12)
(S;M — S;M) = (2k + 1)3 (1—13)

On dit que la différence de marche (S,M — S; M) est un nombre impair de%.

0
L=

Figure 1-2 : Représentation de I’intensité lumineuse en fonction de la

distance

Les interférences constructives (AT = 2A) sont définit par :

§ =miM(m=0,+1,42,....) (1—14)

Les interférences destructives (AT = 0) sont donnée par :

8 =(m+1/)Mm=04142,...) (1-15)

Pour mieux éclaircir cette interprétation les figures I(a) et 1(b) montrent certaines causes

induites par la différence de phase entre 2 ondes harmoniques.

14




Figure 1-4 écran d’observation

Position des maxima:
dsinf=mA (ou m=0,123...) (I—-16)
Position des minima:

d sinf = (m + 1/2)X (ou m=123 (I-17)
1.3 Effet photoélectrique :

L'effet photoélectrique est I'émission d'électrons par un matériau généralement métallique
lorsque celui-ci est exposé a une lumiere c ultraviolette, ou le bombardement induit par cette

fréquence est le résultat de ce fameu phénomene.

Alors en éclairant une plaque métallique généralement construit d'un filament le tungstene

(Tn) métal de transition celle-ci émet des électrons.
Tn —» Tn*? + 2e~

D'ailleurs ce phénomene se produit aussi avec d’autres matériaux si la longueur d'onde est
assez courte c¢’est-a-dire plus la longueur d'onde est courte, plus l'intensité de l'onde est

importante et donc plus elle est énergique.
La figure 2 illustre ce que nous avons dit auparavant.
Longueur d'onde A= c /v
L'émission de chaque électron (ligne bleue) requiert une quantité minimale d'énergie,

laquelle est apportée par un photon (ligne rouge).
15
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Avant la lumiere était une onde électromagnétique de longueur d'onde A ou l'interprétation
de I'expérience de Young a été faite avec succeés par le Grand physicien C. Maxwell selon ces

quatres équations fondamentales.

L'expérience de I'éffet photoélectrique a boulversé la physique via la nature ondulatoire de
la lumiere. Les physiciens cherchent a construire un modele accessible a mieux expliquer ce

phénomene d'une maniere rigoureuse.

Maxwell a contruit un modele pour expliquer I'expérience mais lors de son exécution une

divergence ultra violette apparait au niveau de la densité lumineuse.

Ce qui a laissé le maitre de la phyique A. Einstein de trouver la bonne explication de cette
effet via une autre nature de la lumiere dite nature corpusculaire en affirmant que I'absorption
d'un photon, permettait d'expliquer parfaitement toutes les caractéristiques de ce phénomeéne.
Les photons de la source lumineuse possédent une énergie caractéristique déterminée par la
fréquence de la lumiére. Lorsqu'un électron du matériau absorbe un photon et que I'énergie de

celui-ci est suffisante, I'électron est éjecté; sinon I'électron ne peut s'échapper du matériau. [3]
Apreés I'absorption du photon par I'atome, le photoélectron émis une énergie.
Ee = Eg - Ep (1-18)
ou Eb . est I'énergie de liaison du photoélectron.

A des énergies et des numéros atomiques oll ce processus est important, I'électron émis est
absorbé sur une distance trés courte de telle maniere que toute son énergie est enregistrée dans
le détecteur. Les rayons X qui sont émis dans la réorganisation du cortége électronique suite a

I'émission de I'électron sont également absorbés dans le milieu.
L'énergie d'un photon est caractérisée par la formule
E=h.v (I1-19)
Une relation fondamantale découvrit par A. Einstein sur aux travaux de Planck.

Exprimant la proportionnalité de I’énergie a la fréquence.

1.4 Modéle de Bohr (1913) :

Pour expliquer ces observations experimentales et ces formulations empiriques, Bohr a ete

amenées a admettre deux postulats nouveaux : 1- Les électrons ne s’observent que dans des
16
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orbites “permises” dans “ lesquelles ils ont des energies bien déterminees : ces orbites sont

definies par la condition de quantification :

fﬁa:nh (1—20)

Ou n est un nombre entier positif appelé nombre quantique.
Cette condition se simplifie lorsqu on admet un mouvement circulaire des electrons autour

du noyau supposé immobile, et donne :
h h
nA =2nr avec A = — mvr = n— (I-21)
mv 2n
2- Quand I’¢électron decrit une orbite stationnaire, I’atome ne met (ni n’absorbe) aucun
rayonnement. L'émission (ou I’absorption) est détermine uniquement par le passage de

I'électron d’une orbite d'énergie E,, a une orbite d’energie plus petite (ou plus grande) E,

(figl.4)_. La frequence v,,,du rayonnement emis (ou absorbé) est donnée par :

1
Vom = H (En - Em) (I - 22)

1.5 Construction de I’équation de Schrodinger :

Le physicien autrichien Erwin Schrddinger(1) utilise les résultats de Broglie pour établir une
équation régissant 1’évolution spatiale et temporelle de la fonction d’onde (7, t) d’un
systeme physique.

Pour obtenir 1’équation de Schrodinger, en prenant la formule de 1I’onde plane de Broglie :
(P t) = AelKT-0D) (I —23)
Dans la suite, il sera plus intéressant de considérer la pulsation w et nombre d’onde K, qui

d’apres les postulats de la mécanique quantique sont liés a la particule classique par :

E = ho (I — 24)
P = hK (I - 25)

Alors :
W@ 1) = Aek(PT-EY) (I - 26)

On remarque alors qu’en dérivant I’onde par rapport que temps, il vient :

d i P i
(2 - __ i(PF-Et) — _ _ > _
atlp(r, t) hEAe hEz/)(r, t) (I -27)
0
Ey(#,t) = ihadf(?, t) (I —28)
Alors :
E =ih 9 1-29

= .
E: L’opérateur d’énergie.
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De méme le gradient de cette fonction d’onde donne :

VW@ o) = %ﬁp(?, £ (I - 30)
D’ou :
P = —ihV (I -31)
P: L’opérateur d’impulsion.
Avec :
V—fiﬁiﬂ?— (I —32)
0x aY 0z
Pour une particule libre, d’aprés la mécanique classique, 1’énergie mécanique est donné par :
P2
E=EC=T=% (I -33)

Cette quantité apparait dans la formulation hamiltonienne pour une particule libre U(r) =
0 de la mécanique classique.
En appliquant le principe de correspondance entre les valeurs classiques et quantique, pour

I’énergie, de 1’équation (I-33) et (1-28) on obtient :

P 0G0 = in Ly 1-34
(D) = MY 0) (1 -34)

Pour I’impulsion: p = —ihV ona:

PY 07 6) = — (O u (i £) = — T I-35
ﬁlp(r,t)_ﬁ(—l )lp(r,t)——ﬂ Y@, 0) (I —=35)

Donc I’équation de Schrédinger devient :

b2 0 = ih Ly I
-5 M, 6) = ih= (F, ©) (1 -36)

Ou : V2 = A est Laplacien.

L’opérateur hamiltonien du systéme pour une particule libre s’€crit :

hZ
H=—%A (1—37)

En utilisant cet opérateur, on peut simplifier I’écriture de 1’équation de Schrodinger.

On obtient :

HY(#t) = ih%lp(ﬁ t) (I —38)

Lorsque la particule est plongée dans un potentiel scalaire U(r) (par exemple le potentiel
d’un oscillateur harmonique) d’aprés la mécanique classique, ’énergie totale du systeme

s’écrit comme suit :

E=T+U(r)=2p—m+U(r) (I - 39)
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Avec cette nouvelle valeur d’énergie et a partir de [’énergie (I-29) et 1’opérateur

d’impulsion P, I’équation de Schrodinger devient :

h? 0
——A r,t) = ith—y(7#t 1—-4
[ A+ U(r)]zp(r, ) = ih= (1) (1 - 40)
L’¢énergie totale ce n’est que 1’operateur Hamiltonien du systéme.
hZ
H=—-—A+U [—41
A+ U() (1 - 41)

En utilisant cet opérateur, on peut simplifier I’équation de Schrodinger.
., d
Hy (7, t) = ih&lp(ﬁt) (I —42)

1.6 Le flux de courant de probabilité :
Par analogie avec le vecteur pointing pour le rayonnement E M, nous pouvons vouloir
connaitre la probabilité actuelle dans une situation physique. Par exemple, dans notre solution
de particules libres, la densité de probabilité est uniforme sur tout I’espace, mais il y a un flux
net le long de la direction de la quantité de mouvement.
Nous pouvons dériver une équation montrant la conservation de la probabilité (voir section
7.5.2), par différenciant P(x,t ) = "y et en utilisant 1’équation de Schrodinger.
0P (x,t dj(x,t

C’est I’équation de conservation habituelle si j(x, t)est identifié comme le courant de

(I — 43)

probabilité

. _ L0 ayY”
](x't)_Zmi[ x  ox

| (1 - 44)
Ce courant peut étre calculé a partir de la fonction d’onde.

Si nous intégrons si sur un intervalle en x

bap ) ba- ,
f g; 2 dx = —f ](;;t) (I —45)
b
a ’
afp(x.t)dx=jx=a,t)—f<x=b't> (1= 46)

a
L’équation dit que le taux de changement de probabilité dans un intervalle est égale au flux de
probabilité entrant dans 1’intégrale moins le flux sortant.
Etendre cette analyse a 3 dimensions :
0P (x,t)
Jt

+V.j# ) =0 (I —47)

Avec :

0 = [ G, OVE O — pGE O E D] (- 48)
2m

[
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1.7 L’équation de Schrodinger dependante du temps :

L’¢équation normale que nous obtenons, pour d’ondes sure une, relie la seconde dérivée spatial
a la seconde dérivée temporelle .I’équation de Schrodinger utilise uniquement la dérivée
premicre, pourtant, 1I’ajout du i relie la partie réel de la fonction d’onde a la partie imaginaire,

en effet décalant la phase de 90degrés comme le ferait la 2°™ dérivée.

—hoy(xt) \v( )
m o T VYD =ih—p

L’¢équation de Schrodinger est construire pour une fonction d’onde complexe.

(I —49)

Quad Dirac a essayé¢ de faire une version relativiste de 1’équation, ou la relation énergétique
est un peu plus compliquée, il a découvert une nouvelle physique.
L’équation de Schrédinger indépendante du temps :
Equations différentielles du second ordre, comme 1’équation de Schrodinger, peut étre résolu
par separation de variables.
Ces solutions séparées peuvent ensuite étre utilisées pour résoudre le probléme en général.

L(ay + bop) = alyp + bL¢ (I —50)
Ou a et b sont des constantes arbitraires et 1 et ¢ sont une fonction d’onde arbitraires.
Une constante multiplicative est un opérateur linéaire simple. Les operateurs différentiels sont
clairement linéaires aussi.
Un exemple d’opérateur non linéaire (que nous n’utiliserons pas) est N qui a la propriété

N = 1)? (I - 51)

Equation de conservation de probabilité :
Partir de la probabilité et différencier par rapport au temps

oP(x,t) @ oyt oy

= = P D (1 -52)
Utiliser 1’équation de Schrodinger.
—h?0%p alp
- I —
S 3%? + vy = Lh (I —53)
Et son complexe conjugué :
—h?0a)” op*
5 B +v(x)yY* = th (I —54)

(On suppose que v(x) est réel. Les potentiels imaginaires font que la probabilité n’est pas
conservee)

Maintenant nous devons brancher ces équation dans :

oP(x,t) _ 1[h’ 0% —h? 0% )
= [y vyt 4y 2+V<x)¢¢]
1R " *2¢_haa¢ oY ~
_Eﬁ dx? —Y ax? _Zmlax ] (I=55)

C’est I’équation de conservation habituelle si j(x, t) est identifie comme la probabilité eurent.
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0P (x,t dj(x,t
(o), 9j0et) _

ot dx (1= 56)
o hLop ay
f(x'”—z—mi[”’ ax ox

Conclusion :

Aprés avoir connu I'émergence de la physique quantique et comment trouver I'équation de
Schrédinger, nous discuterons sa résolution d’une maniére approchée au deuxiéme chapitre,

ceci ou fuite que I’énergie potentiel n’as pas la forme exacte.
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Chapitre |1

Equation de

Schrodinger
dans un
potentiel
constant




1.1 Introduction :

‘A/ ous avons vue au chapitre précedent que la lumiére était considérée comme étant

une onde electromagnétique en premier lieu et en second est formée de corpuscules d'énergié
hv de ce fait I'histoire de la physique moderne commence de ce point de la considération de
A. Einstein en 1905 suite a ces travaux de recherche justifiant le concept des photons et la
célebre interprétation de I'effet photoélectrique en assimilant son modeéle par analogie avec la
distribution des molécules dans un gaz discret [1].

Ces travaux ont permet aussi a l'explication du rayonnement des corps noirs et le concept
quantique commence a se dérouler. Cette demarche a mené les physiciens pas a pas dans un
monde étrange durant toute une decennie de 1905 a 1913 et le phénomeéne des transitions
électroniques entre les orbites prend axe dans ce domaine.

Aprés 10 ans plus tard L. De Borglie a donné une interprétation plus profonde aux orbites
de Bohr en suggérant méme que les éléctrons sont aussi des ondes et la condition de
quantication revient a dire qu'il y a un nombre entier de A qui est présent dans le cercle. Nous
en donnerons ici I'origine de la fameuse équation dite Equation de Schrodinger [2].

1.2 L'origine de I'équation de Schrodinger :

Erwin Schrodinger expose les idées de Louis de Broglie les ondes de matiere en posant des
questions : Qu'est-ce que c'est que cette onde qui n'a pas d'équation ? En effet, en général, les
physiciens normalement posent d'abord des équations, puis ils cherchent a les résoudre mais
dans ce cas, au contraire, de Broglie avait d'abord postulé I'existence d'une onde sans en avoir

posé d'équation.

Alors a la suite de son réflexion, Schrédinger entame sa recherche et trouve en 1925 une
équation valable pour les ondes de Louis de Broglie, justifiant bien ainsi les fondamentales
bases de la mécanique ondulatoire reposant sur le principe d’équivalence entre la mécanique
ondulatoire et la nouvelle mecanique dite aussi mécanique quantique et déduisant avec
I’utilisation des 4 équations essentiels de Maxwell sa nouvelle équation nomme sur son nom.
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Alors avec 1’électromagnétisme et suite au mouvement ondulatoire de la lumiére dans un

milieu d'indice de réflexion n I'équation ondulatoire s'écrit:

= 10%E =
AE-—522=0 (I —1)
— 2R -
AB-=22=70 (11— 2)

Avec ces équations qui décrivent 1’évolution de I’onde électromagnétique dans le vide et

pour un champ électrique de la forme:

E = Eyel(@tko (1 — 3)
On obtient :
— 1 — —
AE - — (—0DE=0 (11 — 4)
Qui devienne:
- Wi,
AE+—5E=0 (11— 5)

2
Avec (;)—2 = k? est le carré du vecteur d’onde.

Arrivé a ce point, la méme équation est valable en mécanique quantique a la place de E on

substitue la fonction d’onde y(x) toute en remplacant k? = ZIT—ZE ou E est I’énergie cinétique.

Seulement ici on devrait préciser ce point, pour une particule libre on devrait remplacer

2mE

=~ mais pour une particule liée I'énergie cinétique est (E — V(x)) avec V(x)

k% par

I’énergie potentielle. Le nouveau vecteur d’onde s’€écrit alors comme:

2m(E-V(x))
k2 = 2R

Maintenant notre nouvelle équation s’écrit:
q

(1 — 6)

A¢+¢M:0 (11— 7)

On I’appelle équation de Schrodinger pour une particule liée.
Etudions maintenant les différents cas possible:

L’équation de 1’onde dans un milieu caractérisée par un indice de réfraction n :

2

E=0 (Il — 8)

I )

AE +

N

\%

= = k2n? (11 - 9)
Oun = % est I’indice de réfraction.
L’analyse de cette derniére équation nous donne :
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Qui donne pour des énergies E > V(x) un indice de réfraction positif et par conséquent la
particule franchit le potentiel et continue son mouvement sans aucune atténuation

n=—/2m(E - V() (11 — 10)
Mais pour des énergies E < V(x) , I’équation donne un indice de réfraction imaginaire pur

car n? est négatif et on dit que la particule interagit avec le potentiel et son mouvement subit
une atténuation ; onde ¢évanescente c’est le cas de la propagation d’une onde
électromagnétique dans un milieu métalligue .  Maintenant nous distinguons les différents
cas possibles de 1’équation de Schrédinger par 1’analyse de la fonction potenticlle toute en

¢tudiant le comportement des solutions de 1’équation de Schrédinger. [3]
11.3 Les solutions de I’équation de Schrodinger

Quand a la résolution de I’équation de Schrdodinger a potentiel constant, il existe plusieurs
solutions, dans celles-ci :

Vo, 0<x<b
0 ailleurs

V() ={

v

Schémas 11-1 Barriére de potentiel
_ VO = —Vo 0<x<b
yV = { 0 ailleurs

Schémas 11-2 Puits de potentiel
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Qui peuvent étre donnée suivant les schémas ci-dessus si 1’énergie est suffisante albain la
particule franchit la barriere sans atténuation dans le cas inverse elle entre en interaction en
donnant naissance a des fonctions hyperboliques.

Pour les schémas I1-2 on est dans un puits de potentiel ce puits qui se caractérise par une

profondeur vO ou on aura besoin d’une énergie suffisante pour s’en débarrasser.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons noté résolu de 1’équation de Schrodinger approchée et plus
particulierement pour la présence d’un potentiel constant nous avons discuté 1’équation de
Schrodinger dans la représentation de Heisenberg c'est-a-dire dépendante du temps. Nous

avons discuté aussi le flux de courant ensuit par la présence de la densité de la probabilité
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Chapitre |11
Reésolution
numerique de
I’équation de
Schrodinger pour un
potentiel constant
Application au
Deutérium




I11.1 Introduction :

N ous arrivons a la partie la plus laborieuse de notre travail ou nous allons convertir de ce

que nous avons vues aux chapitres précédents a des equations numériques accessibles au
travail. Notre travail consiste a déterminer la relation entre les amplitudes k, /k, et la largeur
du puits de potentiel b.

Nous présentons notre méthode de calcul numérique.

Nous en donnerons ici un bref apergu :

111.2 Méthode des différences finies :

Pour résoudre numériquement 1’équation de Schrodinger dans un potentiel constant, il
semble pertinent d’appliquer la méthode de discrétisation de 1’espace et des opérateurs. Sous
les hypothéses que (x) est au moins de classe C2, un développement de Taylor nous

permet d’écrire les deux égalités suivantes :

d¥(x) N h_2 d?¥(x)

P(x+h) = W) = h— = + o ——— + O(h?) (I1-—1)
d¥(x) h?d?*¥(x)
P(x—h) =) = ~h— =+ ———+0(h®) (11— 2)

Le somme de ces deux égalités :
Y(x+h)+¥PEx—h)-29(%) d*¥(x)
h? T X
Apparait alors équivalent discret de I’opérateur A (& une dimension, mais le cas a trois

+0(h?) (I1I- - 3)

dimensions s’en déduit aisément). La précision de cette expression est en O (h?).
En discrétisant I’espace d’un pas “h” et en injectant le résultat précédent dans I’équation de
Schradinger, il vient :
Y(x+h) +¥Y(x—h) - 2¥(x)
h2
Y(x+h) + P(x—h) — 2¥(x) + hf(x)P(x) + 0(h*) =0 (111 - 5)

+ f(X)¥(x) + 0(h?) = 0 (I1- — 4)

Avec: f(x) = 23 (E —V(x)).

En faisant la somme entre (111-4)-(111-5) nous obtenons :
Cette équation peut étre récrite de facon a faire apparaitre une relation de récurrence entre les
valeurs de paux nceuds du maillage. Le pas de la discrétisation est fixé a h et I’origine est

définie par le point O.
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Lors de la résolution numérique, 1’algorithme débute a x = —2h.La connaissance des deux
premiéres valeurs de Wy, (il s’agit de ’onde plane écrite précédemment) permet d’initier la
récurrence qui donne acces a tous les .

111.3 Application au deutérium

I11.3.a Présentation de notre élément chimique

Le deutérium, symbolisé 2H ou D, est un isotope naturel stable de I'hydrogene. Son noyau
atomique, appelé deuton ou deutéron, possede un proton et un neutron, d'ou un nombre de
masse égal a deux. Le deutérium a été découvert en 1931 par Harold Clayton Urey, un
chimiste de I'université Columbia. Cette découverte lui valut le prix Nobel de chimie en 1934.

iID—— 1H + jn

1-29

’H

| s

Figure I11-1 : Représentation du deutérium

111.3.b Calcule de I’énergie liaison : connaissant la masse du proton et du neutron
nous calculons la masse du noyau du deutérium comme :
m(n?) = 1.0072764
m(pl) = 1.008665
m(D) = m(ng) + m(pi)
= 1.0072764 + 1.008665
= 2.015941 u
m(noyau) = m(e) — m(D)
= —2.015941 + 0.000549
E, = —2.013553 * 931.5Mev
E, = —2.2244 Mev
Avec : C?=931.5Mev
Cette valeur est en bon accord avec la valeur experimental qui est de I’ordre de
-2.225Mev [2].

Elle est perdue sous forme d’une radiation réussie vers le milieu externe

‘n+1n 2D+y
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Maintenant revenant a noté fameuse équation de Schrédinger suivante :

Hy=Ey (111-6a)

Ou notre hamiltonien est I'énergie cinétique plus I'énergie potentielle.

H=— 2 a+v(r) (111-6b)
G A+ v())(r,0,9) = EP(r,0,0) (111-6c)
02 29 L?
froe =gz T g
o (it =By UI-7)
L2y = RA(L+ Dy (111-7)
h? 9 h? a L?
_%ﬁ 1/)(7", 91 ‘P) - malp(n 91 ‘P) + Imr2 l/)(r”(p) + v(r)l/)(r, 91 (P)
= EY(r,0, ) (1-8)
Séparation de la variable :
Y(r,0,¢) = R(r) Y (6, 9) (111-9)
h? 9] h? h21(l +

— 5 V1 (0,9) 55 R ——.y"(6,9) 5 R( )+ %R(T)ﬂ"(e ®)

+ v()R@Y™(8, ¢) = EREY™(6, ¢) (111 — 10)

Puisque notre operateur énergie cinétique contient une dérivée seconde, alors nous allons
discrétiser cette dérivée en passant par les développements limites d'une fonction au voisinage

de x qui se simplifier pour 1=0 état x :

h? 92 h? 0 h2l(l+ 1)
s R(r )—EG—R(T)‘FV(T)R( )+T

Pour les fonctions C|UI courant avons posons :

R(r) = ER(r)(III — 11)

1
R(r) = - U(r)

L’équation de Schrodinger relatif au deutérium s’écrit :

Hy(r, 0, p) = EY(r, 0, ) (111 - 12)
Ou:
Y(r,0,9) = R(r)y[" (6, ¢) (111 = 13)
Avec :
h2
H= —%A+v(r) (11-14)
A En coordonnée sphérique s’écrit :
0> 20 L?
A=—+—-———

or? radr r°h?
Notre fonction solution de I’équation de Schrodinger est fonction propre aussi de L2:
L>Y(r,0,¢9) =2 1L+ D)y(r, 6, p) (111 — 15)

Hy(r,6,¢) = Ep(r,0,9)
32




Apres substitution de note fonction dans 1’équation de Schrodinger on obtient avec équation
radiale :

H,R(r) = ER,(1)
Maintenant, puis que dans le Laplacien apparait le facteur % alons .

Nous a notre cas du deutérium.

Le potentiel est donne par :

v(r) = {—(;70 0 <rr><bb
Dans la région 1 :
%+K§U1(r)=0 (1l — 16)
On trouve :
Ui (r) =Asink;r
Avec:

1
K1 = ﬁ\/ Zm(vo - Eb)

Dans la région2 :
d*Ug(r) 2m
dr? h?
Uyg(r) = Be ke

E, =0 (11 — 17)

Avec :
1

K, = ﬁ,/ZmEb

Avec les points de continuité a 1’absence x=r

On trouve :
Ur(b) =Ug(b)
UI,(b) = Uy (b)
B 0.2187

ki = " v 2m(vy_Ey)

02187

kz = h WIZmEb

Nous présentons dans la figure (111-1) la variation de I’énergie E en fonction de la largeur

du puits de potentiel b.
On remarque d’apres cette figure qu’une décroissance totale au fur a mesure que b est large.
I11.4 Organigramme de calcul
Alors résoudre 1’équation de Schrodinger revient a utiliser les conditions de continuité entre
les deux régions :
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U, (b) = U, (b) (11-18)

Uy) = U, (b) (111-19)
Apres avoir remplacé nos fonctions d’onde par leurs expressions vues au dessus nous

obtenons :

kiltan (kib) = ;—21 (11-20)
Puisque E}, est fixe (connu) I'équation (111-20) donne pour une profondeur donnée -V, du
potentiel la largeur b correspondante (largeur qui produira un état lié (avec moment cinétique
=0).
Sa résolution nous donne :

b= (1/k2) ( arctan(—’;—:) + 1) (11-21)

Nous avons étudie que 1’état s du deutérium c'est-a-dire que 1=0 et que I’équation radiale se

réduit a une équation simple qui se résoudre facilement.
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Lire dx, Ei o Ef ,VO

l

Yy =243 — Yo — (dxz(Z(E —v(x - dx))dh))
Yo =y U=y,

Non

Afficher le résultat

Figure I11-2 : organigramme de calcul

35




Résultat et discussions
Nos calculs nous donne pour un potentiel V0=-10 MeV les résultats suivantes qui sont

affichés sur la figure (111-1).

vV
100 - B

— —t

80 A

60

v,t(mev)

40 -

20

0 - r - r - 1 r T T T
10 15 20 25 30 35 40 45 50

b(Fermi)

Figure I11-1 : Variation du potentiel en fonction de la largeur du puits b
V, =10 T=E-V,
La figure (I11-1) donne les variations de 1’énergie cinétique T et 1’énergie potentielle V en
fonction de la largeur du puits b pour un potentiel en valeur absolue égal a 10Mev.
On remarque une décroissance totale au fur a mesure que la largeur b augmente seulement la
courbe en pointille est tend vite vis-a-vis la courbe en ligne ce qui signifie que 1’énergie

potentielle joue un role ici.
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1,0 1
0.5 -+

0.0 1

WY1

-0,5 4

-1|0_

— -10Mev

1,04
0.8 -
o 06
0.4 -
0,2
0,0 -

—-10Mev

r(Fermi)

Figure 111-2 : Présentation de la fonction d’onde en fonction du rayon r

La figure (I11-2) présente I’évolution des fonctions d’onde des deux régions ainsi

défini

La premiere région nous une fonction sinusoidale par contre la deuxiéme région est

hyperbolique.

100

80

50 -

v i(mev)

40 -

20

2.0 2.2
b{cm)

Figure 111-3 : Variation du potentiel en fonction de la largeur du puits b

Vo = 20

)

T=E_V0

37




Maintenant nous allons essayer de donner au potentiel V,, des valeurs absolues de 1’ordre
20Mev, 30Mev, 40Mev etc....et nous cherchons comment il affecte les variations des
fonctions d’onde.

Nous remarquons que les fonctions d’onde de la premicre région oscille entre les valeurs
extrémes +1 et -1 et que la largeur de la largeur c’est elle qui s’élargit au fur a mesure que le
potentiel augmente en valeur absolue.

Nous remarquons aussi que pour la deuxiéme région ou la variation est hyperbolique au fur a
mesure que le potentiel V, augment en valeur absolue alors la fonction de la région Il tend a

s’atténuer en donnant une petite largeur au voisinage de 1’origine.

|—— -20Mev]|

1.0
0.5
5 o0.0-
-0.5—-

'1.0_

— -20Mev

1,0
0.8
o 06
0.4
0.2
0.0

1
o] 5 10 15 20
r(Fermi)

Figure 111-4 : Présentation de la fonction d’onde en fonction du rayon r

Méme interprétation est accordée pour cette courbe que celle de la courbe de la figure
précédente seulement un élargissement au niveau du lobe de la premiére fonction ainsi qu'une

atténuation au niveau de la deuxiéme fonction est observée.
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100 —

S0 —

80

70O

60 —

v,{(mev)

50 -
40 -

30

20 : : . — , . , : :
1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 2.2 2.4

b(fermi)

Figure 111-5 : Variation du potentiel en fonction de la largeur du puits b

— -30Mev

1,0 1
0.5 1

0,0

WY1

-0,5

1,0 1

R -SOMev

1,04
0,8 -
~ 06
0.4 4
0,2 1
0,0 -

0 5 | 1IU | 1I5 | 2I0
r(Fermi)
Figure 111-6 : Présentation de la fonction d’onde en fonction du rayon r
Méme interprétation est accordée pour cette courbe que celle de la courbe de la figure
précédente seulement un élargissement au niveau du lobe de la premiére fonction ainsi qu’une

atténuation au niveau de la deuxiéme fonction est observée.
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100

90
80 —

TO S

v.t(mev)

60 —
50

40 -

10—
1.1 1.2 13 14 15 16 17 1.8 1.9 20

b(fermi)

Figure 111-7 : Variation du potentiel en fonction de la largeur du puits b
Vo = 40 ; T =E -V,

— -40Mev

1.0
0.5 1

0.0

WY1

-0,5 4

-1|0_

R -40Mev

1.0
0.8

0.4 1
0,2 1
0.0

0 5 | 1I0 | 1I5 | 2I0

r(Fermi)

Figure 111-8 : Présentation de la fonction d’onde en fonction du rayon r
Méme interprétation est accordée pour cette courbe que celle de la courbe de la figure

précédente seulement un élargissement au niveau du lobe de la premiére fonction ainsi qu’une
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v,t(mev)

atténuation au niveau de la deuxiéme fonction est observée.

100 H —

S0 —

80 —

T0

80

50 -

40 —— —— ——— ———————— : :
1.1 1,2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7

b(fermi)
Figure 111-9 : Variation du potentiel en fonction de la largeur du puits b

Vo = 50 ; T=E-V,

— -50Mev

1,0 +
0.5 4

0.0 4

Y1

-0,5 -

'1.0'

—-50Mev

1,0 +
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Figure 111-10 : Présentation de la fonction d’onde du rayon r
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Méme interprétation est accordée pour cette courbe que celle de la courbe de la figure

précédente seulement un élargissement au niveau du lobe de la premicre fonction ainsi qu’une

atténuation au niveau de la deuxiéme fonction est observée.
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Figure 111-11 : Variation des différents potentiels en fonction de la

largeur du puits b

Vo<V, <V3<V,<Vs

T,=E—-V,
T,=E—V,
T; =E—V;
T,=E—-V,
Ts=E—Vs

Pour mieux comprendre ce que nous avons dit sur les figure précédentes, nous allons
présenter sur une méme figure toute les variations des fonctions de la région | et |1
respectivement. Un élargissement au niveau du lobe de la premicre fonction ainsi qu’une

atténuation au niveau de la deuxiéme fonction est observée.
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Alors que pour les énergies potentielles et cinétiques une augmentation est observée
au fur a mesure que la largeur du potentiel augmente.
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Figure 111-10 : Présentation de la fonction d’onde du rayon r
L’unité c’est MeV
Méme interprétation est accordée pour cette courbe que celle de la courbe de la figure

précedente seulement un élargissement au niveau du lobe de la premiére fonction ainsi qu’une
atténuation au niveau de la deuxiéme fonction est observée.

Conclusion

Nous avons étudié avec succes le noyau du Deuterium. Ce fameu noyau qui est forme
a partir du noyau de ’hydrogene ou on lui ajoute un neutron. Bien sur ’ajout du neutron est

accompagne par une émission d’une radiation qui a comme énergie que 1’énergie de A.
Einstein défaut de masse.
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Conclusion générale

Dans ce travail, nous avons étudié avec succes le noyau du deutérium ou nous avons
calcules la masse du noyau qui n’est autre que la masse de I’atome du deutérium ou on lui
retranche la masse de 1’¢électron. Nous avons déterminée 1’énergie de liaison du noyau ou nous
avons trouves qu’elle est de I’ordre de -2.22443 MeV une valeur qui a été aussi détermine

experimentalement de I’ordre de -2.22500 MeV et un bon accord a éte signalé.

Nous avons utilisé un puits de potentiel de profondeur VO ou nous avons résolu I’équation
de Schrdodinger d’une maniére numérique en se basant sur la variation de la profondeur du

puits ainsi que sur sa largeur b.

Nous avons présentes tous nos résultats en fonction de la largeur du puits b et la remarque
qui nous a donnée une trés grande vision et que au fur a mesure qu’on diminue la largeur b
I’énergie augmente. Comme futur on peut étudier le deutérium pour 1’état p (1=0) ou centre

fouge compense 1’énergie de liaison.

45




Résumé

Dans ce travail, nous nous intéresserons a étudier le noyau du deutérium. Pour cela nous
avons détermine son énergie de liaison. Sa valeur nous a conduit a lui considere comme un
puits de potentiel dans lequel le neutron et le proton sont lies fortement. Alors nous affectons
a la profondeur du puits de potentiel plusieurs valeurs et nous déterminons les solutions de
I’équation de Schrodinger d’une maniére numérique en se basant aussi sur la variation de sa
largeur b.

Mots clé : L’équation de Schrodinger, deutérium, méthode des différences

Abstract

In this work, we will be interested in studying the nucleus of deuterium. For this, we
have determined its binding energy. Its value has led us to consider it as a potential deep in
which the neutron and the proton are strongly bonded. Then we assign several values to the
depth of the potential well and we determine the solutions of the Schrdodinger equation

numerically, also based on the variation of its width b.

Key words: Schrédinger's equation, deuterium, method of differences
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