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Introduction

En algébre linéaire, un espace vectoriel est une structure algebrique permettant au
pratique d’éffectuer des combinaisons linéaires pour une introduction au concept de
vecteur.

Un espace vectoriel devient symplectique quand on le munit d’une forme bilinéaire
anti-symétrique et non dégénérée. L’étude de ces espaces vectoriels présente quelques
ressemblances avec I'étude des espaces préhilbertiens réels puisqu’on y définit égale-
ment la notion d’orthogonalité. Mais il y a différences, ne serait-ce que parce que tout
vecteur est orthogonal & lui méme.

Les espaces vectoriels symplectiques servent de modéles pour définir les variétés sym-
plectiques, étudiées en géométrie symplectique. Ces derniéres sont le cadre naturel de
la mécanique hamiltonienne.

Un espace vectoriel préhilbertien complexe est automatiquement muni d’une struc-
ture symplectique en tant qu’espace vectoriel réel. En termes de variétés, I'analogue
est la notion de variété Kélilérienne.

Ce travail est partagé en trois chapitre ;

Dans le premier chapitre, nous allons étudier plus en détail les applications multili-
néaires alternées, leurs produits extérieurs et leurs propriétés. A la fin de ce chapitre
on étudie surtout la notion de formes bilinéaires et on introduit les isomorphismes ca-
noniques entre I'espace vectoriel et son dual, qui nous intéresse au troisiéme chapitre.
Le deuxiéme chapitre consacré a I’étude de la notion de la dualité, et formes bilinéaires
canoniques, ¢’est une plate forme pour ’étude des applications linéaires adjointes dans
les espaces Euclidiennes, hermitiennes, Minkowski et espaces symplectiques.

Le troisiéme chapitre c’est le but de ce travail, on s’intéresse a la notion de la métrique.
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On introduit la définition d’espaces Euclidiens, hermitiens, Minkowski et espaces sym-
plectiques dont la dimension est finie, et si on le munit d’une base, ces conditions se
transcrivent sur la matrice représentative de la forme bilinéaire w; il faut qu’elle
soit anti-symétrique et inversible, et on sait que le déterminant d’une matrice anti-
symétrique d’ordre impaire est nul, donc cela impose que la dimension de I’espace est
paire.

En fin une courte bibliographie des ouvrages de base pour ce travail.



Chapitre 1

Algébre exterieure

1.1 Applications multilinéaires alternées
Soient E, F' deux K— espaces vectoriels de dimension n et m respectivement. Ou
K =R ou C, soit p € N*.

Définition 1.1.1. Une application p — linéaire ¢ de E dans F', est une application
de EP dans F' c’est-a-dire :

p: EXEx.---xE — F

(@1, smp) = O, ap)

linéaire en chaque de ses p coordonneés. C’est-a-dire : Yie {1,--- p}, VA € K.
1'¢(x17"'7xi+yia"'7xp):gb(xl?”'axiv"'7$p)+¢(xl7'“7yi7"'axp)'
2-gb(xla"'))\xh'”axp):)\gb(ajla'”)xia”'7$p)'

Définition 1.1.2. Une application p — linéaire est dite alternée ssi la permutation

de deuz variable change le signe c’est-a-dire : Vi # j :

¢($1,"' y Ly mm 3y Ljym o ,$p>:—¢<l’1,"' s Lgy 3 Lyttt 7‘7;}7)'

Remarque 1.1.1. Dans le cas ou deux variables prennent la méme valeur, [image

est le vecteur nul c’est-a-dire : Vi # 7,

v = x5 = fley, g, 1) = 0p,
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Exemple 1.1.1. Un exemple d’application bilinéaire, sur R3, alternée est donneé par

le produit vectoriel, que l’on notera x. En effet :

AT +03) X W = XN1vj x W) + (03 x T).

et
T xW=-ux7.
Remarque 1.1.2. On montre que si f est alternée et {x1,--- ,x,} est une famille
liée des vecteurs de E alors f(xy,--- ,x,) = 0p en effet :
f(xlv"' s Lyt ot ?xp) = f(l’l,"' 72?:1Oéjxj"” ,,Tp)
= Z§:1Oéjf($1,"' y Ljy o 7xp)
= 0.
Car d’aprés la remarque précédante : ¥j=1,--- ,p .
f(x17... 7Ij7"' 7',];1)) :OF

Par suite si f est alternée et p > n alors f = 0.

1.2 Formes p — linaires alternées
Définition 1.2.1. Une application p — linéaire alternée est dite p — forme linéaire

(ou p — forme) si elle prend ses valeurs dans le corps K. c¢’est-a-dire :

fiEXEX---xE—K

p—fois

Notations 1.2.1. On note par :
L,(E,K) : l’ensemble des formes p — linéaires sur E.

A,(E,K) : l’ensemble des formes p — linéaires alternées sur E.
Remarque 1.2.1. Si f et g sont deux formes p — linaires et A € K, on definit
f+g, Af par :

(f‘i‘g)(flfl,"‘ >xp) = f(xlv"' ,C(Ip)—Fg(Il,"' 7mp)'
(/\f)(xh 7IP) = )‘f(xlv 7$P)'
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Il est facile de vérifier que l’ensemble L,(E,K) muni de ces deuz lois est un
K — espace vectoriel de dimension finie, dimL,(E,K) = nP.
Et l’ensemble A,(E,K) est un sous — espace vectoriel de L,(E,K) de dim C?.

Définition équivalente 1.2.1. (Formes p— linéaires alternées)

On note S, le groupe symétrique, c’est-a-dire l’ensemble des permutations de
{1,2,--- ,p}. D’aprés la définition de A,(E,K), V(z1, - ,z,) € EP, Vo € 5, .

f(xa(1)7 e 7‘770(1?)) = 6(0->f<=r17 e 7‘Tp>'

Ou (o) le signateur de o.

Remarque 1.2.2. Si (e, - ,e,) est une base de E, une forme p— linéaire alternée
est entilierement déterminée par les CY nombres f(e;,, -+ ,e;,) o {iy, -+ ,i,} est une

suite croissante extraite de {1,--- ,n}, donc f est alternée si et seulement si.

fll,"' eyt stk ytp T _fllf" s sty ylp

c’est-a-dire les coefficients de f sont anti-symétriques.

Dans ce cas on a fi, .., =0 dés que 3k, r tel que 1, = 1, .

Exemple 1.2.1. f € Ay(R3 R) c’est-a-dire :

f: R%xR® — R

(z1,22) = f(z1,20)

f(x1,m2) = flaier + azes + azes, frer + Baey + Pzes)

a1 f(er, Brer + Baea + Bses) + aa f(ea, frer + Baes + Bses)
+as f(es, frer + Baea + Paes)

arfBif(er,er) + aifaf(er, e2) + a1fsf(er, e3)

o f(e2, e1) + aaBaf(ea, €2) + azfB3f(ea; €3)

azfif(es, er) + azBaf(es, e2) + azfBsf(es, es)

= (ufy —azfh)f(e1,e2) + (a1 fBs — azfp) f(er, e3)

(ofls — azf2) f (€2, €3).

+ -

+
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1.3 Produit extrieur des formes linéaires

Soient fi,..., f, des formes linéaires sur F.
Définition 1.3.1. Le produit extérieur de p formes linéaires fi, ..., f, est une forme

p — linaire alternée, notée fi A fa A ... A [, sur E definie par :

A..Nf,: Ex..xE — K
fl fp X f'x ,
p—Jois

(ZL’l, . ,ZL'p) — (fl VANPIRAN fp)(lL’l, . ,Ip) = det(fz(xj))f;lf;

fo(mi) oo fplay)
Il est clair que cette application est p—linéaire alternée (definition d’un déterminant).

Exemple 1.3.1. Si f1, fo sont deux formes linéaires sur E.
fi N fo est definie par :

| i) fi(e)
(i A fo)(wn,a0) = ‘ml) f2<x2>‘

= fi(z1)fa(z2) — falz1) fi(22)

Remarque 1.3.1. Si B = {ey, -+ ,e,} est une base de E et {ef,--- e~} la base
duale de B.

{i1,- - ,ip} une suite croissante de p nombre extraite de {1,--- ,n} alors :
Ligt 0 Tigp
* * .
€, N Nep (T, 1) =
Liyl *° Ligp
ol x;,, designe la ix— éme coordonnée du vecteur x, sur la base {e1,--- ,e,} car :

e; (Tr) = @iy
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Supposons (j1,- - ,j,) une suite croissante d’entier de {1,---,n}. On a :

1 si (g, 7Z'p):(j1,... 7jp)

* * _
eil/\-.-/\eip(ej17..-,ejp)—{ O Sinon

D’ou la proposition :

*

Proposition 1.3.1. Soient (e, ,e,) une base de E, (ef,--- ,e:) sa base duale et

1 < p < n. Les Cl formes p — linéaires alternée e N ... A efp, telle que 1 < i1 <

-+ <i, < n forment une base de A,(E,K).

Preuve 1.3.1. Montrons d’abord que ces p—formes sont linéairement independantes.
Soit /\il,"':ip e K.

Z )\ih...’ipe; A A 62; = OAP(E,K)‘

1<iy<<ip<n

Alors pour toute suite croissante (ji,--- ,Jp) on a :

§ : * * _
)\2‘17...7ip€i1 FANCIIRIVAN eip(ejl, e 7€jp) = OK

1<iy<-<ip<n

Cela implique que \j, ... j, =0V (j1, -+, jp), donc les X, ... ;, sont nuls.
D’ou la famille {ej, N+ A€} h<i<-.<i,<n est libre.
Montrons, maintenant, que ces p— formes engendrent l'ensemble A,(E,K) c’est-a-

dire. Toute forme p — linéaire alternée f est combinaison des €j N --- A e -

Nous savons que pour tout f € A,(E,K).
f: Z f(eiu"’7€ip>€z<1/\"'/\e;kp'
1<y < <ip<n
Dou {ej N+ Aej hi<iy<<iy<n est une base de A,(E,K).

Remarque 1.3.2. Si K = R, E = R" muni de la base canonique {e1,--- ,e,}, en

identifient ef par dx; alors € N --- Nej est noté dwy A--- A di,.
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Notations 1.3.1. A,(E,K) = A, E* ~ E*A\--- A E*.

Toute forme p — linéaire alternée s’écrit de maniére unique.

f - Z fi1-~ipdxi1 A A d.il?ip.

1<ig <-<ip<n

1.4 Produit exterieur d’une forme p—linéaire alter-
née avec une forme q—linéaire alternée
Soient f €A E*, g € A JE*

Définition 1.4.1. On appelle produit exterieur de f et g la forme (p+ q) — linéaire

alternée, noté f A g, definie par :

f A\ g = Z Z fi1-~~ipgj1~~~jqui1 A A dﬂ?ip A dl’jl e dﬂ?jq

1< < <ip<n, 11 <+ <jg<n

F= ) faeidri, Ao Ny,

1<y <-<ip<n

g = Z gjl...jpdfﬂjl FANKIRIIVAN dﬂfjp

1<j1<<jp<n

Proposition 1.4.1. (proprieteés du produit exterieur)

Si f et g sont des formes p et ¢ — linéaire alternée alors :
1. fAg=(=1)PT1 g A f alternée;
2. (fANg)Nh = fA(gAh) associativite ;
3. fA(g14+ Ag2) = (fAg1) + Af A go) bilinéairité.

Remarque 1.4.1. On a, donc, do N\ dx = 0.
Exemple 1.4.1. 1. E=R? z,=x, 2y =y, e} = dz, e} = dy. Soit

f=adr+ Bdy € N\ E”.
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et
g =~ydx + ddy € N E*.

Le produit exterieur
fAg=(ad—pvy)dxANdy € NyE".

2. E =TR3.
f = adz + Bdy +vdz € AN\ E* = E* = (R?)*.

g = adr + bdy + cdz € \\E* = E* = (R®)*.
fANge N E”.
fAg=(ab— Ba)dxdy + (ac — va)dzdz + (Bc — vb)dydz.
La base de NoE* est {dxdy, dxdz, dydz}.

Notation 1.4.1. Soit E un espace vectoriel de dim n, E* le dual de E.On pose :

Bpen+ Np B = {formes p- linéaire alternées sur E ou pe N*}

= Opefon} N\p X =X AET

ANE* est un espace vectoriel gradué.

AE* est muni du produit exterieur (NE*,+,.,\) est une algébre graduée sur K.

1.5 Formes bilinéaires et sesquilinéaires

Dans tous ce qui suit, on s’intéresse au cas ou p = 2 et K désigne un corps commutatif.

1.5.1 Formes bilinéaires

Définition 1.5.1. Soient E, F, G des espaces vectoriels sur K. Soit p: E X F — G

une application. On dit que @ est bilinéaire, si on a :

1. Pour tout x € E fizé, l'application partielle :

e1(x): F — G est linéaire.

y = p(r,y)
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2. Pour tout y € F fixé, application partielle :

w(y): E — G est linéaire.
z = p(r,y)

c’est-a-dire qu’on a : V(x1,12,7) € B>V (y1,y2,y) € K2

{ oz, Ay + py2) = Ao(x, 1) + pp(x, ya)
©(Ar1 4 paa,y) = Ap(w1,y) + po(, ).

De plus st G =K, on dit que ¢ est une forme bilinéaire.

Notation 1.5.1. On notera B(FE, F; G) l'espace vectoriel sur K des applications bi-

linéaires de E x F dans G.

Exemples 1.5.1. 1. L’application suivante :

KxK — K est bilinéaire.

(x,y) = x-y

2. SoitneNetn>1. Soit p: K" x K" — K donnée par :

(p((xl? "'737”)7 (y17 7yn)) = leyl
=1

alors ¢ est bilinéaire.

Pour K=R, n =2 oun =3 on obtient le produit scalaire usuel sur R? ou R3.

3. Pour un espace vectoriel E sur K, on a [l’application :

ExE* — K
(z, ) = [2)

est une forme bilinéaire.
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4. Si fi et fo sont linéaires, et p bilinéaires, alors 'application ;

(z,y) = (f1(2), f2(y))

est bilinéaire.

5. E et F des espaces vectoriels sur K.

Si f € E*, g € E*, alors ’application
ExE — K

(z,y) = flz).9(y)

est bilinéaire notée f ® g.

6. Si [ est linéaire et ¢ bilinéaire, alors Uapplication 1 : (x,y) — f(p(x,y)) est

bilinéaire.

7. Soit E = M(n x n,K), Uapplication

b: ExE — K
(AB) +— Trace(*BA).

est bilinéaire.

Proposition 1.5.1. (Ezpression dans des bases de E et F).
Soient E un espace vectoriel sur K de dimension n de base eq,...,e,, F un espace

vectoriel sur K de dimension m et de base fi,..., fm.

1. Sip e B(E, F;K). Alors on a : V(xq,...,z,) € K" Y(y1, ..., ym) € K™.

o> men Y yif) = > xwyelenfy).
i=1 j=1

i=1..n,j=1..m

2. Pour toute famille (aij)ic{1..n},je{1..m} d'€lément de K, il existe un unique élé-

ment ¢ de B(E, F;K) tel qu’on ait : Vi, j

@(ez,fj) = Qjj.
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3. Ona:
dim®B(E, F;K) = mn.
Preuve 1.5.1. 1. On a :

n m n m
SO(Z i€, Z yifi) = Z i p(ei, Z Yjfi)-
i1 =1 i=1 j=1
—
iy yie(eints)

2. Réciproquement si la famille (a;;) est donnée, on définit ¢ par la formule :
SO(Z TiCi, Zyjfj) = Z L Yjig-
i=1 j=1 irj

1l est immeédiat que ¢ est bilinéaire et que c’est l'unique forme bilinéaire sur
E x F telle que Vi, j

plei, fi) = aij.
3. L’application ¢ — (a;;);; est un isomorphisme de B(E, F;K) sur K™ d’ou le

résultat.

Définition 1.5.2. Avec les notations précédantes, la matrice

A= (ples f)YEEm,

S’appelle la matrice de ¢ pour les bases (eq,

ven) et (fi, ey fn)-

Exemples 1.5.2. 1. On peut démontrer de facon analogue qu’on a un isomor-

phisme
B(E,F;G) ~G™
pour G espace vectoriel sur K.
2. Supposons K =R, E = F = R2,
Une forme bilinéaire sur R? s’exprime donc en utilisant 4 coeficients

a11, a12,a21, A2 :

o((z1,22), (Y1, Y2)) = a121y1 + A12T1Y2 + A21T2Y1 + A22T2Yo.
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en particulier, le produit scalaire usuel exprimé sous la forme x1y; + T2ys a pour
)

1
IQI 0 .
01

Conséquences 1.5.1. Soit ¢ : E x F — K une forme bilinéaire ou E de dimention

matrice

m et F' de dimension n. Donc elle induite deux applicatios linéaires o1 et oy definie
par
o1 F F*
= o) = i)

4

Et
{52 F - FE
y = @a(y) = e2y).

Avec les notations de la définition, si A est la matrice de ¢ dans les bases (€;)i=1...m,
(fj)i=1.m- Un calcul simple nous permer de conclure que la matrice de oy € L(E, F*)
pour les bases (e;), (fF) est “A, et la matrice de $, € L(F,E*) pour les bases (f;),
(e¥) est A.

J

Proposition 1.5.2. (Ezpression matricielle de @)

Soient E un espace vectoriel sur K de base B = (eq, ..., e,), Fun espace vectoriel sur
K de base B = (f1, ..., fm) et o € B(E, F;K) de matrice A pour ces bases.

Soit X € E de composantes (x1, ...,x,) pour B et Y € F de composantes (Y1, ..., Ym)

pour B’
Alors on a :
p(r,y) =" XAY
o
€ U1
X = Y =

Tn Ym
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Preuve 1.5.2. On a :

elzy) = Dl @0l ayy;) pour A= (ay)
D e 1Y,
= (71, 7) : = tXAY

D ie1 OnjY;

~~

Y1

Ym

Remarque 1.5.1. Avec les mémes notations, si B € M(n x m,K) et si on a :
VX € M(n x 1,K),VY € M(m x 1,K)

IXAY = 'XBY ,

alors on obtient, en posant
B = (a;)

V(21 ooy Ty Y1y ooey Y) € KT
Z LiYj, Qij = Z 2Y;bij
2% 12

et, donc, on a

A=B.

Proposition 1.5.3. (Formule de changement de bases)

(

(€1, .. €n)
Soit E espace vectoriel sur K de bases § et avec P = Pass((e;), (e;)).
| (€1, €,)
(
(fl? Tty fm)
Soit ' espace vectoriel sur K de bases § et avec Q = Pass((f), (f;)).
| (o £

Soit p € B(E, F;K) de matrices :A pour les bases (e;) et (f;) et A" pour les bases
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(e;) et (f;)-
Alors on a :
A = 'PAQ.

Preuve 1.5.3. Avec des notations évidentes on a : V(z,y)

p(r,y) = 'XAY
= X' (*PAQ)Y’
= X' A .Y \PX =X,QY =Y.

Do A = 'PAQ .

Corollaire et définition 1.5.1. Le rang de la matrice de o est indépendant du choix

des bases de E et F' : c’est le rang de .

Remarque 1.5.2. On aurait pu démontrer ce résultat en remarquant que,
rangA = rangp; = rangps

et p1 et Yo indépendantes du choiz des bases.

1.5.2 Orthogonalité

Définitions-notations 1.5.1. Soient E et F' des espaces vectoriels sur K.

v : Ex F — K une forme bilinéaire.

1. Soit (z,y) € E X F tel que p(x,y) = 0 on dira que = est orthogonal a y pour p,

on notera x_1y.

2. Soit A C E. On pose
At ={y € F/Va € A, ¢o(a,y) = 0}. ('orthogonalité a droite)
et A+ appellée A 'orthogonale.
3. Soit B C F. On pose

LB ={x € E/Vbe B,p(x,b) =0}. ('orthogonalité a gouche)
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et * B appellé l’orthogonale de B.

Proposition 1.5.4. Soient E et F' des espaces vectoriels et sur K

¢ Ex E — K une forme bilinéaire.

1. Si AC E, alors A+ est un sous espace vectoriel de F.
At = (Vect(A))*.

2. SiAC BCE alors B C A*.
3. 8i ACE alors A C +(A1).

4. St By et Ey sont des espaces vectoriels de E alors on a :
(Ey + Ey)t = B NE;y.
112))3")4") : on peut énoncer les propriétés analogues pour [’orthogonalité a gauche.
Remarque 1.5.3. Si E' = Vect({ei,...,en}) on a donc

E+ = (Ke) n---N(Kep)t = {es}rn---n{e

1.6 Formes bilinéaires symétriques alternées
Soit ¢ une forme bilinéaire sur E. Si ¢ est reflexive c’est-a-dire

V(z,y) e EX E:p(z,y) =0 < ¢(y,z) =0

.Alors VAC E, A = 1A . (Cas du produit scalaire par exemple).

Or, on peut démontrer que si dimFE est finie, alors ¢ est réflexive si et seulement si :

{ soit  p est symétrique

soit p est anti-symétrique.

Définition 1.6.1. Soit E un espace vectoriel sur K et soit ¢ : Ex E — K bilinéaire.
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1. On dit que ¢ est symétrique si on a : ¥(x,y) € E x E
p(,y) =y, ©).
2. On dit que @ est anti-symétrique si on a : ¥(x,y) € E X E
p(r,y) = —e(y, z).
3. On dit que ¢ est alternée si on a : Vxr € B
o(x,z) =0.

Proposition 1.6.1. Soit E un espace vectoriel sur K, de dimension n et de base
(€1, €n).

Soit ¢ : E x E — K bilinéaire de matrice A dans la base (ey,...,e,). Alors ¢ est
symétrique (resp. antisymétrique) si et seulament si A est symétrique : 'A = A (resp

A est antisymétrique : TA = —A).

Preuve 1.6.1. 1. Si ¢ est symétrique on a Vi, j

plei,ej) = wlej,e)

az-j = aji.

2. Réciproquement, supposons A = 'A , c’est-a-dire Vi, j

w(ei, e5) = p(e, €).

Soit
n
T = inei ek,
i=1

et

y=Y ye €E.
j=1
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On a:

plz,y) = 27,] ziy;p(€i, €5)
= Zm- ziy;p(ej, €)
= ¢y, 2).

Donc ¢ est symétrique.

Remarque 1.6.1. Soit K un corps de caracteristique défférent de 2 et E espace
vectoriel de dimension n sur K.
Posons S l’ensemble des formes bilinéaires symétriques et A ’ensemble des formes

bilinéaires antisymétriques sur /. Nous savons que S et A des sous-espaces vectoriels

de B(E, F;K), de dimensions "(";1) et n(n;l) respectivement et on a :

B(E,F:K)=Sa A

1.6.1 Orthogonalité (Cas réflexif)

On suppose que F est un espace vectoriel sur K et que ¢ est une forme bilinéaire sur

E symétrique ou antisymétrique.
Définition 1.6.2. On appelle noyau de p, l'espace F+ = LE .

Remarque 1.6.2. Le noyau de ¢ est donc [’ensemble des éléments de E qui sont

orthogonauz o F.
Définition 1.6.3. On dit que ¢ est non dégénérée si on a E+ = {0}.

Remarque 1.6.3. ¢ est donc non dégénérée si et seulement si l’application linéaire

G E — E*
v o= o) sy o) (y) = ¢, y)

est injective.
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Exemples 1.6.1. 1. Soit K=R, £ = R?

©: EFExFE — R
(1, 22), (y1,y2) — @((x1,22), (Y1,Y2)) = T1Y1 + T2Yo.

On a :
Et = {(y1,y2)/Y(x1, 22) 191 + 22y = 0}
= {(0,0)}.
Donc ¢ est non dégénérée.

2. SoitK=R, E=R3 ¢ : ExE — R et donnée par :

w((%, T2, 133)7 (?Jl; Y2, ys)) = T1Y2 + ToY1.

On a :
B = {1, 92, y3) /¥ (21, T2, 13) 7191 + 2212 = 0}
= {0} x {0} x E.

Donc ) est dégénérée.

Proposition 1.6.2. On suppose dimE = n. Alors on a :
1. dimE+ =n — range.

2. ¢ est non dégénérée si et seulement si la matrice de ¢ dans une base quelconque

de E est inversible.

Preuve 1.6.2. - On sait que le rang de ¢ égal le rang de P, et $y, B+ = ker @;.
Donc
dimE+ = dimFE —r¢p;
= dimF —rgyp
= n—rgp

Remarque 1.6.4. Si on reprend les exemples précédents ¢ et i)

10
© de matrice ( 01 ) est non dégénérée.
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Y de matrice est dégénérée.

o = O
o O =
o o O

Remarque 1.6.5. La propriété,
dimF+ =n — dimF.
N’implique pas,
E=FgF*

Proposition 1.6.3. Soit E un espace vectoriel de dimension n sur K. Soit l'applica-
tion p : E x E — K bilinéaire symétrique ou antisymétrique.

Alors les 3 propriétés suivantes sont équivalentes :
1. FnF+={0}.
2. E=F@F
3. ¢/F x F est non dégénérée.

Preuve 1.6.3. Les implications : 2=—=1 et 1<=3 sont immédiates. Démontrons

1=2.

On a :
dim(F + F*) = dimF + dimF*.

car

FNF-=0
d’ot

dim(F + F+) > dimF + (n — dimF)
= dimFE

d’ot

F+F =E.
Définition 1.6.4. 1. Soit F' un sous espace vectoriel de E vérifiant les proprié-

tés équivalentes précédentes, alors on dit que F est non isotrope (sinon F est

isotrope).
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2. Soit x € E, on, dit que x est isotrope si p(xz,x) = 0, (c’est-a-dire l’espace

vectoriel Kz est isotrope ou nul).

Exemples 1.6.2. 1. Soit ¢ : C? x C? — C = K donné par :

o((x1,22), (Y1, 2)) = T1Y1 + T2y

1
Alors ¢ a pour matrice ( 01 > dans la base canonique, donc est non dégé-

neree.
Soit F' = C(1,1).
On a donc :

Comme on a :
on a donc :

Donc F' est isotrope.
2. Soit ¥ : R® x R* — R défini par
V((21,2,23), (Y1,Y2,Y3)) = T1Y1 + T2Ya.
Alors 1 est dégénérée, et évidemment
F =Vect{(1,0,0),(0,1,0)}

est non istrope.

1.6.2 Bases orthogonales (cas symétrique)

Définition 1.6.5. Soit E un espace vectoriel de dimension n sur K, soit

¢ : Ex E— K une forme bilinéaire. Soit (e1, ...,e,) une base de E.

1. On dit qu’elle est orthogonale pour ¢ si on a : ¥(i,7) € {1,...,n}?

Z#] = (p(eiaej) = 0.
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2. On dit qu’elle est orthogonale pour ¢ (ou orthonormée) si elle est orthogonale

et si de plus on a Vi € {1,...,n}

(e, e;) = 1.
Remarque 1.6.6. 1. Dire que la base (e, ..., e,) est orthogonale revient a dire que
A1
la matrice de ¢ dans cette base est diagonale ou

An

- que @ s’exprime dans la base par une formule du type :
@(Z LiCis Z yjej) = Z i+ Ty
i j i=1

2. Pour qu’il existe une base orthogonale il est évidemment nécessaire que @ soit
symétrique, et la réciproque est vraie. Dans le cas ou @ alternée, on sait égale-

ment construire certaines "bonnes” bases.

Proposition 1.6.4. Soit ¢ : Ex E — K bilinéaire symétrique sur un espace vectoriel
E de dimension quelconque.
Soit (eq, ..., e,) une famille d’éléments deux 4 deuz orthogonauz, non isotropes de E.

Alors la famille (eq, ..., e,) est libre.

Preuve 1.6.4. Soient A, ..., \, dans K tels que

=1

Soit j €{1,...,r}, ona :

O(Q iy Aieires) = Njpl(ej, e;)
= 0.

Comme e; est non isotrope, on obtient \; = 0.
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Proposition 1.6.5. (Ezistence d’une base orthogonale).
Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K de caractéristique # 2.

Soit p : E x E — K bilinéaire symétrique.Alors EE admet une base orthogonale pour

@Y.

Preuve 1.6.5. On raisonne par récurrence sur n = dimkE.

1. n=1. Toute base convient.

2. n > 1. Supposons le résultat démontré pour les espaces vectoriels sur K de
dimension < n.
1" cas ¢ = 0.Toute base convient.
2m€ cas o # 0. Alors Je; € E tel que p(er,e1) # 0 (en effet sinon ¢ est alternée,

donc antisymétrique, donc on a N(x,y) € E X E

oy, ) = —p(z,9)
o(,y)
20(z,y) = 0,

cela implique o(x,y) =0).

Comme Key est non isotrope, en appliquant la théoréme précédant sur l’orthogonalité

on obtient :
E =Ke; @ (Key)™ .

On applique Uhypothése de récurrence a (Key)t, muni de la restriction de o, pour
construire (ey, ..., €,) base orthogonale de (Kei)t.Alors (e1, ..., e,) est une base ortho-

gonale de F.

Remarque 1.6.7. La démonstration ne fournit pas une méthode trés pratique de

construction effective de la base.

Corollaire 1.6.1. (Traduction matricielle)
Soit A € M(n xn,K) ot K un corps de caractéristique # 2, une matrice symétrique.

Alors il existe P € M(n x n,K), inversible tel que "PAP soit diagonale.
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Preuve 1.6.6. Soit E un espace vectoriel de base (e, ..., e,) sur K. Soit ¢ bilinéaire

symétrique de matrice A, et soit (f1, ..., fn) une base orthogonale de E.

On a

'PAP = D.
Avec
D diagonale = matrice de ¢ dans (f1, ..., fn)
et
P = Pass((e:), (f;)).
Remarque 1.6.8. 1. Ne pas confondre cette formule, avec dans le cas ou A est

diagonalisable Q=1 AQ diagonale.

2. Les matrices A et 'PAP sont dites congruentes.

Corollaire 1.6.2. On suppose K = C. Soient E un espace vectoriel de dimendion n

sur C, et ¢ : E x E — C bilinéaire symétrique. Alors il existe une base de E dans

I, 0
laquelle la matrice de p est ( 0 0 ) .

Preuve 1.6.7. D’aprés le proposition, si ¢ # 0 il existe une base (6/1, ...,e;L) dans

laquelle la matrice de ¢ est :

At

avec r > 1, \; # 0Vi.

Vie{l,...,n}, u; € C tel que
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On a

!
’

/
el e
La base (H’ ey €y e

o(—, L) =1.
i

/ . N .
,€,) Tépond a la question.

Remarque 1.6.9. Il ya donc dans M(n x n,C) autant de classes de congruence que

de choix de r : c’est-a-dire n + 1classes.

Corollaire 1.6.3. (Théoréme d’inertie de Sylvester )

On suppose K = R.

E espace vectoriel de dimension n sur R.

p: ExX E — R bilinéaire symétrique.

Alors :

1. I existe une base de E dans laquelle la matrice de ¢ est du type

2. Le couple (p,q) est indépendant du choix de la base laquelle la matrice de ¢ a

la forme cherchée : (p,q) est la signature de .

Démonstration 1.6.1.

est du type :

A

1. Soit (€, ...,e,) une base dans laquelle la matrice de o

M1

Hq
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Pour tout i € {1, ..., p}.
Soit a; € R tel que

Soit e; = Z—l on a:
90(62" 61) =1
Pour tout j = {1, ...,q}.
Soit B € R tel que
B = —H;
Soit ey % on a
peptis epri) = —1.

Alors la base (eq, ..., e;+q,e;+q+1, ...,e.) réponde & la question.
On posera e}, = e;c pour k € {p+q+1,..,n}.

2. Soit (fi1, ..., fn) une autre base dans laquelle la matrice de ¢ est du méme type :

-1 avecOSp/gn,OSqlgn.

Soit ] © € Vect(ey,...,ep) \ {0}, onay (z, z)> 0
01
zeVect(fy s In), on a ¢ (x, )< 0.

On obtient donc de facon analogue p < p et donc p=7p ; et comme on a :

p+q = p+q
= rangdeyp.

On obtient aussi
q=4q.

Remarque et exemple 1.6.1. - On obtient donc autant de classes de congruence

dans M(n x n,R) que de choiz de couples (p,q) avec 0 < p < n, 0 < ¢ < n,
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w choizx.

0<p+q<n, c’est-a-dire
. , 10
- Soit ¢ de matrice < 0 1 ) dans la base (e, e3).
Soit fi € E tel que ¢(f1, fa) > 0. Alors on a :
E=Kfi® Kfi)"

Soit (f2) une base quelconque de (Kfy)*t. Alors la base (fi, fo) premet de construire

une base du type du théoréme et donc on a nécessairement ¢(f1, fo) < 0.

Exercice 1.6.1. Cas des formes alternées. Supposons card K # 2. Montrer que si
v Ex E — K alternée bilinéaire sur E espace vectoriel de dimension n, alors il

existe une base dans laquelle la matrice de ¢ est du type :

Ay

A 1
" avec A; = 0
0 -1 0

(une telle base est dite symplectique).

1.7 Formes sesquilinéaires
Soit K = C le corps des nombres complexe.

Définition 1.7.1. Soient E et F' des espaces vectoriels sur C et soit f : E — F une

application. On dit que f est semi-linéaire si on a

1. Y(r,y) € EXE, flx+y) = f(x)+ f(y).

2. Vx € E,Vy € C, f(\x) = M f(x).
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Exemple 1.7.1.

f C — C
zZ = Z
est semi-linéaire.
f:C"—=C

définie a partir de (aq,- -+, a,) € C" par :

v(Zla T '7zn) € (Cnaf(zla' : '7Zn) - Zai Z_z
i=1

est une forme semi-linéaire.

Remarque 1.7.1. Si a tout C-espace vectoriel F' on associe le C-espace vectoriel F”

obtenu en conservant l’ensemble I' et ’addition et en posant :

Vee FFYAN€eCAxz =\ 1

1" n 9

telle que est une loi externe dans F' et” -7 est une loi externe dans F. Alors :

- Une application semi-linéaire de E dans F est une application linéaire de E dans
F/

-S1G =G C F; alors G sous espace de F si et seulement si G' sous espace vectoriel
de F' et dimG = dim G'.

Définition 1.7.2. Soient E , F' , G des sous espaces vectoriels sur C. Soit ¢ :

E x F — G une application. On dit que ¢ est sesquilinéaire si on a :

1. Yz € FE fixé, 'application partielle

o1(x) « F — G
y = elry)

est semi-linéaire

2. Yy € E fixé, 'application partielle

way) + B — G
r = p(r,y)

est linéaire.
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Si de plus on a G =K, alors ¢ est une forme sesquilinéaire.

Remarque 1.7.2. Soit ¢ : Ex F — K une forme sesquilinéaire alors ¢ : ExX F' — K

est une forme bilinéaire.

Exemples 1.7.1. - Soit ¢ : C" x C* — C donnée par :

\V/(.Th t '7$n) S Cnvv(ylv o '7yn) e C".

@((xly T '7xn)7 (yla T 7yn)) = Zilfz?z
=1

(produit scalaire hermitien usuel).
Alors ¢ est sesquilinéaire (d’autre part il n’existe pas d’isotrope non nul).

- Soit E={f :]0,2n] — C/fcontinue} et Soit p une application donnée par :

v : ExE — C

27

(f.9) = fo" f(t)g(t)dt
alors ¢ est sesquilinéaire.

Commentaire On a considéré la semi-linéaire par rapport a la seconde variable,

certains auteurs la prennent par rapport a la premiéere variable.

Définition 1.7.3. Soient (e1,- - -,e,) une base d’un espace vectoriel E sur C,
(f1, -+, fm) une base d’un espace vectoriel F' sur C et ¢ : E x F — C une forme

sesquilinéaire. Alors la matrice de ¢ pour ces deux bases est la matrice A donnée par :
A = [p(es, fj)](i,j)

telle que i € {1,---,n}, j € {1,---,m} avec i est indice de ligne et j est indice de

colonne.
Proposition 1.7.1. Avec les notations de la définition, on a :
p(z,y) = 'XAY

. Ou
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T Y1
X = eC"Y = : eC”
Tn Ym
Proposition 1.7.2. Avec les notations précédentes, posons (€}, -+, el) est une autre

base de E avec P = Pass((e;), (e)) et (f1,- -+, f]) est une autre base de F avec
Q = Pass((f:), (f]))-

Si A" est la matrice de ¢ pour les bases (€}) et (f!) alors on a :

A =t PAQ.

Remarques 1.7.1. Comme pour les formes bilinéaire, on peut definir les notions
sutvantes :

-rang ¢ = rangA = rangA’.

- La notions d’orthogonalité relativement a ¢, et on obtient des propriétés analogues

au cas bilinéaire et en remarquent que o est bilinéaire de E x F' dans C.

1.8 Formes hermitiennes, anti-hermitiennes

Définition 1.8.1. Soit E un espace wvectoriel sur C et soit ¢ : Ex E — C
sesquilinéaire. On dit que :

- o est hermitienne si on a :

V(z,y) € Ex E,o(y,x) = @(x,y) (propriété de symétrie hermitienne).

- o est anti-hermetienne si on a :

V(z,y) € Ex E,0(y,r) = —p(z,y).

Proposition 1.8.1. Soient E un espace vectoriel sur C, de base (eq,- - -, e,), et

¢ E x E — C sesquilinéaire, de matrice A pour la base (e;); de E. Alors on a :
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- © hermetienne < 'A = A (matrice hermetienne)

- ¢ anti-hermitienne < *A = —A (matrice antihermetienne).
Preuve 1.8.1. (C’est une demonstration analogue au cas bilinéaire.
Remarque 1.8.1. Si ¢ une forme hermetienne alors :
a; €R, Yi=1,---.n
{ aji = @, Vi,j avec 1 <].

Exemple 1.8.1. Un exemple de forme hermetienne est donnée par :

(7, y) = 211 + 1212 — 10271 + 373Y3.
Contrairement & ce qui se passe dans le cas bilinéaire, on a :

¢ hermitienne < i ¢ anti-hermitienne.

L ’étude des formes sesquilinéaires antihermitiennes se raméne donc au cas hermitien.

Les propositions suivantes se démontrent comme dans le cas bilinéaire symétrique.

Proposition 1.8.2. Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur C. Soit ¢ :
E x E — C sesquilinéaire hermitienne non dégénérée (rang ¢ = dim E ). Soit F' un

sous espace vectoriel de E, alors on a :
dim F*+ = dim £ — dim F.

Proposition 1.8.3. Soit E un espace vectoriel de dimension n sur C. Soit p : E X
E — C, sesquilinéaire hermitienne. Soit F' un sous espace vectoriel de E. Alors les

deuz propriétés suivantes sont équivalentes.
FNFt={0}etE=Fo®F*

Définition 1.8.2. Une base orthogonale pour ¢ est une base (eq,- - -, e,) de E dans

laquelle la matrice de ¢ est diagonale, ou encore, on a :

(Do Tiei, 25 Yi€g) = D2, 5 aijxil; ou encore i # j = (e, e5) =0
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Proposition 1.8.4. Soient E un espace vectoriel de dimension n sur C et ¢ une
forme sesquilinéaire hermitienne sur E. Alors :

- Il existe une base orthogonale (eq,- -+, e,) de E dans laquelle la matrice de ¢ est du

type :

- De plus le couple (p,q) ne dépend que de ¢ : c’est la signature de .

Démonstration 1.8.1. On démontre comme dans la cas bilinéaire symétrique, en

/

utilisant le théoréme 2 que E admet une base (€}, -, e,

) orthogonale pour ¢. On a :

Vie{l,- - n} e, e) € R (psesquilinaire).

27 71

- Sip(€l,el) =N >0 soit u; € R tel que p? = \; on pose e; = fT; on a p(e;,e;) =1.

/
!/

- Sip(eg, e;) = Ai < 0 soit ji; € R tel que pf = —X; on pose e; = - on a p(e;, ¢;) = —1.
- Si (e, e

' el) =0 on pose e; = ¢€l.
En modifiant éventuellement [ordre sur les éléments (e, - - -, €,) on obtient une base
répondant a la question.

Démonstration analogue au cas bilinéaire symétrique.

Corollaire 1.8.1. (traduction matricielle) Soit A € M(n x n,C) une matrice hermi-
tienne

(‘A = R).

Alors il existe P € M(n x n,C), P inversible tel que ‘PAP soit du type



Chapitre 2

Elements du calcul tensoriel

2.1 Dualité

2.1.1 Espace dual

Soit E un espase vectoriel sur K. On appelle une forme linéaire sur F,ou covecteur

de F, toute application linéaire de E a vleur dans le corps K.

Définition 2.1.1. L’espace Lx(FE,K) des formes linéaires sur E est appelé dual de

l’espace E, et est noté E*.

Remarques 2.1.1. - Un élément w € E* est appelé covecteur de E ou vecteur dual
et est aussi vecteur covariant ou pseudo—vecteur en physique.

- Un vecteur x € E est appelé par fois vecteur contravariant.

- Les notations des formes linéaires est importante en théorie des fonctions (appellée

"analyse foncionelle”).

Exemple 2.1.1. Sur l’espace vectoriel E = C*(R), soit x € R fixé et soit :

5,16 € C(R) = d(z) € R.

Alors 6, € E* est une forme linéaire appelée " distribution de Dirac en x "

Pour tout K— espace vectoriel de F, on a :
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1. Le noyau d’un forme linéaire non nulle sur F est un hyperplan de F, c¢’est-a-dire

un sous espace vectoriel de F/ de codimension 1.

2. Pour tout hyperplan H de E et pour tout vecteur e de F¥ n’appartenant pas a
H, il existe une forme linéaire unique w sur F nulle sur H, telle que

w(e) = 1, en particulier on a I'mw = K.

3. Deux formes linéaires w; et wy sur E ayant le méme noyau si et seulement si

elle sont proportionnelles, c’est-a-dire, il existe A € K — (0) telle que w; = Aws.

On rappelle la définition du symbole de kronecker :

55l st i=j;
v 0si i#j.

Proposition 2.1.1. Soit (e1,--- ,e,) une base de E. On décompose un vecteur :

=Y ,x'e; € E. Pourj fizé on définit :

e;: B — R
r —
Alors €5 € E* est une forme linéaire et (e7,--- ,ey) est une base de E* appellée base
duale. Elle vérifie :
* v/
€ (i) = &

donc
dim(E*) = dim(E) = n.

Une forme linéaire o € E* s’écrit dans cette base :
*
o= E a,e;
i

avec a; = afe;) € R ses composantes.

Preuve 2.1.1. 57 a € E* alors

a(zr) = oz(z rle;) = inoz(ei) = Z el (r)a(e;) = Za(ei)e;k(x).
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donc

avec

a; = afe;)
Remarque 2.1.1. -La correspondance :

vecteursdebasee; < vecteursdebasedualee;

est "collective” et non individuelle si on modifie un vecteur (par exemple e;,) cela
modifie tous les vecteurs duauz ;. On verra plus loin une correspondance individuelle
différente qui existe lorsqu’il y a une métrique sur E.

-Si (e1,--- ,e,) est une base de E, si « € E* = L(E,R) (considérée comme une
application linéaire), comme 1 € R est la base canonique de R, on exprime « par

rapport a ces bases par une matrice 1 X n, c-a-d un vecteur ligne :

O =pgse, (061, o 7an)

ot o = afej). En particulier si x =), x'e; € E on a :

alz) = Z oz’

le produit d’un vecteur ligne par un vecteur colonne.
-Si E un espace vectoriel, telle que (E*)* = E et que c’est un isomorphisme canonique.

On notera aussi E** = (E*)*.

2.2 Formes bilinéaires canoniques

Soit E un K— espace vectoriel.
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Définition 2.2.1. On appelle forme bilinéaire canonique, I’application bilinéaire
(z, w) — w(z)

de E x E* dans K. Et le scalaire (x/w) = (x,w) = w(x) est appelé produit scalaire

du vecteur x par le covecteur w.

La forme bilinéaire canonique sur E* x E est non dégénérée, en effet, par definition,
la seule forme linéaire nulle sur £ est la forme nulle. Le noyau a droite est donc réduit
a la forme nulle.

Un vecteur qui annule toute les formes linéaires appartient a touts les hyperplans;
c’est donc le vecteur nul; ce qui montre que le noyau a gauche est aussi réduit au

vecteur nul.

Remarque 2.2.1. On peut voir une forme bilinéaire canonique comme application
de E* x E dans K donnée par :

(w,z) = w(z) = (w/x) = (w, z).

Le chois ici est justifier par les physiciens.

2.2.1 Orthogonalité

Soit £/ un espace vectoriel sur K et £* son espace dual.

1. Deux éléments v € E et w € E* sont dits orthogonaux si :
(z,w) =0.

2. Deux parties A C E et B C E* sont dits orthogonaux si :
(x,w) =0

pour tous x € A et w € B.

3. Soit A C E. On appelle annulateur de A, que 'on note Ann(A), 'ensemble :
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Ann(A) ={w € E*\ (z,w) = 0, pour tout z € A}

Ann(A) est un sous espace vectoriel de E* et 1'on & :
Ann(A) = Ann(Vect(A)).

4. Soit B C E*. On appelle orthogonal de B, que I'on note + B, ’ensemble
LB = {z € E\(x,w) = 0,pour tout w € B}.

LB est un sous espace vectoriel de E et I'on a :
LB =t (Vect(B)).

Soient E un espace vectoriel sur K, (e;)i € I une base de E et J une partie de [I.
Alors pour qu'un élément z soit dans I orthogonal {e/\j € J}* de {e/\j € J}, il
est nécessaire et suffisant que (x,e¢’) = 0 pour tout j € J, si et seulement si les
coordonnées x? (7 € J) de x sont nulles, ce qui est équivalent a dire que

x € Vect(e;\i € I — J), ainsi,

{el\j eI}t =Vect(e\i € I —J).

Supposons que [ —J soit fini. Pour qu’une forme linéaire w sur F soit dans I’annulateur
Ann{e;\j € J} de la partie e;\j € J}, il faut et il suffit, (e;, w) = 0 pour tout j € J.

Considérons la forme linéaire

o=w— Z {e;,w)e’,

el—J

cette forme linéaire est nulle, et par conséquent

w = Z (e;, whe' € Vect(e'\i € I —J).

iel—J

Soit maintenant w € Vect(e\i € I — J). Il existe des scalaires (\;);er_ telle que

w = Z €',

iel—J
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et donc, pour tout j € J,

(ej,w) = Z Nilej, e’y = Z Xibs =0

icl—J iel—J

donc w € Ann{e;\j € J}, on a donc

Ann{e;\j € J} = Vect(e'\i € I — J).
On déduit, que si E est un espace vectoriel sur K de dimension finie, alors pour tout
sous espace vectoriel F' et E et pour tout sous espace vectoriel G de E* on a
1. dimg(Ann(F)) = dimg £ — dimg F,
2. dimg G+ = dimg E — dimg G.

Et pour tout sous espace vectoriel F' de E, on a :
(E\F)* ~ Ann(F).

En particulier si £ de dimension finie, alors
dimg (E\F) = dimg (Ann(F)) = dimg E — dimg F.
De méme on a :

E*\Ann(F) ~ F~*.

Définition 2.2.2. Soit E un espace vectoriel sur K et E* son espace dual. On appelle
bidual de E le dual (E*)* de E*, on le note E**.

Considérons I'application ¢p : E — E**,

telle que pour tout = € F, pg(x) = T est la forme linéaire sur £*, donnée par :
z(w) = (z,w)

quel que soit w € E*, est un homomorphisme injectif de K-espace vectoriels.
Proposition 2.2.1. Soient E et F' des espaces vectoriels sur K et o : E x FF - K

bilinéaire.

Soit E sous espace vectoriel de E.
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On suppose E' et F de dimensions finies.

Alors on a :

dim(E')*t > dimF — dimE' .
Preuve 2.2.1. p : EXF - Ket E' CFE
B = {ye F\g(z,y)=0Vz € E'}
{ye F\¢gi(z)(y) =0Vx € E'}

{lye F\(y,o1(x)) =0Vx € E'}
= {pi(x)\x e F}CF

Orthogonalité au sens du la dualité. D’autre part on a
F="{G(x)\z€ E}a{p(z)\z e E}.
Donc

dimF = dim E™" + dim @, (E’)
= dim B + dim(@y(e1), -+, Pi(er)) ot r et la dimension de E'.

D’ou
dim EVL = dimF — dim(@1(€1>, SR @1 (er))
< dimF —r
= dimF — dim F'.

Corollaire 2.2.1. Si E = F de dimention finie et ¢ : E x E — K bilinéaire alors
dim E+ = dim* E

Proposition 2.2.2. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n, Soit p forme
bilinéaire symétrique ou anti-symétrique non dégénérée sur E .

Soit F un sous espace vectoriel de E. Alors on a :

dimF*+ =n — dimF
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Preuve 2.2.2. On a :

Ona: F+ = {ye€ E/Nz € Fo(y,r) =0}
{y € E/Vz € F(pa(x))(y) = 0}
= Hpa(2)/z € F}

(orthogonale au sens de la dualité).

Donc, par dualité, on a :

dimF*+ = n — dimps(F).

Comme ¢ est non dégénérée, 'application linéaire o : E— E* est injective et donc

on a :

dimps(F) = dimF.

Corollaire 2.2.2. Sous les hypothéses du théoréeme précédent on a :

1. Si F est un sous espace vectoriel de F,
(FHt=F
2. Si I et G sont des sous espaces vectoriels de E, on a :
FCG&eGHCFh
3. Si F et G sont des sous espaces vectoriels de E, on a :
(FNG)t = F+ 4+ G*.

Preuve 2.2.3. 1. On a F C (FY)* (propriété générale de ’'orthogonalité).
De plus,

dimF+ =n — dimF,
d’ot

dim(F*)* = dimF.
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2. Ona:
FCG=GtCF*t
(propriété général de l'orthogonalité)
et :
G'CF = F=(F)"C(G)' =G,

3. Pour démontrer l’égalité il siffi donc de montrer qu’on a :
FNG=(F++GH)*

Oron a:
(FL 4G = (FLYrn(Gh)*
= FNnG.

(propriété général de 'orthogonalité)

Proposition 2.2.3. pg est un isomorphisme si et seulement si E est de dimension

finie.

2.2.2 Transposition

Soient E et F deux espaces vectoriels sur K. A toute application linéaire v : E — F,
on peut l'associer une unique application linéaire 'u : F* — E*, appelée transposée
de u, définie par :

fu(w) = wou,

c’est-a-dire, pour tout z € F et w € F*, on a :

Exemple 2.2.1. Soient F' un sous espace vectoriel de E, i : x — x de F' dans E
l'injection canonique de F dans E etp:x—T=x+F de E sur E/Fla surjection

canonique. Alors

1. Yi(w) = woi = w\p est la restriction de la forme linéaire w au sous espace

vectoriel F', pour tout w € E*,
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2. % : (E/F) — E*

'p(w)(z) = w(T)
ouT=ux+F et la classe modulo F' du vecteur x.

Proposition 2.2.4. Dans les hypothéses et notations ci dessus on a :
1. L’application u —' u de Lx(E, F) a valeurs dans Lx(F*, E*) est K-linéaire.
2. Yidg = idg-
3. Soit G un troisiéme espace vectoriel sur K, u € Lx(E, F) etv € Lx(F,G), alors
fvou) = tuo'v.
4. Siu € GLg(E), alors 'u € GLg(E*) et l'on a :
()™ ="(w™).

De méme on a :

Proposition 2.2.5. Soient E et F' deux espaces vectoriels sur K et u € Lx(E, F).On

a les relations suivantes :
1. Im 'u = Ann(ker u),
2. ker 'u = Ann(Imu),

3. le rang de 'u est fini si et seulement si, le rang de u est fini et 'on a :
rg(‘u) = rg(u)

Proposition 2.2.6. Soient E et F' deuz espaces vectoriels sur K et u € Lx(F,F).

Alors le diagramme suivant

PE
E — FE*
u | 1t
- F*

PF
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est commutatif :
"uopp = prou,
ict tu = t(tu).
Proposition 2.2.7. Soit E un espace vectoriel sur K, F un sous espace vectoriel de
E et G un sous espace vectoriel de E*. Alors :
1. (AnnF)+t =F

2. dim F est finie si et seulement si dim(AnnkF) et finie et l'on a :
codim(F') = dim(AnnF),
3. dimG et finie si et seulement si dim(G?L) est finie et 'on a :
G = Ann(Gh).

Proposition 2.2.8. Soit u une application de E dans F ou dim E = m,
dim F =n, et A la matrice associé a u suivant les bases canoniques de E et F'.

Alors la matrice associé a I’ application *u suivant les bases canoniques de F* et E*
est LA.

Preuve 2.2.4. Posons A = (a;;) tgi =1,...,netj =1,...,m et B = (byg) tq
a=1,..m
6 =1,..n
Alors nous savons que
u(f2) = TR sbaa €.

faout = X3 bga €.

Alors d’une part on a :

foou'(ex) = fa(tulex))
= fa(ELfe)
= Xaufo(fi)
= X abi

- Qg
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D’autre part on a :
Yhiies(en) = X5 0pr = b

d’ou : bkl = Q-



Chapitre 3

Espaces vectoriels symplectiques

3.1 Meétriques sur un espace vectoriel

3.1.1 Meétriques Euclidiennes

Définition 3.1.1. St E est un espace vectoriel réel de dimension n, un produit scalaire

Euclidien ou métrique Euclidienne sur E notée g(.,.) est une application :

g : (v,y) e EXE — g(x,y) €R

Verifier les propriétés suivantes :

1. Linéaire par rapport a x c’est-a-dire Vi, x9,y € E,Vaq,as € R,

(a1 + e, y) = arg(z1, y) + aag(xs,y);

2. Symétrique c’est-a-dire g(x,y) = g(y,z),Vo,y € E ;
3. Positive c’est-a-dire Vx € FE,g(x,z) > 0;
4. Non dégénéré c’est-a-dire Vx € E,g(x,z) =0= 2z =0.

On dit que (E, g) est un espace Euclidien.
On notera :

|lz]| = v/g(z,x) (norme du vecteur z).



56 CHAPITRE 3. ESPACES VECTORIELS SYMPLECTIQUES

Conséquences 3.1.1. Une métrique Fuclidienne est linéaire en y. C’est-a-dire, ¢’est

une forme bilinéaire.

1

Remarque 3.1.1. Le produit scalaire se note aussi' avec ou (-\-) :

(z\y) = g(z,y).
Soit g une métrique Euclidienne sur E, donc on peut la considérer comme une appli-
cation linéaire :
g : E — FE*
= gl) = gi(x).
Le vecteur dual g(z) = g1(x) € E* est appelé vecteur dual métrique de z.

Avec les notations plus précises mentionnées précédement, la forme bilinéaire cano-

nique est donnée par :

En effet : soit x € E, alors

g(r) =g*(r) & gi(r) = ga(x)
& q(z)(y) = g(z)(y) Yy € E
& glv,y) =gy, x).

- L’hypothése g non dégénérée signifie que g : F — E* est inversible. En effet

1. On pourrait aussi noter (z\y)g pour ne pas confondre avec la contraction (-\')gx g~
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ker(q) = {z,gi(x) =0}
= {z/g(v,y) = 0,Vy}
— {0}

Donc g est injective donc bijective (c’est un isomorphisime). On note son inverse
gl B = E.
Cest-a-dire, sia € E* on a g *(a) € E.

- Gréce a Iisomorphisme g : E — E*, le produit scalaire sur F noté (-\-)g définit un

produit scalaire sur E* aussi noté (-\-) g« :

(@\B)p+ = (g7 ()\g~"(B)) telle que o, § € E*

(aussi noté g~ (c, B)) qui est aussi symétrique, non dégénéré et positif.
Définition 3.1.2. Une base orthonormée (b.o.n.) est une base (eq,- - -, e,) telle que
glei,e;) =6;; Vi,j=1,---.n

(autrement dit (e;\e;) = d; ;).

Dans un espace vectoriel, toujour, il existe une base orthonormée. D’out

3.1.2 Construction de Gram-Schmidt

Partant d’une base (b1, -+, b,) quelconque de E (pas forcément orthonormée), on pose
b
1= 0
11
qui est normalisé (||le;|| = % =1).

On considére l'espace Ey = Vect(by,by) = Vect(eg, by) de dimension 2. On pose

€s = by + A\jeg avec A telle que (e \ €3) = 0
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= <61\b2>+)\1:0
o A=—{er\ by)

On pose

€2

€y = ———.
A

qui est normalisé. Alors {ej,es} est une base o.n. de E. On poursuit de méme par

récurrence, si on a obtenu ey, - - -, e;_;, on considere
E; =Vect(by, by, - - -,bj) = Vect(er, e, - - -, €j-1,b;))

de dimension j. On pose €; = b; + Aeg + - - - + A\j_1e;_1 telle que (e; \ €;) = 0 pour
tout i =1,---,5—1, soit (e; \b;) + A\; =0 < A\, = —(e; \ b;). On pose e; = ”gﬁ qui est

normalisé. Alors (e, eq,- - -, €;) est une b.o.n. de E;. Par récurrence, on obtient une
b.on. {e1, -, e,} de E, = E.

Remarque 3.1.2. Celte construction dépend de la base (by,- - -, b,) de départ mais
aussi de lordre des vecteurs (b;);. Retenons que la base o.n. obtenue est caractérisée

par le fait que
E; =Vect(by,---,b;) = Vect(ey, - -,e;),Vj=1,---,n.
Ces espaces sont emboités :

3.1.3 Construction symétrique d’une base orthonormeée (*)

Voici une autre construction. On part d’une base (by, - - -, b,) quelconque de E (pas

forcément orthonormée). Posons :
Bi; = (bi \ bj).

La matrice B = (B, ;);; est appelée matrice de Gram de la base (b;);. C’est une

matrice symétrique, définie positive, c’est-a-dire que pour tout u € R™, u # 0,
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(u\ Bu)gn > 0. En effet on pose U = >, u'b; € E, et on a :

<(U\U)g = Z ue? (b \ b)) = (u\ Bu)gn

Donc la matrice B se diagonalise :
B=UDU.

Ou U est une matrice orthogonale (U~! = U?) contenant les vecteurs propres de B
en colonnes, et D = diag(dy, - - -,d,) sont les valeurs propres de B, avec

di>dy>--->d, >0.On pose

~ 1 ~ ~ ~
dj: 7D:dlag(d177dn)
e
Et
C - DUT — (Coi)aim1-m @ matrice n X n.
Posons :
== ZC’anj c E,CM = 1,' N
j=1
Alors
(€q Z CoxCaybp \ by) = Z Co i Bi(C = (CBCT)op =
(ea \eg) = 24, CarCulbr \ b)
= 21 CanBri(CM)ip
= (CBCT), 5
=  (DUTBUD),s
S—— ’
= (Lays
p— 5a7ﬂ
telle que UT BU = D, donc (ey,- - -, €,) est une base orthonormée de E.

Remarque 3.1.3. Si au départ (by,- - -, b,) est déja une b.o.n. , alors B=1,C =1

et donc e, = by,.
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3.1.4 Application linéaire adjointe
Si A: E — E est une application linéaire, rappelons que I'application duale est
A" E* — E*.

Définit par (z\ A*a) = (Az \ «). Si g est une métrique Euclidienne, on a vu que cela
définit un isomorphisme

g:E— E.

Cette identification permet de "ramener" A* sur I'espace E d’aprés le diagramme :

A*
EF* = FE*
g 1 T g
F — F
A+

Papplication résultante AT : £ — E est appelée I'application adjointe de A. Cela
s’écrit simplement
Va,y € E,g(x, ATy) = g(Az,y).

En effet, on a :

Aty =571(A*(9(y))) 9(A™(y) = A*(9(y))
(7, 9(A*(y))) = (z, A*(g(y)))
z,y).

g(z, Aty) = g(A

Tt

Cela donne :

Va,y € B, (x, ATy) = (Az,y)

qui ressemble a la notation

(x, A*a) = (Az, «).

Remarque 3.1.4. Dans une base orthonormée, si A est reprsentée par une matrice

A= (Af)i,j, on peut montrée que AT est représenté par la matrice transposée :

(AT)i= AT = Al
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Remarque 3.1.5. S7 on avait voulu une présentation plus rapide de 'opérateur ad-
joint, en se passant de l’espace dual et d’opérateur dual, il aurait suffit de donner
[’équation

Vao,y € B, (Az,y) = (x, ATy),
comme définition. Notre présentation qui est plus sophistiquée, plus complexe au pre-
mier abord, sera utile pour présenter les tenseurs. Il est important de remarquer que
la notion d’espace dual existe sans qu’il y ait une métrique . Et que la donnée d’une

métrique permet d’identifier E* et E (d’une facon qui dépend de la métrique).

3.1.5 Application linéaires qui préservent la métrique

Définition 3.1.3. Sur un espace vectoriel FEuclidien (E,g), une application linéaire
A FE— F,
est appelée transformation orthogonale si :
Vo,y € B, g(Az, Ay) = g(x,y).
(on dit que A "préserve la métrique”)

Remarque 3.1.6. - Avec les notations qu’on a utilisé précidement : (Azx \ Ay) =
(z\y).
- En faisant © = y on a (Az \ Az) = (x \ =) soit ||Ax|| = ||z|| ce qui signifie que A
préserve la norme ||x|| et distance entre vecteurs d(z,y) = ||z — y||. On dit que A est
une isométrie.
Proposition 3.1.1. Si A est une transformation orthogonale, alors

1. A est un isomorphisme;

2. A™Y est une transformation orthogonale ;

3. A transforme une base o.n. en une base o.n.
Preuve 3.1.1. - Une application orthogonale est un isomorphisme, donc A est in-

versible. En effet, il suffit de montrer qu’elle est injective, soit ker(A) = {0} :
On a x € ker(A) = ||Az|| =0, or ||Az|| = ||z|| donc =0
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- AL est aussi une transformation orthogonale, car
(A \ AY) = (z\y) & (@' \ ) = (A712'\ A1), en posant 2’ = Ax, y = Ay.

- Une transformation orthogonale transforme une base o.n. en une base o.n. en effet

si fj = Ale;) alors (fi\ f;) = (Alex) \ Aley)) = {ei \ &) = 0y5.

Proposition 3.1.2. Sur un e.v Fuclidien (E,g), si une application linéaire
A: E — E préserve la norme, c’est-a-dire | Aul| = ||u||, alors A est une transforma-

tion orthogonale.

Preuve 3.1.2. On utilise la technique de "polarisation” : en remplace
u = v+ w dans la relation ||Au|| = ||ul]| & (Au\ Au) = (u\ u), ce qui donne (en

developpant et utilisant la symétrie)
(Av+ Aw \ Av+ Aw) = (v+w \v+w) & (Av\ Aw) = (v \ w).
Donc A est orthogonale.

Proposition 3.1.3. Sur un e.w Fuclidien (E,g), A : E — E est une application

orthogonale si et seulement si :

At =A"1
Preuve 3.1.3. Si A est orthogonale, et d’aprés
Vu,v € E, (Au\v) = (u\ ATv).
On a pour
Vu,v € B, (Au\ Av) = (u\v) & (u\ AT Av) = (u\ v).
Ce qui implique que ATA =T donc AT = A1,
Remarque 3.1.7. Dans une base o.n. la matrice de A vérifie donc

AT = A1
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3.2 Meétriques Hermitiennes

Définition 3.2.1. St E est un espace vectoriel complexe de dimension n, un produit

scalaire hermitien ou métrique Hermitienne sur E notée h(.,.)
h:(xz,y) € Ex Ew~ h(z,y) € C.

Est une application verifier les propriétés suivantes :

1. Linéaire en x c’est-a-dire Vxq,x9,y € E,Vayi,as € C,

h(aixy + asxa, y) = aqh(z1,y) + ash(za, y);

2. Symétrique hermitienne c’est-a-dire Y,y € E, h(y, z) = h(x,y) ;
3. Positive c’est-a-dire Vx € E h(x,x) > 0;
4. Non dégénérée c’est-a-dire Vo € E,h(z,x) =0= 2 =0.
On notera :
llu|| = \/h(u,u) :norme dun vecteur u € E.

On dit que (E, k) est un espace Hermitien ou espace de Hilbert.

Conséquences 3.2.1. Une métrique hermitienne est anti-linéaire en y c’est-a-dire

c’est une forme sesquilinéaire.
Remarque 3.2.1. - Si note aussi :

(u,v) = h(u,v)
le produit scalaire.

- Tout ce que l'on a définit pour une métrique euclidienne se définit de maniére
analogue pour une métrique Hermitienne. Il y a quelques différences :

- Attention, 'application & : E — E* définit par h(z) = hi(z) est maintenant anti-
linéaire.

-Si A: E — FE est une application linéaire, on définit comme

Vo,y € E,(Ax\y) = (z,ATy)
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lopérateur adjoint A" relativement a la métrique Hermitienne. C’ est un opérateur

linéaire (on a utilisé deux fois h). Dans une base o.n. la matrice de A™ est la matrice

transposée conjuguée de la matrice de A.

- Une application que préserve la métrique Hermitienne,

(Az\ Ay) = (x\ y)

est appelée transformation unitaire. Elle vérifie AT = A~! - En dimention infinit,

I'espace doit étre complet pour la norme || - || (Espace de Banach, espace de Hilbert).

Exemples 3.2.1. - Sur E=C, siz = (z',---,2") et y = (y*,- - -,y"), on pose
@\n) = 30T
=1

-Si E = CY, espace de dimention infinie, contenant des suites infinies v = (', 2% --).

On pose de méme
(w\y) =) 7,
i=1

pour des vecteurs tels que ||y||* = (z\ x) = oo, | 2 |*< 00

3.3 Meétriques de Lorentz

Définition 3.3.1. Si E est un espace vectoriel réel de dimension n (exemple R* en

relativité restreinte, qui modélise ’espace-temps), une métrique de Lorentz sur E est

un produit scalaire symétrique, non dégénéré (c’est-a-dire L inversible). de signature

(—=1,+1, -+, +1), c’est-a-dire il existe une base o.n (_ ey ,eq, e, - €,) de E
~ —,—,,— —
temps espace

telle que

L(eg,e0) = —1, L(e;,e;) =41, sii>1

L(e;,e;) =0 sii# j.
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On dit que (E, L) est un espace de Minkowski.

Remarque 3.3.1. - Dans une base o.n. la matrice de la métrique L;j = L(e;,e;) est

diagonale :

-1 0

+1
0 +1

Il n’y a pas de norme car L(x,x) peut étre positif, négatif ou nul selon le vecteur

zeF.

- Une transformation linéaire A : E — FE qui préserve la métrique de Lorentz, c’est-
a-dire
(Az\ Ay) = (z \ y),

s’appelle transformation de Lorentz.

3.4 Schémas dans ’espace-temps de Minkowski
E =R?

On considére I'espace de dimension 1, donc l'espace-temps E = R? avec la métrique

L dont la matrice dans la base canonique (eg, e1) de R? est

1 0
(L”):< 0 +1>

( cest-a-dire L(eg, e9) = —1, etc- - - c’est une base o.n ). On décompose un vecteur

u € F par rapport a cette base :
u = teg + xe;q.

Ses composantes sont (¢, x) par rapport a cette base. Alors on utilisant la linéarité de
L on déduit que

g(u,u) = 2* — 2.
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Ainsi les vecteurs u, tels que L(u,u) = a € R est fixé, sont situés sur la courbe
d’équation

x2—t2:a,

qui forme deux hyperboles. Les vecteurs u tels que
L(u,u) = 0|z |=[1]

sont appelés de "type lumiére", et situés sur le "cone de Lumiére" (ici, on travaille sans
unité, la vitesse de la lumiére est ramenée a e = 1). Les vecteurs tels que L(u,u) <0
(respect. > 0) sont appelés de "type temps" (respect. espace), et situés sur dans le

"cone de Lumiére" (respect. a extérieur).

3.5 Meétriques symplectiques

La notion de métrique symplectique est utile en mécanique analytique pour écrire les
équations de mouvement de Hamilton, indépendement du systéme de coordonnées.

On peut sauter cette partie en premiére lecture.

Définition 3.5.1. Une métrique symplectique w sur un espace vectoriel E de dimen-

ston finie est une application

w: ExE — R
U, V) = wU,V)

qui est linéaire en U et V, antisymétrique (w(U,V) = —w(V,U)) et non dégénérée

(w(U,V)=0,VV = U =0). On dit que (E,w) est un espace vectoriel symplectique.

Remarque 3.5.1. - Pour tout u € E, on a w(u,u) = —w(u,u) donc w(u,u) =0
c’est-a-dire tout vecteur est orthogonal a lut méme. Voict un résultat important qui

montre la forme normale?

2. En gros la "forme normale" d’un objet est ’expression la plus simple que puisse prendre cet

objet dans un systéme de coordonnées approprié
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3.5.1 Dimension de I’espace vectoriel symplectique

Si E est de dimension finie et si on le munit d’une base, ces conditions se trans-
crivent sur la matrice représentative de la forme bilinéaire w : il faut qu’elle soit
anti-symétrique et inversible.

On sait que le déterminant d’une matrice anti-symétrique d’ordre impaire est nul,

donc cela impose que la dimension de ’espace est paire.

3.5.2 Application linéaire adjointe symplectique

Si A: E — FE est une application linéaire et w est une métrique symplectique sur F,

on définit A* par :

A
E* — FE*
w T T w
F — FE
Aw

c’est-a-dire A¥(z) = w(A*(w(x))). Comme précédement, cela donne :
w(A(z),y) = w(z, A(y)),Va,y € E.

Proposition 3.5.1. Dans une base canonique e, si on note ¢p.(A) = A la matrice qui

représente A, alors AY est représente par la matrice :

0 —I
AY = ¢ (AY) = —JAT J avec] = 2
I, O

(OnaJt=J"=—JetJ?=—1 ).

q

Preuve 3.5.1. Dans une base canonique, si u =U = (
p

()

) etv=V alors
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Donc

w(t,v) = (JUN\ Vgen = (U \ —JV)gen

Donc

w(A”(u),v) = w(u, A(v)) < (JAYU \ V)gen = (JU \ AV )g2n
o (JAPUN Vgon = (ATJU\ Vgen
& JAY=ATJ
& Av=J1ATJ
& Av=-—JATJT

3.5.3 Application linéaire qui préserve la métrique symplec-
tique w

Définition 3.5.2. Sur un espace vectoriel symplectique (E,w), une application li-

néaire A . E — E est appelée transformation symplectique linéaire ou transformation

canonique linéaire si
Vu,v € E,w(Au, Av) = w(u,v)

Remarque 3.5.2. Une transformation symplectique transforme une base canonique

en une base canonique.

Proposition 3.5.2. A € L(E, E) est une transforme symplectique linéaire si et

seulement si
AY = AL

Dans une canonique, la matrice A qui représente A vérifie :
—JAT ] = A"

Preuve 3.5.2. On a, pour tous x,y € £

w(Au, Av) = w(u,v) < w(AYAu,v) = w(u,v)
& AYA=1
& Av=A"1
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et donc
—JAT ] = A1,

D’apres ci-dessus.

Remarque 3.5.3. La notation de matrice représentative d’une forme symplectique

n’est pas identique a la notation de matrice symplectique.
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