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Jusqu’au début du vingtiéme siécle, le transfert de chaleur n’était pas connu comme branche de
la physique, telle la mécanique, 1’électricité etc. ... il faisait uniquement 1’objet d’études
ponctuelles quand la nécessité faisait sentir. Ce n’est qu’en 1921 que le premier ouvrage fut
imprimé dans ce domaine. Depuis, les champs d’application des sciences ou ingénieurs,
physiciens, chimistes, biologistes en manifestent le besoin de leurs connaissances. On distingue
trois modes différents du transfert de la chaleur : la conduction, la convection et le rayonnement.
En pratique ces trois modes sont souvent combinés et constituent les trois fondamentales du

transfert de chaleur [1].

L‘équation de la chaleur est une équation aux dérivées partielles parabolique, pour
décrire le phénomene physique de conduction thermique. On doit ces équations a Jean Baptiste
Joseph Fourier qui en étudiant la propagation de la chaleur en fin de 19'¢™ siécle. Il modélisa
[*évolution de la température avec des séries trigonométriques, appelés depuis séries de Fourier
et transformees de Fourier. 1l a parmi ainsi une grande amélioration de la modélisation

mathématique des phénomenes physiques [2]

Joseph Fourier est connu pour avoir déterminé, par le calcul, la diffusion de la chaleur en
utilisant la décomposition d'une fonction quelconque en une série trigonométrique convergente.
De telles fonctions sont appelées séries de Fourier. La méthode de calcul permettant de passer,
de facon réversible, d'une fonction a la série trigonométrique correspondante est la
transformation de Fourier. Cette méthode tres féconde est devenue incontournable en théorie
du signal, avec des applications majeures pour le traitement et la compression du son et de

I'image numérique.

La résolution de I’équation de chaleur se fait d’une manier générale analytiquement par
la méthode de séparation de variables [3], et numériqguement par la méthode de différence finies

et d’autres méthodes [4] pour le cas des matériaux composites ou non [5].

Dans ce mémoire, on s’intéresse a la résolution de I’équation de chaleur
unidimensionnelle pour décrire le transfert de chaleur entre deux couches d’un matériau

composite.

Le premier chapitre sera une introduction générale sur la notion de chaleur et ses modes
de transfert. Le deuxieme chapitre sera un rappel rapide au sujet des équations de chaleur sur
quelques formulations mathématiques des équations de chaleur en présentant les types de

I’algorithme de discrétisation. Dans le troisiéme chapitre, le transfert de chaleur par conduction
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entre deux couches de matériaux a été étudié par la méthode analytique de séparation de
variables. Cela nous a permis de résoudre 1’équation de diffusion a une dimension moyennant
la résolution de ce qu’on appelle équation de valeurs propres par la méthode de Newton
incrémentée dans Maple [6]. On va voir que les résultats expriment deux types d’équilibres :
Instantané, et final. Un détail de calcul supporté par I’exposition des graphes sera donné plus

concretement.
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Chapitre 1

Transfert de chaleur
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1.1 Introduction

Le transfert de chaleur est un processus d’une grande importance dans le domaine de
I’industrie et des technologies. Bien qu’il se manifeste sous diverses formes (rayonnement,
conduction et convection), cette derniere est la plus visée dans certains domaines bien spécifiés
tels que le refroidissement des processeurs et des composantes électroniques, les radiateurs et
les échangeurs de chaleurs des procédés industriels, etc. ’amélioration du transfert de chaleur
par convection est 1’objet principal de plusieurs travaux, et pour se faire, un grand nombre de
chercheurs ont mené une multitude d’essais numériques et expérimentaux portant sur la
description des phénomenes gérant la convection, I’effet de la nature des systemes dans lesquels

elle a lieu (géométrie spécialement ), et les propriétés des impliqués .[1]

Dans ce chapitre, on va aborder quelques notions de bases dans le contexte de transfert
de chaleurs telles que le flux thermique et les modes de transfert ainsi que les formulations

mathématiques gouvernants.

1.2 Notions de base

1.2.1 La Température

On appelle température la grandeur physique qui mesure le degré de chaleur d’un corps
ou d’un milieu. Lorsque deux corps sont placés dans une enceinte adiabatique, le corps le plus
chaud cede de la chaleur au corps le plus froid, jusqu’a ce que les deux corps aient la méme
température. On dit alors qu’on a atteint 1’équilibre thermique (voir figure 1.1) [2]. La
température est une propriété thermodynamique du corps et mesure 1’agitation microscopique
de la maticre. Selon la théorie cinétique, la température d’un corps est fonction de I’énergie
cinétique moyenne de translation de ses molécules. L’énergie cinétique d’un corps est nulle a

une température appelée zéro absolu.
1.2.2 La chaleur

En physique, on appelle chaleur une forme particuliére de 1’énergie. L’équivalence de
la chaleur et du travail constitue le premier principe de la thermodynamique. Il en résulte
qu’énergie, travail et quantité de chaleur ont une méme unité : le joule. A la base de 1’étude des
transferts thermiques se trouvent les concepts de quantité de chaleur et de différence de

température. Le transfert de chaleur d’une partie d’une substance a une autre partie, ou d’un
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corps & un autre corps, s’effectue sous forme d’énergie cinétique d’agitation moléculaire

désordonnée. Ce transfert est le fait d’une différence de température entre les deux corps.

La chaleur se propage spontanément du corps ayant la température la plus élevée vers
celui ayant la température la plus basse, élevant ainsi la température de ce dernier, tout en
abaissant la température du premier, dans la mesure ou le volume des deux corps reste constant.
Ceci constitue le second principe de la thermodynamique. Ce second principe met en évidence
la notion d’irréversibilité : la chaleur ne pourra pas se propager d’un corps froid vers un corps

chaud, sauf si on fournit un travail [3].
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/4
/4
/
/
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!

Gaz d basse température: Barriére Gaz a température &levée:il a
il a une faible énergie cinétique moyenne une énergie cinétique moyenne importante

Sans barriére

Mélange des gaz :les deux gaz ont désormais 1a méme énergie
cinétique moyenne et 1a méme température (équilibres cinétique et thermique)

Figure 1.1 lllustration des notions de transfert dechaleur, de température et d’équilibre thermique.

La chaleur s’écoule sous I’influence d’un gradient de température des hautes vers les
basses températures. La quantité de chaleur transmise par unité de temps et par unité d’aire de

la surface isotherme est appelée densité de flux de chaleur [2]

_ 1,
T (1.1)

Ou s est I’aire de la surface, Q la quantité de chaleur, et le temps.
1.3 Transfert de chaleur

La thermodynamique permet de prévoir la quantité totale d’énergie qu’un systéme doit

échanger avec I’extérieur pour passer d’un état d’équilibre a un autre. La thermique (ou
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thermocinétique) se propose de décrire quantitativement (dans 1’espace et dans le temps)
I’évolution des grandeurs caractéristiques du systéme, en particulier la température, entre
I’état d’équilibre initial et I’état d’équilibre final. Un transfert thermique, appelé plus
communément chaleur, est un transfert d’énergie microscopique désordonnée. Cela
correspond en réalité a un transfert d’agitation thermique entre particules, au gré des chocs

aléatoires qui se produisent a 1’échelle microscopique [3,4]

1.4 Modes de transfert de chaleur

On distingue trois mécanismes d’échange de chaleur entre milieux matériels. VVoir figure

1.2
44 4 .
m : — Conduction
*- ' ' ' hE R * Radiation
Composant
« Nl TR > /" Convection

—*  /Substrat:

]

[

*

v D
Figure 1.2 Les trois mécanismes de transfert de la chaleur : conduction : transfert dans la masse,
rayonnement : transfert a distance d’autant plus important que la température est élevée, et

convection : transfert par transport. A cela, il faut ajouter le changement d’état qui dissipe ou absorbe

de la chaleur.

1.4.1 Conduction

La conduction est une transmission de chaleur dans la masse d’un milieu matériel, les
zones chaudes cédant de la chaleur a celles qui le sont moins. C’est le cas lorsqu’on chauffe
I’extrémité d’une barre. Au plan corpusculaire, I’interprétation est la suivante : une zone chaude
est occupée par des particules a vitesse élevée, par définition méme de la température. Le
mouvement brownien (aléatoires) fait constamment passer des particules d’une zone a 1’autre ;
mais entre zones a températures inégales, les particules ont des energies cinétiques differentes
; le brassage a pour effet de transférer de 1’énergie cinétique d’agitation, des zones chaudes vers
celles qui le sont moins. La manifestation macroscopique en est un transfert de chaleur. C’est

donc un mécanisme de chocs qui intervient. [5]
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Le transfert de chaleur par conduction caractérise tous les transferts de chaleur qui
s’effectuent dans les parois séparant deux corps a des températures différentes. C’est le cas des
surfaces d’échange des échangeurs de chaleur, mais ¢’est aussi celui des murs et vitrages d’un

batiment, des cuves contenant des liquides chauds ou froids, des parois des fours, etc. [6]

Il est courant que les parois soient constituées de plusieurs matériaux ayant chacun un
role spécifique (réfractaire, revétement anticorrosion, isolant thermique, etc.) et qui sont des

parois composites a travers lesquelles s’effectue le transfert de chaleur.
1.4.2 Rayonnement

Le rayonnement est un transfert d’énergie sous forme d’ondes ou de particules, qui peut
se produire par rayonnement électromagnétique (par exemple : infrarouge) ou par une
désintégration (par exemple : radioactivité a). Par conséquent, le transfert peut se réaliser dans

le vide. L’exemple caractéristique de rayonnement est celui du soleil dans I’espace.

En physique, le terme radiation ou son synonyme rayonnement désigne le processus
d’émission ou de transmission d’énergie sous forme de particules ou d’ondes
électromagnétiques les radiations électromagnétiques (ondes radio, infrarouge, lumiere, rayons
X, rayons gamma) ainsi que les rayonnements particulaires (particules alpha, béta, neutrons).
Le terme de"rayonnement” désigne également 1’énergie ainsi émise et propagée, qui est aussi
appelée énergie rayonnante”.On parle aussi de rayonnement lumineux, et de rayonnement

calorique.
1.4.3 Convection

La convection est le phénomene observé entre un fluide en mouvement et une paroi,
phénomeéne principal dans la plupart des échangeurs de chaleur. La cause profonde est encore
une agitation des particules fluides, mais a une échelle beaucoup moins microscopique. Les
parcelles de matiere au contact de la paroi (chaude par exemple) s’échauffent par conduction ;
le mouvement du fluide reporte ces parcelles dans la masse ou elles cédent par mélange une

partie de la chaleur regue ; d’autres les remplacent a la paroi et ainsi de suite.

Quant au mouvement du fluide, il peut avoir deux causes. Ou bien il est impose de
I’extérieur par une machine (pompe, ventilateur, compresseur) ; c’est la convection forcée, ou

bien le contact du fluide avec la paroi plus chaude ou plus froid crée des différences de masse
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volumique, géneératrices de mouvement au sein du fluide ; c’est la convection naturelle.
Rigoureusement, méme en convection forcée, les différences de densité créent un écoulement
parasite, en général insignifiant par rapport a 1’écoulement principal. On parle de convection

mixte quand les deux phénoménes ont de I’importance [5].

Les applications du transfert de chaleur par convection sont beaucoup trop nombreuses.
Pour que I’on puisse envisager de les citer toutes. Elles interviennent chaque fois que I’on
chauffe ou que I’on refroidit un liquide ou un gaz, qu’il s’agisse de faire bouillir de I’eau dans
une casserole, du radiateur de chauffage central, du radiateur associé au moteur d’une voiture
ou de I’échangeur dans un procédé, évaporateur ou condenseur. La convection s’applique méme
si la surface d’échange n’est pas matérialisée par une paroi, ce qui est le cas des condenseurs
par mélange ou des réfrigérants atmosphériques, voire des sécheurs a air chaud. Dans ce qui

suit nous considérerons la conduction plus significative que la convection.
1.5 Flux thermique

Les échanges de chaleur dans les procédés industriels sont réalisés le plus souvent dans
des appareils tubulaires dont les principales caractéristiques de fonctionnement sont [7] :

¢ Le débit de chaleur échangée, noté Q, qui exprime la quantité de chaleur transmise par unité
de temps. Il s’agit donc d’une puissance thermique dont I’unité dans le systéme international
est le watt (W)

% Le débit de chaleur échangée est aussi appelé charge thermique de I’appareil d’échange
thermique.

% La surface d’échange qui correspond a la surface extérieure totale des tubes ou plaques
constituant 1’appareil. On la note habituellement A et elle s’exprime dans le systeme
international en m2 .pour caractérisé la mise en ceuvre de 1’échange de chaleur, on utilise
habituellement la notion de flux thermique ¢ (phi) qui mesure le débit de chaleur échangée

au travers de 1m?2 de surface d’échange. On a ainsi
Q
p=2 (12)

Q : flux thermique en W
A : surface d’échange en m?

¢ est la densité de flux thermique s’exprime en W/m? (dans le systéme international)
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1.6 Caractéristiques des différents modes

1.6.1 Expression générale de la transmission de chaleur en conduction et

convection

Le flux thermique transmis dans I’échange de chaleur entre deux fluides au travers d une
paroi (conduction au travers de la paroi et convection de part et d’autre) dépend des conditions
dans lesquelles est réalisé¢ 1’échange. Les deux facteurs essentiels qui gouvernent 1’échange

thermique sont (Figure 1.3) :

% L’écart de température AT qui existe entre le fluide chaud et le fluide froid. Celui-ci
constitue 1’élément moteur de la transmission de chaleur qui ne peut, bien entendu, avoir
lieu que si les températures des fluides sont différentes. On 1’appelle aussi potentiel
thermique et le flux thermique qui s’établit est d’autant plus grand le potentiel thermique

est plus élevé.

Les résistances que la chaleur rencontre dans la circulation entre les deux fluides. Elles sont
caractéristiques des modes de transmission de la chaleur : convection pour chacun des fluides
et conduction pour la paroi qui les sépare. Regroupées, elles se traduisent par une résistance
globale R a la transmission de chaleur et il va de soi que plus la valeur de celle-ci est élevée,

plus le flux thermique est faible pour un méme potentiel thermique.

On aboutit ainsi a ’expression générale de la transmission de chaleur en conduction et

convection
b=— (1.3)

ou ¢ est la densité de flux thermique s’exprime en W/m2 AT : potentiel thermique °C, et R la

résistance a la transmission de chaleur s’exprime en W/m?°C.
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Fluide chaud Fluide froid

Température T Température t

Potentiel thermique At =T -t

Z

Résistance de Résistance de
convection du Résistance de convection du
fluide chaud conduction fluide froid

de la paroi =

Figurel.3 Résistance global au transfert.

En considérant I’inverse de la résistance R a la transmission de chaleur U = 1/R, appelé

coefficient global d’échange, 1I’expression de I’échange de chaleur s’écrit encore :

b =U"-AT (1.4)
U s’exprime en W /m? - °C
1.6.2 Transmission de chaleur par convection

Dans une industrie de procédés mettant en ceuvre des fluides, comme le raffinage et la
pétrochimie, les mécanismes d’échange de chaleur dans les matériels thermiques comportent
presque toujours un échange par convection faisant intervenir un fluide et une paroi.Ce mode
transmission peut étre décrit par un processus dans lequel interviennent les étapes représentées

sur le schéma ci-dessous (Figure 1.4).
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Figure 1.4 Contact et échange de chaleur avec la paroi.
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1.6.3 L’absorption de chaleur par rayonnement

D’une maniére générale, lorsqu’un corps est exposé au rayonnement, 1’énergie qu’il

recoit (énergie incidente) peut-étre :

e Absorbée : Cela se traduit par I’acquisition de chaleur par le corps exposé.
e Réfléchie : C’est —a-dire renvoyée par le récepteur : il en est ainsi de lumiere parvenant
a un miroir.

e Transmise au travers du corps si celui-ci est transparent.

Ces différentes possibilités sont représentées sur le schéma ci-dessous (Figure 1.5).

Energie transmise

Figure 1.5 : Différentes énergies contenues dans le transfert de chaleurs par

rayonnement [7].
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Pour caractériser I’aptitude des matériaux a I’absorption de rayonnement on définit le facteur

d’absorption a comme le rapport du débit de chaleur absorbé celui de chaleur incidente.

débit de chaleur absorbé

(1.5)

débit de chaleur incident

Dans la pratique, on constate que les bons émetteurs sont de bons récepteurs du
rayonnement, ce qui signifie que les matériaux dont 1’émissivité est élevée ont des valeurs du
facteur d’absorption. Les matériaux les plus sombres ont les valeurs du facteur d’absorption les
plus élevées. Il ne s’agit en fait que d’une conséquence de leur aptitude a I’absorption : €Xp0oses
a la lumiere du soleil, ces matériaux ne réfléchissent qu une faible part du rayonnement incident
et paraissent sombres par opposition a I’argent poli qui en réfléchissant presque intégralement

le rayonnement incident a I’aspect blanc du soleil.
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Chapitre 2

L’équation de chaleur
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2.1 Introduction

L’équation de chaleur est une équation aux dérivées partielles parabolique pour décrire
le phénomene physique de conduction thermique. Cette équation est introduite initialement en
1807 par Joseph Fourier [1], aprés des expériences sur la propagation de la chaleur, suivies par
la modélisation de I’évolution de la température avec des Series trigonométriques, appelés
depuis séries de Fourier et transformeées de Fourier. Cette étude permet une grande amélioration
a la modélisation mathématique des phénomeénes, en particulier pour les fondements de la
thermodynamique, et qui ont entrainé aussi des travaux mathématiques tres importants pour les

rendre rigoureuses, a la fois physique et mathématique, sur plus d’un siecle.
2.2 Formulations mathématiques
2.2.1 Equation de chaleur en coordonnées cartésiennes
En coordonnées cartésiennes, 1’équation de chaleur s’écrit sous la forme
AT=1% 45 (2.1)
AétantLaplacien,ala diffusivité, et S est un terme lié a la source de chaleur extérieur.

2.2.2 Equation de chaleur en coordonnées cylindriques

En coordonnées cylindriques, 1’équation de chaleur s’écrit sous la forme

5) G ) S = aw @2)

T représente la fonction de température dépendant des variables sphériques (r, 6, z)

2.2.3 Equation de chaleur en coordonnées sphériques

En coordonnées sphérique, on a

10 (4,207, _1 0 0T 1 0 (01 - or
r?or (kT 6r) + r2sin20 09 (k 6®) + r2sind 96 (k 69) +5= PCp ot (23)

k,p, et cysont respectivementla conductivite, la masse volumique, et la chaleur spécifique de

la matiére étudiée.
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2.3 Résolution de I’équation de chaleur

2.3.1 Méthodes analytique

Ce sont les premieres méthodes utilisées, restreint a des géométries simples dans une
approche unidimensionnelle, ou quelque fois dans des problémes bidimensionnels. Elles
permettent d’obtenir une solution mathématique exacte du probleme. Les méthodes analytiques
présentent une difficulté liée a la complexité de traitement des géométries complexes. Elles
s’appliquent seulement pour les milieux a propriétés linéaires isotropes et chaque équation aux
drivées partielles nécessite un traitement spécial. La méthode analytique la plus puissante et la
plus couramment utilisée pour la résolution des EDP est la méthode de séparation des variables
(MSV). Le principe de cette méthode consiste a mettre I’inconnue sous forme d’un produit des

fonctions, dont chacune ne dépend que d’une seule variable [2].
Soit en coordonnées cartésiennes, 1I’inconnueA, (x, y), qui est écrit comme suit :
A (x,y) = A,(x).A,(y) (2.4)
A,(x,y) : Solution de I’équation aux dérivées partielles.
A, (x) : Est une fonction ne dépond que de x.
A, (y) : Est une fonction ne dépond que de y.

Apres avoir remplacé (2.4) dans I’EDP, on obtient autant d’équations que de composantes

inconnus totalement indépendantes les unes des autres.
2.4.2 Résolution numérique par la méthode de différences finies

La méthode des différences finie est basée sur la transformation de I’operateur
différentiel en un opérateur aux différences ou chaque dérivée est approchée par une différence
valeur de I’inconnue & déterminer en un certain nombre de points du domaine de résolution,
ainsi que I’EDP est transformée en équation algébrique en chacun des points. Pour

I’approximation on utilise un réseau carré représenté dans la figure 2.1 [3]
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o

h

i+1.j
ij-1 i.j ij+1 q) :
1

i-1

X
Figure 2.1 Maillage différences finis.
Pour la dérivée d’ordre 1
0A\ _ Aiyy,jtAi-1j
(5) = =247 (25)
A\ _ Apj+itdij-a
() =5 (26)

Ainsi I’opérateur Laplacien peut s’écrire en tous les noeuds peut s’écrire en tous les noeuds

comme suit :
_ AjyjtAig jHA T A o1 —4A

(A4); = 7 (2.7)

h est le pas choisi sur les deux axes. Cette méthode non applicable aux matériaux non linéaires,

s’adapte mal aux objets a géométries complexes a cause de la rigidité du maillage.
2.5 Logiciel de calcul

2.5.1 L’algorithmique

L’algorithmique est un terme d’origine arabe, hommage a Al Khawarizmi. Un
algorithme, c’est une suite d’instructions, qui une fois exécutée correctement, conduit a un
résultat donné. Pour fonctionner, un algorithme doit donc contenir uniquement des instructions

compréhensibles par 1’ordinateur [4]

2.5.2 Le Maple
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Puisque on va utiliser le Maple dans notre calcul par suite dans la résolution de

I’équation de chaleur, on donne une bréve description de ce logiciel
(a) Définition

Maple est un logiciel de mathématiques développé par des chercheurs de 1’université de
Waterloo au Canada et de ’'universit¢é ETH de Zurich. Il se distingue par la puissance de son
calcul symbolique, numérique et par la représentation graphique des résultats. C’est un logiciel
destiné aux scientifiques, ingénieurs, étudiants possédant un bon niveau mathématique. Ce
logiciel fait des merveilles dans le calcul a trés haute précision, la résolution d’équations réelles,

imaginaires, différentielles, intégrales, etc.[4]
(b) Caractéristiques

Le module graphique de base de Maple permet le changement de couleur discontinu et
les changements dynamiques des points de vue de graphiques, Cette derniére caractéristique
pouvant étre trés intéressante pour visualiser les surfaces et volumes en 3D.Maple est un
langage interprete, contrairement a Pascal et Fortran qui sont des langages compile. Ca veut

tout simplement dire que Maple est un interlocuteur toujours attentif et prét.

D’autres produits analogues a Maple existent, notamment Derive, Mathematica, ou
MuPad. Dérive est un produit beaucoup plus simple que Maple et bien moins puissant, mais il
demande pour fonctionner des configurations moins évoluées que ses deux concurrents.
Mathematica est trés puissant mais aussi tres novateur : une syntaxe un peu contraignante, ainsi
qu’une prise en main plus difficile le rendent moins facile a manipuler que Maple. MuPad est
développé¢ par I'université de Paderborn en Allemagne. Il est maintenant muni d’une interface
graphique développée en collaboration avec la société sciform. Ses performances sont
comparables a celles de Maple et son prix est trés attractif. On peut méme en télécharger une

version light gratuite.
(c) Bibliothéeque

Les connaissances de Maple ne sont chargées en mémoire qu’au fur et a mesure des
besoins de 'utilisateur. Seule une faible partie, le noyau (kernel), est charge des le départ. La
plus grande partie du savoir de Maple réside dans sa librairie (library). Quand I’utilisateur

emploie pour la premiére fois depuis le chargement du logiciel, une instruction figurant dans la
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librairie, les connaissances relatives a cette instruction sont chargées automatiquement en

mémoire et y restent pour toute la durée de la session, sauf redémarrage par restart.

Un autre gisement de connaissances réside dans les packages, qui sont des
regroupements de nouvelles fonctionnalités (fonctions, variables, textes d’aide et explications)
lies a un domaine donné. Plusieurs packages font partie intégrante du logiciel, a titre d'exemple,

voici certains modules :

Plots : Représentation graphiques

« Detools: Outils pour les Equations Différentielles

» Powseries: Series formelles.

» Intrants: Transformation intégrales : Laplace, Fourier.

+ Stats : Statistiques.

Linalg: Algebre linéaire

Cette derniere commande affichera une série de commande pour traiter un grand nombre de
notions d'algebre linéaire. On peut créer ses propres packages, mais cela demande une bonne
connaissance du logiciel. Enfin on peut profiter des travaux réalisés par de nombreux
utilisateurs expérimentes de Maple en chargeant en mémoire les packages ou feuilles de travail

du répertoire exemples
(d) Boucles dans Maple

Soit a calculer la somme. Une fagon de procéder est d’affecter la valeur 0 a la variable
s, puis d’effectuer la suite d’opérations s :=s+ 1,Ss:=s+2,...... S := s + 100. Apres cette
derniére s a bien la valeur voulue. Bien siir, il y a beaucoup trop d’opérations a effectuer pour

les écrire toutes.

Cette suite d’instructions signifie exactement : pour 1 variant de 1 jusqu’a 100, effectuer
I’instruction suivante (ou la suite d’instructions) : ajouter i a la variable s. 1’instruction od

indique la fin de la succession d’actions a effectuer (ici, une seule).

2.6 La simulation

La simulation est une technique numérique pour conduire des expériences sur un

ordinateur qui peut inclure des caractéristiques stochastiques soit microscopiques soit
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macroscopiques et implique [’utilisation de modéles mathématiques qui décrivent le
comportement d’un systéme de transport sur des périodes étendues de temps réel. La simulation

de circulation peut servir dans plusieurs cas [5] :

%+ Choisir entre différentes alternatives de conception

¢+ Tester une nouvelle conception

+«+ Raffiner une nouvelle conception

% Etre intégré dans d’autres outils (pour I’étude d’optimisation d’un feu par exemple)
¢+ Entrainer le personnel de surveillance de réseau

% Etudier la sécurité routiére
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Chapitre 3
Etude de transfert de chaleur entre deux

couches de matériaux

Page | 27


http://cbs.wondershare.com/go.php?pid=5242&m=db

mm Wondershare
PDFelement

Supprimer filigrane g

3.1 Introduction

L'objectif principal de ce travail est de donner une application de I'équation de transfert
de chaleur pour étudier dans les premiers instants, le flux thermique par conduction a travers

des matériaux composites selon I'axe réel (Ox).

Nous donnerons d'abord une étude analytique basée sur la méthode des variables
séparées (MSV). Ensuite, a I’aide de programme Maple et en utilisant la méthode de Newton,
on arrive a résoudre le probléme de valeurs propres. Apres, nous discuterons les résultats
décrivant le comportement du transfert de chaleur entre deux couches de matériaux en fonction
des positions et le temps. Finalement, on représente 1’erreur entre la limite théorique et le

résultat.
3.2 Description du probléme

Dans ce chapitre, nous irons dans le sens d'étudier le probleme de transfert par
conduction a travers un matériau bicouche. Tout au long de ce travail, nous adopterons les

mémes notations que celles utilisées dans [1] avec quelques petites modifications.

Premiérement, laMSV est utilisée pour résoudre les deux équations de chaleur dans les
deux dalles avec les conditions aux limites et initiales associées. La procédure globale est bien
détaillée en montrant comment obtenir le probleme de valeurs propres dont les solutions
appelées racines ou valeur propres sont utilisées pour donner la forme explicite du transfert de
chaleur. Ensuite, en utilisant les propriétés orthogonales entre les deux solutions spatiales, nous
obtenons les constantes intégrales, et donc, la forme finale des solutions.

Pour simplifier, nous utiliserons dans tous nos calculs des parameétres adimensionnels
comme expliqué dans [1]. Ensuite, en fonction des propriétés thermo-physiquechoisis des

matériaux, nous pouvons expliquer comment le transfert de chaleur change.
3.3 Méthode de résolution

Considérons un matériau composé de deux couches S;, etS, de propriétés thermo-
physique : conductivité k;, diffusivité a;, chaleur spécifique Cp;, masse volumique p; et
I'épaisseura;. Les coefficients de convection des deux c6tés sonth;. Tout pour i = 1,2 (voir

figure 3.1). Les deux couches sont supposés d’étreséparées par une surface de contact parfait.
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Il sont maintenues respectivement aux deux températures initiales Ty,, etT,,. Pour simplifier

1’étude, nous adoptons le changement de variable suivant
0;(x,t) = Tamp — T; (x,t) (3.1)

ouT,,p est latempérature ambiante supposée constante et uniforme, et T,la température spatio-
temporelle des deux couches. Nous omettons la dépendance (X, t) ci-dessous et ce sera
automatique. La conduction thermique unidimensionnelle sans source thermique pour les deux

couches est donnée par [2]

Figure 3.1 Représentation d’un matériau composé de deux couches

0%; _ 106;
FI=ialirnrr (32)
avec les conditions aux bords
_. 90 _
ki 1 N + h191|x=-a1 =0 (3.3)
29, _
k, 1 + h292|x=a2 =0 (3.4)
et sur la surface de contact
92|x=0 = 01|x=0 (35)
201 _ 29
Les conditions initiales sont pour chaque couche s’écrivent
901’ = Tamp — Toi (3-7)
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Maintenant, nous avons un systéme résoluble complet construit par les équations (3.2-7). Selon
MSV, nous pouvons écrire pour chaque couche i

0;(x,t) = X;(x). G;(t) (3.8)
En injectant cela dans (3.2), on peut séparer les deux parties pour chaque couche

2y, .
LAX, _ 1 dG_ g2 (3.9)

Xi dx? a;G; dt

ol nous gardons a;dans la partie temporelle. Nous avons choisi les constantes négatives —A%

par la contrainte de convergence dansG;(t). Par conséquent, les solutions sont écrites comme

Xi(x) = A; cos(A;x) + B;sin(4;x) (3.10)
G;(t) = exp(—a;A%t) (3.11)

A;etB; sont des constantes d'intégration. t > 0, —a; < x < 0 pour la premiére couche (i = 1)
et 0 < x < a, pour laseconde (i = 2). Ainsi, nous avons résolus formellement notre probléme.
Il reste la détermination de toutes les constantes A;, B;et A;. Pour cela, nous devons utiliser
toutes les conditions (3.3-7). Voir les détails dans [3]. Pour réduire le nombre de parametres, il

est utile d'utiliser immédiatement le groupe adimensionnel(sans dimension) déefini par

— |
w= |~ (3.12)

_ k2
K= (3.13)

— %
Y= (3.14)

et les nombres de Biot
Biot; = "% (3.15)
1

Les solutions peuvent s’écrire finalement a des constantes pris B sous les formes

X1(§) = B{P1(B)cos(BE) + sin(BE)} (3.16)

G,(1) = exp(—f?1) (3.17)
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X;(§) = —{~P,(B)cos(wpE) + sin(wpé)} (3.18)
G2(1) = exp(—B?1) (3.19)
OUP;(B) sont des fonctions dépendant de ce qu’on appelle valeurs propres notées 8 [4]

_ (xw)"1B+Biot;tg((wy) ~1B)
Pi(B) = Biot;—(kw)"1Btg((wy)i=1p) (3.20)

Eetr sont les deux coordonnées spatiale et temporelle respectivement définies par

§== (3.21)
_@
T=5t (3.22)

avect = 0, —1 < & < Opour la premiére couche, et0 < & < y pour la seconde. Nous devons
donc déterminer les constantes B et . Pour B, cela peut étre fait en utilisant les conditions
initiales et la propriété d’orthogonalité [1]de X;. Pour £, nous pouvons définir un probleme

propre décrit par I'équation suivante [3]

E(B) = Pi(B) + % =0 (3.23)

Les valeurs non nulles de g vérifiant (3.23) sont appelées valeurs propres. Puisqu'il est
mentionné dans [1] que les valeurs propres négatives et positives sont égales en valeurs
absolues, nous limiterons notre calcul aux valeurs positives. Dans la figure 3.2, on trace par
exemple, 20 premiéres racines de E(B) pourw = 0.5,k = 1.5,y = 1.5, Biot; = 1.5, and
Biot, = 2.5

E(B)-

Tt
5..![”/'_].; 2l x’) J ;/

Figure 3.2 La fonction E ()
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Le tableau 3.1 illustre les racines obtenues en implémentant la méthode de Newton dans le
programme Maple avec une tolérance de 107, par conséquent, nous obtenons des racines
équidistantes (figure 3.3). Par conséquent, nous ajouterons un deuxiéme indexe positif n
caractérisant la dépendance béta X;(¢) — X; (&) (et aussi pour G et B), et la solution sera une

combinaison linéaire par rapport a n ou on isole B de X

0:(&,1) = Z?:l BnXi,n €3] Gi,n (1) (3.24)

Maintenant, nous passons a la détermination des constantes B,,. Tout d'abord, on sait [1] que

les fonctions X; ,, (§)satisfont la relation d'orthogonalité suivante

e [0 Xun (X1 m(E)dE + (k0)? [) X3 0 (E) Xy (E)AE = Spmpn (3.25)

or, on obtient la forme des constantes B

0
Bn = ﬁ{f—l B01X1,1()dE + kw? [ 902X2,n(f)df} (3.26)

n Bn

1 1.174564997
2 2.670341640
3 4.100755655
4 5.902293511
S 7.463000332
6 9.311800164
7 10.99791545
8 12.76394020
9 14.59650467
10 16.25466773
11 18.18431142
12 19.80816753
13 21.72556781
14 23.42691725
15 25.23379476
16 27.07242465
17 28.75147230
18 30.68935659
19 32.32010618
20 34.24837236

Tableau 3.1 Les vingt premiers racines de la fonction E ()
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2 4 6 8 W0 12 14 18 138 0@
Figure 3.3 Le caractére linéaire des valeurs propres

3.4 Température adimensionnelle

Si on introduit les températures adimensionnelles

Bo2

F =
o1

(3.27)

et

9i 2 Tomp—Ti

0, = (3.28)

001 Tamb—Toi

alors, nous obtenons explicitement les constantes adimensionnelles résultantes C telles que

.
n 901
= (pKB {cos(Bn) + Py (Br) sin(Bn) — 1 + F(1 —cos(wypBrn) — P, (Bn) sin(wyfn))}

(3.29)

Enfin, en combinant les deux relations (3.28) et (3.29), on obtient la solution analytiqgue comme
0;(§, 1) = Xn=1 CaXin(§)Gin () (3.30)

La température d'équilibre instantané entre les deux couches est donnée par [5]

T = VE1p1CP1To1++y/k2p2CD2 Ty (3 31)
€q VE1p1CP1+k2p2Cp2 '
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ouCp; etp; (i = 1,2) sont respectivement la chaleur spécifique et lamasse volumique de chaque

matériau. Puisque la diffusivité thermique est liée a ces propriétés et k; par

ki
a; = m (332)

on obtient par simple calcul la température d'équilibre adimensionnelle

F o= Tamb - Teq
e Tamb - T01

— KwF+1 (333)

Kw+1

Aprés un temps suffisant, toutes les températures tendent vers T,,,.p, €t0;tend vers 0. Nous
pouvons regrouper les deux températures en une seule expression décrivant I'ensemble du

matériau composé de deux couches

0,(,D)if —1<&<0

0% = { 0,(5,7)if0<E<y (3.34)

L'erreur est définie comme la différence relative a l'instant zéro entre la température calculée

obtenue par (3.34) et nos conditions initiales (1 pour la premiere couche et F pour la seconde)

1-0,(0)if —1<&<0

U {% (F - 0,(6,0)if0< <y (335

Notons que € devient négligeable dés que I'on dépasse la 20eme racine, la raison pour laquelle,

on s'arréte dans la somme (3.34) a l'ordre 20.
3.5 Résultats & discussions

En prenant I'exemple illustré par le tableau 3.1, et en mettant par exemple Ty =
300K, Ty; = 400K, Ty, = 500K, on obtient d’apres (3.28) F = 2 etF,, ~ 1.43. Lafigure 3.4a
montre une représentation 3D de © (équation (3.34)). L'équilibre thermique est le
refroidissement des couches jusqu'au atteindre la température ambiante, aprés un temps
adimensionnel T = 2. Si a, est & I'ordre de millimétre, alors le temps réel t sera de 1'ordre de t
puisque en général a est dans I'ordre 10°°.Sur la figure 3.4b, nous montrons I'évolution de la

température par rapport la position adimensionnelle pour différents temps.

Page | 34


http://cbs.wondershare.com/go.php?pid=5242&m=db

Supprimer filigrane g

mm Wondershare
PDFelement

On observe I'équilibre instantané entre les deux couches autour du point (0,1.4) qui est
en excellent accord avec F,,. Sur les figures 3.4c et 3.4d, nous représentons le changement de
température en termes de temps en des points sélectionnés dans les deux couches. Sur la figure
3.4c, on voit mieux I'équilibre instable et il est naturel de voir que dans la premiére couche, les
températures augmentent avec de petites valeurs appelées sauts de température proportionnels
a leurs distances de la surface de contact. Alors elles prennent des temps inversement

proportionnels a ses distances pour atteindrel'équilibre thermique final.

Dans la deuxiéme couche, les températures ponctuelles convergeront vers I'équilibre a
un rythme plus lent en raison de son épaisseur qui est supérieure a celle de la premiere couche.
Nous soulignons également que I'équilibre instable est clairement visible sur la courbe du point
& = 0 dans chacun des deux courbes (3.4c et 3.4d), et qu'il n'apparait pas sur le point & = -1 car

il est loin de la surface de contact.

Enfin, nous représentons sur la figure 3.4e I'erreur pour Ty; = T, = 400K. On peut le

considérer comme inférieur a 0,5% d'ou l'adéquation de 20 racines dans les sommes (3.30)

2,07
1,84
1,6
1,4
1,2
@10
0,8
0,6
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(b)

T=1.5

=10
=2

&N 0,7 __

1} I D,Il I D,I2 I D,I3 I D,I4 I D,I5

T
—&=.1 —&=-05—&=-03 ©)
=-.01—&=0

2,0 4
1,3—-
1,6—_
1,4-_
1,2—_
@ 1p]
n,s-
D,ﬁ—_

0,4

T T T T T T T T T T T T T 1
5 1 1.3 2
T

—&=0 —&=01y —&=03Y
——E&=05y —&=08Y —E&=Y (d)

0 0,
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0,06

0,05 4

0,04

€ 0,03

Figure 3.4 Etude de transfert de chaleur entre deux couches : (a) Représentation a 3 D, (b) Les
températures en premiers moments, (c) Les températures des points sélectionnés dans la premiére
couche, (d) Les températures des points sélectionnés dans la deuxiéme couche, (e) Représentation de

b
[erreur.

3.6 Programme Maple

> with(Student[ CalculusI]), with(Student] NumericalAnalysis ), with( plots, impliciiplot),
with(linalg), with(RandomTools[ MersenneTwister]), with( LinearAlgebra),
with(Statistics) :
(1) The General Solution And Conditions

> X:= (i,n,x) ﬁsin(miil-lambda(n) -x) + (-1 )i_l I1(i, n) -cos((ﬂiil-lambda(n) -x)
# Ecriture des solutions

X =(inx) ﬁsin(mxil An) x) + (-1 ', ) (:os(mxi1 Aln) x) 1)
> Fi:= Tam — T0i; # Les conditions initials
| Fi:=Tam — T0i 2)
B
L (3) Eigen Problem Of beta(n) = z
> 1 (i, 2) (kappa-omcga)i_l-z—I—Bioi[i]-tan((m-l')x_l-z)
= E,Z — - — ;
Biot[i] — (kappa-omcga)h]-z-tan( (w-Y) 1_2)
(ko) "' z+Biogtan((0Y)' "' z)

Biot,— (x0)' ' ztan((0Y)" 'z)
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=> PI(1,z);PI(2, z)

z + Biot, tan(z)
Biot, — z tan(z)
K Oz + Biot, tan(®Y z)
(0Yz)

Bi012 — K®ztan

> EqVp = (z)—TI(1,2) +
kappa-w
EqVp = 2—TI(1, z) + 12 2).
K@®

K ® + Biot, tan(© Y)

(> Eqvp(1)
1 + Biot, tan(1)
Ko (Bio, —xotan(wY))

Biot, —tan(1)
1.5; omega := 0.5; Biof[1] = 1.5; Biot[2] == 2.5

> kappa := 1.5; Y :=
K:=1.5
Y:=1.5
®:=0.5
Biatl =1.5
i Bio£2 =25
(> ord = 2; N = 34
ord =2

N:=34

yoo104 | | | |
]
f |

1 -TI(2, z)# Probléme de valeurs propres

~10

- 10 |

_20_

“@

®

©6)

@)

@®

B plot([PI(1,z),PI(2,2)],2z=0..10, y=-10 ord .10 ord, color = [ green, blue], discont = true)
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®

)
1.0x+1.5tan(1.0 x)
1.5 —1.0xtan(1.0 x)

|—> plot(EqVp(x),x=0..N + 1,y =-10 ord .10 ord, discont = true)# Figure 3.2

20 | |
» 10 ‘ ‘ | ‘ |
i i L |
§ |I |I | .'I I |I | || { | -'I lI | Il .'I |
NS S A A A B B A
|'I ,-" { Ill;ir ..-""r | .'i o II .._-"' S | 3,& I.." I|
. F | / |'I.I f |I | | ."II ( |I [
Co ] | | | N |
m||‘l|| \|H' .
ol ‘ | ‘ | Nt |
; (4) Newton Raphson Resolution
> 60, 10 \:
Tolerance = 107 Ni := 10; Nf := 10N
60, 340
Tolerance := 1001000
Ni =10
i Nf =340 (10)
> Sol == <Seq(Newmn(Equ(x}, x= 11—0, tolerance = Toiemnce), z'=Nz'..Nf) >
[ 1..331 Vector,,, .
(11)

Sol :=

| 32.32010618, 34.24837236 }
> Nr = nops(Root)

Data Type: anything
Storage: rectangular

Order: Fortran order
;> for i from 1 to Nf — Nidoif Sol/(i +1) — Sel(i) < 0.1 then Sol(i + 1) = Sol(i)end if end do
> Root = {op([seq(Sol(i),i=1.Nf—Ni)]) }# Table 3.1

Root = {1.174564997, 2.670341640, 4.100755655, 5.902293511, 7.463000332, 9.311800164, (12)
10.99791545, 12.76394020, 14.59650467, 16.25466773, 18.18431142, 19.80816753,
21.72556781, 23.42691725, 25.23379476, 27.07242465, 28.75147230, 30.68935659,
(13)

Nr:=20
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[ > seq(EqVp(Root[il), i=1..Nr)

1510% -1.610°,2.10%,2.10°, -4.10"° -8.10°,3.8 10°, -0.00000104, -1.20 10, (14)
7.010% -3.610°% -8310° -1.510° -4210°, 40107, -1.610°, -2910% 8. 107,
2.0210% -2.10°

=> Matrix(2, Nr, [seq(Root[i], i=1.Nr), seq(EqVp(Root[i]),i=1.Nr)])

2 x 20 Matrix
Data Tvpe: anythin
yp A% g 5)
Storage: rectangular
Order: Fortran_order
> plot({(seq(i, i =1..Nr))|(seq(Root[i], i =1 ..Nr))))# Figure 3.3
0]
254
20
15
101
5
2 4 6 & 1o 12 14 16 18 20
:> for n from 1 to Nrdo beta := (n) — Root[ n Jend do:
> beta(l)
i 1.174564997 (16)
L (5) Dimensionless Constants
. ) o ) o . Tamb—T02
> Tamb = 300; T0OI = 400; 702 := 500, F = Tamb — T01
Tamb =300
701 =400
702 =500
i F:=2 a7

Page | 40


http://cbs.wondershare.com/go.php?pid=5242&m=db

Wondershare
PDFelement

Supprimer filigrane

> ¢ (n)ﬁ@-(upul,n)z)-[w ! ] = (1+PI2, ) )-[Y

beta(n )
Biol 11 1] + Biot[1]

1
+—3 >
o -beta(n)”-kappa " Bioi[2]

Biot[2] kappa
(18)
i - I_l. ; i - iiln
> M= (in)— (kappa-omega) bcta(f_’t] + Biot| i] tan(((ﬂ T)i_l bcta(n))
Biot[i] — (kappa-omega)' ! -beta(n) -tan( (@) -beta(n) )
i—1 i—1
+ Biot. t Y
1 (e O BT iof tan( (@ lﬁﬁmﬂ )
Biot, — (x®)' ~ B(n) tan((0Y)' ™ B(n))

kappa

> (C:= (n)—>——————-(cos(beta(n)) +PI(1, n)-sin(beta(n)) —1 + F-(1 — cos(omega
beta(n)-c(n)
-Y-beta(n)) - PI(2, n)-sin(omega-Y -beta(n))))
C:=n—>;(1c(cos([3( )) +T(1,n)sin(B(n)) —1+F (1 —cos(wYB(n)) (20)
B(n) c(n)
| T2,n)sin(@YB(n)))))
> C(1); C(2);beta(1); beta(2)
-0.4017615755

0.5001806372
1.174564997
2.670341640 21

> X:= (i,n,&)—
-beta(n) ﬁ))

1
( omcga-kappa)i

i—1 i—1

~ ( sin(ﬁ)i_l-é-bcta(n)) +(-1) H(x’,n)-cos(ﬁ)

1

sin(@  EBm)) + (-1) "ML, n) cos(@ T EB(n))

X:=(i,n, &) — — (22)
i (k)
> x(2,1,xi)
i 1.333333333 sin(0.5872824985 &) — 3.640377118 cos(0.5872824985 &) (23)
> XX = (i,&) — . —— (sin(Omega' ~'-&-Beta) + (-1)' ' [I1(i)
(Omcga-Kappa)
-cos(Omega’ ~'-Beta-£) )
. i—1 i1 . i—1
Xxem (LE) sin(Q 7 EB) + (1) iI_L;](;) cos(Q'~ EB) 4
(QK)
> XX(1,x1)
sin(§B) + T (1) cos(&B) (25)

> CC = (n) —)%(mr(Fﬂ-XY(l,xi),xi=—l .0) -I—Kappa-Omcgaz-im(FZZ-XX(2, X1), X1
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0

KU_I 0

Y
FI1XX(1,€) d§+K£!2 [J- F22XX(2,€) dﬁ]]

CC=n— (26)
i ¢
> factor(CC(n))
q)LB(K (F11cos(B) +FIITII(1)sin(B) —1.FI1+1.F22 (27
— 1. F22 cos( 1.500000000 Q B) — 1. F22 [I1(2) sin( 1.500000000 Q B) ) )
[ > x(1,1,xi);PI(1,1)
1.000000000 sin(1.174564997 £) —3.640377103 cos(1.174564997 &)
i -3.640377103 (28)
> Theta := (i, &, tau) —)add( C(n)-X(i,n,€) -exp( —bcta(n)z-tau), n=1 ..Nr)
_ 2
0= (i,& 1) —add(C(n) X(i,n, &) ¢ ¥°T =1 _Nr) (29)
B Theta(1,-1, 0); Theta(2, Y, 0); Theta(1, 0, 0); Theta(2, 0, 0)
0.9534351078

1.862891033
1.436657921
1.436657932 (30)
(6) Equilibrium Temperature Teq Between The Two Slabs
> Ce = (kappa.omega)

i Ce :=0.75 (1)
> Teq := evalf ( %J:mﬁ J# Température d'équilibre
i Teq :=442.8571429 (32)
[ _ Tamb — Teg
> TEQ*= b — 101
TEQ := 1.428571429 (33)

(7) Normalized Results Theta = (Tamb - T)/(Tamb - T01)
(a) Theta(1,£,tau), and Theta(2,¢ tau) # Résultats
> T = (xi, tau) — piecewise(xi < 0, Theta( 1, xi, tau), xi > 0, Theta(2, xi, tau) )
T:= (& 1) —piecewise(£ < 0,0(1,1),0 <EO(2,51)) (34)
> Theta(1, x, tau) : Theta(2, x, tau) : Theta(1,-1,0); T(-1,0);
Theta(2,2,0); 7(2,0)
0.9534351078
0.9534351078

-0.2407593204
i -0.2407593204 (35)
(> taui == 0; tauf =10
taui =0
tauf =10 (36)
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p[oij‘d(T(x, tau), x=-1.Y, tau= % "taTuf, .cr.xes=b0xed);

a:=>5

- a o a e

-

-

2
1
1
1
1
1
0
0
0
0

-

P e N el O

._.
in

(b) Theta(1,x1), Theta(1.tau), Theta(2.xi), Theta(2,tau)
> Col := Vector[row]( [ blue, red, green, black, yellow, orange, brown])

Col :=[ blue red green black yellow orange brown ] 37
> Line = Vector[ row]( [Solid , Dot, Dash , DashDot , LongDash , SpaceDot, SpaceDash 1)
Line = [ Solid Dot Dash DashDot LongDash SpaceDot SpaceDash] (38)
> 4= 5;
a:=>5 39

> p[ot( Seq(T(x, t'a.Tu J, tau = taui ..tauf, 2) ,x=-1.Y, color = [seq(Col(taumod 7 + 1), tau

= taui ..tauf, 2) 1, linestyle = [ seq(Line (1), tau= taui..tauf) 1, legend=["t=0", "t=0.5",
"T=1""t=1.5","t=2","t=2.5"]); seq(Col(taumod 7 + 1), tau= taui ..tauf, 2 );
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0,4
— - s
———— T
-1 -5 1] 0.5 1 1,5
X
=0 =05 =1 =15
1=2 1=2.5
flue, green, vellow, frown, red, black (40)

%= (-1,-0.5,-0.3,-0.1,0,0.1 Y,03Y,05Y,08 Y, Y} :

a:=>5;

ploz( [seq(Theta(1, x(x), tau),x=1.5) ], tau= L] . t;_u, color = [ blue, red, yellow,
a a

green, black), linestyle= [seq(Line(1),x=1.5) ], legend=["E=-1","€ =-0.5",
"E=-03""E=-0.1","E=0"]); [ blue, red, vellow, green, black]; seq(x(i),1=1.5);

ploz( [seq(Theta(2, x(x), tau), x=5..10) ], tau= taTm' . ila—Lj’ color = [ black, biue, red, gold,

green, brown], linestyle= [seq(Line(1),x=1..5)], legend=["¢=0","C= 0.1Y",
"E= 0.3Y","E= 0.5Y","€= 0.8 Y ", "E=Y"]); [black, blue, red, yellow, green, brown] ;
seq(%(i),1=5..10)

a.=35

Page | 44


http://cbs.wondershare.com/go.php?pid=5242&m=db

Supprimer filigrane .- Wondershare

PDFelement

—¢Z=0

—— =1 ——E=-0.5 E=-03——E&=-0.1

[ e, red, yellow, green, Slack]

-1, -0.5, -03, -0.1,0

0 o 0,2 0,3 0,4 0,5
T

——E=) ——E=01Y —E=03Y

———E= 057 —E=08Y —E=Y

[Black, blue, red, yellow, green, brown |

0, 0.15, 0.45, 0.75, 1.20, 1.5

(41)
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(8) The Error if F =1

F:=1 42)

. N kappa
> Ci=(n) beta(n)-c(n)

‘Y-beta(n)) - PI(2, n) -sin(omega: Y beta(n))) );

X=(in&)— I _ (sin(u)i_l-f’;-bcta(n)) -I—(—l)i*ll'[(i,n)-cos(m
(omega-kappa)"

beta(n) -€) );

-(cos(beta(n)) +PI(1, n)-sin(beta(n)) —1 + F-(1 — cos(omega

i—1

—1

Theta = (i, & tau) —add(C(n)-X(i, n, &) -exp( ~beta(n)>tau), n=1 Nr);

C::n—rli(K (cos(B(n)) +TI(1,n) sin(B(n)) —1 +F (1 —cos(wY B(n))

B(n) c(n)
—I1(2,n)sin(0YB(n)))))

X (i) sin(@ "EB(n)) + (-1)" "' T(i,n) cos(® ' EB(n))

i—1

(ko)

= (58 1) >add(Cm) X(im &) P’ =1 Nr) 43)

€= (xi) ﬂpiecewise(xi < 0,abs(1 — Theta(1,x1,0)),xi =0, abs(l — 1? Theta(2, xi,
0

) ):

e(2,¢0
€= ﬁ—»piecewise(ﬁ <0,]1—=0(1,£0),0 <E, |1 — %U (44)
[ > plot(e(xi), xi=-1..Y)
(> plotieixi), xi=-1.T7)
0,06
0,05
0,04
0,03 -
‘ 0,021
[
i
|
‘ a |
|ﬂ 0.01 Nl
i \
| I| n 1 .-'f \ I'. 'I |
Ay A Vo \
l Ill I'|lI lll'i':hlll\"ﬂ'-"f\".'- v'n 'n"r_\"r'/.\\'ﬂ "r‘)’-‘\t\.""./-\.\".".lr‘{-l\'\'\-".lllr \-ll'.'.l IIII I‘ '
- -0,5 0 0.5 1 1.5
i £
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Nomenclature

i L’index de couche (i = 1,2)

T; Température de la couche i (K)

Tomb Température ambiante (K)

Toi Température initiale de la couche i (K)

Oo; Différence initiale de température (K)
0; Différence de température (K)

a; Epaisseur de la couche i (m)

k; Conductivité (W.m1.K?)

a; Diffusivité (m2.s™)

Cp; Chaleur spécifique (J.Kgt.K?)

P; Masse volumique (Kg.m)

h; Coefficient de convection (W.m?2.K1)
w=.a;/a, Diffusivité adimensionnelle

K =ky,/k, Conductivité adimensionnelle
y=a,/a, Epaisseur adimensionnel

Biot; = h;a,/k, Nombres de Biot

B Valeur propreadimensionnelle
T=a,t/a? Temps adimensionnel

E=x/aq Position adimensionnelle

F Température initiale adimensionnelle
0, Température adimensionnelle
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Conclusion

On a vu dans ce travail que le transfert de chaleur par conduction a travers d'un
matériau composé de deux couches se fait en deux régimes: transitoire qui est
I'équilibre instantané traduisant par des sauts des températures des différents points
dans la couche froide, un régime stationnaire qui se traduit par I'équilibre thermique

des deux couches en tous points.

On signale aussi que la résolution de 1’'équation aux valeurs propres par la
méthode de Newton nous permis de calculer tous les valeurs propres appartenant
dans les solutions finale, et d’autre part, 20 racines étaient largement suffisant pour

diminuer l’erreur au valeur moins de 5%.

On propose d’étudier des matériaux plus complexe de sens de nombre de
couches et également en dimensions plus élevés. Cela sera peut-étre un titre d’'un

future travail.

Page | 49


http://cbs.wondershare.com/go.php?pid=5242&m=db

mm Wondershare
PDFelement

Supprimer filigrane g

ga—aA%Ls

Gl il Juad 43 jha (& 5 Ablat A5y oy 3ol (e (il G Ji 5l 3 )1 pad) JUESH) Al 50 i 5 S0l 03¢
Ak IS Jlal) o Las g 281 Jile gl Bacbisay 5 (5 s A8y ylay 2ad) dgalal LEEY) Aolee oy W Canans )
G 155 in o S L 5 A1) ) oy Ly (o L IS Sk B 5 A Bl 013 30 (55
S m a5 el o lad) (0l ) Bl Ul ghaty o3 5 ) ARl 35 ) ) Ayl il 36 S 3
Ll

Résumé

Le transfert de chaleur par conduction entre deux couches de matériau a été
étudié dans ce mémoire par une méthode analytique qui est la méthode de séparation
de variables qui nous a permis de résoudre I'équation de diffusion a une dimension
moyennant le résolution de ce qu'on appelle équation de valeurs propres par la
méthode de Newton incrémentée dans Maple. On a trouvé que les solutions pour
chaque couche présentent des termes : temporelle exponentielle et spatial sinusoidale.
Ainsi, on a vu qu'il existe un équilibre instantané sous formes des sauts de
températures de la couche froide puis le systéeme a évolué a I'équilibre thermique final

qui est la température ambiante.
Abstract

The heat transfer by conduction between two layers of material has been studied in
this thesis by an analytical method, which is the method of separation of variables,
which allowed us to solve the one-dimensional diffusion equation by solving the Figen
problem. We used Maple program to calculate the Eigen values by Newton method. It
has been found that the solutions for each layer have two terms: exponential temporal
and sinusoidal spatial. In addition, we have seen that there is an unsteady equilibrium
in the form of temperature jumps in the cold layer and then the whole system has

evolved to the final thermal equilibrium, which is ambient temperature.
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