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Introduction

En mathématiques, plus précisément en algèbre multilinéaire et en géométrie diffé-
rentielle, un tenseur désigne un objet très général, dont la valeur s’exprime dans un
espace vectoriel. On peut l’utiliser entre autres pour représenter des applications mul-
tilinéaires ou des multivecteurs. On pourrait abusivement considérer qu’un tenseur
est une généralisation à n indices du concept de matrice carrée (la matrice possède un
indice ligne et un indice colonne - un tenseur peut posséder un nombre arbitraire d’in-
dices inférieurs, covariants, et d’indices supérieurs, contravariants, à ne pas confondre
avec des exposants), mais la comparaison s’arrête là car une matrice n’est qu’un
simple tableau de nombres qui peut être utilisé pour représenter des objets abstraits,
alors que le tenseur est, comme les vecteurs et les applications multilinéaires, un objet
abstrait dont les coordonnées changent lorsqu’on passe d’une représentation dans une
base donnée à celle dans une autre base.
Dans tous ces cas, le terme tenseur est souvent utilisé par extension, pour désigner
un champ de tenseurs, c’est-à-dire une application qui associe à chaque point d’un
espace géométrique un tenseur différent. En physique et en sciences de l’ingénieur, les
tenseurs sont utilisés pour décrire et manipuler diverses grandeurs et propriétés phy-
siques comme le champ électrique, la permittivité, lesdéformations, les contraintes
etc. La première utilisation de la notion et du terme de tenseur s’est faite dans le
cadre de la mécanique des milieux continus, en relation avec la nécessité de décrire
les contraintes et les déformations subies par les corps étendus, à partir de laquelle
fut formalisée la mécanique rationnelle. En particulier, le tenseur des contraintes et le
tenseur des déformations sont utilisés dans la science des constructions pour définir
l’état de tension et de déformation en tout point d’une structure. Outre la mécanique
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des fluides et mécanique du solide, les tenseurs sont utilisés dans de nombreux autres
domaines de la physique, tels que l’électromagnétisme. Ils sont également largement
utilisés en relativité générale, pour décrire rigoureusement l’espace-temps comme va-
riété courbe quadri-dimensionnelle.
Dans le premier chapitre, nous allons étudier plus en détail la notion du produit sca-
laire généralisé et leurs propriétés. Ainsi orthogonalisation par la méthode de Gram-
Schmidt.
Le deuxième chapitre consacré à l’étude de la notion du tenseur, on a vu deux types
de tenseur ; tenseurs d’ordre (0,m) et tenseurs d’ordre (m, 0). On s’intéresse dans
premier temps aux tenseurs de types (0, 1), (1, 0) et d’ordre (0, 2). En fin quelques
interprétations physiques.
Le troisième chapitre, on s’intéresse aux tenseurs mixtes d’ordre (p, q) et on donne
des exemples, puis nous allons faire les opérations, l’addition et la multiplication par
un scalaire, pour avoir une structure d’espace vectoriel. A la fin de ce chapitre on
définit la notion du champ tensoriel.
En fin une courte bibliographie des ouvrages de base pour ce travail.



Chapitre 1

Produits scalaires généralisés

1.1 Définition et premières propriétés

Définition 1.1.1. Soit V un espace vectoriel. Alors un produit scalaire généralisé sur
V est par définition une application

<,> : V ×V −→ R
(u, v) 7→ < u, v >

ayant les propriétés

1. < u, v >=< v, u > symétrie

2. < u + v,w >=< u,w > + < v,w > additivité

3. < λu, v >= λ < u, v > homogénéïté

4. < v, v >≥ 0 positivité

5. < v, v >= 0⇔ v = 0

pour tout u, v,w ∈ V et λ ∈ R

Exemple 1.1.1. Produit scalaire euclidien sur Rn. Dans cet exemple, on a

V = Rn

et
< u, v >= u • v



14 CHAPITRE 1. PRODUITS SCALAIRES GÉNÉRALISÉS

ou • est le produit scalaire sur le plan

le produit scalaire euclidien (produit scalaire habituel) de Rn. Les propriétés (1) - (5)
sont vérifiées dans cet exemple.

Exemple 1.1.2. Soient u =

(
u1

u2

)
et v =

(
v1

v2

)
deux vecteurs de R2 . Posons

< u, v >= 3u1v1 + 2u2v2

Alors <,> est un produit scalaire généralisé sur R2.Vérifions les propriétés (1) - (5) :
(1) On a

< u, v > = 3u1v1 + 2u2v2

= 3v1u1 + 2v2u2

= < v, u > .

(2) Soit w =

(
w1

w2

)
. Alors

< u + v,w > = 3(u1 + v1)w1 + 2(u2 + v2)w2

= (3u1w1 + 2u2w2) + (3v1w1 + 2v2w2)

= < u,w > + < v,w > .

(3)
< λu, v > = 3(λu1)v1 + 2(λu2)v2

= λ(3u1v1 + 2u2v2)

= λ < u, v > .

(4)
< v, v > = 3v1v1 + 2v2v2

= 3v2
1 + 2v2

2 > 0.

(5)
< v, v > = 3v2

1 + 2v2
2 = 0

⇔ v1 = 0 v2 = 0

⇔ v = 0.
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Définition 1.1.2. Soit V un espace vectoriel muni d’un produit scalaire généralisé
<,> . Alors on définit la norme (ou longueur) d’un vecteur v ∈ V par la formule

‖v‖ =
√
< v, v >

La distance entre u, v ∈ V est même par définition

d(u, v) = ‖u− v‖.

Exemple 1.1.3. Norme et distance dans Rn. Lorsque V = Rn et <,> est le produit
scalaire habituel < u, v >= u • v, on retrouve les notions habituelles de norme et de
distance dans Rn.

Exemple 1.1.4. Soit V = R2. On obtient des notions de norme et de distance dif-

férentes selon le produit scalaire généralisé choisi. Soient u =

(
1

0

)
et v =

(
0

1

)
.

Si l’on choisit le produit scalaire habituel sur R2, on a

‖u‖ =
√

u2
1 + u2

2

=
√

1 + 0

= 1

et
d(u, v) = ‖u− v‖

= ‖

(
1

−1

)
‖

=
√

12 + (−1)2

=
√

2.

Si l’on choisit le produit scalaire généralisé < u, v >= 3u1v1 + 2u2v2 on obtient

‖u‖ =
√
< u, u >

=
√

3u2
1 + 2u2

2

=
√

3 + 0

=
√

3.
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et
d(u, v) = ‖u− v‖

=

√√√√<

(
1

−1

)
,

(
1

−1

)
>

=
√

3 + 2

=
√

5.

Définition 1.1.3. (Cercle unité (ou sphère unité)). Soit V un espace vectoriel muni
d’un produit scalaire généralisé <,> . Alors le cercle unité, ou sphère unité de V est
par définition l’ensemble des u ∈ V tels que

‖u‖ = 1.

Ce sont les éléments de V dont la distance à l’origine est égale à 1.

Exemple 1.1.5. Soit V = R2 et <,> le produit scalaire habituel. Soit u =

(
x
y

)
.

Alors

‖u‖ =
√

x2 + y2

et l’équation du cercle unité est alors
√

x2 + y2 = 1 ou

x2 + y2 = 1.

Exemple 1.1.6. Soit V = R2 muni du produit scalaire généralisé

< u, v >= 3u1v1 + 2u2v2.

soit w = (x, y). Alors

‖w‖ =
√

3x2 + 2y2

ce qui donne
√

3x2 + 2y2 = 1 ou

3x2 + 2y2 = 1

comme équation pour le cercle unité. Le graphe de cette équation est une ellipse.
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Définition 1.1.4. Soit A une matrice de taille n × n inversible. Le produit scalaire
généralisé associé à A est, par définition, le produit scalaire sur Rn qui à u, v ∈ Rn

associe
Au • Av

(le produit scalaire habituel de Au et de Av).

Soient u, v ∈ Rn représentés comme vecteurs colonne, et on a

Au • Av = (Av)TAu

et ceci conduit à une nouvelle formulation de ce produit scalaire généralisé :

< u, v >= vTATAu.

Notons que lorsque A = I, on obtient le produit scalaire habituel < u, v >= u • v.

Exemple 1.1.7. Soit

A =

( √
3 0

0
√

2

)
.

Alors le produit scalaire généralisé associé à A est

< u, v > =
(

v1 v2

)( √3 0

0
√

2

)( √
3 0

0
√

2

)(
u1

u2

)

=
(

v1 v2

)( 3 0

0 2

)(
u1

u2

)
= 3u1v1 + 2u2v2.

On retrouve ainsi le produit scalaire de l’exemple (1.1.2).

Proposition 1.1.1. Soit V un espace vectoriel muni d’un produit scalaire généralisé
<,> . Alors, pour tout u, v et w ∈ V et tout λ ∈ R, on a

(a) < 0, v >=< v, 0 >= 0

(b) < u, λv >= λ < u, v >

(c) < u, v + w >=< u, v > + < u,w > .

Démonstration : Ceci découle immédiatement des propriétés du produit scalaire :
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(a) < 0, v >= 0 < 0, v >= 0 et < v, 0 >=< 0, v >= 0.

(b) < u, λv >=< λv, u >= λ < v, u >= λ < u, v > .

(c) < u, v + w >=< v + w, u >=< v, u > + < w, u >=< u, v > + < u,w > .

1.2 Angles et orthogonalité

Proposition 1.2.1. (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Soit V un espace vectoriel muni
d’un produit scalaire généralisé <,> . Soient u, v ∈ V. Alors on a

| < u, v > | ≤ ‖u‖ · ‖v‖.

Démonstration : Si u = 0, alors on a

< u, v >= 0,

donc l’affirmation est vraie. Supposons que u 6= 0, et posons

a = < u, u >
b = 2 < u, v >
c = < v, v > .

On a, pour tout t ∈ R,

0 ≤< tu + v, tu + v > =< u, u > t2 + 2 < u, v > t+ < v, v >
= at2 + bt + c.

Donc

at2 + bt + c ≥ 0

pour tout t ∈ R. Ceci implique que le polynôme quadratique

aX2 + bX + c

a soit une racine double, soit aucune racine réelle.

Son discriminant est donc négatif ou nul :
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b2−4ac ≤ 0. Remplaçant a par < u, u >, b par 2 < u, v > et c par < v, v >, on obtient

4 < u, v >2 −4 < u, u >< v, v >≤ 0

ce qui implique
< u, v >2≤< u, u >< v, v >

donc
|< u, v >|≤

√
< u, u >< v, v > = ‖u‖ · ‖v.‖

Proposition 1.2.2. Soit V un espace vectoriel muni d’un produit scalaire généralisé
<,> . Alors on a, pour tout u, v ∈ V et pour tout λ ∈ R

(a) ‖u‖ ≥ 0

(b) ‖u‖ = 0⇐⇒ u = 0

(c) ‖λu‖ = |λ|‖u‖

(d) ‖u + v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖ inégalité du triangle

Démonstration : La démonstration est verification immediat en appliquant les pro-
priétes au produit scalaire

Corollaire 1.2.1. Soit V un espace vectoriel muni d’un produit scalaire généralisé.
Alors, pour tout u, v et w ∈ V et tout λ ∈ R, on a

(a) d(u, v) ≥ 0

(b) d(u, v) = 0⇐⇒ u = v

(c) d(u, v) = d(v, u)

(d) d(u, v) ≤ d(u,w) + d(w, v) inégalité du triangle

Démonstration : Ceci est une conséquence immédiate des définitions et du proposi-
tion précédente.

1.2.1 Angle formé par deux vecteurs

Soit V un espace vectoriel muni d’un produit scalaire généralisé <,> . Soient u, v ∈ V.

Alors par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a si u 6= 0 et v 6= 0(
<u,v>
‖u‖·‖v‖

)2

≤ 1
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donc

−1 ≤ < u, v >
‖u‖ · ‖v‖

≤ 1.

Il existe donc un unique angle θ, avec 0 ≤ θ ≤ π, tel que

cos θ =
< u, v >
‖u‖ · ‖v‖

.

On appelle θ l’angle formé par les vecteurs u et v.

Définition 1.2.1. Soit V un espace vectoriel muni d’un produit scalaire généralisé
<,> . Soient u, v ∈ V. On dit que u et v sont orthogonaux si et seulement si

< u, v >= 0.

Exemple 1.2.1. Soit P2 l’espace vectoriel des fonctions polynomiales de degré au
plus 2. On définit un produit scalaire généralisé sur P2 en posant

< p, q >=

∫ 1

−1

p(x)q(x)dx

pour tout p, q ∈ P2. Les axiomes du produit scalaire généralisé sont faciles à vérifier.
On a, par exemple, la positivité : pour tout p ∈ P2, on a

< p, p >=

∫ 1

−1

p2(x)dx ≥ 0.

Soient

p(x) = x

et

q(x) = x2

alors p et q sont orthogonaux. En effet

< p, q > =
∫ 1

−1
x · x2dx

=
∫ 1

−1
x3dx

= 0.
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Proposition 1.2.3. (Théorème de Pythagore généralisé). Soit V un espace vectoriel
muni d’un produit scalaire généralisé. Soient u, v ∈ V, et supposons que u et v soient
orthogonaux. Alors

‖u + v‖2 = ‖u‖2 + ‖v‖2.

Démonstration : Comme u et v sont orthogonaux, on a

< u, v >= 0.

Donc
‖u + v‖2 = < u + v, u + v >

= ‖u‖2 + ‖v‖2 + 2 < u, v >
= ‖u‖2 + ‖v‖2.

Exemple 1.2.2. Soit P l’espace vectoriel des fonctions polynomiales de degré au plus
2, muni du produit scalaire généralisé défini dans l’exemple 1.2.1.

Soient p(x) = x et q(x) = x2. Nous avons vu que p et q sont orthogonaux.
Calculons ‖p‖2, ‖q‖2, et ‖p + q‖2 :

‖p‖2 =< p, p > ‖q‖2 =< q, q >
=
∫ 1

−1
x2dx =

∫ 1

−1
x4dx

= 2
3

= 2
5

‖p + q‖2 =< p + q, p + q >
=
∫ 1

−1
(x + x2)(x + x2)dx

=
∫ 1

−1
(x4 + 2x3 + x2)dx

= 16
15

On a bien

‖p‖2 + ‖q‖2 = ‖p + q‖2

Définition 1.2.2. Soit V un espace vectoriel muni d’un produit scalaire généralisé,
et soit W un sous-espace vectoriel de V. On dit que u ∈ V est orthogonal à W si u
est orthogonal à tout élément de W. L’ensemble des u ∈ V qui sont orthogonaux à W

est appelé le complément orthogonal de W. il est noté W⊥.
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Proposition 1.2.4. Soit V un espace vectoriel muni d’un produit scalaire généralisé,
et soit W un sous-espace vectoriel de V. Alors on a

(a) W⊥ est un sous-espace vectoriel de V.

(b) W
⋂

W⊥ = {0}.

Démonstration :

(a) On a < 0,w >= 0 pour tout w ∈W, donc 0 ∈W⊥. Montrons que W⊥ est formé
par addition et par multiplication par les scalaires. Soient

u, v ∈W⊥.

Alors

< u,w >=< v,w >= 0

pour tout w ∈W. On a donc

< u + v,w > =< u,w > + < v,w >

= 0 + 0

= 0

pour tout w ∈W ce qui montre que

u + v ∈W⊥.

De même, si λ ∈ R, alors

< λu,w > = λ < u,w >

= 0

pour tout w ∈W et donc λu ∈W⊥.

(b) Soit v ∈W
⋂

W⊥. Alors

< v, v >= 0

et donc

v = 0.
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Proposition 1.2.5. Soit A une matrice de taille m× n. Alors

(a) Par rapport au produit scalaire habituel de Rn, le complément orthogonal de l’es-
pace des lignes de A est le nilespace (noyau) de A.

(b) Par rapport au produit scalaire habituel de Rm, le complément orthogonal de
l’espace des colonnes de A est le nilespace de AT .

Démonstration :

(a) Soit W l’espace des lignes de A. Soit v ∈W⊥. Soient `1, ..., `m les vecteurs ligne
de A. Alors

`1 • v = `2 • v = ... = `m • v = 0.

Or, nous avons vu que le système linéaire

Ax = 0

peut étre exprimé par 
`1 • x
`2 • x

...
`m • x

 =


0

0
...
0

 .

Comme `1 • v = `2 • v = · · · = `m • v = 0, le vecteur v est une solution
de ce système. Par définition, ceci implique que v est dans le nilespace de A.

Réciproquement, supposons que v est dans le nilespace de A, autrement dit

Av = 0.

Alors on a
`1 • v = `2 • v = . . . = `m • v = 0.

Soit w ∈W. Alors w est combinaison linéaire de `1, `2, . . . , `m., c’est-à-dire que
l’on a

w = λ1`1 + λ2`2 + . . .+ λm`m

avec λ1, λ2, . . . , λm ∈ R. On a donc

w • v = (λ1`1 + λ2`2 + . . .+ λm`m) • v
= λ1(`1 • v) + λ2(`2 • v) + . . .+ λm(`m • v)
= 0
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Donc v ∈W⊥. Ceci démontre la partie (a) du proposition.

(b) On applique (a) à la matrice A> : en effet, l’espace des colonnes de A est égal à
l’espace des lignes de A>.

1.3 Bases orthogonales et méthode de Gram-

Schmidt

Définition 1.3.1. Soit V un espace vectoriel muni d’un produit scalaire généralisé .
Soit

S = {v1, . . . , vn}

un sous-ensemble de V. On dit que S est un ensemble orthogonal si vi est orthogonal
à vj pour tout i 6= j. On dit que S est un ensemble orthonormé si S est orthogonal et
si

‖vi‖ = 1

pour tout i = 1, . . . , n. Un ensemble orthogonal qui est une base est appelé une base
orthogonale ; un ensemble orthonormé qui est une base est appelé une base orthonor-
mée.

Proposition 1.3.1. Soit V un espace vectoriel muni d’un produit scalaire généralisé
<,>, et soit S = {v1, . . . , vn} une base orthonormée de V. Soit u ∈ V. Alors

u =< u, v1 > v1 + · · ·+ < u, vn > vn.

Démonstration : Comme S est une base, il existe λ1, . . . , λn ∈ R tels que

u = λ1v1 + . . .+ λnvn.

On a
< u, vi > =< λ1v1 + · · ·+ λnvn, vi >

= λ1 < v1, vi > + · · ·+ λn < vn, vi > .

Or, comme < vj, vi >= 0 si i 6= j et < vi, vi >= ‖vi‖2 = 1, on a

< u, vi >= λi
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et par conséquent

u =< u, v1 > v1+ < u, v2 > v2 + · · ·+ < u, vn > vn.

On appelle les scalaires

< u, v1 >,< u, v2 >, . . . , < u, vn >

les coordonnées de u par rapport à la base orthonormée {v1, . . . , vn}.

Proposition 1.3.2. Soit V un espace vectoriel muni d’un produit scalaire généralisé
<,> . Soit S = {v1, v2, . . . , vn} une base orthogonale de V et u un vecteur de V . Alors

u =
< u, v1 >

‖v1‖2
v1 +

< u, v2 >

‖v2‖2
v2 + . . .+

< u, vn >
‖vn‖2

vn.

Démonstration : La base

S ′ = { v1

‖v1‖
,

v2

‖v2‖
, . . . ,

vn
‖vn‖

}

est orthonormée. Par la propsition précédente, on a donc

u =< u,
v1

‖v1‖
>

v1

‖v1‖
+ · · ·+ < u,

vn
‖vn‖

>
vn
‖vn‖

et alors

u =
< u, v1 >

‖v1‖2
v1 + · · ·+ < u, vn >

‖vn‖2
vn.

Proposition 1.3.3. Soit V un espace vectoriel muni d’un produit scalaire généralisé
<,> . Soit S = {v1, . . . , vn} un sous-ensemble orthogonal de V, avec vi 6= 0 pour tout
i = 1, . . . , n. Alors S est une famille linéairement indépendante.

Démonstration : Supposons que

λ1v1 + λ2v2 + · · ·+ λnvn = 0

avec λ1, λ2, . . . , λn ∈ R. On a

< λ1v1 + λ2v2 + · · ·+ λnvn, vi >=< 0, vi >= 0
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pour tout i = 1, . . . , n. Par linéarité du produit scalaire, on obtient

λ1 < v1, vi > +λ2 < v2, vi > + · · ·+ λn < vn, vi >= 0.

Mais comme < vj, vi >= 0 si i 6= j on obtient

λi < vi, vi >= 0

ce qui implique, comme vi 6= 0, que λi = 0 pour tout i = 1, . . . , n. Donc S est
linéairement indépendant.

Proposition 1.3.4. Soit V un espace vectoriel muni d’un produit scalaire généralisé
<,> . Soit S = {v1, v2, . . . , vn} un sous-ensemble orthonormé (qui n’est pas forcément
une base ; il peut être plus petit) de V et soit u ∈ V. Posont

w1 =< u, v1 > v1+ < u, v2 > v2 + · · ·+ < u, vn > vn

et w2 = u − w1. Notons W = L(S), le sous-espace vectoriel de V engendré par S.
Alors w1 ∈W et w2 ∈W⊥.

Notation : Le vecteur w1 ∈ W est appelé la projection orthogonale de u
sur W, et est noté

projW(u).

Démonstration : Il est clair que w1 ∈ W, puisque w1 est une combinaison linéaire
de v1, . . . , vn.

Montrons que w2 ∈W⊥. On a

< w2, vi > = < u− w1, vi >
= < u, vi > − < w1, vi >

pour tout i = 1, . . . , n. On a

< w1, vi > = 〈< u, v1 > v1 + · · ·+ < u, vn > vn, vi〉
= < u, v1 >< v1, vi > + · · ·+ < u, vn >< vn, vi >
= 0 + · · ·+ 0+ < u, vi >< vi, vi > +0 + · · ·+ 0

= < u, vi > ·1
= < u, vi >
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pour tout i = 1, . . . , n. On a donc

< w2, vi > =< u, vi > − < w1, vi >
= 0

pour tout i = 1, . . . , n ce qui montre que w2 est orthogonal à S = {v1, v2, . . . , vn}.
Comme S engendre W, on a que w2 est orthogonal à W. Donc

w2 ∈W⊥.

Corollaire 1.3.1. Soit V un espace vectoriel muni d’un produit scalaire généralisé
<,> . Soit W un sous-espace vectoriel de dimension finie de V . Alors tout u ∈ V

s’écrit de manière unique comme

u = w1 + w2

avec w1 ∈W et w2 ∈W⊥. De plus, w1 = projW (u).

Exemple 1.3.1. Soit V = R3, <,> le produit scalaire habituel, et soit W le sous-
espace engendré par

v1 =


0

1

0

 et v2 =


−4/5

0

3/5


On vérifie que ‖v1‖ = ‖v2‖ = 1, et que < v1, v2 >= v1 • v2 = 0. Donc S = {v1, v2} est

un ensemble orthonormé. Soit u =


1

1

1

 . Alors

w1 = projW (u) =< u, v1 > v1+ < u, v2 > v2.

Comme < u, v1 >= 1 et < u, v2 >= −1
5
, ceci donne

projW (u) = v1 −
1

5
v2 =


4/25

1

−3/25

 .
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La décomposition orthogonale de u par rapport à W est donc
1

1

1

 =


4/25

1

−3/25

+


21/25

0

28/25

 .

On vérifie que


21/25

0

28/25

 est orthogonal à v1 et à v2 et donc qu’il est bien dans W⊥.

Proposition 1.3.5. Soit V un espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit
scalaire généralisé <,> . Alors V a une base orthonormée.

Démonstration : On va démontrer la proposition en construisant une base
orthonormée. La méthode de construction utilisée ici s’appelle méthode de

Gram-Schmidt ou procédé de Gram-Schmidt. Soit S = {u1, . . . , un} une base
quelconque de V. On construit une base orthonormée en n étapes.

1ère étape : On pose

v1 =
u1

‖u1‖
ce qui nous donne ‖v1‖ = 1.

2ème étape : Soit W1 le sous-espace de V engendré par v1. On pose

w2 = u2 − projW1(u2).

Alors
< w2, v1 >= 0

car w2 est orthogonal à W1, donc à v1. Vérifions que w2 6= 0. En effet, si w2 = 0,

alors
u2 = projW1(u2).

Ceci implique que u2 et v1 sont linéairement dépendants et donc que u2 et u1 le sont
également. Ceci n’est pas possible car u1 et u2 font partie d’une base de V La norme
de w2 est donc non nulle. On pose alors

v2 =
w2

‖w2‖
.

On a ‖v2‖ = 1, ‖v1‖ = 1 et < v1, v2 >= 0.
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k-ème étape : Supposons construits les vecteurs

v1, v2, . . . , vk−1

tels que

‖v1‖ = ‖v2‖ = · · · = ‖vk−1‖ = 1

que < vi, vj >= 0 si i 6= j que le sous-espace Wk−1 engendré par v1, v2, . . . , vk−1 soit
égal au sous-espace engendré par u1, u2, . . . , uk−1. On pose

wk = uk − projWk−1
(uk).

Montrons que wk 6= 0. si wk = 0, alors uk = projWk−1
(uk),

donc uk ∈Wk−1 = L(u1, . . . , uk−1).

font partie d’une base de V Donc wk 6= 0. Comme wk = uk − projWk−1
(uk), le vecteur

wk est orthogonal à Wk−1 et en particulier à v1, . . . , vk−1. On pose

vk =
wk

‖wk‖
.

On a ainsi construit v1, . . . , vK tels que

‖v1‖ = · · · = ‖vk‖ = 1,

et que < vi, vj >= 0 si i 6= j et L(v1, . . . , vk) = L(u1, . . . , uk). On termine ce procédé
lorsque l’on a obtenu vn.

Exemple 1.3.2. On considère R3 muni du produit scalaire habituel. Soit S =

{u1, u2, u3}, avec u1 =


1

1

1

 , u2 =


0

1

1

 , u3 =


0

0

1

 une base de R3. On ap-

plique la méthode de Gram-Schmidt pour obtenir une base orthonormée.

1ère étape : w1 = u1 =


1

1

1

 .

2ème étape : soit W1 = L(w1) = L(u1). On pose



30 CHAPITRE 1. PRODUITS SCALAIRES GÉNÉRALISÉS

w2 = u2 − projW1(u2)

= u2 − <u2,w1>
‖w1‖2 w1

Comme < u2,w1 >=< u2, u1 >= 2 et ‖w1‖2 = ‖u1‖2 = 3, on obtient

w2 =


0

1

1

− 2
3


1

1

1


=


−2/3

1/3

1/3

 .

3ème étape : soit

W2 = L(w1,w2)

= L(u1, u2).

Posons
w3 = u3 − projW2(u3)

= u3 − <u3,w1>
‖w1‖ w1 − <u3,w2>

‖w2‖2 w2

=


0

−1/2

1/2

 .

On a donc

w1 =


1

1

1

 , w2 =


−2/3

1/3

1/3

 , w3 =


0

−1/2

1/2


Alors {w1,w2,w3} est une base orthogonale de R3. On obtient une base orthonormée
en posant

v1 = w1

‖w1‖ , v2 = w2

‖w2‖ , et v3 = w3

‖w3‖ .

Ceci nous donne

v1 =


1/
√

3

1/
√

3

1/
√

3

 , v2 =


−2/
√

6

1/
√

6

1/
√

6

 , v3 =


0

−1/
√

2

1/
√

2

 .
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1.4 Matrices orthogonales

1.4.1 Définition et Propriétés

Définition 1.4.1. Soit A une matrice carrée. On dit que A est une matrice orthogo-
nale si

A−1 = AT

Remarque 1.4.1. A est une matrice orthogonale si et seulement si

ATA = AAT = I.

Exemple 1.4.1. Les matrices de rotation sont orthogonales. Soit θ un angle. Alors
la matrice de la rotation d’angle θ de R2 est

A =

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)

Cette matrice est orthogonale. En effet, l’identité

sin2 θ + cos2 θ = 1

montre que l’on a

ATA = I.

Proposition 1.4.1. Soit A une matrice n × n. Les trois propriétés suivantes sont
équivalentes :

(a) A est orthogonale.

(b) Pour tout x ∈ Rn, on a ‖Ax‖ = ‖x‖.

(c) Pour tout x, y ∈ Rn, on a Ax • Ay = x • y

En d’autres termes, une matrice orthogonale conserve les normes et les
angles.

Démonstration : (a)⇒ (b) Supposons A orthogonale. On a



32 CHAPITRE 1. PRODUITS SCALAIRES GÉNÉRALISÉS

‖Ax‖2 = Ax • Ax
= x • (ATA)x
= x • x
= ‖x‖2.

(b)⇒ (c) Supposons que

‖Ax‖ = ‖x‖

pout tout x ∈ Rn. On a

Ax • Ay = 1
4
‖Ax + Ay‖2 − 1

4
‖Ax− Ay‖2

= 1
4
‖A(x + y)‖2 − 1

4
‖A(x− y)‖2

= 1
4
‖x + y‖2 − 1

4
‖x− y‖2

= x • y.

(c) ⇒ (a) On considère (c) avec x = ei et y = ej des vecteurs de la base standard.
Alors x • y est soit 0 (si i 6= j) soit 1 (si i = j), et est le coefficient Iij de la matrice
identité. D’autre part,

Ax • Ay = eTj ATAei

est le coefficient (i, j) de la matrice ATA. Il suit que ATA = I, et donc que A est
orthogonale.

Remarque 1.4.2. L’inverse d’une matrice orthogonale est orthogonale.En effet on a

A orthogonale ⇔ A−1 = AT

⇔ (A−1)−1 = (AT )−1

⇔ (A−1)−1 = (A−1)T

⇔ A−1 est orthogonale

1.4.2 Changement de bases orthonormées

Proposition 1.4.2. Soit V un espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit
scalaire généralisé. Soit P la matrice de changement de base d’une base orthonormée
vers une autre base orthonormée. Alors P est une matrice orthogonale.
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Démonstration : Soient B = {e1, . . . , en} et B′ = {e′1, . . . , e′n} deux bases
orthonormées de V et soit PB,B′ la matrice de changement de base de B′ à B. On a

u =
n∑

i=1

uiei =
n∑

i=1

u′ie
′
i

Comme B et B′ sont des bases orthonormées, on a

‖u‖ =
n∑

i=1

u2
i =

n∑
i=1

u′2i .

De plus, on a

(u)B =


u1

...
un

 = PB,B′ ·


u′1
...
u′n

 = PB,B′ · (u)B′ ,

∑n
i=1 u

2
i = (u)TB · (u)B et

∑n
i=1 u

′2
i .= (u)TB′ · (u)B′

ce qui implique que

(u)TB′ · (u)B′ = ‖u‖
= (u)TB · (u)B

= (PB,B′ · (u)B′)
T · PB,B′ · (u)TB′

= (u)TB′ · PT
B,B′PB,B′ · (u)B′ .

Comme ceci est vrai pour tout vecteur u, on en déduit que PT
B,B′PB,B′ = I ce qui

montre que PB,B′ est orthogonale.

1.4.3 Décomposition Q-R :

Soit A une matrice n×n ayant ses colonnes linéairement indépendantes. Alors il existe
une matrice orthogonale Q (par rapport au produit scalaire standard sur Rn) et une
matrice triangulaire supérieure R, telles que :

A = QR.
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Plus précisément, Q est la matrice dont les colonnes sont les vecteurs obtenus en ap-
pliquant le procédé de Gram-Schmidt aux vecteurs colonne de A. On procède comme
suit : Soit

A =


a11 a12 . . . a1n

... . . . ...
an1 an2 . . . ann

 ·
On appelle ci la i-ème colonne de A. Soit {c′1, . . . , c′n} la base obtenue en appliquant
Gram-Schmidt à {c1, . . . , cn} et Q la matrice dont les colonnes sont c′1, . . . , c′n.

Q =


q11 . . . q1n
... . . . ...

qn1 . . . qnn


Comme {c′1, . . . , c′n} est une base orthonormée, on a

c1 = < c1, c′1 > c′1 + · · ·+ < c1, c′n > c′n
...
cn = < cn, c′1 > c′1 + · · ·+ < cn, c′n > c′n

c’est-à-dire

c1 = < c1, c′1 >


q11
...

qn1

+ · · ·+ < c1, c′n >


q1n
...

qnn


...

cn = < cn, c′1 >


q11
...

qn1

+ · · ·+ < cn, c′n >


q1n
...

qnn

 ·
Ainsi, on voit que

A =


q11 . . . q1n
...

...
qn1 . . . qnn




< c1, c′1 > < c2, c′1 > . . . < cn, c′1 >
...

...
< c1, c′n > < c2, c′n > . . . < cn, c′n >


︸ ︷︷ ︸

=R
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La matrice R est triangulaire. En effet, par Gram-Schmidt, pour tout k > 1, c′k est
orthogonal à l’espace engendré par c1, . . . , ck−1. Ainsi, Rij =< cj, c′i >= 0 pour tout
i > j, et R est bien triangulaire supérieure.

La décomposition d’une matrice en un produit d’une matrice orthogonale et
d’une matrice triangulaire s’appelle la décomposition Q− R.

Exemple 1.4.2. Calculons la décomposition Q− R de la matrice

A =

(
2 3

1 0

)
.

En appliquant le procédé de Gram-Schmidt aux vecteurs colonne de A, on obtient

c′1 =

(
2
√

5
5√
5

5

)
et c′2 =

( √
5

5
−2
√

5
5

)

De plus,
< c1, c′1 > =

√
5

< c2, c′1 > = 6
√

5
5

< c1, c′2 > = 0

< c2, c′2 > = 3
√

5
5

Ainsi,

Q =

(
2
√

5
5

√
5

5√
5

5
−2
√

5
5

)
et R =

( √
5 6

√
5

5

0 3
√

5
5

)
·



36 CHAPITRE 1. PRODUITS SCALAIRES GÉNÉRALISÉS



Chapitre 2

Applications multilinéaires et

tenseurs

La théorie des tenseurs offre un langage mathématique simple et efficace pour dé-
crire des phénomènes naturels, comme la trajectoire d’un satellite, la circulation de la
chaleur dans un corps ou encore la focre électromagnétique d’un électron. L’objectif
du présent chapitre est d’introduire la notion de tenseur ainsi que certaines proprié-
tés associées. Celles-ci permettent, par exemple, d’expliquer les relations entre des
quantités physiques et de prédire leur évolution future.

2.1 Formes linéaires

2.1.1 Formes linéaires sur V : tenseurs d’ordre(0, 1)

Définition 2.1.1. On appelle forme linéaire ou tenseur d’ordre (0, 1) ou encore ten-
seur covariant d’ordre 1 sur V toute application linéaire :

f : V → R

Exemple 2.1.1.

1. Si V = Rn, l’application de i-ième projection πi. est un
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2. Si V est l’espace vectoriel des matrices carrées de taille n , alors l’application
trace M→ Tr(M) définit une application linéaire sur V.

3. Si V est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire généralisé <,> et si v0

un élément de V , alors l’application f : V→ R définie par f(v) =< v,v0 > est
une forme linéaire sur V.

2.1.2 Espace dual, bases duales

Définition 2.1.2. On appelle espace dual de V l’ensemble, noté V∗ ,des formes li-
néaires sur V. On a donc :

V∗ = {f : V→ R‖f est linéaire}.

Proposition 2.1.1. L’espace dual V∗ est muni d’une structure d’espace vectoriel.

Démonstration : On vérifie facilement que l’addition des formes linéaires et leur

multiplication par un scalaire satisfont aux propriétés des espaces vectoriels. Si V est
un espace vectoriel de dimension finie, alors V∗ est aussi de dimension finie, et leurs
dimensions sont égales. Plus précisément, chaque base de V détermine une base de
V∗ de la façon suivante :

Proposition 2.1.2. On suppose que l’espace V est de dimension finie,avec dim(V) =

n. Soit B = (e1, ..., en) une base de V.Soit B∗ la famille (α1, ..., αn) de V∗ où les
αi : V→ R sont des applications linéaires sur V données par :

αi(ej) = δij

et étendues linéairement à V . Alors, la famille B∗ forme une base de l’espace dual V∗,

appelée base duale de la base B. En particulier, on a bien :

dim(V) = dim(V∗)

Rappelons que le symbole δij désigne le symbole de Kronecker, c’est-à-dire la fonction
qui vaut {

1 si i=j
0 si non
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Démonstration : Soit f une forme linéaire sur V. Puisque toute forme linéaire sur
V est déterminée par ses valeurs prises sur les ei, on a :

f =
∑n

i=1 fiαi

avec fi = f(ei) . Ceci montre que les αi engendrent l’espace dual V∗. D’autre part, on
vérifie facilement que les αi sont linéairement indépendantes. L’ensemble B∗ forme
donc une base de l’espace V∗.

Remarque 2.1.1. Si f est une application linéaire sur V alors, avec les notations
précédentes, on a f =

∑
i fiαi et les coordonnées fi sont appelées les coordonnées

covariantes de f .

Exemple 2.1.2. Considérons la base suivante de V = R2 :

B = {e1 = (2, 1), e2 = (3, 1)}

Nous allons déterminer la base B∗ de V? qui est duale de B, c’est-à-dire identifier les
formes linéaires sur R2, notées α1 et α2, telles que :

α1(e1) = 1 , α1(e2) = 0, et α2(e1) = 0 , α2(e2) = 1.

On écrit ces applications sous la forme :

α1(x,y) = ax+ by et α2(x,y) = cx+ dy

Il s’agit donc de déterminer les réels a, b, c, d. Les relations précédentes impliquent :{
α1(e1) = α1(2, 1) = 2a+ b = 1

α1(e2) = α1(3, 1) = 3a+ b = 0

d’où a = −1 et b = 3. Puis :{
α2(e1) = α2(2, 1) = 2c+ d = 0

α2(e2) = α2(3, 1) = 3c+ d = 1

d’où c = 1 et d = −2.

La base duale est donc :
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B∗ = {α1 : (x, y) 7→ −x+ 3y;α2 : (x, y) 7→ x− 2y}.

la proposition 2.1.2 implique un résultat plus fort :

Proposition 2.1.3. Si V est un espace de dimension finie, alors les espaces V et V∗

sont isomorphes.

Démonstration : Soit B = (e1, ..., en) une base de V et soit B∗ = (α1, ..., αn) la
base duale de V∗ correspondante, donnée par la proposition 2.1.2. D’après cette
proposition, il est évident que l’application :

ΘB : V → V∗

ei 7→ αi

est un isomorphisme entre V et V∗. Notons que cet isomorphisme dépend de la base
B choisie : en ce sens, il n’est pas canonique

Il est intéressant de noter les relations suivantes entre une base B = (e1, ..., en) de V

et sa base duale B∗ = (α1, ..., αn) de V∗. Ces relations expriment les coordonnées de
tout vecteur v ( resp. forme linéaire f) dans la baseB(resp.B∗) :

∀v ∈ V, u = α1(v)e1 + α2(v)e2 + ...+ αn(v)en ;
∀f ∈ V∗, f = f(e1)α1 + f(e2)α2 + ...+ f(en)αn.

2.1.3 Formes linéaires sur V∗ : tenseurs d’ordre (1, 0)

L’espace dual V∗ de V étant encore un espace vectoriel, on peut définir son
espace dual. Celui-ci est noté V∗∗ : c’est l’espace vectoriel formé de toutes les formes
linéaires sur V∗. Si l’on applique deux fois la proposition 2.1.3, on voit clairement que
les espaces V et V∗ sont isomorphes, lorsque V est de dimension finie. En fait, on a
mieux : l’isomorphisme est cette fois canonique, dans le sens qu’il ne dépend pas de
la base choisie sur V.C’est ce que nous montrons dans la proposition qui suite. Avant
cela, il est utile de faire la remarque suivante : si v est un vecteur de V , l’application :

v̂ := f 7→ f(v)

est une forme linéaire sur V∗,c’est-à-dire un élément de V∗∗. On définit ainsi une
application de l’espace V dans son bidual V??, donnée par :
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ι : V → V∗∗

v 7→ v̂.

La proposition est la suivante :

Proposition 2.1.4. L’application ι est linéaire et injective. De plus, lorsque l’espace
V dimension finie,ι est un isomorphisme.

Démonstration : Pour montrer la linéarité, il faut montrer que
ι(k.v+w) = k.ι(v) + ι(w) pour tout k ∈ R et pour tout v,w ∈ V. Il faut donc montrer
que k̂.v + w = k.̂v + ŵ. Ce qui est vrai car

(k̂.v + w)(f) = f(k.v + w) = k.f(v) + f(w) = k.̂v(f) + ŵ(f)

puisque f est linéaire. Supposons maintenant que ι(v) = 0,c’est-à-dire que v̂(f) = 0

pour tout f ∈ V∗.Ceci implique que f(v) = 0 pour tout f ∈ V∗ et donc que v = 0.
Ceci démontre bien l’injectivité de ι. Enfin, si l’on calcule la base duale de B∗,on
obtient une base de V∗∗,notée :

B∗∗ = (ê1, ê2, ..., ên)

et l’isomorphisme (cf. notations de la preuve du proposition 2.1.3.) envoie ei sur êi.
Cet isomorphisme n’est donc rien d’autre que ι(en particulier,ι ne dépend plus de
B). ceci prouve la dernière assertion du proposition. Dans la suite, nous supposerons
l’espace V de dimension finie et nous identifierons souvent les espaces V et V∗∗ . Les
vecteurs de V sont appelés tenseurs d’ordre (1, 0) ,ou encore tenseurs contravariants
d’ordre 1. Avec cette identification, remarquons que si (α1, ..., αn) est une base de V∗

duale d’une base (e1, ..., en) de V ,alors (e1, ..., en) est aussi une base de V∗∗, duale de
la base (α1, ..., αn).

2.2 Formes multilinéaires sur V : tenseurs d’ordre

(0,m)

2.2.1 Formes bilinéaires sur V : tenseurs d’ordre (0, 2)

Définition 2.2.1. (Forme bilinéaire). Une application
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f : V × V→ R

est dite bilinéaire si elle est linéaire en chacun des facteurs, autrement dit, si :

(i) f(ku + v,w) = kf(u,w) + f(v,w) et si

(ii) f(u, kv + w) = kf(u,v) + f(u,w)

L’ensemble des formes bilinéaires sur V est un espace vectoriel où l’addition et la
multiplication par un scalaire sont données par

(f + g)(u,v) = f(u,v) + g(u,v)

et

(λf)(u,v) = λf(u,v).

Cet espace vectoriel est noté Bil(V,R). Si B = (e1, e2, ..., en) est une base de V, on
peut considérer les formes bilinéaires particulières

αi ⊗ αj 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n

définies par

(αi ⊗ αj)(ek, el) = δik.δj.l.

L’ensemble des αi ⊗ αj forme alors une base de Bil (V,R). Les coordonnées fij d’une
forme bilinéaire f quelconque dans cette base sont simplement données par l’évaluation
de f au couple (ei, ej). Explicitement, on a

fij = f(ei, ej)

et

f =
∑
fij.(αi ⊗ αj).

Ainsi, si une base B de V est choisie, une forme bilinéaire sur V n’est rien
d’autre que la donnée d’une matrice F = (fij) de dimension n × n où n = dim V. Si
[u]B(resp.[v]B) désigne le vecteur des coordonnées de u(resp.v) dans la base B,alors
f(u,v) se calcul par le produit matriciel suivant :
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f(u,v) = [u]TB .F.[v]B

Une forme bilinéaire sur V est aussi appelée un tenseur d’ordre (0, 2) ou encore un
tenseur 2 fois covariant. Cette terminologie provient du comportement de la forme
lors d’un changement de base que nous verrons dans la section 3.6

Remarque 2.2.1. La notation ⊗ ci-dessus peut être prise ici pour une simple nota-
tion.

Exemple 2.2.1. Soit V = Rn.Alors le produit scalaire usuel est une forme bilinéaire
(symétrique). Sa matrice dans la base canonique est In.

Un produit scalaire généralisé est une forme bilinéaire (symétrique). Il est

représenté par une matrice A symétrique et définie positive.

2.2.2 Tenseurs d’ordre (0,m)

Définition 2.2.2. (Forme multilinéaire). Soit V un espace vectoriel, et soit

f : V × ...× V︸ ︷︷ ︸
m

→ R

une application. On dit que f est une forme multilinéaire ou tenseur d’ordre (0,m)

si pour tout 1 ≤ i ≤ m,on a :

f(v1, ..., αvi + βwi, ..., vm) = αf(v1, ..., vi, ..., vm) + βf(v1, ...,wi, ..., ..., vm)

pour tout v1, ..., vm,w1, ...,wm ∈ V et tout α, β ∈ R.Une telle application est appelée
tenseur d’ordre (0,m), ou tenseur covariant d’ordre m. Pour m = 1,on retrouve les
formes linéaires sur V,et pour m = 2 les formes bilinéaires sur V.

Exemple 2.2.2. (Produit mixte). Le produit mixte

R3 × R3 × R3 → R
f(x,y,z) = [x,y,z] = x · (y× z)

est un tenseur d’ordre (0, 3).
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2.2.3 Quelques interprétations physiques

Avant de poursuivre, voici quelques interpétations physiques des tenseurs

d’ordre (0,m) que nous venons de rencontrer.

1. Les tenseurs d’ordre (0, 0) sont les applications linéaires R → R. Ces dernières
étant précisément de la forme x 7→ ax pour un scalaire a ∈ R, les tenseurs
d’ordre (0, 0) peuvent donc être naturellement identifiés aux scalaires de R. En
physique, ils représentent des quantités chiffrées telles la masse d’un satellite,
la température d’un corps ou la charge d’un électron.

2. Les tenseurs d’ordre (0, 1) sont les formes linéaires V → R. Un exemple de tel
tenseur est donné par l’étude de la trajectoire d’un bateau à voile, qui se dirige
selon un vecteur unitaire e.Considérons la force du vent exercée sur ce bateau :
elle est représentée par un vecteur f perpendiculaire à la voile du bateau. Seule
la composante eḟ (produit scalaire) propulse le bateau à l’avant. L’application
f 7→ ef est un tenseur d’ordre (0, 1). Le bateau avancera d’autant plus vite que
la quantité eḟ est grande.

3. Les tenseurs d’ordre (0, 2) sont les formes bilinéaires V × V → R. Le calcul du
moment d’une force appliquée sur une clef plate pour visser un boulon furnit
un exemple.

2.3 Formes multilinéaires sur V∗ ;tenseurs

d’ordre(m, 0)

2.3.1 Une remarque sur les tenseurs d’ordre (1, 0)

Nous avons vu à la section 2.1.3 que V et V∗∗ sont isomorphes si V est de dimension
finie (ce que nous supposons toujours ici).Ainsi un vecteur v ∈ V peut être vu comme
une forme linéaire v̂ sur V∗ :

v̂ : V∗ → R
f 7→ f(v).
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C’est pourquoi, on identifie les tenseurs d’ordre (1, 0) avec les vecteurs. En physique,
la direction que suit la trajectoire d’un électron à un moment donné est représentée
par un vecteur et fournit donc un exemple de tenseur 1 fois contravariant.

2.3.2 Formes bilinéaires sur V∗ :tenseurs d’ordre (2, 0)

Considérons un espace vectoriel V muni d’une base B = {e1, ..., en}

et son dual V∗ muni de la base duale B∗ = {α1, ..., αn}.

On se donne une forme bilinéaire

f : V∗ × V∗ → R.

Cette forme est entièrement déterminée par ses valeurs sur les couples (αi, αj). Rap-
pelons que l’espace vectoriel V∗∗ des formes linéaires sur V∗ est isomorphe canonique-
ment à V et admet pour base l’ensemble :

B∗∗ = {ê1, ..., ên}

où les êi sont donnés par :
êi(αj) = αj(ei) = δij.

Notons êi ⊗ êj la forme bilinéaire sur V∗ × V∗ définie par

êi ⊗ êj(αk, αl) = δik.δjl.

On montre de manière similaire à ce qui a été fait précédemment que l’ensemble

C = {êi ⊗ êj}1≤i,j≤n

est une base de l’espace vectoriel des formes bilinéaires sur V∗ ×V∗ Dans cette base,
la forme bilinéaire f s’écrit

f =
∑
i

∑
j

fij.{êi ⊗ êj}

où fij = f(αi, αj).Le choix de B étant fait (et donc aussi celui de B∗ et de C), la forme
f est représentée par une matrice F = (fij).

Les formes bilinéaires sur V∗ × V∗ sont appelées tenseurs d’ordre (2, 0),ou encore
tenseurs contravariants d’ordre 2.
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2.3.3 Tenseurs d’ordre (m, 0)

En généralisant ceci, on peut poser la définition suivante :

Définition 2.3.1. ( Tenseur d’ordre (m, 0)). Une application multilinéaire

V∗ × V∗ × ...× V∗︸ ︷︷ ︸
m

→ R

est appelée un tenseur d’ordre (m, 0) ou tenseur m fois contravariant ou encore ten-
seur contravariant d’ordre m.

À nouveau, la terminologie de tenseur contravariant vient du comporte-
ment oted’une telle application lors d’un changement de bases



Chapitre 3

Tenseurs mixtes d’ordre (p,q)

3.1 Tenseurs d’ordre (p,q)

Il existe des tenseurs mixtes, à savoir des tenseurs d’ordre (p,q) qui sont donc (en
copiant les terminologies précédentes ) p fois contravariants et q fois covariants. .

Définition 3.1.1. ( Tenseur d’ordre (p,q)). Soient p et q des entiers ≥ 0.Un tenseur
d’ordre (p,q) est une application multilinéaire :

f : V∗ × ...× V∗︸ ︷︷ ︸
p

×V × ...× V︸ ︷︷ ︸
q

→ R

3.1.1 Exemple des tenseurs d’ordre (1, 1)

Pour illustrer la notion de tenseur d’ordre (1, 1), considérons une application bili-
néaire :

f : V∗ × V→ R

Nous allons montrer qu’une telle application n’est rien d’autre qu’une application
linéaire :

φ : V→ V,

On commence par la construction inverse. Etant donnée une application linéaire :
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φ : V→ V,

on peut définir une application bilinéaire :

f : V∗ × V→ R

en posant :

f(α, u) = φ̂(u)(α) = α(φ(u)).

On vérifie facilement que f est bilinéaire et que l’association φ 7→ f est injective.
Vérifions ici l’injectivité. Supposons que f soit l’application triviale f(αu) = 0 pour
tout u ∈ V et pour tout α ∈ V∗.Par définition de f , ceci implique que α(φ(u)) = 0

pour tout
emphu et tout α. Mais ceci entraéne que φ(u) doit être nul pour tout u ∈ V et donc
que φ est l’application nulle.

Pour des raisons de dimensions, l’injectivité implique la surjectivité et on a donc
montré que donner une application bilinéaire :

f(α, u) = φ̂(u)(α) = α(φ(u)).

est équivalent à donner une application linéaire :

φ : V→ V.

Ce qui est remarquable, c’est que les matrices de f et de φ sont les mêmes,dans
une base B de V étant choisie. Soit B = {e1, ..., en} une base de V et B∗ = {α1, ..., αn}
sa base duale. La matrice de f dans les bases B∗ et B est définie par FB∗,B = F = (fij)

avec

fij = f(αi, ej).

Mais, d’autre part, la j-ème colonne de la matrice [φ]B est donnée par l’image de ej

exprimée dans la base B. Ainsi, on a

[φ]ij = αi(φ(ej)) = f(αi, ej) = fij

ce qui prouve que
[φ]B = FB∗,B

.
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3.2 Opérations sur les tenseurs

Sur les tenseurs de même ordre, on a une opération d’addition et de multiplication
par les scalaires qui en font un espace vectoriel. Nous avons déjà vu cette structure
d’espace vectoriel pour les tenseurs d’ordre (0, 1) et d’ordre (0, 2), c’est-à-dire sur
V∗ et sur l’espace des formes bilinéaires. La généralisation à tout tenseur se fait de
manière évidente. On a aussi une opération de multiplication entre tenseurs. Nous
commençons par l’exemple du produit de deux formes linéaires :

Exemple 3.2.1. Soient f, g ∈ V∗ deux tenseurs d’ordre (0, 1),

f : V→ R

g : V→ R

on définit leur produit par
b : V × V→ R

b(u,v) = f(u)g(v).

C’est une forme bilinéaire,c’est-à-dire un tenseur d’ordre (0, 2). Plus généralement,
on peut multiplier un tenseur d’ordre (p,q) avec un tenseur d’ordre (r,s) et le résultat
est un tenseur d’ordre (p + r, q + s). Voici comment le produit est défini. Soit :

f : V∗ × ...× V∗︸ ︷︷ ︸
p

×V × ...× V︸ ︷︷ ︸
q

→ R

un tenseur d’ordre (p, q) et soit :

g : V∗ × ...× V∗︸ ︷︷ ︸
r

×V × ...× V︸ ︷︷ ︸
s

→ R

un tenseur d’ordre (r,s).On définit leur produit :

f · g : V∗ × ...× V∗︸ ︷︷ ︸
p+r

×V × ...× V︸ ︷︷ ︸
q+s

→ R

par :

(f.g)(α1, ..., αp+r, x1, ..., xq+s) = f(α1, ..., αp, x1, ..., xq)g(αp+1, ..., αp+r, xq+1, ..., xq+s)
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Remarque 3.2.1. L’application identité Id : R → R peut être considérée comme
un tenseur d’ordre (0, 1). Il joue alors le rôle d’élément neutre pour le produit défini
ci-dessus.

3.3 Changement de bases

Dans ce paragraphe, nous allons étudier le comportement d’un tenseur (ou plu-
tôt de ses coordonnées) lors d’un changement de bases. Il s’agit ici d’introduire des
propriétés importantes des tenseurs liées aux changements de coordonnées, très utiles
par exemple en physique lorsque l’on change de système référent. D’autre part, les
relations obtenues nous permettront d’éclairer les notions de tenseurs "covariants" et
"contravariants".

Soient donc deux bases de V :

B = {e1, ..., en} et B́ = {é1, ..., én}

On a la matrice de passage de la base B́ à la base B est la matrice :

PBB́ = (λij)

dont la j-ème colonne repésente les coordonnées de éj dans la base B. En d’autres
termes

éj =
n∑

i=1

λijei (3.1)

ou encore, matriciellement (avec un petit abus de notation)
e′1
e′2
...
e′1

 = PT
BB′ .


e1

e2
...
en

 (3.2)

et on a,la matrice PBB′ est inversible, et l’on a :

P-1
BB′ = PB′B
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Dans la suite, nous noterons γij les coefficients de la matrice PB′B, de sorte que l’on
a :

ei =
n∑

k=1

ék.

Le but de cette section est de d’étudier le changement de coordonnées des tenseurs.

3.3.1 Cas des tenseurs d’ordre (1, 0) (vecteurs de V)

La modification des coordonnées d’un vecteur par un changement de bases a déjà
été étudiée. Rappelons que si v est un vecteur de V et si[v]B (resp.[v]B′) désigne le vec-
teur colonne dont les composantes sont les coordonnées de v dans la base B(resp.B′),
on a :

[v]B = PBB′ [v]B′ (3.3)

ou encore :

[v]B′ = P−1
BB′ [v]B (3.4)

chaque vi(resp.v′i) désignant i-ème composante de v dans la base (B(resp.B′).

3.3.2 Cas des tenseurs d’ordre (0, 1)(formes linéaires surV)

Considérons maintenant une forme linéaire f ∈ V∗. Soit B = (e1, ..., en) une base
de V et soit B∗ = (α1, ..., αn) la base de V∗,duale de V. Matriciellement, en écrivant
les vecteurs de V dans la baseB, l’application f est de la forme :

f(


x1
...
xn

) = (f1 . . . fn).


x1
...
xn


Le vecteur ligne [f ]B∗ = (f1 . . . fn) est la matrice de f dans la base B∗, donnée par
fi = f(ei). En d’autres termes, on a :

f =
n∑

i=1

fiαi
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De même, B = (é1, ..., én) est une autre base de V,de base duale B́∗ = (ά1, ..., άn) ,et
si on note [f ]B́∗ la matrice de f dans cette base, ses coefficients sont donnés par :

f́i = f(éi)

de sorte que :

f =
n∑

i=1

f́iάi.

Il s’agit d’écrire la matrice de passage de la base B′∗ á la base B∗ et de voir les
modifications sur les coefficients de la matrice de f . Pour cela, déterminons d’abord les
coefficients, notés µij de la matrice de passage PB∗B′∗, dont la j-ème colonne est donnée
par les coefficients de l’application α′j dans la base B∗. Des relations α′j =

∑
i µijαi et

αi(ej) = δij, on déduit :

α′j(ei) = µij

c’est-à-dire :
µij = α′j(

∑
k γkiék)

= γji

où les γji sont les coefficients de la matrice PB′B = P-1
BB′

On a donc prouvé :

PB∗B′∗ = (P-1
BB′)

T (3.5)

On peut, maintenant ,calculer les coordonnées de f dans la base B′∗ , i.e. trouver les
f ′j tels que

f =
∑

j

f ′jα
′
j.

Cela s’écrit facilement, en utilisant la relation α′i(e′j) = δij :

f ′j = f(e′j)
=

∑
i λijf(ei)

=
∑

i λijfi

On a donc :

[f ]B′∗ = PT
BB′ .[f ]B∗ (3.6)



3.3 Changement de bases 53

On constate que les formes linéaires sur V se transforment « comme » les vecteurs
de base tandis que les vecteurs se transforment selon la règle inverse (comparer (3.6)

avec (3.2) et (3.4)). C’est pour cette raison que les vecteurs (ou les formes linéaires
sur V∗) sont appelés des tenseurs contravariants d’ordre 1 et les formes linéaires
sur V sont appelées des tenseurs covariants d’ordre 1. Le qualificatif "contravariant"
concernerait donc les tenseurs dont les composantes se transforment contrairement à
celles des vecteurs de base. Poursuivons notre investigation. . .

3.3.3 Cas des tenseurs (0, 2)(formes bilinéaires sur V)

On considère une forme bilinéaire f sur V et sa matrice F (resp.F′) dans la
baseB(resp.B′). On peut montrer que l’on a la relation

F′ = PT
BB′ .F.PBB′ . (3.7)

Cette équation est du même type que la relation (3.6). Les formes bilinéaires suivent
les mêmes règles que les formes linéaires lors d’un changement de bases. C’est pour-
quoi, on dit aussi que les formes bilinéaires sur V sont des tenseurs covariants d’ordre
2.

3.3.4 Cas des tenseurs (2, 0) (formes bilinéaires sur V∗)

On considère un tenseur d’ordre (2, 0) , c’est-à-dire une forme bilinéaire sur V∗. Notons
F (resp.F′) sa matrice dans la base B∗ (resp.B́∗).On a la relation :

F′ = P−1

BB́.F.(P
−1

BB́)T (3.8)

On constate que c’est la règle inverse que pour un tenseur d’ordre (0, 2)

(comparer avec 3.7 ).En revanche, c’est une loi similaire à celle qui régit le chan-
gement de coordonnées d’un vecteur. Un tenseur d’ordre (2, 0) est donc dit 2 fois
contravariant.
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3.3.5 Cas des tenseurs d’ordre (1, 1)

Lors d’un changement de bases, on sait comment la matrice d’une application φ :

V→ V change. Si φ (resp.φ′) est la matrice de φ dans la base B (resp.B′),alors on a

φ′ = P−1
BB′ .φ.PBB′ .

Via l’équivalence vue au paragraphe 3.1.1, et tenant compte du fait que φ = F, on
obtient la manière dont les coefficients d’un tenseur d’ordre (1, 1) varient lors d’un
changement de bases. C’est la même règle que pour une application linéaire. Plus
précisément, si

f : V∗ × V→ R

est une application bilinéaire de matrice F (resp.F′) dans la base B (resp.B′), alors
on a

F′ = P−1
BB′ .F.PBB′ (3.9)

On constate que la matrice de changement de base apparaît à droite de F mais que
c’est son inverse qui apparait à gauche. C’est pourquoi, un tenseur d’ordre (1, 1) est
dit 1 fois covariant et 1 fois contravariant (comparer la relation (3.9) avec l’équation
(3.8)qui donne la règle pour un tenseur 2 fois covariant).

3.3.6 Cas des tenseurs d’ordre (p,q)

Les formules précédentes se généralisent encore... et expliquent pourquoi un tenseur
d’ordre (p,q) est dit p fois contravariant et q fois covariant.

3.4 Champs tensoriels

3.4.1 Définitions

Jusqu’ici, nous n’avons considéré que des tenseurs isolés. En physique, il

est plus fréquent de rencontrer un champ tensoriel, c’est-à-dire, la donnée d’un tenseur
en tout point de l’espace (ou d’une partie de celui-ci)ou en plusieurs instants. On
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considère donc l’espace affine E = Rn et en tout point Y de l’espace on considère
l’espace vectorie V = Rn.

Définition 3.4.1. (Champ tensoriel). Un champ tensoriel est la donnée en tout point
y de l’espace d’un tenseur d’ordre (p,q). Alors que le tenseur varie en fonction du point
y ∈ E, l’ordre (p,q), à lui, est indépendant de y.

Exemple 3.4.1. Considérons un fluide localisé dans une partie de l’espace E. La
vitesse du fluide en chaque point de l’espace est un tenseur d’ordre (0, 1). En chaque
point y ∈ R3,on se donne une base :

B(y) = {e1, ..., en}

dans laquelle on exprimera le champ tensoriel.Par exemple, on pourrait

considérer la base canonique en chaque point y : dans ce cas, la base ne dépend pas
de la position y.

3.4.2 Changements de coordonnées

Supposons que l’on se donne un changement de coordonnées, i.e. en termes mathé-
matiques, une fonction :

φ : Rn → Rn

(x1, . . . , xn) 7→


u1 = u1(x1, . . . , xn)

...
un = un(x1, . . . , xn)

qui soit de classe C1,bijective et dont l’inverse est aussi de classe C1. L’application φ
transforme, en chaque point y,la base B(Y) en une nouvelle base

B′(y) = {e′1(y), ..., e′n(y)}

Le dessin ci-dessous illustre la situation dans le cas E = R2. Explicitement, en chaque
point y de l’espace RN,on a un changement de bases qui est donné par

e′i(y) =
∑

j

∂uj

∂xi
(y)ej(y)
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Notons la dépendance en y dans la formule ci-dessus. Définissons la matrice :

A = (λij) := (
∂ui

∂xj
(y)).

C’est la matrice de changement de base au point y.Son inverse est donné par

A−1 = Γ = (λij) = (
∂xi

∂uj
(y))

3.4.3 Cas d’un champ tensoriel d’ordre (1, 0) (champ vectoriel)

Admettons que l’on ait maintenant un champ vectoriel, i.e. la donnée d’un vecteur v
de Rn en tout point y de l’espace Rn.Un champ vectoriel (ou champ tensoriel d’ordre
(1, 0) ) est donc la donnée d’une application :

E = Rn → Rn

y 7→ v(y)

qui à tout point y associe un vecteur v(y). Notons vi(y) (resp.v′i(y)) les coordonnées
de v(y) dans la base B(y) (resp.B′(y)).On montre alors qu’on a la relation suivante :

v′i(y) =
∑

j

∂ui

∂xj
(y)vj(y)

ou matriciellement

[v′] = Γ.[v].

Cette règle est similaire à celle obtenue en avec comme seule différence que la matrice
de changement de bases dépend du point y et est donnée par la matrice jacobienne
Γ = A−1. On parle dans ce cas de champ contravariant.

3.4.4 Cas d’un champ tensoriel d’ordre (0, 1)

Soit w un champ de formes linéaires, i.e. la donnée en tout point y de l’espace d’une
forme linéaire

w(y) : Rn → R
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. On peut, en tout point y,considérer la base duale de B(y) que l’on note B∗(y).Comme
précédemment, si

B∗(y) = {αi(y)}

alors chaque forme linéaire w(y) s’écrit

w(y) =
∑

i

wi(y).αi(y)

. Le changement de coordonnées donné par φ induit un changements des coordonnées
wi(y) qui suit la règle suivante :

w′i(y) =
∑

j

∂xj

∂ui
(y)wj(y)

qui s’écrit matricellement
[w′] = AT.[w]

ou encore
[w] = (A−1)T.[w′] (3.10)

Ce résultat n’est pas surprenant. L’équation (3.10) est semblable à la relation (3.6),la
matrice PBB′ ayant été remplaçée par la matrice A. On parle dans ce cas d’un champ
covariant.

3.4.5 Cas d’un champ quelconque

On peut généraliser ce qui précède au cas d’un champ tensoriel d’ordre (p,q) quel-
conque. Les changements de coordonnées se font de la même manière que pour un
tenseur d’ordre (p,q) à la différence près, à nouveau, que la matrice de changement
de bases dépend du point y (et de φ). On remplace ainsi la matrice

PBB′

par la matrice
A = (

∂ui

∂xj
)
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