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Introduction

En mathématiques, plus précisément en algébre multilinéaire et en géométrie diffé-
rentielle, un tenseur désigne un objet trés général, dont la valeur s’exprime dans un
espace vectoriel. On peut 'utiliser entre autres pour représenter des applications mul-
tilinéaires ou des multivecteurs. On pourrait abusivement considérer quun tenseur
est une généralisation a n indices du concept de matrice carrée (la matrice posséde un
indice ligne et un indice colonne - un tenseur peut posséder un nombre arbitraire d’in-
dices inférieurs, covariants, et d’indices supérieurs, contravariants, & ne pas confondre
avec des exposants), mais la comparaison s’arréte 1la car une matrice n’est qu’un
simple tableau de nombres qui peut étre utilisé pour représenter des objets abstraits,
alors que le tenseur est, comme les vecteurs et les applications multilinéaires, un objet
abstrait dont les coordonnées changent lorsqu’on passe d’une représentation dans une
base donnée a celle dans une autre base.

Dans tous ces cas, le terme tenseur est souvent utilisé par extension, pour désigner
un champ de tenseurs, c’est-a-dire une application qui associe a chaque point d’un
espace géométrique un tenseur différent. En physique et en sciences de I'ingénieur, les
tenseurs sont utilisés pour décrire et manipuler diverses grandeurs et propriétés phy-
siques comme le champ électrique, la permittivité, lesdéformations, les contraintes
etc. La premiére utilisation de la notion et du terme de tenseur s’est faite dans le
cadre de la mécanique des milieux continus, en relation avec la nécessité de décrire
les contraintes et les déformations subies par les corps étendus, & partir de laquelle
fut formalisée la mécanique rationnelle. En particulier, le tenseur des contraintes et le
tenseur des déformations sont utilisés dans la science des constructions pour définir

I’état de tension et de déformation en tout point d’une structure. Outre la mécanique
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des fluides et mécanique du solide, les tenseurs sont utilisés dans de nombreux autres
domaines de la physique, tels que I'électromagnétisme. Ils sont également largement
utilisés en relativité générale, pour décrire rigoureusement 1’espace-temps comme va-
riété courbe quadri-dimensionnelle.

Dans le premier chapitre, nous allons étudier plus en détail la notion du produit sca-
laire généralisé et leurs propriétés. Ainsi orthogonalisation par la méthode de Gram-
Schmidt.

Le deuxiéme chapitre consacré a I’étude de la notion du tenseur, on a vu deux types
de tenseur; tenseurs d’ordre (0,m) et tenseurs d’ordre (m,0). On s’intéresse dans
premier temps aux tenseurs de types (0,1), (1,0) et d’ordre (0,2). En fin quelques
interprétations physiques.

Le troisiéme chapitre, on s’intéresse aux tenseurs mixtes d’ordre (p,q) et on donne
des exemples, puis nous allons faire les opérations, I'addition et la multiplication par
un scalaire, pour avoir une structure d’espace vectoriel. A la fin de ce chapitre on
définit la notion du champ tensoriel.

En fin une courte bibliographie des ouvrages de base pour ce travail.



Chapitre 1

Produits scalaires généralisés

1.1 Définition et premiéres propriétés
Définition 1.1.1. Soit V un espace vectoriel. Alors un produit scalaire généralisé sur

V' est par définition une application

<> : VxV — R

(u,v) = <uv>

ayant les propriétés

1. <uv>=<v,u> symétrie

2. <utvw>=< u,w>+ < v,w> additivité

3 <A v>= A< u,v> homogénéité
4. <v,v>>0 positivité

9. <vuv>=0&0v=0

pour tout u,v,w eV et A € R
Exemple 1.1.1. Produit scalaire euclidien sur R™. Dans cet exemple, on a
V=R"

et

<UV>S=UGV
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ou e est le produit scalaire sur le plan

le produit scalaire euclidien (produit scalaire habituel) de R™. Les propriétés (1) - (5)

sont vérifiées dans cet exemple.

U v
Exemple 1.1.2. Soient u = ( ! ) et v= ( ! ) deux vecteurs de R* . Posons
U V2

< UV >= 33UV + 2Us

Alors <, > est un produit scalaire généralisé sur R%. Vérifions les propriétés (1) - (5) :
(1) On a
<uU,v> = 3uv + 22U

= 31}1u1 + 2’021[,2

= <wvu>.
w
(2) Soitw:( 1>.Alo7°s
(%)
<u+v,w> = 3(u + v)w + 2(uy + vo)wy

= (Buyw + 2upws) + (3vywy + 2vws)
= <uw>+<vw>.

(3)
<Au,v> = 3(Aug)v + 2(Aug)ve
= AN3uv + 2upvy)
= A<uv>.
(4)
<v,v> = 3+ 200
= 3} +2u1 > 0.

(5)

<vov> = 3n+28 =0
= v = v =10
& v=20.
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Définition 1.1.2. Soit V un espace vectoriel muni d’un produit scalaire généralisé

<, > . Alors on définit la norme (ou longueur) d’un vecteur v € V par la formule

ol = V<o, v>
La distance entre u,v € V est méme par définition
d(u, v) = [Ju— .

Exemple 1.1.3. Norme et distance dans R". Lorsque V = R" et <,> est le produit
scalaire habituel < u, v >= u ® v, on retrouve les notions habituelles de norme et de
distance dans R™.

Exemple 1.1.4. Soit V = R2. On obtient des notions de norme et de distance dif-

1 0
férentes selon le produit scalaire généralisé choisi. Soient u = ( 0 > et v= ( . ) :

Si l’on choisit le produit scalaire habituel sur R?, on a

lull = ui+
V140
=1
et
d(u,v) = [lu—1|
1
- ||<_1>||
= VI (1P

Si l'on choisit le produit scalaire généralisé < u,v >= 3uyv; + 2usvo on obtient

ful = V<uu>
V3ud + 2u3
= V340
- V3
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et

Définition 1.1.3. (Cercle unité (ou sphére unité)). Soit V un espace vectoriel muni
d’un produit scalaire généralisé <,> . Alors le cercle unité, ou sphére unité de V est

par définition [’ensemble des u € V tels que
Juf| = 1.

Ce sont les éléments de V dont la distance a l’origine est égale a 1.

Exemple 1.1.5. Soit V = R? et <,> le produit scalaire habituel. Soit u = ( ! ) .
Y

Alors
ull = /22 + 9

et ’équation du cercle unité est alors \/m =1 ou
7?4 =1
Exemple 1.1.6. Soit V = R? muni du produit scalaire généralisé
< U,V >= 33UV + 2UnVs.

soit w= (z,y). Alors

lall = /32 + 27
ce qui donne /322 + 212 =1 ou
377 + 27 =1

comme équation pour le cercle unité. Le graphe de cette équation est une ellipse.
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Définition 1.1.4. Soit A une matrice de taille n X n inversible. Le produit scalaire
généralisé associé a A est, par définition, le produit scalaire sur R™ qui a u,v € R”
associe

Aue Av

(le produit scalaire habituel de Au et de Av).

Sotent u, v € R™ représentés comme vecteurs colonne, et on a

Aue Av= (Av)TAu

et ceci conduit a une nouvelle formulation de ce produit scalaire généralisé :
<u,v>=vTATAw

Notons que lorsque A =1, on obtient le produit scalaire habituel < u, v >= u e v.

3 0

A= V3 .
0 V2

Alors le produit scalaire généralisé associé a A est

B V3 0 V3 0 Uy
curs = (u ) (050 %)

(e (2 ()

= 3U1’Ul -+ 211/21}2.

Exemple 1.1.7. Soit

Uz

On retrouve ainsi le produit scalaire de l'exemple (1.1.2).

Proposition 1.1.1. Soit V un espace vectoriel muni d’un produit scalaire généralisé

<, > . Alors, pour tout u,v et we V et tout A € R, on a
(a) <0,v>=<0v,0>=0

(b) <uv>=A<uv>

(c) <uv+w>=<uv>+ < u,w>.

Démonstration : Ceci découle immédiatement des propriétés du produit scalaire :
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(a) <0,v>=0<0,v>=0 ¢t <v,0>=<0,v>=0.
(b) <u v>=<Avu>=A<vu>=A<uv>.

(c) <uwvt+w>=<v+wu>=<vu>+<wu>=< u,v>+ < u,w>.

1.2 Angles et orthogonalité

Proposition 1.2.1. (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Soit V un espace vectoriel muni

d’un produit scalaire généralisé <,> . Soitent u,v € V. Alors on a
| <w o> < ull - [l
Démonstration : Si u= 0, alors on a
< u,v>=0,

donc Uaffirmation est vraie. Supposons que u # 0, et posons

a = <uu>
b = 2<wu,v>
c = <vv>.

On a, pour tout t € R,

O0<<tutvtutov> =<uu>E+2<uv>t+-<v,v>
= at’ + bt + c.

Donc

a2 + bt+¢>0

pour tout t € R. Cect implique que le polynéme quadratique
aX? 4+ bX + ¢
a soit une racine double, soit aucune racine réelle.

Son discriminant est donc négatif ou nul :
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b —4ac < 0. Remplacant a par < u,u >, b par2 < u,v > et ¢ par < v, v >, on obtient
4<uv> =4 <uu><v,v><0

ce qui implique

< u,v>2<< u, U >< vV, 0>

donc

|< U,’U>|§ \/< U, U >< 0,0 > = ||U|| ’ ||U||
Proposition 1.2.2. Soit V un espace vectoriel muni d’un produit scalaire généralisé
<,> . Alors on a, pour tout u,v € V et pour tout A € R
(a) full =0
) |lu]|=0<= u=0
(c) Ixul = A/l
(d) [Ju+ | < Jul| + || inégalité du triangle
Démonstration : La démonstration est verification immediat en appliquant les pro-
priétes au produit scalaire
Corollaire 1.2.1. Soit V un espace vectoriel muni d’un produit scalaire généralisé.
Alors, pour tout u,v et w e V et tout A € R, on a
(a) d(u,v) =0
(b) d(u,v) =0<=u=v
(c) d(u,v) = d(v, u)
(d) d(u,v) < d(u, w) + d(w,v) inégalité du triangle
Démonstration : Ceci est une conséquence immédiate des définitions et du proposi-

tion précédente.

1.2.1 Angle formé par deux vecteurs

Soit V un espace vectoriel muni d’un produit scalaire généralisé <, > . Soient u, v € V.

Alors par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a si v # 0 et v# 0

2
<u,v> <
( flll-[I ] > <1
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donc

1< SV
] - [l

Il existe donc un unique angle 0, avec 0 < 6 < 7, tel que

< u,v>

cosf = .
[l - |l

On appelle 6 'angle formé par les vecteurs u et v.

Définition 1.2.1. Soit V un espace vectoriel muni d’un produit scalaire généralisé

<,> . Soient u,v € V. On dit que u et v sont orthogonaux si et seulement si
< u,v>=0.

Exemple 1.2.1. Soit Py l'espace vectoriel des fonctions polynomiales de degré au

plus 2. On définit un produit scalaire généralisé sur Py en posant

<pg>= / p(2)g(2) da

1

pour tout p, q € Py. Les axtomes du produit scalaire généralisé sont faciles a vérifier.

On a, par exemple, la positivité : pour tout p € Po, on a

1
<p,p >:/ p?(z)dz > 0.

1

Soient
et

alors p et q sont orthogonaux. En effet

<pq> =
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Proposition 1.2.3. (Théoréme de Pythagore généralisé). Soit V un espace vectoriel
muni d’un produit scalaire généralisé. Soient u,v € V, et supposons que u et v soient
orthogonauz. Alors

lu+olf* = [Jul® + [lolf*.

Démonstration : Comme u et v sont orthogonaux, on a
< u,v>=0.

Donc
lut+ > = <u+vutv>

Jull? + lof* +2 < u,v >
= lull®+ [lof*.
Exemple 1.2.2. Soit P [’espace vectoriel des fonctions polynomaiales de degré au plus

2, muni du produit scalaire généralisé défini dans [’exemple 1.2.1.

Soient p(z) = = et g(x) = 2. Nous avons vu que p et q sont orthogonaux.

Calculons ||pl|?, ||qlI?, et |lp+ ql|* :

IplI> =<pp> ldl* =<q¢,q>
= f_1112d:1: = f_llx4dx

=2 —2

3 5

lp+dl* =<p+aqgp+qg>
= [L @+ 2)(z+ P)de
= f_ll(x4 + 222 + %) dx

16

= 15
On a bien

1ol + [ldl* = llp+ qll?

Définition 1.2.2. Soit V un espace vectoriel muni d’un produit scalaire généralisé,
et soit W un sous-espace vectoriel de V. On dit que u € V est orthogonal a W si u
est orthogonal a tout élément de W. L’ensemble des uw € V qui sont orthogonauxr a W

est appelé le complément orthogonal de W. il est noté W+.
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Proposition 1.2.4. Soit V un espace vectoriel muni d’un produit scalaire généralisé,

et soit W un sous-espace vectoriel de V. Alors on a
(a) W* est un sous-espace vectoriel de V.
(b) WO W = {0}.
Démonstration :
(a) On a < 0,w>=0 pour tout we W, donc 0 € W-. Montrons que W+ est formé

par addition et par multiplication par les scalaires. Soient

u,ve W
Alors
<u,w>=<v,w>=0

pour tout w € W. On a donc

<ut+vw> =<<uw>+<vw>

=040
=0
pour tout w € W ce qui montre que
u+ve Wt

De méme, si X € R, alors

<Au,w> =A< u,w>
=0

pour tout w € W et donc \u € W+,

(b) Soit ve W(W=L. Alors

et donc
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Proposition 1.2.5. Soit A une matrice de taille m x n. Alors

(a) Par rapport au produit scalaire habituel de R™, le complément orthogonal de [’es-

pace des lignes de A est le nilespace (noyau) de A.

(b) Par rapport au produit scalaire habituel de R™, le complément orthogonal de

lespace des colonnes de A est le nilespace de AT
Démonstration :

(a) Soit W l’espace des lignes de A. Soit v € W=, Soient (4, ..., L, les vecteurs ligne
de A. Alors

lioev=Llroev=_..=/,ev=0.

Or, nous avons vu que le systéme linéaire

Az=0
peut étre exprimé par
61 e T 0
by e x
by, ® x 0
Comme l;00 = lrbov = --- = [, ev = 0, le vecteur v est une solution

de ce systéme. Par définition, ceci implique que v est dans le nilespace de A.

Réciproquement, supposons que v est dans le nilespace de A, autrement dit

Av=0.
Alors on a
liev=Vlrev=...=/{(,00v=0.
Soit w e W. Alors w est combinaison linéaire de l1,/s, ..., ., c’est-a-dire que
l'on a

w:)\1€1+)\2€2—|—+)\m€m
avec A, Aa, ..., A\ € R. On a donc

wevy = ()\1€1+)\2€2++)\m£m).v
= M(l1ev)+ X(laev)+ ...+ N\ (@)
= 0
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Donc ve W+. Ceci démontre la partie (a) du proposition.

(b) On applique (a) & la matrice AT : en effet, l'espace des colonnes de A est égal a

Uespace des lignes de AT.

1.3 Bases orthogonales et méthode de Gram-
Schmidt

Définition 1.3.1. Soit V un espace vectoriel muni d’un produit scalaire généralisé .
Soit
S={v,..., v}

un sous-ensemble de V. On dit que S est un ensemble orthogonal si v; est orthogonal
a vj pour tout i # j. On dit que S est un ensemble orthonormé si S est orthogonal et
St

[Juil] =1

pour tout i = 1,...,n. Un ensemble orthogonal qui est une base est appelé une base
orthogonale ; un ensemble orthonormé qui est une base est appelé une base orthonor-

-

mee.

Proposition 1.3.1. Soit V un espace vectoriel muni d’un produit scalaire généralisé

<, >, et soit S ={wvy,...,v,} une base orthonormée de V. Soit u € V. Alors
U=< U v >v+- -+ < U U > Uy
Démonstration : Comme S est une base, il eviste A1, ..., \, € R tels que
U= Mvi+ ...+ A\ Up.

On a
<u,v > =< )\11)1+"‘+>\n?}n,'01'>

:)\1<’l}171}i>+"'+>\n<’l)n,1}i>.

&

Or, comme < vj,v; >=0 st i# jet < v, v >=||v]]° =1, on a

< U, v; >= A
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et par conséquent
U=< U0 > U+ < UV > U+ 4+ < Ut > Uy.
On appelle les scalaires
< uv > < UV >, < U Uy >
les coordonnées de u par rapport a la base orthonormée {uvy, ..., v,}.

Proposition 1.3.2. Soit V un espace vectoriel muni d’un produit scalaire généralisé

<,> . Soit S={w, v,...,v,} une base orthogonale de V et u un vecteur de V. Alors
" <u,vl>v <u,v2>v <u,vn>v
pr— 1 2 - i~ .
o2 o2 o> "

Démonstration : La base

U1 (%) Un

ol fleall™ " o]

S ={

}

est orthonormée. Par la propsition précédente, on a donc

u:<u7L>L+..+<u7i>i
o]l (o] onll ~ flonl
et alors
< U,V > < U, U, >
U= ———"——U + o+ ———————,.
[ v1][2 Jval2 "

Proposition 1.3.3. Soit V un espace vectoriel muni d’un produit scalaire généralisé
<, > . Soit S ={wv,...,v,} un sous-ensemble orthogonal de V, avec v; # 0 pour tout

1=1,...,n. Alors S est une famille linéairement indépendante.
Démonstration : Supposons que

Ao+ Aovg 4+ -+ Au, =0
avec A\, Ag, ..., \p € R. On a

< MU+ AU+ -+ )\n’Un, v >=< 0,1, >=0
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pour tout i = 1,...,n. Par linéarité du produit scalaire, on obtient
M<UL,Y >+ <0 >4+ AN, < v, v >=0.
Mais comme < vj,v; >= 0 s1 ¢ # j on obtient
AN <, >=0

ce qui implique, comme v; # 0, que \; = 0 pour tout i =1,...,n. Donc S est

linéairement indépendant.

Proposition 1.3.4. Soit V un espace vectoriel muni d’un produit scalaire généralisé
<, > . 80it S = {vy, va, ..., v} un sous-ensemble orthonormé (qui n’est pas forcément

une base; il peut étre plus petit) de V et soit u € V. Posont
W =< U,V >N+ < Ul >Vt -+ < U, > U,

et wy = u— wy. Notons W = L(S), le sous-espace vectoriel de V engendré par S.
Alors wy € W et wp € W,

Notation : Le vecteur wy € W est appelé la projection orthogonale de u

sur W, et est noté
projw(u).

Démonstration : 1l est clair que w; € W, puisque w, est une combinaison linéaire

de vy, ..., Uy.
Montrons que wy, € WE. On a

< W, Uy > = < U— W,V >
= < Uy >—<<u,v >

pour touti=1,...,n. On a

<w,v > = (<uvp > v+ < u U, > Uy, U)
<U,U >< VLY > F e+ < U U, >< U, U >
O+ 404+ <uv><v,05>+04---+0
< u,v > -1
= <uv >
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pour tout i =1,...,n. On a donc

< W, Uy > =< U0 >—< W,V >
=0

pour tout i = 1,...,n ce qui montre que wy est orthogonal ¢ S = {vi,va, ..., u,}.

Comme S engendre W, on a que wy est orthogonal & W. Donc
Wo € WJ'.

Corollaire 1.3.1. Soit V un espace vectoriel muni d’un produit scalaire généralisé
<, > . Soit W un sous-espace vectoriel de dimension finie de V . Alors tout u € V

s’écrit de maniére unique comme
U= W, + W
avec w; € W et wy € WL, De plus, wy = projw (u).

Exemple 1.3.1. Soit V = R3, <, > le produit scalaire habituel, et soit W le sous-

espace engendré par

0 —4/5
v = 1 et vy = 0
0 3/5
On vérifie que ||v1]| = ||ve|| =1, et que < vy, v >= vy @ vy = 0. Donc S = {v, w} est
1
un ensemble orthonormé. Soit u= | 1 |. Alors
1

wy = projw (u) =< u, vy > v+ < u, vy > s.

Comme < u, v, >=1 et < u, vy >= ceci donne

1
5

4/25
projw(u) = v — £l = 1
_3/25
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La décomposition orthogonale de u par rapport a W est donc

1 4/25 21/25
1 | = 1 + 0
1 —3/25 28/25
21/25
On vérifie que 0 est orthogonal & vy et a vy et donc qu’il est bien dans W+,
28/25

Proposition 1.3.5. Soit V un espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit

scalaire généralisé <,> . Alors V a une base orthonormée.

Démonstration : On va démontrer la proposition en construisant une base
orthonormée. La méthode de construction utilisée ici s’appelle méthode de
Gram-Schmidt ou procédé de Gram-Schmidt. Soit S = {u, ..., u,} une base
quelconque de V. On construit une base orthonormée en n étapes.
1ére étape : On pose
Uy

]

U1

ce qui nous donne ||vi|| = 1.
2éme étape : Soit Wy le sous-espace de V engendré par vy. On pose
wy = Uy — projw, (ug).
Alors
< wo, >=0
car wy est orthogonal & Wy, donc a vy. Vérifions que wy # 0. En effet, si wy = 0,
alors
Uy = projw, (ug).

Ceci implique que uy et vy sont linéairement dépendants et donc que uy et uy le sont
également. Ceci n’est pas possible car u; et uy font partie d’une base de V. La norme

de wy est donc non nulle. On pose alors

Wa

Vo = .
? Hw2H

On al|n] =1,||ul =1 e < v,v >=0.
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k-éme étape : Supposons construits les vecteurs

V1, V2. ..y U1
tels que
[oll = lJeall = - = [Jorall = 1
que < v;,v; >= 0 st 1 # j que le sous-espace Wy_1 engendré par vy, va, ..., vg_1 S0it
égal au sous-espace engendré par uy, us, ..., ug_1. On pose

Wy = wp — projw,_, (ux).
Montrons que wy # 0. st wy = 0, alors u, = projw,_, (ug),
donc up € Wi_1 = L(ug, ..., up_1).

font partie d’une base de V- Donc wy, # 0. Comme wy, = w, — projw,_, (ux), le vecteur

wy, est orthogonal & Wy_1 et en particulier a vy, ..., v_1. On pose
W
V = .
[ |
On a ainsi construit vy, ..., vk tels que
o]l = -+ = Jluel = 1,
et que < v, v; >=0 st i%# j et L(vr,...,0) = L(w,..., ). On termine ce procédé

lorsque l'on a obtenu v,.

Exemple 1.3.2. On considére R® muni du produit scalaire habituel. Soit S =

1 0 0
{ug, up, uz}, avec vy = | 1 |,upu= | 1 |,u3 = | 0 | une base de R®. On ap-
1 1 1
plique la méthode de Gram-Schmidt pour obtenir une base orthonormée.
1
lére étape : wy = u; = | 1
1

2¢eme étape : soit Wi = L(wy) = L(wy). On pose
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wy = uy — projw, (us)
= Uy — <|1|L3ﬁlz> wy
Comme < up,w; >=< wug,u >= 2 et ||wi]* = |wm|*> = 3, on obtient
0 1
wy = | 1 —% 1
1 1
—2/3
= 1/3
1/3
Jeme étape : soit
Wy = L{wy, ws)
= L(uy, u)
Posons
ws = ug — projw,(us)
= s — ST~ S
0
= —-1/2
1/2
On a donc
1 —2/3 0
w=1|11, Wy = 1/3 , wy = | —1/2
1 1/3 1/2

Alors {wy, we, w3} est une base orthogonale de R®. On obtient une base orthonormée

en posant

et v3 =

Ceci nous donne

1/v3 ~2/v/6 0
w=|[1/V3 |, w= 1/vV6 |, wu=| —1/V2
1/v/3 1//6 1/v/2
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1.4 Matrices orthogonales

1.4.1 Définition et Propriétés

Définition 1.4.1. Soit A une matrice carrée. On dit que A est une matrice orthogo-
nale si

A—l — AT
Remarque 1.4.1. A est une matrice orthogonale si et seulement si
ATA = AAT =1.

Exemple 1.4.1. Les matrices de rotation sont orthogonales. Soit 6 un angle. Alors

la matrice de la rotation d’angle 6 de R? est
cosf —sind
A —
sinf  cos#@
Cette matrice est orthogonale. En effet, [identité

sin®@ + cos?0 =1

montre que [’'on a

ATA =1.
Proposition 1.4.1. Soit A une matrice n X n. Les trois propriétés suivantes sont
équivalentes :
(a) A est orthogonale.
(b) Pour tout z € R™, on a |Ax|| = ||

(¢) Pour tout z,y € R™, on a Are Ay=1xey

En d’autres termes, une matrice orthogonale conserve les normes et les

angles.

Démonstration : (a) = (b) Supposons A orthogonale. On a
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|Az||> = AzeAx
=rze (ATA)z
=TrTex

= [|f*.
(b) = (c) Supposons que
[ Azl = |||

pout tout z € R™. On a

AzeAy = Az+ Ayl? — }Az— Ayl
= YA+ I ~ LA -y
= Yot gl — Hlz— ol

=zey.

(¢) = (a) On considére (c) avec x = ¢; et y = e; des vecteurs de la base standard.
Alors x ey est soit 0 (si i # j) soit 1 (si i = j), et est le coefficient 1;; de la matrice

identité. D’autre part,

Arze Ay = e;FATAei

est le coefficient (i,7) de la matrice ATA. Il suit que ATA = 1, et donc que A est

orthogonale.

Remarque 1.4.2. L’inverse d’une matrice orthogonale est orthogonale. En effet on a

A orthogonale < A~'=AT
= (Afl)fl — (AT)fl
= (Afl)fl — (Afl)T
& Al est orthogonale

1.4.2 Changement de bases orthonormées

Proposition 1.4.2. Soit V un espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit
scalaire généralisé. Soit P la matrice de changement de base d’une base orthonormée

vers une autre base orthonormée. Alors P est une matrice orthogonale.
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Démonstration : Soient B = {ey,...,e,} et B ={¢|,...,€,} deux bases

orthonormées de V et soit Pp g la matrice de changement de base de B’ a B. On a

n n
u= E U € = g U €,
i—1 -1

Comme B et B’ sont des bases orthonormées, on a

n n
lull = > uf =D .
i=1 =1

De plus, on a

ce qui implique que

(Wh - (wp = |lul
= (u)p - (u)p
= (Ppp - (W)p)" - Ppp - (u)p

(W) - PhpPpa - (u)p.

Comme ceci est vrai pour tout vecteur u, on en déduit que PL 5 Ppp = 1 ce qui

montre que Pp g est orthogonale.

1.4.3 Deécomposition Q-R :

Soit A une matrice nx n ayant ses colonnes linéairement indépendantes. Alors il existe
une matrice orthogonale @ (par rapport au produit scalaire standard sur R™) et une

matrice triangulaire supérieure R, telles que :

A =QR.
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Plus précisément, Q) est la matrice dont les colonnes sont les vecteurs obtenus en ap-

pliquant le procédé de Gram-Schmidt aux vecteurs colonne de A. On procéde comme

suit : Soit

apr aig ... Qaip

A=

an1 Gp2 ... GOpp
On appelle ¢; la i-éme colonne de A. Soit {¢},..., ¢,} la base obtenue en appliquant
Gram-Schmidt a {cy, ..., ¢,} et Q la matrice dont les colonnes sont ¢}, ..., c,.

d11 Gin
Q= :
An1 Gnn
Comme {d,,...,d,} est une base orthonormée, on a
aq = <c,>d+-+<a,d,>q,
n = <, >0+ <y, 0 >0,

c’est-a-dire

11 Gin

1 = <01,C/1> +"'+<01,C/n>
An1 Gan
d11 Qin
Cn = < Cp, 0 > : +o - <epyd, > :

4n1 Qnn

Alinsi, on voit que
B - Qp <e,dp> <, d> 00 <>
A ) .
G - Qon <o, > <c,d,> .. <cp,d, >

=R
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La matrice R est triangulaire. En effet, par Gram-Schmidt, pour tout & > 1, ¢ est
orthogonal a I'espace engendré par ci, ..., ¢;—1. Ainsi, Rj; =< ¢;, ¢, >= 0 pour tout

© > 7, et R est bien triangulaire supérieure.

La décomposition d'une matrice en un produit d’une matrice orthogonale et

d’une matrice triangulaire s’appelle la décomposition Q — R.

Exemple 1.4.2. Calculons la décomposition Q — R de la matrice

A:(jg).

En appliquant le procédé de Gram-Schmidt aux vecteurs colonne de A, on obtient

2v5 V5
/o 5 /o 5
c, = NG et ¢y = 0B

5 5

De plus,
<cp,cdp > = V5
< g, Ch > %5
< €q,Ch > 0
< Cg,Ch > = %5
Ainsi,

S
~

ctelt
|
b ot
N———
S
=
Il
N
> &
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Chapitre 2

Applications multilinéaires et

tenseurs

La théorie des tenseurs offre un langage mathématique simple et efficace pour dé-
crire des phénomeénes naturels, comme la trajectoire d’un satellite, la circulation de la
chaleur dans un corps ou encore la focre électromagnétique d’un électron. L’objectif
du présent chapitre est d’introduire la notion de tenseur ainsi que certaines proprié-
tés associées. Celles-ci permettent, par exemple, d’expliquer les relations entre des

quantités physiques et de prédire leur évolution future.

2.1 Formes linéaires

2.1.1 Formes linéaires sur V : tenseurs d’ordre(0, 1)

Définition 2.1.1. On appelle forme linéaire ou tenseur d’ordre (0,1) ou encore ten-

seur covariant d’ordre 1 sur V toute application linéaire :

f vV - R
Exemple 2.1.1.

1. SV =R", lapplication de i-iéme projection m;. est un
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2. 81 'V est l’espace vectoriel des matrices carrées de taille n , alors ’application

trace M — Tr(M) définit une application linéaire sur V.

3. StV est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire généralisé <,> et si vy
un élément de V|, alors lapplication f:V — R définie par f(v) =< v,y, > est

une forme linéaire sur V.

2.1.2 Espace dual, bases duales

Définition 2.1.2. On appelle espace dual de V ’ensemble, noté V* ,des formes li-

néaires sur V. On a donc :

V*={f:V = R|f estlinéaire}.
Proposition 2.1.1. L’espace dual V* est muni d’une structure d’espace vectoriel.
Démonstration : On vérifie facilement que l'addition des formes linéaires et leur

multiplication par un scalaire satisfont aux propriétés des espaces vectoriels. St 'V est
un espace vectoriel de dimension finie, alors V* est aussi de dimension finie, et leurs
dimensions sont égales. Plus précisément, chaque base de V détermine une base de

V* de la fagon suivante :

Proposition 2.1.2. On suppose que l’espace V' est de dimension finie,avec dim(V) =
n. Soit B = (ey,...,e,) une base de V.Soit B* la famille (o, ...,a,) de V* ou les

a;: V= R sont des applications linéaires sur V. données par :
ai(e;) = 0j;

et étendues linéairement a V. Alors, la famille B* forme une base de l’espace dual V*,

appelée base duale de la base B. En particulier, on a bien :
dim(V) = dim(V*)

Rappelons que le symbole 6;; désigne le symbole de Kronecker, c’est-a-dire la fonction

1 sii=j
0 s2non

qut vaut
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Démonstration : Soit f une forme linéaire sur V. Puisque toute forme linéaire sur

V' est déterminée par ses valeurs prises sur les e;, on a :

f = Z:’L:J fiai

avec f; = f(e;) . Ceci montre que les «; engendrent l’espace dual V*. D’autre part, on
vérifie facilement que les «; sont linéairement indépendantes. L’ensemble B* forme

donc une base de l’espace V*.

Remarque 2.1.1. Si f est une application linéaire sur V alors, avec les notations
précédentes, on a f = ). fio; et les coordonnées f; sont appelées les coordonnées

covariantes de f.
Exemple 2.1.2. Considérons la base suivante de V.= R? :
B={e;=(2,1),ea=1(3,1)}

Nous allons déterminer la base B* de V* qui est duale de B, c’est-a-dire identifier les

formes linéaires sur R?, notées oy et aw, telles que :
aj(er) =1, aj(es) =0, et as(e;) =0, ag(es) = 1.
On écrit ces applications sous la forme :
a1 (z,y) = ax + by et as(x,y) = cx + dy
1l s’agit donc de déterminer les réels a, b, ¢, d. Les relations précédentes impliquent :

aj(e]) =a1(2,1) =2a+b=1
aj(er) =a1(3,1) =3a+0b=0

dota=—1¢etb=3. Puis :

as(er) = a(2,1) =2c+d=0
ag(es) = a9(3,1) =3c+d=1

dotvc=1etd=—2.

La base duale est donc :
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B* ={a1:(2,y) = —2 +3y;00: (2,y) = = — 2y}.
la proposition 2.1.2 implique un résultat plus fort :

Proposition 2.1.3. Sv V est un espace de dimension finie, alors les espaces V et V*

sont isomorphes.

Démonstration : Soit B = (ey,...,e,) une base de V et soit B* = (aq, ...,ay,) la
base duale de V* correspondante, donnée par la proposition 2.1.2. D’apres cette

proposition, il est évident que [’application :

Oy : V. — V7
e, = o
est un 1somorphisme entre V et V*. Notons que cet isomorphisme dépend de la base

B choisie : en ce sens, il n’est pas canonique

Il est intéressant de noter les relations suivantes entre une base B = (e, ...,e,) de V
et sa base duale B* = (a, ..., ) de V*. Ces relations expriment les coordonnées de

tout vecteur v ( resp. forme linéaire f) dans la baseB(resp.B*) :

Yoe V,u=ai(ve + az(v)es + ... + ay(v)e, ;
vf € V*7 f = f(el)al + f(GQ)a2 + ...+ f(en)a/n-

2.1.3 Formes linéaires sur V* : tenseurs d’ordre (1,0)

L’espace dual V* de V étant encore un espace vectoriel, on peut définir son
espace dual. Celui-ci est noté V** : c’est 'espace vectoriel formé de toutes les formes
linéaires sur V*. Si I’on applique deux fois la proposition 2.1.3, on voit clairement que
les espaces V et V* sont isomorphes, lorsque V est de dimension finie. En fait, on a
mieux : I'isomorphisme est cette fois canonique, dans le sens qu’il ne dépend pas de
la base choisie sur V.C’est ce que nous montrons dans la proposition qui suite. Avant

cela, il est utile de faire la remarque suivante : si v est un vecteur de V |, ’application :

v:=f— f(v)
est une forme linéaire sur V* c’est-a-dire un élément de V**. On définit ainsi une

application de ’espace V dans son bidual V**, donnée par :
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La proposition est la suivante :

Proposition 2.1.4. L’application v est linéaire et injective. De plus, lorsque [’espace

V' dimension finie,. est un isomorphisme.

Démonstration : Pour montrer la linéarité, il faut montrer que
L(k.v+ w) = k.o(v) + t(w) pour tout k € R et pour tout v,w € V. Il faut donc montrer
que k:/v—k\w = kv+ w. Ce qui est vrai car

(Fotu)(f) = f(kv+ w) = kf(0) + F(w) = k3(f) + (f)
puisque f est linéaire. Supposons maintenant que 1(v) = 0,c’est-a-dire que v(f) =0
pour tout f € V*.Ceci implique que f(v) =0 pour tout f € V* et donc que v=0.
Ceci démontre bien l'injectivité de v. Enfin, si l’on calcule la base duale de B*,on

obtient une base de V** notée :
B = (€1, €3, ...,6,)

et lisomorphisme (cf. notations de la preuve du proposition 2.1.3.) envoie e; sur €;.
Cet isomorphisme n’est donc rien d’autre que t(en particulier,. ne dépend plus de
B). ceci prouve la derniére assertion du proposition. Dans la suite, nous supposerons
l’espace V de dimension finie et nous identifierons souvent les espaces V et V** . Les
vecteurs de V sont appelés tenseurs d’ordre (1,0) ,ou encore tenseurs contravariants
d’ordre 1. Avec cette identification, remarquons que si (o, ..., «,) est une base de V*
duale d’une base (ey, ...,e,) de V,alors (e1,...,e,) est aussi une base de V**, duale de

la base (o, ..., o).

2.2 Formes multilinéaires sur V : tenseurs d’ordre
(0, m)

2.2.1 Formes bilinéaires sur V : tenseurs d’ordre (0, 2)

Définition 2.2.1. (Forme bilinéaire). Une application
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f:VXxV-=>R
est dite bilinéaire si elle est linéaire en chacun des facteurs, autrement dit, si :
(1) flku+v,w) = kf(u,w)+ f(v,w) et si

(i) f(u, kv+ w) = kf(u,0) + f(u,w)

L’ensemble des formes bilinéaires sur V est un espace vectoriel ot l’addition et la

multiplication par un scalaire sont données par
(f +9)(uwv) = fu,v) + g(u,v)
et
(Af)(w,v) = Af(u,0).

Cet espace vectoriel est noté Bil(V,R). Si B = (e, ea,...,e,) est une base de V, on

peut considérer les formes bilinéaires particuliéres
a;®@a; 1 <i<n, 1<75<n
définies par
(a; ® aj)(ex, e)) = dik.0;;.

L’ensemble des o; ® o forme alors une base de Bil (V,R). Les coordonnées f;; d’une
forme bilinéaire f quelconque dans cette base sont simplement données par l’évaluation

de f au couple (e;,¢e;). Explicitement, on a
fii = fleie))
et
f=2 fyla ® ).

Ainsi, si une base B de V est choisie, une forme bilinéaire sur V n’est rien
d’autre que la donnée d’une matrice ¥ = (f;;) de dimension n x n ot n = dimV. Si
[u|p(resp.[v|p) désigne le vecteur des coordonnées de u(resp.v) dans la base B,alors

f(u,v) se calcul par le produit matriciel suivant :
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£ (u,0) = [} F. s

Une forme bilinéaire sur V est aussi appelée un tenseur d’ordre (0,2) ou encore un
tenseur 2 fois covariant. Cette terminologie provient du comportement de la forme

lors d’un changement de base que nous verrons dans la section 3.6

Remarque 2.2.1. La notation ® ci-dessus peut étre prise ict pour une simple nota-

tion.

Exemple 2.2.1. Soit V. = R". Alors le produit scalaire usuel est une forme bilinéaire

(symétrique). Sa matrice dans la base canonique est I,,.
Un produit scalaire généralisé est une forme bilinéaire (symétrique). Il est

représenté par une matrice A symétrique et définie positive.

2.2.2 Tenseurs d’ordre (0,m)

Définition 2.2.2. (Forme multilinéaire). Soit V un espace vectoriel, et soit

f:Vx..xV—=R
————

m

une application. On dit que f est une forme multilinéaire ou tenseur d’ordre (0,m)

st pour tout 1 <1< m,on a :

F(vgy ey vy 4 Bwiy ooy V) = @ f (V1 ey Uiy ooy Up) + BF (V1 ooy Wiy oy ooy Uy

pour tout Vi, ..., Uy, Wy, ..., Wy € V et tout a, 5 € R.Une telle application est appelée
tenseur d’ordre (0,m), ou tenseur covariant d’ordre m. Pour m = 1,on retrouve les

formes linéaires sur V,et pour m = 2 les formes bilinéaires sur V.

Exemple 2.2.2. (Produit mixte). Le produit mixte

RPxR xR’ =R
f(xf%Z) = [x?sz] =z (y X Z)

est un tenseur d’ordre (0, 3).
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2.2.3 Quelques interprétations physiques
Avant de poursuivre, voici quelques interpétations physiques des tenseurs
d’ordre (0,m) que nous venons de rencontrer.

1. Les tenseurs d’ordre (0,0) sont les applications linéaires R — R. Ces derniéres
étant précisément de la forme x +— ax pour un scalaire a € R, les tenseurs
d’ordre (0,0) peuvent donc étre naturellement identifiés aux scalaires de R. En
physique, ils représentent des quantités chiffrées telles la masse d'un satellite,

la température d’un corps ou la charge d’un électron.

2. Les tenseurs d’ordre (0,1) sont les formes linéaires V.— R. Un exemple de tel
tenseur est donné par I’étude de la trajectoire d’'un bateau a voile, qui se dirige
selon un vecteur unitaire e.Considérons la force du vent exercée sur ce bateau :
elle est représentée par un vecteur f perpendiculaire a la voile du bateau. Seule
la composante e f (produit scalaire) propulse le bateau a I'avant. L’application
f +— ef est un tenseur d’ordre (0, 1). Le bateau avancera d’autant plus vite que

la quantité ef est grande.

3. Les tenseurs d’ordre (0, 2) sont les formes bilinéaires V. x V. — R. Le calcul du
moment d’une force appliquée sur une clef plate pour visser un boulon furnit

un exemple.

2.3 Formes multilinéaires sur V* ;tenseurs

d’ordre(m, 0)

2.3.1 Une remarque sur les tenseurs d’ordre (1,0)

Nous avons vu a la section 2.1.3 que V et V** sont isomorphes si V est de dimension
finie (ce que nous supposons toujours ici).Ainsi un vecteur v € V peut étre vu comme

une forme linéaire v sur V* :

vV - R
fo= flv).

<)
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C’est pourquoi, on identifie les tenseurs d’ordre (1, 0) avec les vecteurs. En physique,
la direction que suit la trajectoire d’un électron & un moment donné est représentée

par un vecteur et fournit donc un exemple de tenseur 1 fois contravariant.

2.3.2 Formes bilinéaires sur V* :tenseurs d’ordre (2,0)

Considérons un espace vectoriel V muni d’une base B = {ey, ..., e, }
et son dual V* muni de la base duale B* = {ay, ..., an }.
On se donne une forme bilinéaire
f: V' xV" =R
Cette forme est entierement déterminée par ses valeurs sur les couples (o, @;). Rap-

pelons que l'espace vectoriel V** des formes linéaires sur V* est isomorphe canonique-

ment & V et admet pour base I’ensemble :
kK < AN
B ={é,...,én}

ol les ¢; sont donnés par :

ei(aj) = aj(ei) — 6ij-
Notons & ® ¢ la forme bilinéaire sur V* x V* définie par

6 ® Ej(Oék, Oél) = 5ik-5jl-

On montre de maniére similaire a ce qui a été fait précédemment que ’ensemble

C ={&®&ghcijcn

est une base de 'espace vectoriel des formes bilinéaires sur V* x V* Dans cette base,

la forme bilinéaire f s’écrit
F=>> hiaeal
(]
ot fij = f(a, y).Le choix de B étant fait (et donc aussi celui de B* et de C), la forme
f est représentée par une matrice F = (fj;).

Les formes bilinéaires sur V* x V* sont appelées tenseurs d’ordre (2,0),0u encore

tenseurs contravariants d’ordre 2.
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2.3.3 Tenseurs d’ordre (m,0)
En généralisant ceci, on peut poser la définition suivante :
Définition 2.3.1. ( Tenseur d’ordre (m,0)). Une application multilinéaire

\V*xV*x...th—ﬂR

est appelée un tenseur d’ordre (m,0) ou tenseur m fois contravariant ou encore ten-

seur contravariant d’ordre m.

A nouveau, la terminologie de tenseur contravariant vient du comporte-

ment oted’une telle application lors d’un changement de bases



Chapitre 3

Tenseurs mixtes d’ordre (p,q)

3.1 Tenseurs d’ordre (p,q)

Il existe des tenseurs mixtes, a savoir des tenseurs d’ordre (p,q) qui sont donc (en

copiant les terminologies précédentes ) p fois contravariants et ¢ fois covariants. .

Définition 3.1.1. ( Tenseur d’ordre (p,q)). Soient p et q des entiers > 0.Un tenseur
d’ordre (p,q) est une application multilinéaire :
fiVix o xVIxVx..xV—=R

~~ ~\~
p

q

3.1.1 Exemple des tenseurs d’ordre (1,1)

Pour illustrer la notion de tenseur d’ordre (1,1), considérons une application bili-

néaire :
f:VixV =R

Nous allons montrer qu’une telle application n’est rien d’autre qu’une application

linéaire :
¢o:V—=>V,

On commence par la construction inverse. Etant donnée une application linéaire :
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o:V—=>V,
on peut définir une application bilinéaire :
f:VixV SR

en posant :

fe, 1) = 6(u)(a) = a(9(w)).
On vérifie facilement que f est bilinéaire et que l'association ¢ — f est injective.
Vérifions ici I'injectivité. Supposons que f soit application triviale f(au) = 0 pour
tout u € V et pour tout a € V*.Par définition de f, ceci implique que a(¢p(u)) = 0
pour tout
emphu et tout o. Mais ceci entraéne que ¢(u) doit étre nul pour tout u € V et donc

que ¢ est I'application nulle.

Pour des raisons de dimensions, 'injectivité implique la surjectivité et on a donc

montré que donner une application bilinéaire :

—

fla,u) = ¢(u)(a) = a(d(u)).
est équivalent a donner une application linéaire :
p:V—=>V.

Ce qui est remarquable, c’est que les matrices de f et de ¢ sont les mémes,dans
une base B de V étant choisie. Soit B = {ey, ..., ¢, } une base de Vet B* = {ay, ...,on}
sa base duale. La matrice de f dans les bases B* et B est définie par Fg« g = F = (fj)

avec

Jij = f(Oéi7€j)~
Mais, d’autre part, la j-éme colonne de la matrice [¢]|z est donnée par I'image de e;

exprimée dans la base B. Ainsi, on a

ce qui prouve que
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3.2 Opérations sur les tenseurs

Sur les tenseurs de méme ordre, on a une opération d’addition et de multiplication
par les scalaires qui en font un espace vectoriel. Nous avons déja vu cette structure
d’espace vectoriel pour les tenseurs d’ordre (0,1) et d’ordre (0,2), c’est-a-dire sur
V* et sur 'espace des formes bilinéaires. La généralisation a tout tenseur se fait de
maniére évidente. On a aussi une opération de multiplication entre tenseurs. Nous

commencons par l'exemple du produit de deux formes linéaires :

Exemple 3.2.1. Soient f,g € V* deux tenseurs d’ordre (0,1),
f:V—-R

g:V—-R

on définit leur produit par
b:VxV—=R

b(u,0) = F(w)g(v).
C’est une forme bilinéaire,c’est-a-dire un tenseur d’ordre (0,2). Plus généralement,
on peut multiplier un tenseur d’ordre (p,q) avec un tenseur d’ordre (r,s) et le résultat
est un tenseur d’ordre (p + r,q + s). Voici comment le produit est défini. Soit :

[V xVIxVx. .. xV—oR

-~ -~

p q

un tenseur d’ordre (p,q) et soit :

G: V' x .. xV'xVx. xV=R

N

N ~
T S

un tenseur d’ordre (r,s).On définit leur produit :
frg:Vix. . xVIxVx.xV=R

-~

p+r q+s

par :

(f-9)(Qty ooy Qppry Ty ooy Tgs) = F(Qty ey Oy Ty ooy, B) GOt 1y ooy Wy T 1 -5 Tpts)



50 CHAPITRE 3. TENSEURS MIXTES D’ORDRE (P,Q)

Remarque 3.2.1. L’application identité Id : R — R peut étre considérée comme
un tenseur d’ordre (0,1). Il joue alors le réle d’élément neutre pour le produit défini

ci-dessus.

3.3 Changement de bases

Dans ce paragraphe, nous allons étudier le comportement d’un tenseur (ou plu-
tot de ses coordonnées) lors d’un changement de bases. Il s’agit ici d’introduire des
propriétés importantes des tenseurs liées aux changements de coordonnées, trés utiles
par exemple en physique lorsque I'on change de systéme référent. D’autre part, les
relations obtenues nous permettront d’éclairer les notions de tenseurs "covariants" et
"contravariants".

Soient donc deux bases de V :
B={e,....en} et B={éy, ..., 1}
On a la matrice de passage de la base B a la base B est la matrice :
Pgg = (Ay)

dont la j-éme colonne repésente les coordonnées de ¢ dans la base B. En d’autres

termes
éj = Z Aij € (31)
i=1

ou encore, matriciellement (avec un petit abus de notation)

e €y
2 T
: = Pppr- . (3.2)
/

€ €n

et on a,la matrice Pgp' est inversible, et 'on a :

P—BIB/ - PB/B
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Dans la suite, nous noterons < les coefficients de la matrice P, de sorte que 'on

n
€ = E ék
k=1

Le but de cette section est de d’étudier le changement de coordonnées des tenseurs.

a .

3.3.1 Cas des tenseurs d’ordre (1,0) (vecteurs de V)

La modification des coordonnées d’un vecteur par un changement de bases a déja
été étudiée. Rappelons que si v est un vecteur de V et si[v]g (resp.[v]g ) désigne le vec-
teur colonne dont les composantes sont les coordonnées de v dans la base B(resp.3'),

on a .

Vs = Pes [V]s (3.3)

ou encore :

Vs = P [vls (3.4)

chaque v;(resp.v;) désignant i-éme composante de v dans la base (B(resp.3’).

3.3.2 Cas des tenseurs d’ordre (0,1)(formes linéaires surV)

Considérons maintenant une forme linéaire f € V*. Soit B = (e, ..., €,) une base
de V et soit B* = (o, ..., ) la base de V*,duale de V. Matriciellement, en écrivant

les vecteurs de V dans la baseB, 'application f est de la forme :

4 I

In Tn

Le vecteur ligne [f]z- = (f1... fa) est la matrice de f dans la base B*, donnée par

fi = f(&). En d’autres termes, on a :

[ = Zinéi
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De méme, B = (€4, ..., é,) est une autre base de V,de base duale B = (G, .y G) et

si on note [f]4. la matrice de f dans cette base, ses coefficients sont donnés par :

de sorte que :
n
f=> fids
i—1

Il s’agit d’écrire la matrice de passage de la base B 4 la base B* et de voir les
modifications sur les coefficients de la matrice de f. Pour cela, déterminons d’abord les
coeflicients, notés pi;; de la matrice de passage Ppg-B", dont la j-éme colonne est donnée
par les coefficients de I'application a; dans la base B*. Des relations o] = > i et
a;(¢) = &, on déduit :

afe) = py
c’est-a-dire :

pi = 5y Vhi)

= Yji

ol les 75 sont les coefficients de la matrice Pgs = Py

On a donc prouvé :

Ppeiye = (Pggr) " (3.5)

On peut, maintenant ,calculer les coordonnées de f dans la base B , i.e. trouver les

f= ij’ag.

Cela s’écrit facilement, en utilisant la relation aj(€) = d; :

fi tels que

fi = f(g)
= Zi )‘ijf(ei)
= Zi >\ijfi
On a donc :
[fle- = Pgp . [f]s- (3.6)
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On constate que les formes linéaires sur V se transforment « comme » les vecteurs
de base tandis que les vecteurs se transforment selon la régle inverse (comparer (3.6)
avec (3.2) et (3.4)). C’est pour cette raison que les vecteurs (ou les formes linéaires
sur V*) sont appelés des tenseurs contravariants d’ordre 1 et les formes linéaires
sur V sont appelées des tenseurs covariants d’ordre 1. Le qualificatif "contravariant"
concernerait donc les tenseurs dont les composantes se transforment contrairement &

celles des vecteurs de base. Poursuivons notre investigation. . .

3.3.3 Cas des tenseurs (0,2)(formes bilinéaires sur V)

On considére une forme bilinéaire f sur V et sa matrice F (resp.F’) dans la

baseB(resp.B'). On peut montrer que 'on a la relation
F' =Pl F.Pgp. (3.7)

Cette équation est du méme type que la relation (3.6). Les formes bilinéaires suivent
les mémes régles que les formes linéaires lors d’un changement de bases. C’est pour-

quoi, on dit aussi que les formes bilinéaires sur V sont des tenseurs covariants d’ordre
2.

3.3.4 Cas des tenseurs (2,0) (formes bilinéaires sur V*)

On considére un tenseur d’ordre (2,0) , ¢’est-a-dire une forme bilinéaire sur V*. Notons

F (resp.F’) sa matrice dans la base B* (resp.3*).On a la relation :
1 p-l 1\T
F' = P.LE(P)) (3.8)

On constate que c’est la régle inverse que pour un tenseur d’ordre (0, 2)

(comparer avec 3.7 ).En revanche, c’est une loi similaire & celle qui régit le chan-
gement de coordonnées d'un vecteur. Un tenseur d’ordre (2,0) est donc dit 2 fois

contravariant.
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3.3.5 Cas des tenseurs d’ordre (1,1)

Lors d’un changement de bases, on sait comment la matrice d’une application ¢ :

V — V change. Si ¢ (resp.¢’) est la matrice de ¢ dans la base B (resp.53’),alors on a
¢ = Pgp.¢.Psp.

Via I’équivalence vue au paragraphe 3.1.1, et tenant compte du fait que ¢ = F, on
obtient la maniére dont les coefficients d’un tenseur d’ordre (1,1) varient lors d’un
changement de bases. C’est la méme regle que pour une application linéaire. Plus
précisément, si

FiVEx VR

est une application bilinéaire de matrice F' (resp.F’) dans la base B (resp.B’), alors

on a

F' = Py .F.Ppp (3.9)

On constate que la matrice de changement de base apparait a droite de F mais que
c’est son inverse qui apparait a gauche. C’est pourquoi, un tenseur d’ordre (1, 1) est
dit 1 fois covariant et 1 fois contravariant (comparer la relation (3.9) avec I’équation

(3.8)qui donne la régle pour un tenseur 2 fois covariant).

3.3.6 Cas des tenseurs d’ordre (p,q)

Les formules précédentes se généralisent encore... et expliquent pourquoi un tenseur

d’ordre (p,q) est dit p fois contravariant et ¢ fois covariant.

3.4 Champs tensoriels

3.4.1 Définitions

Jusqu’ici, nous n’avons considéré que des tenseurs isolés. En physique, il

est plus fréquent de rencontrer un champ tensoriel, c’est-a-dire, la donnée d’un tenseur

en tout point de l'espace (ou d’une partie de celui-ci)ou en plusieurs instants. On
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considére donc 'espace affine E = R" et en tout point Y de ’espace on considére

I’espace vectorie V = R".

Définition 3.4.1. (Champ tensoriel). Un champ tensoriel est la donnée en tout point
y de lespace d’un tenseur d’ordre (p,q). Alors que le tenseur varie en fonction du point

y € E, Uordre (p,q), a lui, est indépendant de y.

Exemple 3.4.1. Considérons un fluide localisé dans une partie de l’espace E. La
vitesse du fluide en chaque point de l’espace est un tenseur d’ordre (0,1). En chaque

point y € R3,on se donne une base :

B(y) = {ei1,...,en}

dans laquelle on exprimera le champ tensoriel. Par exemple, on pourrait

constdérer la base canonique en chaque point y : dans ce cas, la base ne dépend pas

de la position y.

3.4.2 Changements de coordonnées

Supposons que l'on se donne un changement de coordonnées, i.e. en termes mathé-

matiques, une fonction :

o : R™ — R"

u = up (21, ..., Tn)

Uy = Un (T, ... Tn)

qui soit de classe C!,bijective et dont l'inverse est aussi de classe C!. L’application ¢

transforme, en chaque point y,la base B(Y) en une nouvelle base

B'(y) = {(y), .-, &,(v)}

Le dessin ci-dessous illustre la situation dans le cas E = R2. Explicitement, en chaque

point y de l’espace RN, on a un changement de bases qui est donné par

0
=25,
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Notons la dépendance en y dans la formule ci-dessus. Définissons la matrice :

A=(Ny) = <§—Z<y>>.

C’est la matrice de changement de base au point y.Son inverse est donné par

A7 =T = () = (GE)

3.4.3 Cas d’un champ tensoriel d’ordre (1,0) (champ vectoriel)

Admettons que I'on ait maintenant un champ vectoriel, i.e. la donnée d’un vecteur v
de R" en tout point y de I'espace R™.Un champ vectoriel (ou champ tensoriel d’ordre

(1,0) ) est donc la donnée d’une application :

E = R* — R
y = u(y)

qui & tout point y associe un vecteur v(y). Notons v;(y) (resp.ti(y)) les coordonnées

de v(y) dans la base B(y) (resp.B'(y)).On montre alors qu’on a la relation suivante :

4w =3 g W)

ou matriciellement

Cette régle est similaire a celle obtenue en avec comme seule différence que la matrice
de changement de bases dépend du point y et est donnée par la matrice jacobienne

I’ = A~'. On parle dans ce cas de champ contravariant.

3.4.4 Cas d’un champ tensoriel d’ordre (0, 1)

Soit w un champ de formes linéaires, i.e. la donnée en tout point y de I’espace d’une

forme linéaire

w(y) : R" = R
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. On peut, en tout point y,considérer la base duale de B(y) que ’on note B*(y).Comme

précédemment, si
B*(y) = {ai(y)}

alors chaque forme linéaire w(y) s’écrit

w(y) =Y wi(y)-ci(y)
. Le changement de coordonnées donné par ¢ induit un changements des coordonnées

w;(y) qui suit la régle suivante :
0;
wh(y) =Y =2 (y)w
i(9) Ej o, Wu(y)

qui s’écrit matricellement

[w] = A" [u]

ou encore

[w] = (A™H) " [uf] (3.10)

Ce résultat n’est pas surprenant. L’équation (3.10) est semblable & la relation (3.6),la
matrice Pgp ayant été remplacgée par la matrice A. On parle dans ce cas d’un champ

covariant.

3.4.5 Cas d’un champ quelconque

On peut généraliser ce qui précéde au cas d’'un champ tensoriel d’ordre (p,q) quel-
conque. Les changements de coordonnées se font de la méme maniére que pour un
tenseur d’ordre (p,q) a la différence prés, a nouveau, que la matrice de changement

de bases dépend du point y (et de ¢). On remplace ainsi la matrice

Ppp

par la matrice

oy

A= (g
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