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La thermodynamique est la branche de la physique consacrée à la chaleur et aux 

notions connexes. La partie de la thermodynamique qui s’applique particulièrement aux 

réacteurs nucléaires traite des principes gouvernant le transfert de la chaleur d’une forme a un 

autre.  

Le transfert de chaleur est un processus d’une grande importance dans le domaine de 

l’industrie et des technologies. Bien qu’il se manifeste sous diverses formes (rayonnement, 

conduction et convection), cette dernière est la plus visée dans certains domaines bien 

spécifiés tels que le refroidissement des processeurs et des composantes électroniques, les 

radiateurs et les échangeurs de chaleurs des procédés industriels, etc. 

La plupart des problèmes scientifiques et les phénomènes physiques est modélisent 

sous la forme des équations (EDO, EDP,. . . etc.) linéaires ou non linéaires qui sont difficiles à 

résoudre dans la plupart cas. La résolution de ces équations se fait par des méthodes 

numériques telle que la méthode des éléments finis, la méthode des différences finis, et la 

méthode des volumes finis qui est la plus utilisée actuellement dans les codes simulation, et la 

méthode de simulation de Monte Carlo. 

Joseph Fourier est connu pour avoir déterminé, par le calcul, la diffusion de la chaleur 

en utilisant la décomposition d'une fonction quelconque en une série trigonométrique 

convergente. De telles fonctions sont appelées séries de Fourier. La méthode de calcul 

permettant de passer, de façon réversible, d'une fonction à la série trigonométrique 

correspondante est la transformation de Fourier. Cette méthode très féconde est devenue 

incontournable en théorie du signal, avec des applications majeures pour le traitement et la 

compression du son et de l'image numérique. 

L'objet du présent travail est de résoudre l’équation de chaleur à deux dimensions à 

l’absence d’une source de chaleur par la méthode de différences finies en appliquant 

l’algorithme de discrétisation explicite. 

Le premier chapitre sera une introduction générale sur la notion de chaleur et ses 

modes de transfert. Le deuxième chapitre sera un rappel rapide au sujet des équations 

différentielles en particuliers sur quelques types des équations de chaleur en présentant les 

différents types de l’algorithme de discrétisation. Le troisième chapitre est une application de 

l’algorithme explicite pour résoudre l’équation de chaleur décrivant le transfert thermique sur 

une plaque carré mis aux conditions aux limites de type Dirichlet.  
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Finalement on conclut ce travail en suggérant des perspectives.  
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CHAPITRE I 

LE TRANSFERT DE CHALEUR 
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I.1 Introduction 

La thermodynamique est une branche de physique a pour objet principal l'étude des 

phénomènes mécaniques (travail, pression,...) couplés aux phénomènes thermiques (chaleur, 

température,...), tous deux considérés du point de vue macroscopique. Elle est née au XIXème 

siècle de la nécessité de comprendre le fonctionnement des machines thermiques produites au 

début de l'ère industrielle. En raison du caractère universel des principes produits par la 

thermodynamique, celle-ci a par la suite dépassé le cadre strict de l'étude des machines, pour 

toucher tous les domaines de la physique dans lesquels la chaleur et son transfert jouent un 

rôle (électromagnétisme, optique,..), ainsi que d'autres disciplines scientifiques (chimie, 

biologie,...). 

On va aborder dans ce chapitre les notions de bases de la thermodynamique ainsi que 

les différents types de transfert de chaleurs et les lois fondamentales gouvernants. 

I.2 Définition d'un système thermodynamique 

 La thermodynamique s'attache à décrire le comportement de systèmes 

thermodynamiques. Un système thermodynamique est constitué d'un très grand nombre de 

particules (atomes, molécules, ions,...), généralement de l'ordre du nombre d'Avogadro (Na = 

6,02.1023). Un tel système peut alors être décrit à l'échelle macroscopique par des grandeurs 

statistiques (volume, pression, température, concentrations,...), qui sont des valeurs moyennes 

rendant compte du comportement des diverses particules constituant le système. Ces 

grandeurs statistiques sont appelées variables d'état[1]. On distingue les systèmes suivants 

I.2.1 Système fermé 

Un système fermé est tel qu'il n'échange pas de matière avec le milieu extérieur (en 

d'autres termes, la totalité de sa frontière est imperméable). 

I.2.2 Système ouvert 

 Un système est dit ouvert si les échanges de matière avec le milieu extérieur sont 

autorisés (il suffit pour cela qu'au moins une partie de la frontière soit perméable). 

I.2.3Système simple 
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Un système simple est un fluide contenant (N) moles d'un corps pur, homogène, 

occupant un volume (V) pour lequel on peut négliger les effets de pesanteur, d'énergie 

cinétique, d'inertie, ainsi que les effets de champ électrique ou magnétique. En outre, on 

supposera le système suffisamment étendu pour que l'on puisse négliger les effets de surfaces 

(comme la tension superficielle à la surface libre d'un liquide, par exemple). Un système 

simple ne pourra donc échanger de l'énergie avec l'extérieur que sous deux formes : travail 

mécanique ou chaleur. 

I.3La chaleur 

I.3.1 Définition 

En physique, on appelle chaleur une forme particulière de l’énergie. Cette équivalence 

de la chaleur et du travail constitue le premier principe de la thermodynamique. Il en résulte 

qu’énergie, travail et quantité de chaleur ont une même unité : le joule. A la base de l’étude 

des transferts thermiques se trouvent les concepts de quantité de Chaleur et de différence de 

température [2]. 

I.3.2 Flux de chaleur 

La chaleur s’écoule sous l’influence d’un gradient de température des hautes vers les 

basses températures. La quantité de chaleur transmise par unité de temps et par unité d’aire de 

la surface isotherme est appelée densité de flux de chaleur [3] 

φ =
1

𝐒
∗

∂Q

𝜕t
                                                              (1.1) 

Où s est l’aire de la surface. 

On appelle flux de chaleur la quantité de chaleur transmise sur la surface S par unité 

de temps 

φ =
∂Q

𝜕t
                                                                  (1.2) 

I.3.3 La Température 

On appelle température la grandeur physique qui mesure le degré de chaleur d’un 

corps ou d’un milieu. Lorsque deux corps sont placés dans une enceinte adiabatique, le corps 
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le plus chaud cède de la chaleur au corps le plus froid, jusqu’à ce que les deux corps aient la 

même température. 

I.3.4 Unités de chaleur 

La quantité de chaleur est exprimée dans les mêmes unités que L’énergie et le travail, 

à savoir en joules (J).On utilise également la calorie (Cal), définie comme la quantité de 

chaleur nécessaire pour élever la température de 1 g d’eau de 14,5oC à 15,5oC sous une 

pression de 1 atm. 

L’énergie mécanique peut être convertie en chaleur par frottement, et le travail 

mécanique nécessaire pour produire une calorie s’appelle «l’équivalent mécanique de la 

calorie». On a : 1 Cal =4,1855 J. 

I.3.5 Equation de la chaleur 

On s’intéresse à l’équation aux dérivées partielles linéaire d’ordre deux de type 

paraboliques sans source de chaleur 

𝑢𝑡(𝑥, 𝑡) − 𝑘∆𝑢(𝑥, 𝑡) =
𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 𝑡) − 𝑘 ∑

∂2u

𝜕𝑥𝑖
2

𝑑
𝑖=0 (𝑥, 𝑡) = 0                  (1.3) 

 

Pour u défini sur𝑅+, et  k > 0. C’est l´équation de la chaleur qui modélise des 

phénomènes d’évolution : diffusion de chaleur. 

I.4Équilibre thermodynamique 

I.4.1État stationnaire 

L'état d'un système est dit stationnaire si toutes les grandeurs qui le caractérisent 

demeurent constantes au cours du temps. Dans le cas contraire (une ou plusieurs variables 

d'état évoluent dans le temps), le système subit une transformation (ou évolution). 

I.4.2 État d'équilibre thermodynamique 

Un système est en équilibre thermodynamique si, étant isolé (absence de tout échange 

avec l'extérieur), son état est stationnaire. 

I.4.3Transformation réversible, irréversible   
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Une transformation réversible est constituée d'une suite d'états d'équilibre 

thermodynamique infiniment proches les uns des autres. Dans le cas contraire, elle est 

irréversible. 

Toutes les transformations réelles sont donc irréversibles. Comme nous le verrons par 

la suite, l'intérêt des transformations réversibles réside dans le fait que, le système étant 

toujours à l'équilibre, les variables d'état sont définies à chaque instant au cours de la 

transformation. Comme ces variables ne dépendent que de l'état du système, on sera toujours 

libre de calculer leur variation entre deux états d'équilibre distincts en imaginant une 

transformation réversible entre ces deux états même si, dans la réalité, la transformation est 

irréversible [3] 

I.5 Différents types de transformations 

I.5.1 Transformation isotherme 

C’est une transformation s'effectuant à température constante. 

I.5.2Transformation isobare 

C’est une transformation s'effectuant à pression constante. 

I.5.3 Transformation isochore 

C’est une transformation s'effectuant à volume constant. 

I.5.4 Cycle thermodynamique 

C’est une transformation telle que l'état final est le même que l'état initial. De ce fait, 

elle peut être répétée indéfiniment. 

I.6Coefficients thermo élastiques 

Ces coefficients permettent de caractériser le comportement des différents matériaux 

en fonction des paramètres d’êtas p, v, et T. 

I.6.1Coefficient de dilatation volumique 

Il représente la variation relative de volume résultant d'une variation de température. Il 

est homogène à l'inverse d'une température 
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𝛼𝑣 =
1

𝑣
(
𝜕𝑣

𝜕𝑡
)
P
                                                               (1.4) 

I.6.2 Coefficient relatif de pression  

Il est défini par 

𝛼𝑝 =
1

𝑝
(
𝜕𝑝

𝜕𝑡
)
V

                                                              (1.5) 

Il représente la variation relative de pression résultant d'une variation de température. 

Il est aussi homogène à l'inverse d'une température. 

I.6.3Coefficient de compressibilité isotherme  

Il est défini par 

𝑘t =
1

𝑣
(

𝜕𝑣

𝜕𝑝
)
t
                                                                (1.6) 

Il représente la variation relative de volume résultant d'une variation de pression. Il est 

homogène à l'inverse d'une pression 

I.7Le transfert de chaleur  

Le transfert de chaleur est un processus d’une grande importance dans le domaine   de 

l’industrie et des technologies. Bien qu.il se manifeste sous diverses formes (rayonnement, 

conduction, convection), cette dernière est la plus visée dans certains domaines bien spécifiés 

tels que le refroidissement des processeurs et composantes électroniques, les radiateurs et les 

échangeurs de chaleurs des procédés industriels, etc.  

L’amélioration du transfert de chaleur par convection est l’objet principal de plusieurs 

travaux, et pour se faire, un grand nombre de chercheurs ont mené une multitude d’essais 

numériques et expérimentaux portant sur la description des phénomènes gérant la conduction 

et la convection sous  l’effet  de la nature des systèmes dans lesquels elle a lieu (géométrie 

spécialement), et les propriétés des fluides impliqués ,(Propriétés physico-chimiques). 

I.8 Les types de transfert de chaleur 

Comme on a indiqué, le transfert de chaleur est définit par la transmission de l’énergie 

d’une région à une autre sous l’influence d’une différence de températures.Le transfert de 
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chaleur est régi, non seulement par une relation unique, mais, plutôt par une combinaison de 

différentes lois physique indépendantes. On distingue, généralement, trois modes de transfert 

(cf. Fig. 1.1) [4] 

* Conduction : Transfert dans la masse 

* Rayonnement : Transfert à distance d’autant plus important que la température est élevée. 

* Convection : Transfert par transport. 

I.8.1 La conduction 

La conduction est définie comme étant le mode de transmission de la chaleur (ou 

l’échange d’énergie interne). Provoquée par une différence de température entre deux milieux 

solides, en contact physique. Ainsi, le corps à température plus élevée donne de l’énergie 

thermique à celui dont la température est plus faible, sans qu’il y fasse transfert de matière. La 

différence de température entre deux corps provoque les transferts thermiques à l’intérieur 

même de chacun des corps. On obtient un système dynamique dans la conduction, 

l’énergie(Chaleur) se propage par contact direct des molécules sans un déplacement 

appréciable des Molécules[5] 

 

Figure 1.1:  Les trois types de Transfer de chaleur 

Le transfert de chaleur par conduction caractérise tous les transferts de chaleur qui 

s’effectuent dans les parois séparant deux corps à des températures différentes. C’est le cas 

des surfaces d’échange des échangeurs de chaleur, mais c’est aussi celui des murs et vitrages 

d’un bâtiment, des cuves contenant des liquides chauds ou froids, des parois des fours, etc... 
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Il est courant que les parois soient constituées de plusieurs matériaux ayant chacun un 

rôle spécifique (réfractaire, revêtement anticorrosion, isolant thermique, etc.) et qui sont des 

parois composites à travers lesquelles s’effectue le transfert de chaleur. 

Si les faces intérieure et extérieure d’une vitre d’une maison sont à des températures 

différentes il y a conduction thermique dans l’épaisseur de la vitre. En hiver par exemple, si la 

température de la face extérieure est de - 10OC et celle de la face intérieure est de20OC, le 

transfert de chaleur se fait de l’intérieur à l’extérieur. (cf. Fig. 1.2) 

 

Figure 1.2: Schémas de principe sur les mécanismes de transferts de chaleur par conduction thermique 

I.8.2 Rayonnement 

C’est un mode de transfert de chaleur qui nous est familier : L’hiver devant un bon feu 

ou l’été sur la plage au soleil. La chaleur passe d’un corps à haute température vers un corps à 

basse température sous forme d’un rayonnement électromagnétique (photon); les deux corps 

devant   être dans un milieu transparent (comme l’air ou le vide).Voir Fig. 1.3 

 

Figure 1.3: Schémas de principe sur les mécanismes de transferts de chaleur par rayonnement 

Le rayonnement infrarouge est appliqué dans de très nombreux procédés industriels. 

Son action sur la matière est essentiellement thermique et les applications principales 

concernent [5] 

-  Le séchage (papiers, cartons, textiles, etc.) ; 

-  La cuisson (teintures, apprêts, enductions...) ; 

- Le chauffage (avant formage de matériaux divers, traitements thermiques, soudage, 

chauffage de postes de travail...) ; 
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-  Les polymérisations (encres, revêtements, emballages...) ; 

-  La stérilisation (.acons pharmaceutiques, produits alimentaires divers...).   

I.8.3 Convection 

La convection est une mode de transport d’énergie par l’action combinée de la 

conduction, de l’accumulation de l’énergie et du mouvement du milieu. La convection est le 

mécanisme le plus important de transfert d’énergie entre une surface solide et un liquide ou un 

gaz. Le transfert d’énergie par convection d’une surface dont la température est supérieure à 

celle du fluide qui l’entoure s’effectue en plusieurs étapes (fig. 1.4). 

D’abord la chaleur s’écoule par conduction de la surface aux particules fluides 

adjacentes L’énergie ainsi transmise sert à augmenter la température et l’énergie interne de 

ces particules. Ensuite ces dernières vont se mélanger avec d’autres particules situées dans 

une région à basse température et transférer une partie de leur énergie, celle-ci est à présent 

emmagasinée dans les particules fluides et elle est transportée sous l’effet de leur mouvement.  

La quantité de chaleur échangée par unité de temps dépend de plusieurs paramètres : 

 La différence de température entre la paroi et le fluide. 

 La vitesse du fluide. 

 La capacité thermique massique du fluide. 

 La surface d’échange. 

  L’état de surface du solide. 

  Sa dimension...etc. 

Selon le mécanisme qui génère le mouvement du fluide, on distingue : 

a) La convection naturelle ou libre 

Pour laquelle le mouvement provient de l'action simultanée de différences de 

température existant au sein du milieu, et d'un champ de force massique. 

b) La convection forcée 

Pour laquelle le mouvement est imposé par une action extérieure(pompe, 

ventilateur...). 
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1.4 : Schémas de principe sur les mécanismes de transferts de chaleur par convection. 

Les applications du transfert de chaleur par convection sont beaucoup trop nombreuses 

pour que l’on puisse envisager de les citer toutes. Elles interviennent chaque fois que l’on 

chauffe ou que l’on refroidit un liquide ou un gaz, qu’il s’agisse de faire bouillir de l’eau dans 

une casserole, du radiateur de chauffage central, du radiateur associé au moteur d’une voiture 

ou de l’échangeur dans un procédé, évaporateur ou condenseur. 

La convection s’applique même si la surface d’échange n’est pas matérialisée par une 

paroi, ce qui est le cas des condenseurs par mélange ou des réfrigérants atmosphériques, voire 

des sécheurs à air chaud. [5] 

I.9 Lois fondamentales du transfert de la chaleur 

I.9.1Loi fondamentale de la conduction 

Considérons une plaque plane (D), de surface (S) et d’épaisseur (e) (voir Fig.1.5), et 

soit dQ, la quantité de chaleur échangée entre la plaque et l’air ambiant pendant le temps dt. 

On définit le flux de chaleur (flux thermique, f) comme la puissance échangée entre la surface 

S de la plaque et le milieu extérieur. [6] 

 

Fig.(1.5)Plaque plane 

 

∅ =
𝑑𝑄

𝑑𝑡

[𝐽]

[𝑠]
; [𝑤]                                                      (1.7) 
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On définit la densité de flux thermique comme la puissance échangée par unité de 

surface de la plaque 

𝜑 =
𝑑𝑄

𝑆 .𝑑𝑡

[𝐽]

[𝑚2.𝑠]
; [

𝑤

𝑚²
]                                                (1.8) 

Les principes fondamentaux de la thermodynamique nous font savoir que : 

- L’énergie est conservée en l’absence d’une source de chaleur ; 

- La chaleur transmise passe toujours du corps chaud vers le corps froid (dans notre cas : 

T1>T2). 

On peut vérifier expérimentalement que :  

Q = 𝑘
𝑠

𝑒
. (𝑇1 − 𝑇2)                                                  (1.9) 

tels que  

Q : la quantité de chaleur échangée à travers la surface (S) ; 

K : le facteur de proportionnalité appelé conductivité thermique qui est une caractéristique du 

matériau, son unité de mesure est [W/m.K] ou [kcal/h.m.C]. 

Pour un élément infinitésimal, dès, la relation (1.9) s’écrit  

𝑑𝑄 = 𝑑∅ = −𝑘. 𝑑𝑠.
𝜕𝑇

𝜕𝑥
                                            (1.10) 

Le signe (-) : pour tenir compte du sens de flux thermique, le gradient qui va de la plus 

grande grandeur à la plus petite est négative (voir interprétation mathématique ci-après). 

L’équation (1.9) est attribuée au mathématicien et physicien Français J. B. Fourier qui en 

1822 énonça sa loi et qui peut se traduire comme suit : «En tout point d’un milieu isotrope, la 

densité de flux thermique instantané, est proportionnelle à la conductivité thermique du milieu 

et au gradient de température» [6]. 

L’équation (1.10) peut s’écrire sous la forme suivante : 

∅ =
𝑇1−𝑇2

𝑒
𝑘.𝑠

                                                               (1.11)                          

tel que   
𝒆

𝒌.𝒔
 , représente la résistance thermique que le matériau oppose à l’écoulement de la 

chaleur par conduction. L’inverse de la résistance thermique représente la conductance 

thermique et désignée par
𝒌𝒔

𝒆
 . 
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- 
𝑘

𝑒
: représente la conductance thermique par unité de surface et est appelé l’unité de 

conductance thermique pour l’écoulement de la chaleur par conduction. 

I.9.2 Loi fondamentale de la convection 

La loi fondamentale de la convection est la loi de Newton traduite par la relation 

expérimentale de flux de chaleur échangé par convection entre un fluide et une paroi solide 

[6]. 

∅ = 𝑘. 𝑠(𝑇chaud − 𝑇𝑓𝑟𝑜𝑖𝑑)                                          (1.12) 

ℎ =  𝑘𝑓𝑙𝑢𝑖𝑑𝑒/𝛿                                                           (1.13) 

tels que : 

𝛿: Représente l’épaisseur d’un film mince du fluide adhéré à la paroi solide ; 

Kfluide: La conductivité thermique du fluide, 

h : Le coefficient du transfert de chaleur par convection,  

I.9.3 Loi fondamentale du rayonnement 

Le flux de chaleur rayonné par un milieu de surface (S) et de température (T) 

s’exprime grâce à la loi de Stefan, et Boltzmann [6]par : 

∅𝑒𝑚𝑖𝑠 = 𝜀. 𝜎. 𝑆. 𝑇4                         (1.14) 

𝜎: Constante de Stefan-Boltzmann,𝜎 = 4.92.10-8 kcal/h.m2.K 

𝜀: L’émissivité de la surface sans unité et T en [K] 
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CHAPITRE 2 

LES EQUATIONS DE CHALEURS 
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II.1Introduction 

L’équation de la chaleur est une équation aux dérivées partielles parabolique, pour 

décrire le phénomène physique de conduction thermique. On doit ces équations à Jean 

Baptiste Joseph Fourier qui en étudiant la propagation de la chaleur en 1811, modélisa 

l’évolution de la température avec des séries trigonométriques, appelés depuis séries de 

Fourier et transformées de Fourier. Il a permis ainsi une grande amélioration de la 

modélisation mathématique des phénomènes physiques. [1]  

Dans ce chapitre, on discute l’importance des équations différentielle dans la 

modélisation des systèmes physiques en détaillant l’exemple de l’équation de chaleur ainsi 

que la résolution numérique basé sur la méthode de différences finies.  

II.2Equations différentielles 

Les équations différentielles et les systèmes différentiels ont une importance 

fondamentale dans les problèmes pratiques. Ceci est dû au fait qu’un grand nombre de lois et 

de relations physiques se traduisent mathématiquement sous forme d’équations différentielles. 

Les équations différentielles constituent une des branches les plus fertiles des mathématiques, 

l’étude de ce type d’équations différentielles est liée à l’étude des phénomènes naturels. 

Une première approximation dans cette étude consiste en effet à simplifier les relations 

entre les fonctions représentant ces phénomènes et leurs dérivées, jusqu’à obtenir des 

équations différentielles linéaires, c’est-à-dire du premier degré par rapport aux fonctions et 

aux dérivées.  

Dans le cas d’une seule fonction dépendant d’une seule variable la forme générale 

d’une telle équation est : 

𝑦𝑛 + 𝐴1(𝑥)𝑦(𝑛−1) + ⋯𝐴𝑛𝑦(𝑥) = 𝑑(𝑥)                                       (2.1) 

Une deuxième approximation consiste à prendre dans chacun des coefficients An(x) 

développés en série de Maclaurin le terme constant seul. On obtient ainsi les équations à 

coefficients constants d’importance pratique considérable et que nous étudierons.  

II.3 Formulation des équations différentielles 

II.3.1Équations différentielles partielles 
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Notre compréhension des phénomènes du monde réel et notre technologie sont 

aujourd’hui en grande partie basées sur les équations aux dérivées partielles. 

D’une manière générale, la modélisation des phénomènes physiques repose sur la 

résolution d’équations aux dérivées partielles, qui seront notées en abrégé EDP. Ces équations 

correspondent à la traduction mathématique des lois de la physique  

 Mécanique des fluides : équations de Navier-Stockes 

 Electromagnétisme : équations de Maxwell 

 Thermique : équation de la chaleur 

 Mécanique quantique : équation de Schrödinger 

Le caractère particulier d’une équation aux dérivées partielles (EDP) est de mettre en 

jeu des fonctions de plusieurs variables (x ,y,....) ↦ u(x ,y,...) s’écrit sous la forme  

𝐹 (𝑥 , 𝑢(𝑥), 𝐷𝑢(𝑥), . . , 𝐷𝑝𝑢(𝑥)) = 0                                (2.2)  

telle que: u : ℝ𝑛↦ℝ est une fonction inconnue avec n et p des entiers strictement positifs 

données et F : ℝ𝑛ₓ ℝₓℝnₓ ℝn²ₓ .......ₓℝnᴾest une fonction donnée, l’entier p est appelé l’ordre de 

l’E.D.P 

II.3.2 Équations différentielles ordinaires 

 Une équation différentielle ordinaire, également notée EDO, d’ordre n est une relation 

entre la variable réelle 𝑥, une fonction inconnue𝑥 ↦ 𝑦(𝑥) et ses dérivées𝑦ʹ ,𝑦ʹʹ, .....𝑦𝑛au point 

x définie par [2] 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦ʹʹ, … , 𝑦𝑛) = 0                                            (2.3) 

Où F n’est pas indépendante de sa dernière variable   𝑦𝑛On prendra dans un intervalle 𝐈de ℝ(I 

peut êtreℝ tout entier). La solution y en général sera à valeurs dansℝ𝑁,  𝑁 ∈ 𝑁∗où N sera le 

plus souvent égal à 1, 2 ou 3. On dit que cette équation est scalaire si F est à valeurs dans ℝ. 

II.3.3Équations différentielles linéaires du premier ordre 

On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre, une équation linéaire par 

rapport à la fonction inconnue et à sa dérivée. Une telle équation est de la forme  

a(x)yʹ + b(x)y = c(x)                                                        (2.4) 
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où a, b et c sont des fonctions données de x; a (x) ; et b (x) sont appelés coefficients et c (x) le 

second membre. On associe à l’équation (2.4), l’équation sans second membre 

a(𝑥)yʹ + b(𝑥)y = 0                                                        (2.5) 

qui est à variables séparable. 

II.3.4Équations différentielles linéaires du second ordre acoefficients 

constants 

On appelle équation différentielle linéaire du deuxième ordre une équation linéaire par 

rapport à la fonction inconnue et à ses deux premières dérivées, soit 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦ʹ, 𝑦ʹʹ) = 0                                                     (2.6) 

Une équation différentielle linéaire du second ordre à coefficients constants est de la 

forme 

𝑎(𝑥)𝑦ʹʹ + 𝑏(𝑥)𝑦ʹ + 𝑐(𝑥)𝑦 = 𝑓(𝑥)                                  (2.7) 

Où a ,b et c sont des constantes données et f une fonction donnée. On associe à l’équation 

(2.7) l’équation sans second membre 

𝑎(𝑥)𝑦ʹʹ + 𝑏(𝑥)𝑦ʹ + 𝑐(𝑥)𝑦 = 0                                      (2.8) 

II.3.5 Équations différentielles linéaires du n-ième ordre 

On appelle équation différentielle linéaire du n-ième ordre, une relation de la forme 

𝑓[x, y, yʹ,…𝑦𝑛 ]= 0 reliant la variable x, une fonction inconnue y de la variable x et les 

dérivées successives yʹ,…𝑦𝑛 de cette fonction. 

II.4 Exemples des équations différentielles au 1ier ordre 

Une classe restreinte, mais importante, d’équations différentielles ont des solutions 

mathématiques sous la forme de fonctions transcendantes ou de fonctions spéciales en 

général. Nous allons donc donner un rapide aperçu de ces équations différentielles 

particulières qui contiennent en autres quelques équations différentielles non-linéaires, dont 

l’immense majorité ne peut être résolue que numériquement. 

II.4.1 Equation à coefficients constants 
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Les équations différentielles à coefficients constants a, et b de forme générale   

𝑎
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑏𝑦(𝑥) = 𝑐(𝑥)                                              (2.9) 

ont pour solution générale 

  𝑦(𝑒) = 𝑒
−𝑏

𝑎𝑥⁄ (∫𝑑𝑡
𝑐(𝑡)

𝑎
𝑒

𝑏

𝑎𝑡 + 𝑐𝑠𝑡𝑒)                               (2.10) 

II.4.2 Equation linéaire 

Une équation différentielle linéaire a pour forme générale 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑓(𝑥)𝑦(𝑥) = 𝑔(𝑥)                                           (2.11) 

oùf(x) et g(x) sont des fonctions arbitraires. La solution de cette équation est 

𝑦(𝑥) = 𝑒∫𝑓(𝑢)𝑑𝑢(∫𝑑𝑡 𝑔(𝑡)𝑒𝑓(𝑢)𝑑𝑢 + 𝑐𝑠𝑡𝑒)                      (2.12) 

II.4.3 Equation de Bernoulli 

L’équation de Bernoulli a pour forme générale  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑓(𝑥)𝑦(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝑦(𝑥)𝑎 = 0                                   (2.13) 

Ouf(x) et g(x) sont des fonctions arbitraires, et a est une constante. En introduisant le 

changement de fonction 

𝑦(𝑥) = 𝑢(𝑥)
1

1−𝑎                                                                (2.14) 

L’équation (2.14) devient une équation différentielle du premier ordre  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= (𝑎 − 1)(𝑢(𝑥)𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥))                                        (2.15) 

qui s’intègre alors comme une équation différentielle linéaire.  

II.4.4 Equation de Clairaut 

Une équation de Clairaut est une équation introduit une fonction g. Sa forme est  

𝑦(𝑥) = 𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑔(

𝑑𝑦

𝑑𝑥
)                                               (2.16) 
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Ce type admet une solution linéaire de la forme 

𝑦(𝑥) = 𝐶𝑥 + 𝑔(𝑐)                                                    (2.17) 

où C, est une constante arbitraire. On peut aussi exprimer la solution de l’équation sous forme 

paramétrique 

𝑥(𝑠) = −ġ(𝑠)                                                          (2.18) 

 

𝑦(𝑠) = 𝑔(𝑠) − 𝑠ġ(𝑠)                                                (2.19) 

II.5 Equation de la Chaleur 

II.5.1 Equation de la chaleur en coordonnées cartésiennes 

Dans le cas tridimensionnel, nous obtenons l’équation de la chaleur dans le cas le plus 

général 

𝑝𝑐
𝜕𝑇

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑥
(𝜆𝑥

𝜕𝑇

𝜕𝑥
) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝜆𝑦

𝜕𝑇

𝜕𝑦
) +

𝜕

𝜕𝑧
(𝜆𝑧

𝜕𝑇

𝜕𝑧
) +�̇�                         (2.20) 

Cette équation peut se simplifier dans un certain nombre de cas 

a) Si le milieu est isotrope :𝜆𝑥=𝜆𝑦=𝜆𝑧=λ 

b) S’il n’y a pas de génération d’énergie à l’intérieur du système : 𝑞 ̇ =0 

c) Si le milieu est homogène, λ n’est fonction que de T.  

Les hypothèses (a) + (b) + (c) permettent d’écrire  

𝜆 (
𝜕2𝑇

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝑇

𝜕𝑦2 +
𝜕2𝑇

𝜕𝑧2) +
𝑑𝜆

𝑑𝑡
[(

𝑑𝑇

𝑑𝑥
)2 + (

𝑑𝑇

𝑑𝑦
)2 + (

𝑑𝑇

𝑑𝑧
)2] = 𝑝𝑐

𝜕𝑇

𝜕𝑡
                       (2.21) 

d) Si de plus 𝜆 est constant (écart modéré de température), nous obtenons l’équation de 

Poisson : 

α∇2𝑇 =
𝜕𝑇

𝜕𝑡
                                                          (2.22) 

Le rapport  𝛼 =
𝜆

𝑝𝑐
 est appelé la diffusivité thermique (𝑚2.𝑠−1)  Qui caractérise la vitesse 

dePropagation d’un flux de chaleur à travers un matériau. 

e) En régime permanent, nous obtenons l’équation de Laplace 
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∇2𝑇 = 0                                                           (2.23) 

II.5.2 Equation de la chaleur en coordonnées cylindriques 

Elle s'écrit sous la forme  

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟

𝜕𝑇

𝜕𝑟
) +

𝜕

𝜕𝑧
(
𝜕𝑇

𝜕𝑧
) +

1

𝑟2

𝜕

𝜕𝜃
(
𝜕𝑇

𝜕𝜃
) +

𝜑

𝜆
=

1

𝛼

𝜕𝑇

𝜕𝑡
                                  (2.24) 

 

Dans le cas d’un problème à symétrie cylindrique où la température ne dépend que de 

r et de z, l’équation (2.24) peut s’écrire sous la forme  

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟

𝜕𝑇

𝜕𝑟
) +

𝜕

𝜕𝑧
(
𝜕𝑇

𝜕𝑧
) +

q̇ 

𝑘
=

1

𝛼

𝜕𝑇

𝜕𝑡
                                              (2.25) 

q̇

𝑘
= 0(Sans source de chaleur). Donc l’équation devient  

1

𝑟

𝜕𝑇

𝜕𝑟
+

𝜕2𝑇

𝜕𝑟2 +
𝜕2𝑇

𝜕𝑧2 =
1

𝛼

𝜕𝑇

𝜕𝑡
                                                      (2.26) 

II.5.3 Equation de la chaleur en coordonnées sphériques 

 En coordonnées sphérique, on a   

1

𝛼

𝜕𝑇

𝜕𝑟
=

1

𝑟

𝜕2(𝑟𝑇)

𝜕ṙ2 +
1

𝑟2 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(sin 𝜃

𝜕𝑇

𝜕𝜃
) +

1

𝑟2 sin2 𝜃

𝜕2𝑇

𝜕𝜑2 +
�̇�

𝜆
                 (2.27) 

II.6 Résolution par la méthode des différences finis 

La méthode consiste à remplacer les dérivées partielles par des différences divisées 

oucombinaisons de valeurs ponctuelles de la fonction en un nombre fini de points discrets ou 

nœuds du maillage. Elle repose sur deux notions : la discrétisation et la convergence du 

schéma numérique ainsi obtenu [5] 

II.6.1 Les schémas numériques 

(a) Schéma explicit 

Soit j l’indice représentant la variable spatiale, et n représentant la variable temporel. 

L’équation (2.21) à une dimension sera approximer par le schéma suivant (fig. 2.1) 

 
𝑢𝑗

𝑛+1−𝑢𝑗
𝑛

∆𝑡
= 𝛼

𝑢𝑗−1
𝑛 −2𝑢𝑗

𝑛+𝑢𝑗+1
𝑛

∆𝑥2                                          (2.28) 
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Figure 2.1: Schéma explicit 

 

On remarque qu’on a utilisé un schéma avant d’ordre un pour la dérivée par rapport au 

temps, et un schéma centré d’ordre deux pour la dérivée par rapport à l’espace.Lors de cette 

discrétisation nous avons choisi de prendre les termes de droites au temps n.ce schéma 

s’appelle un schéma explicite, puisqu’il permet de formuler l’expression de lavariable au 

point i et à l’instant n+1 explicitement en fonction de la solution déjà calculée autemps n. Ce 

schéma est représenté par la molécule suivante 

𝑢𝑗
𝑛+1 = 𝐾𝑢𝑗−1

𝑛 + (1 − 2𝐾)𝑢𝑗
𝑛 + 𝐾𝑢𝑗+1

𝑛                                 (2.29) 

avec 

𝐾 = 𝛼
ℎ

𝑑2                                                             (2.30) 

h, et d sont les paramètres de maillage associes aux indices n, et j respectivement. 

Cette équation sera appliqué aux nœuds d’une même rangé (c.à.d. n = cste). 

(b) Schéma implicite 

Reprenons le problème de la conduction thermique non stationnaire et réécrivons 

l’équation discrète comme suit (les termes de droite sont au temps (n+1). Voir fig. 2.2 
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Figure 2.2: Schéma implicite 

 
𝑢𝑖

𝑛+1−𝑢𝑖
𝑛

∆𝑡
= 𝑎

𝑢𝑖−1
𝑛+1−2𝑢𝑖

𝑛+1+𝑢𝑖+1
𝑛+1

∆𝑥2                                             (2.31) 

 

Après groupement et arrangement : 

𝜆𝑢𝑖−1
𝑛+1 − (1 − 2𝜆)𝑢𝑖

𝑛+1 + 𝜆𝑢𝑖+1
𝑛+1 = 𝑢𝑖

𝑛                                     (2.32) 

Cette équation présente trois inconnus en même temps, ce qui ne permet pas de la 

résoudre directement comme c’était le cas pour le schéma explicite. Cette forme de 

discrétisation est appelée schéma implicite. Pour trouver la solution il faut écrire l’ensemble 

des équations issues de l’application de la dernière équation sur tous les nœuds de la même 

ligne et en suite résoudre le système tout entier [6]. 

(c) Schéma de la Direction alternée implicite (ADI) 

Procédé ADI peut être appliquée pour le système à deux ou trois dimensions pour obtenir 

une matrice de coefficients tri diagonale.    

 

Figure 2.3 : Schéma ADI 
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∇2𝑢 = 0                                                               (2.33) 

 

La valeur au niveau du nœud (i, j) pour l'itération (m + 1) est donnée à titre 

𝑢𝑖,𝑗
𝑚+1 =

1

4
[𝑢𝑖,𝑗+1

(𝑚)
+ 𝑢𝑖,𝑗−1

(𝑚)
+ 𝑢𝑖+1,𝑗

(𝑚)
+ 𝑢𝑖−1,𝑗

(𝑚)
]                                   (2.34) 

Nous ajoutons maintenant et soustrayons de cette équation pour obtenir 

𝑢𝑖,𝑗
𝑚+1 = 𝑢𝑖,𝑗

(𝑚)
+

1

4
[𝑢𝑖,𝑗+1

(𝑚)
+ 𝑢𝑖,𝑗−1

(𝑚)
+ 𝑢𝑖+1,𝑗

(𝑚)
+ 𝑢𝑖−1,𝑗

(𝑚)
− 4𝑢𝑖,𝑗

(𝑚)
]                         (2.35) 

Ou de façon équivalente  

𝑢𝑖,𝑗
𝑚+1 − 𝑢𝑖,𝑗

(𝑚)
=

1

4
{[𝑢𝑖,𝑗+1

(𝑚)
− 2𝑢𝑖,𝑗

(𝑚)
+ 𝑢𝑖,𝑗−1

(𝑚) ] + [𝑢𝑖+1,𝑗
(𝑚)

− 2𝑢𝑖,𝑗
(𝑚)

+ 𝑢𝑖−1,𝑗
(𝑚)

]}            (2.36) 

Chaque itération est considérée comme une procédure en deux étapes dans lequel la première 

étape fait avancer à la (m) niveau de la seconde étape (m + 1) niveaux.  

Première étape : 

𝑢𝑖,𝑗
(𝑚+1/2)

− 𝑢𝑖,𝑗
(𝑚)

=
1

4
{[𝑢𝑖,𝑗+1

(𝑚+1/2)
− 2𝑢𝑖,𝑗

(𝑚+1/2)
+ 𝑢𝑖,𝑗−1

(𝑚+1/2)
] + [𝑢𝑖+1,𝑗

(𝑚)
− 2𝑢𝑖,𝑗

(𝑚)
+ 𝑢𝑖−1,𝑗

(𝑚)
]}    

(2.37) 

Deuxième étape : 

𝑢𝑖,𝑗
𝑚+1 − 𝑢𝑖,𝑗

(𝑚+1/2)
=

1

4
{[𝑢𝑖,𝑗+1

(𝑚)
− 2𝑢𝑖,𝑗

(𝑚)
+ 𝑢𝑖,𝑗−1

(𝑚) ] + [𝑢𝑖+1,𝑗
(𝑚+1/2)

− 2𝑢𝑖,𝑗
(𝑚+1/2)

+ 𝑢𝑖−1,𝑗
(𝑚+1/2)

]} 

(2.38) 

La méthode ADI produit un ensemble d'équations tri diagonale à la (m + 1/2) niveau. 

Les équations peuvent être résolues long de toutes les lignes de la grille, une ligne à la fois. 

Une fois, tous les nœuds ont été élevés à la (m + 1/2) niveau, une procédure similaire pour la 

colonne de nœuds est appliquée. Une itération en deux étapes est achevée lorsque les 

nouvelles valeurs sont calculées [11]. 

II.6.2 Les volumes finis 

La méthode intègre, sur des volumes élémentaires de forme simple, les équations 

écrites sous forme de loi de conservation. Elle fournit ainsi de manière naturelle des 

approximations discrètes conservatives et est particulièrement bien adaptée aux équations de 
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la mécanique des fluides. Sa mise en œuvre est simple avec des volumes élémentaires 

rectangles [12]. 

II.6.3 Les éléments finis 

La méthode consiste à approcher, dans un sous-espace de dimension finie, un 

problème écrit sous forme vibrationnelle (comme minimisation de l'énergie en général) dans 

un espace de dimension infinie. La solution approchée est dans ce cas une fonction 

déterminée par un nombre fini de paramètres comme, par exemple, ses valeurs en certains 

points ou nœuds du maillage [12]. 

II.8 La méthode de simulation de Monte Carlo 

La simulation par la méthode de Monte Carlo est aujourd’hui l’une des techniques les 

plus utilisées pour étudier le fonctionnement physique des composants électroniques, offrant 

la possibilité de reproduire fidèlement les divers phénomènes microscopiques qui se 

produisent dans les matériaux semi-conducteurs [8]. 

La méthode de Monte Carlo permet de réaliser trois objectifs. Premièrement ; elle 

facilite l'étude des phénomènes de mobilité ou de diffusion dans les matériaux, par la 

comparaison des résultats obtenus théoriquement avec les données expérimentales. Elle peut 

nous apporter des éléments utiles et nouveaux sur les mécanismes physiques qui déterminent 

la dynamique électronique dans un semi-conducteur. Deuxièmement ; elle permet de faire une 

étude précise des variations de la vitesse de dérive et du coefficient de diffusion en régimes 

stationnaire et transitoire. Elle peut fournir les données de base nécessaires à la résolution 

numérique des composants à partir des équations de l'électrocinétique. Troisièmement ; elle 

permet la simulation directe de certains de ces composants et s'avèrent, en définitive, des 

méthodes d'approche plus précise, plus fiable et même parfois plus simple que les techniques 

numériques classiques [9]. Ses qualités se définissent par la rapidité de l’exécution et la 

souplesse d’emploi dans les diverses applications. 

La méthode de Monte Carlo est basée sur un processus de tirage au sort à partir de lois 

de probabilités calculées. Ces lois sont les probabilités d’interactions subies par les porteurs 

durant leur mouvement dans le semi-conducteur. 
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Il y a deux approches possibles pour simuler le comportement des électrons dans un 

semi-conducteur : Déterminer la fonction de répartition des électrons en résolvant l'équation 

de Boltzmann ; et suivre le comportement de chaque électron au cours du temps. 

II.8.1 Principe de la méthode 

L’idée de base de la méthode consiste à simuler le mouvement dans le temps, un ou 

plusieurs porteurs dans l’espace des vecteurs d’ondes des points représentatifs de ces porteurs, 

tenant compte  

a. De l’accélération due aux forces appliquées aux porteurs 

𝜕�⃗� 

𝜕𝑡
=

𝑞�⃗� 

ℏ
                                                               (2.39) 

La connaissance de la bande d’énergie permet de calculer l’énergie du porteur, à chaque 

instant.  

ℰ(�⃗� ) =
ℏ2𝐾2

2𝑚∗                                                           (2.40) 

b. Des collisions subies par ces porteurs induisant des transitions brutales entre les états. 

Connaissant la position d’un porteur de charge dans l’espace des vecteurs d’onde K, il est 

possible de la connaitre dans l’espace géométrique réel ; et la connaissance de la structure de 

bande d’énergie ℇ(�⃗� )permet de calculer la vitesse des porteurs à chaque instant  

𝑣 =
𝜕ℰ

ℏ 𝜕�⃗� 
                                                              (2.41) 

Par intégration, nous calculons la position des porteurs, au cours du temps. Il est possible 

d’accéder à toutes les grandeurs moyennes ; énergie moyenne, vitesse,…Celles-ci peuvent 

être déduites de deux façons différentes : soit par l’observation d’un grand nombre de 

particules permettant de calculer les moyennes d’ensemble (cette définition est utile quand les 

conditions d’étude changent dans le temps), soit par observation d’un seul électron pendant 

une durée suffisamment grande. La trajectoire de chaque électron sera constituée par une suite 

de vols libres effectués sous l’influence de la force externe, puis des chocs sur les différents 

obstacles présentés par le milieu où évolue le porteur. 

II.8.2 Avantage de la méthode 

L’avantage des méthodes de Monte Carlo est de pouvoir obtenir à la fois la durée de 

vol libre, et les états du porteur après les chocs en utilisant un procédé basé d’une part sur le  
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tirage de nombres aléatoires et d’autre part sur la connaissance des densités de probabilités 

correspondant aux interactions auxquelles est soumis le porteur. 

Un des principaux avantages de ces méthodes est leur souplesse d’utilisation. Une fois 

le processus élémentaire de simulation est mis au point, les conditions d’utilisation de celui-ci 

peuvent être variées à l’infini. L’application la plus simple que l’on puisse imaginer est 

l’étude de la dynamique électronique dans un matériau supposé infini et homogène soumis à 

des conditions stationnaires, en fonction du temps. La situation peut se compliquer 

singulièrement quand le matériau est inhomogène, ou lorsque le champ appliqué n’est plus 

constant dans le temps ni uniforme dans l’espace.  

Dans le cas où les concepts habituels de bande d’énergie et de collisions instantanées 

restent valides, la méthode de Monte Carlo montre sa supériorité lorsque les phénomènes se 

compliquent quelque peu. En effet ; elle permet de tenir compte facilement des non 

stationnarités spatiales ou temporelles que l’on veut étudier. Cette méthode est actuellement la 

seule susceptible d’étudier les manifestations des porteurs chauds quelque soient les régimes 

de champ appliqué. Elle tient compte de façon complète, des formes de bandes d’énergie 

même complexes ; et c’est le cas particulier de l’étude des alliages ternaires et de tous les 

détails de la dynamique microscopique avec des hypothèses simplificatrices réduites au 

minimum.  

En contrepartie, la méthode de Monte Carlo est attachée d’erreur statistique. Comme 

pour tout phénomène statistique, on peut améliorer la précision en augmentant la durée 

d’observation t. Malheureusement, l’amélioration de l’erreur n’évolue qu’en 1 t ; et ceci peut 

être un gène important quand on étudie des comportements fins : estimation d’une mobilité 

différentielle négative ou vitesse de pic en fonction de certains paramètres (température ou 

dopage du matériau, par exemple). Ce problème nécessite un soin particulier en absence d’une 

relation analytique. Il découle que cette méthode nécessite parfois des moyens de calcul 

importants. 

Une autre propriété caractéristique jouant en défaveur de la méthode de Monte Carlo 

est que celle-ci fonctionne moins bien en champ faible qu’en champ fort, au moins quand on 

s’intéresse à la vitesse de dérive. Une bonne estimation de la moyenne exigera une longue 

intégration, et par conséquent un allongement du temps de calcul. 
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II.9 Importance de la Simulation 

Les outils de simulation numérique occupent une place prépondérante dans les études 

en physique du bâtiment. La démarche de conception optimale qui résulte de l’épuisement des 

ressources énergétiques et du souci de préservation de l’environnement, n’a fait qu’ampli leur 

utilisation.[10] 

La simulation se définit comme l’utilisation ou la résolution de modèles correspondant 

à un système donné pour étudier le comportement de ce dernier dans un contexte précis. Elle 

est la suite logique de la modélisation qui est la première approche d’une simulation. De 

nombreux codes de simulation numérique reposent sur cette méthode : Fluent, StarCD, CFX, 

FineTurbo, elsA,… 

Les étapes nécessaires pour réussir une simulation d’un problème est  

1. Définition de problème.    

2. Choix du modèle de simulation 

3. Définition des caractéristiques de modèle. 

4. Choix des critères de convergence 

5. Algorithme 

6. Lancement de la simulation 

7. Sauvegardes  
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CHAPITRE 3 

DISCRETISATION EXPLICITE DE L’EQUATION DE 

CHALEUR POUR UNE PLAQUE CARRE MIS AUX 

CONDITIONS AUX LIMITES CONSTANTES DE 

TYPE DIRICHLET 
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III.1 Introduction 

Dans ce chapitre, on s’intéresse à la résolution numérique de l’équation de chaleur 

bidimensionnelle décrivant le transfert de chaleur à travers les régions d’une plaque carré 

homogène d’un matériau de diffusivité𝛼 (généralement de l’ordre 10-6). La méthode utilisée 

est celle de différences finies sous sa version explicite expliquée dans le chapitre précédent. 

L’étude se base sur un maillage de paramètres temporel et spatiales selon les deux 

directions. On va voir à l’aide de programme Maple que l’équation de chaleur se transforme 

par discrétisation à une relation de récurrence décrivant tous l’espace. On fait un test de 

programme pour certain maillage puis on étudie le comportement de chaleur suivant les 

valeurs de la constante adimensionnelle K introduite dans (2.30). Notre étude est supportée 

par des graphes et discussions. 

III.2 Description de problème 

 On considère un matériau de diffusivité 𝛼 sous forme d’une plaque rectangulaire de 

dimensions 𝐿 × 𝐿′ (fig. 3.1), mis aux conditions aux limites fixes de type Dirichlet, et aux 

conditions initiales uniformes. Apres certain temps la chaleur va se stabilisé selon les 

conditions aux limites et tend vers l’équilibre thermique. On veut suivre ce phénomène par 

une étude numérique basée sur la méthode de différences finies et assistée par le programme 

Maple. 

 On note 𝑇(𝑡, 𝑥, 𝑦) la fonction décrivant ce transfert thermique à travers notre système 

satisfaisant  

  𝜕2𝑇(𝑡, 𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑇(𝑡, 𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦2
=

1

𝛼

𝜕𝑇(𝑡, 𝑥, 𝑦)

𝜕𝑡
 

(3.1) 

Nous traduisons nos conditions initial et aux limites par les relations 

 

 

 

𝑇(𝑡, 𝑥, 0) = 𝑇𝑥0pour 𝑥 ∈ [0, 𝐿],𝑡 ≥ 0 

𝑇(𝑡, 𝑥, 𝐿′) = 𝑇𝑥𝐿′pour 𝑥 ∈ [0, 𝐿],𝑡 ≥ 0 

𝑇(𝑡, 0, 𝑦) = 𝑇0𝑦pour 𝑦 ∈]0, 𝐿′[, 𝑡 ≥ 0 

𝑇(𝑡, 𝐿, 𝑦) = 𝑇𝐿𝑦pour 𝑦 ∈]0, 𝐿′[, 𝑡 ≥ 0 

 

(3.2) 

 

(3.3) 
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𝑇(0, 𝑥, 𝑦) = ℎ(𝑥, 𝑦), pour (𝑥, 𝑦) ∈]0, 𝐿[×]0, 𝐿′[ (3.4) 

 

Fig. 3.1 Une plaque rectangulaire en notation matricielle mise aux conditions aux limites et initiales (Depuis 

[1]) 

Les intervalles sont ouverts dans (3.3) et (3.4) pour éviter l’intersection des conditions 

[1]. La résolution analytique se fait par la méthode de séparation de variable donnant un 

comportement exponentielle temporel et sinusoïdale spatial (voir [2], [3]). 

III.3 Discrétisation explicite 

 La discrétisation de l’équation différentielle (3.1) se fait à partir de développement de 

Taylor [4], et on trouve 

 𝜕2𝑇(𝑡, 𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥2
|
𝑥0

=
𝑇(𝑡, 𝑥0 + 𝑑, 𝑦) + 𝑇(𝑡, 𝑥0 − 𝑑, 𝑦) − 2𝑇(𝑡, 𝑥0, 𝑦)

𝑑2
 

(3.5) 

 𝜕2𝑇(𝑡, 𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦2
|
𝑦0

=
𝑇(𝑡, 𝑥, 𝑦0 + 𝑑) + 𝑇(𝑡, 𝑥, 𝑦0 − 𝑑) − 2𝑇(𝑡, 𝑥, 𝑦0)

𝑑2
 

(3.6) 

 𝜕𝑇(𝑡, 𝑥, 𝑦)

𝜕𝑡
|
𝑡0

=
𝑇(𝑡0 + ℎ, 𝑥, 𝑦) − 𝑇(𝑡0, 𝑥, 𝑦)

ℎ
 

(3.7) 

Où d et h sont les pas respectivement spatial et temporel de discrétisation définis dans (2.30) 

qui doivent être les plus petits que possible. Alors on peut avoir 
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𝑇(𝑡0, 𝑥0 + 𝑑, 𝑦0) + 𝑇(𝑡0, 𝑥0 − 𝑑, 𝑦0) − 2𝑇(𝑡0, 𝑥0, 𝑦0)

𝑑2

+
𝑇(𝑡0, 𝑥0, 𝑦0 + 𝑑) + 𝑇(𝑡0, 𝑥0, 𝑦0 − 𝑑) − 2𝑇(𝑡0, 𝑥0, 𝑦0)

𝑑2

=
1

𝛼

𝑇(𝑡0 + ℎ, 𝑥0, 𝑦0) − 𝑇(𝑡0, 𝑥0, 𝑦0)

ℎ
 

(3.8) 

et par un petit calcul 

𝑇(𝑡0, 𝑥0 + 𝑑, 𝑦0) + 𝑇(𝑡0, 𝑥0 − 𝑑, 𝑦0) + 𝑇(𝑡0, 𝑥0, 𝑦0 + 𝑑) + 𝑇(𝑡0, 𝑥0, 𝑦0 − 𝑑)

− 4𝑇(𝑡0, 𝑥0, 𝑦0) = 𝐾 × (𝑇(𝑡0 + ℎ, 𝑥0, 𝑦0) − 𝑇(𝑡0, 𝑥0, 𝑦0)) 

(3.9) 

On peut introduire trois entiers 𝑘, 𝑖, et 𝑗dans [0,∞[× [1,∞[× [1,∞[décrivant respectivement 

la dépendance temporelle, spatiale en x, et spatiale en y 

 𝑇(𝑡0, 𝑥0, 𝑦0) ≡ 𝑇𝑘,𝑖,𝑗 (3.10) 

Alors, la discrétisation explicite de (3.1) devient 

 𝑇𝑘,𝑖+1,𝑗 + 𝑇𝑘,𝑖−1,𝑗 + 𝑇𝑘,𝑖,𝑗+1 + 𝑇𝑘,𝑖,𝑗−1 − 4𝑇𝑘,𝑖,𝑗 = 𝐾(𝑇𝑘+1,𝑖,𝑗 − 𝑇𝑘,𝑖,𝑗) (3.11) 

De même les conditions aux limites et initiales (3.1), (3.2), et (3.3) deviennent 

 𝑇𝑘,𝑖,1 = 𝑇𝑇pour 𝑖 = 1. . 𝑥𝑚 =
𝐿

𝑑
,𝑘 = 0. . 𝑡𝑚 

𝑇𝑘,𝑖,𝐿′ = 𝑇𝐵pour 𝑖 = 1. . 𝑥𝑚 =
𝐿

𝑑
,𝑘 = 0. . 𝑡𝑚 

𝑇𝑘,1,𝑗 = 𝑇𝐿pour 𝑗 = 2. . 𝑦𝑚 − 1 =
𝐿′

𝑑
− 1, 𝑘 = 0. . 𝑡𝑚 

𝑇𝑘,𝐿,𝑗 = 𝑇𝑅pour 𝑗 = 2. . 𝑦𝑚 − 1 =
𝐿′

𝑑
− 1, 𝑘 = 0. . 𝑡𝑚 

𝑇0,𝑖,𝑗 = 𝐻𝑖,𝑗 pour 𝑖 = 2. . 𝑥𝑚 − 1, 𝑗 = 2. . 𝑦𝑚 − 1 

(3.12) 

 

 

(3.13) 

(3.14) 

La relation (3.11) est une relation de récurrence sous la forme 
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𝑇𝑘+1,𝑖,𝑗 =

𝑇𝑘,𝑖+1,𝑗 + 𝑇𝑘,𝑖−1,𝑗 + 𝑇𝑘,𝑖,𝑗+1 + 𝑇𝑘,𝑖,𝑗−1 − 4𝑇𝑘,𝑖,𝑗

𝐾
+ 𝑇𝑘,𝑖,𝑗 

(3.15) 

Contrairement à la relation implicite où on obtient un système d’équation nécessitant un 

temps énorme de calcul pour la résolution. On signale aussi que la discrétisation explicite 

converge seulement sous certaines conditions sur K. (cf. section suivante). 

III.4 Algorithme Maple 

 On explique par suite pas par pas les démarches à suivre dans Maple [5] pour la 

résolution numérique de l’équation de chaleur moyennant l’algorithme explicite.  

Pour tester le fonctionnement du programme, on fixe tout d’abord les constantes 

ℎ, 𝑑, et𝛼 puis les paramètres de maillage 𝑡𝑚 , 𝑥𝑚 , et𝑦𝑚.Après, on écrit les conditions initiales 

et aux limites en vérifiant que le nombre des inconnus et le nombre des équations sont égaux. 

On lance le programme pour avoir les solutions de (3.15) et on illustre les résultats par des 

graphes matriciels pour différents instants : 0, tm/2, tm-10, et tm (fig. 3.2). Dans notre exemple 

on obtient un système composé de 8784 équation et également 8784 inconnus. 
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Figure 3.2 L’évolution de chaleur dans la plaque carré pour des différents instants ((a) : 0, (b) :tm/2, (c) : tm 

-10, et (d) :tm). 



 

  Page 
42 

 
  

 Le comportement de la température suit une loi exponentielle temporelle (fig. 3.3 (a)), 

et sinusoïdale spatial (fig. 3.3 (b), (c)). Cela est prévu puisque la solution analytique est série 

de Fourier en termes spatiaux [6].    

 

 

Figure 3.3 Le comportement de la température suivant chaque variable(a) : t, (b) : x, (c) : y. 

 Par suite, on génère une procédure Maple donnant la température en fonction toutes 

les conditions, les paramètres, et la constante K 

 

 Cette procédure nous permis de savoir qu’il y a des valeurs de K pour lesquelles la 

méthode ne converge pas. Cela nécessite toute une autre étude pour étudier la convergence en 
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fonction de ces valeurs. Pour notre cas il nous suffit que K ne doive pas être inférieur à 3. Fig. 

(3.4) montre que le divergence apparait dès le moment t = tm/2 = 10.  

 

 
 

 

Fig. 3.4 Divergence apparu au moment t = tm/2 de l’algorithme explicite pour K = 3. (a) : t = 0, (b) : t = 1, (c) : 

t = tm /2, et (d) : t = tm. 

 Les figures (3.5), (3.6), et (3.7) présentent respectivement l’allure des températures 

pour (K, tm) = (4, 60), (K, tm) = (10, 200), et (K, tm) = (20, 200). 
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Fig. 3.5L’évolution de chaleur dans la plaque carré pour les différents instants (a) : t = 0, (b) : t = 1, (c) : t 

= tm /2, et (d) : t =  tm pour (K, tm) = (4, 60). 
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Fig. 3.6L’évolution de chaleur dans la plaque carré pour les différents instants (a) : t = 0, (b) : t = 1, (c) : t 

= tm /2, et (d) : t =  tm pour (K, tm) = (10, 200). 
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Fig. 3.7L’évolution de chaleur dans la plaque carré pour les différents instants (a) : t = 0, (b) : t = 1, (c) : t 

= tm /2, et (d) : t =  tm pour (K, tm) = (20, 200). 

Par une simple analyse, on constate que le temps nécessaire pour atteindre l’équilibre 

thermique est lié proportionnellement au nombre K. Autrement dit le temps avant l’équilibre 

est proportionnel au paramètre spatial de maillage d et inversement proportionnel aux 

diffusivité et paramètre temporel h. Cela est prévu par l’analyse dimensionnelle de K.  

Finalement, on note que puisque l’algorithme explicite est basé sur une relation de 

récurrence, il est plus rapide que l’algorithme implicite qui est basé sur un système 

d’équations linéaire et nécessite un temps considérable pour atteindre l’équilibre thermique 

(voir [1]). L’avantage de ce dernier est qu’il ne nécessite aucune contrainte de convergence 

sur les valeurs de K. 
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CONCLUSION 
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 On a vu dans ce mémoire que la méthode de différences fines est utile pour une 

résolution acceptable de l’équation de chaleur à deux dimensions. L’application de 

l’algorithme explicite nécessite un critère de convergence sur K (>3) contrairement à 

l’algorithme implicite mais son avantage est qu’il est plus rapide car sa formule est une 

relation de récurrence et non pas un système d’équation linéaire comme le cas de l’algorithme 

implicite.  

Les résultats obtenus sont en concordance avec les résultats théoriques connus sous le 

nome séries de Fourier. Ainsi on a vu que le temps écoulé avant l’équilibre thermique est 

proportionnelle au K autrement dit proportionnelle au paramètre spatial de maille, et 

inversement proportionnelle aux paramètres temporel et la diffusivité.   

On peut par suite s’appuie sur une procédure Maple pour déterminer la valeur critique 

de K qu’on la note Kc déclenchant la divergence pour chaque maillage. D’autre part on peut 

essayer de développer notre algorithme pour des modèles plus complexe que ce soit dans la 

dimension ou dans la forme de l’équation de chaleur. Cela peut être l’objet d’une future 

recherche. 
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 ملخــــــص

 المحدودة الفروق بطريقة حرارة مصدر بدون لبعدينا ذات الحرارة لمعادلة العددي الحل كيفية العمل هذا في رأينا

 الأولية الشروط على مضبوطة متجانسة مربعة لوحة شكل في α يةانتشار  ذو  معدن اخترنا لقد. واضحة لخوارزمية وفقًا

  .Dirichletنوعو النهائية من 

و  أسيةدوال  تقدم التي لأدبيات فيا المفصل( فورييه سلسلة باسم المعروف) التحليلي الحل مع جيداً النتائج تتوافق

 من أسرع يجعلها مما بسيطة تكرار علاقة لىإ  تتحول الخوارزمية هذه أن إلى الإشارة ،تمت أخرى ناحية من. جيبية

 على التقارب معيار إلى تحتاج الصريحة الخوارزمية أن كذلك  نلاحظ .خطي نظام إلى تختزل التي الضمنية الخوارزمية

 التوازن قبل التطور ووقت K بين التناسب علاقة تظهر الحسابات أن أيضًا لاحظن. الضمنية الخوارزمية عكس Kقيم

  .الحراري
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Résumé 

On a vu dans ce travail comment résoudre numériquement l’équation de chaleur a 

deux dimensions sans source de chaleur par la méthode de différences finis suivant un 

algorithme explicite. Nous avons choisi un matériau de diffusivité 𝛼sous forme d’une plaque 

carré homogène mis aux conditions initiales et aux limites de type Dirichlet. Les résultats sont 

en bien concordance avec la solution analytique (connus sous le nom séries de Fourier) 

détaillée dans la littérature qui présente des termes exponentielle et sinusoïdales. D’autre part, 

on a souligné que cet algorithme se ramène à une relation de récurrence simple ce qui le rend 

plus rapide que l’algorithme implicite qui ramène à un système linéaire. Ainsi, on note que 

l’algorithme explicite besoins au critère de convergence sur les valeurs de K contrairement au 

l’algorithme implicite. Notons aussi que les calculs montrent une relation de proportionnalité 

entre K et le temps de l’évolution avant l’équilibre thermique. 
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Abstract 

We saw in this work how to solve numerically the two-dimensional heat equation 

without heat source by the finite difference method according to explicit algorithm. We have 

chosen a material of diffusivity α in the form of a homogeneous square plate set to initial 

conditions and Dirichlet limit conditions. The results are in good agreement with the 

analytical solution (known as the Fourier series) detailed in the literature, which presents 

exponential and sinusoidal terms.  

On the other hand, it has been pointed out that this algorithm reduces to a simple 

recurrence relation, which makes it faster than the implicit algorithm, which reduces to a 

linear system. We note also that the explicit algorithm needs the convergence criterion on the 

values of K unlike the implicit one and the calculations show a relation of proportionality 

between K and the time of evolution before thermal equilibrium. 


