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Introduction générale : 

 
      La Physique des Matériaux a joué et continue à jouer un rôle fondamental dans le développement 

de notre société moderne en permettant l’avènement de nombreuses applications technologiques. 

L’électronique, le stockage de données, les communications, les capteurs et les transducteurs 

requièrent l’utilisation de matériaux aux propriétés spécifiques qui, à travers leur comportement 

particulier, vont pouvoir jouer un rôle actif au sein des dispositifs et y assurer une certaine fonction. 

L’existence même de nombreux dispositifs ainsi que l’évolution récurrente de leurs performances 

(rapidité, sensibilité, diminution de taille) reposent souvent de manière cruciale sur la découverte de 

nouveaux matériaux aux propriétés uniques ou exacerbées. La science des matériaux comporte un 

grand nombre de domaines importants dont celui des polymères, des matériaux composites et des 

semi-conducteurs….. Elle constitue à ce titre un domaine très actif de la recherche et des technologies 

modernes. Un intérêt particulier est, cependant, porté aux matériaux magnétiques en raison de leur 

utilisation dans l’industrie de la micro-électronique, l’optoélectronique et récemment dans la 

spintronique. Ces matériaux sont d’une nécessité avérée en tant que support pour ces technologies de 

pointe et se révèlent d’une importance capitale pour les industries de ce siècle[1-2].  

       Le domaine de la spintronique a connu une croissance rapide depuis le découverte de l'effet 

magnéto-résistif géant en 1988 [3], et l'inclusion d'informations de spin dans  l'électronique promet un 

grand potentiel d'expansion et surpassant les capacités informatiques actuelles [4]. Ajout du degré de 

liberté de rotation aux dispositifs électroniques présente plusieurs avantages comme la non-volatilité, 

augmentation de la vitesse de traitement des données, diminution de la consommation d'énergie 

électrique….. [5]. Les progrès actuels dans les nouveaux matériaux et en particulier dans les demi-

métaux sont prometteurs pour l'ingénierie des  nouveaux dispositifs spintronic dans un avenir proche 

[5], ouvrant des voies pour concevoir de nouveaux alliages demi-métalliques avec des propriétés 

magnétiques. Depuis le groupe de spin majoritaire (référé également en bande montante) montre les 

caractéristiques  semi-conductrices typiques comportement avec un écart au niveau de Fermi, la 

minorité spin bande (bande spin-down) présente un comportement métallique. Par conséquent, 

certains demi-métaux sont des ferromagnétiques et peuvent être considérés comme des hybrides entre 

métaux et semi-conducteurs. La bande interdite semi-métallique change avec sensibilité en fonction du 

degré de désordre chimique [6]. Dans les demi-métaux, la création d'un courant entièrement polarisé 

en spin devrait être possible ce  que devrait maximiser l'efficacité des dispositifs magnéto 

électroniques [7]. Cependant,  la disponibilité des semi-conducteurs magnétiques, qui sont capables 

d'exploiter les informations de spin dans le contexte de la technologie des transistors, est cruciale pour 

la réalisation pratique de ces composants . La famille des demi-phases Heusler comprend plus de 100 

phases qui ont été largement étudiées ces dernières années avec  la formule générale XYZ, X est un 

métal de transition lourd, Y est un métal de transition léger ou un  métal des terres rares, et Z est un 

élément tardif du groupe principal (le plus souvent Sb ou Sn). Les propriétés de la phase  demi-

Heusler  varient un peu systématiquement avec  l'électron de valence (VEC; note, valences prescrites 

par le tableau périodique)  et se manifestent,  par des modifications de la conductivité électronique . 

Les caractéristiques semi-conductrices sont associé au  VEC = 8 et 18, qui représentent hautement des 

configurations électroniques respectant l'octet ou la règle d'octet développé. On trouve des matériaux 

ferromagnétiques semi-métalliques (HMF) entre phases avec VEC = 22. Ces phases ont de grand 

moments magnétiques  et dans la structure électronique de ces phases,   le canal à spin majoritaire 

présente des caractéristiques métalliques, alors que le canal à spin minoritaire expose un espace de 

type semi-conducteur au niveau de Fermi  EF ( Les électrons de conduction qui sont 100% polarisés en 

spin en raison d’un écart au niveau de Fermi). Ce phénomène est d’un grand intérêt dans le 
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développement des matériaux, une nouvelle classe a été prédite appelée les semi-métaux 

ferromagnétiques ) [8]. 

       L’objectif de ce travail est l’étude des propriétés structurales, électroniques ,magnétiques et 

optiques du composé semi-Heusler  NiTiSb  en traitant l’énergie d’échange et de corrélation par 

l’approximation du gradient généralisé GGA-PBEsol, proposed en 2008 par Perdew et al, avec la 

méthode des ondes planes linéairement augmentées (FP-LAPW) basée sur la théorie de la 

fonctionnelle de la densité (DFT) et implémentée dans le code wien2k . 

       Ce mémoire a pour objectif principal de comprendre et de se familiariser avec l’outil théorique, 

informatique et d’investir les systèmes de calcul cités précédemment. Ce manuscrit est composé de 

deux parties, une introduction générale et une conclusion générale. 

       La première partie présente le cadre théorique dans lequel a été effectué ce travail et elle  est 

composée de trois chapitres : 

 Le premier chapitre présente les alliages Heusler et semi heusler. 

 Le deuxième chapitre présente la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT) 

dont nous rappelons le principe et les théorèmes qui en découlent. 

 Le troisième chapitre présente la méthode des ondes planes augmentées 

linéarisées à potentiel plein « FP-LAPW » .                                                                                                                                           

       La deuxième partie présentée par le chapitre quatre est une application directe de la DFT au 

matériau NiTiSb où nous avons calculé les propriétés structurales, électroniques optiques et 

magnétiques, en traitant l’énergie d’échange et de corrélation par l’approximation du gradient 
généralisé GGA-PBEsol ,proposée en  2008 par Perdew et al 
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I.1.Introduction : 

         Depuis la naissance de la physique de la spintronique (l’électronique de spin), les 

Heuslers font encore l’objet de recherches et occupent une place intéressantes en physique des 

matériaux à cause de leurs diverses propriétés magnétiques et électroniques. L’histoire de 

cette classe des matériaux peut être remontée à l’année 1903 où  Fritz Heusler a découvert 

qu’un alliage avec une formule du type Cu2MnAl se comporte comme un matériau 

ferromagnétique, même si aucun de ses constituants ne soit magnétique [I.1]. C’est en 1934 

qu’une étude par rayons X, menée par Bradley et Rodger, montre que la phase 

ferromagnétique de ce type d’alliages cristallise dans une structure ordonnée à température 

ambiante [I.2]. Après un répit médiatique, cette famille de composés revient au premier plan 

en 1983, avec la prédiction théorique de la propriété de demi-métallicité pour le demi-Heusler 

NiMnSb. Cette propriété électronique, caractérisée par la présence d’une bande interdite 

autour du niveau de Fermi dans le diagramme de bandes pour une des deux directions de 

spins, est intensément recherchée dans la communauté de l’électronique de spin. Aujourd’hui, 

d’innombrables  composés Heusler sont connus et présentent une grande variété de propriétés 

magnétiques [I.3] (plus de 1000 composés identifés). Les alliages Heusler sont des alliages 

ternaires composés de deux éléments qui sont des métaux de transition et un élément sp. Il 

existe deux groupes: les alliages dit demi-Heusler de formule XYZ et ceux dit full-Heusler de 

formule X2YZ où, dans les deux cas X et Y sont les métaux de transition et Z est l’élément sp 

(Figure I.2)  . Les alliages Heusler cristallisent dans des structures cubiques à faces centrées 

du réseau de Bravais . 

I.2.La spintronique ( Electronique de spin) : 

       La spintronique   est la combinaison de trois grandeurs  physiques : la charge de 

l'électron, le spin de l'électron et le photon ( Figure I.1 ) [I.4,I.5]. Ces trois grandeurs  sont le 

support de  trois branches différentes de la technologie de l'information et  de la 

communication TIC, le  traitement des données avec le transport des électrons, le stockage de 

l'information avec l'assemblage des spins et enfin le transfert des données avec les 

connections des fibres optiques. En outre ; le spin de l'électron peut être reliée à l'optique par 

l'intermédiaire de l’helicité du photon qui permet un transfert  plus rapide des données. La 

percée dans ce domaine était la découverte de la magnétorésistance géante (GMR) observée 

dans des multicouches métalliques par l'intermédiaire du transport de la lumière qui est lié  au 

spin électron [I.6,I.7]. La GMR a déjà été employée  dans les têtes des lecteurs de disque dur 

(HDD). La découverte de l'effet de la magnétorésistance à effet de tunnel (TMR) était 

également une étape importante  découverte bien avant  la  GMR mais n'a pas été réalisée à  

température ambiante que récemment [I.8,I.9]. La futur TIC  aboutissait à  un taux élevé de 

transfert des données à travers la fibre optique. Une grande partie de ce transfert rapide des 

données est due à la diode laser, qui dépend essentiellement de l'efficacité de cet isolant 
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optique qui  est constitué d'un semi-conducteur magnétique dilué DMS  utilisé dans les 

composants  magnéto-optiques [I.10].  

 

                               

               Figure I-1 : Concept d'applications des composants spintroniques [I.11]. 

I.3. Les alliages Heusler :  

      I.3.1 Définition : 

Dans le passé, les alliages Heusler ont souvent été compris comme alliages intermétalliques. 

Ils ont la formule générale X2YZ, où X et Y sont des métaux de transition et Z est un élément 

du groupe III ou du groupe  IV ou V dans le Tableau périodique . Cependant, dans certains 

cas, Y est remplacé soit par un élément des terres rares, soit par un métal alcalino-

terreux[I.12]. La Figure I.1 montre  une présentation  des combinaisons possibles 

d'éléments formant ces matériaux.

 
Tableau I.1 : Tableau périodique des éléments  
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    I.3.2. Les Alliages Heusler inverses :  

     

       Nous venons de voir que dans la structure full-Heusler, les deux atomes X sont 

équivalents par symétrie. Pour étudier les deux atomes X séparément, on utilise souvent le 

groupe d’espace N◦216 (F-43m) c’est-à-dire l’un des atomes X occupe le site 4c (1/4, 1/4, 

1/4) et l’autre occupe le site 4d (3/4, 3/4, 3/4). Les atomes Y et Z occupent les sites 4a (0, 0, 

0) et 4d (1/2, 1/2, 1/2), respectivement. Dans ce cas, si le numéro atomique de Y est plus élevé 

que celui de X de la même période une autre structure dit structure Heusler inverse est 

observées. Cette structure présente le prototype Hg2CuTi, et est encore décrite par quatre 

sous-réseaux cfc qui s’interpénètrent. Il est également possible de distinguer ces alliages 

Heusler inverses des alliages  Heusler normaux par la formule (XY) XZ. Cette structure 

d’Heusler inverse est souvent observée pour les matériaux à base de Mn2 avec Z (Y) >Z (Mn) 

[I.13]. 

       Les investigations théoriques aboutissent à la conclusion que les alliages possédant 18 

électrons de valence sont des semi-conducteurs (CoTiSb, NiTiSn) ou des semi-métaux 

(CoNbSn, FeTiSb). Nous pouvons remarquer que la plupart des alliages appartenant à cette 

dernière catégorie sont prédits demi métalliques et que leur moment magnétique total est relié 

au nombre d’électrons de valence  𝑧𝑡𝑜𝑡  suivant la loi de Slater-Pauling suivante [I.14] : 

 𝑧𝑡𝑜𝑡= (𝑧𝑡𝑜𝑡− 18)µB       ………….……….....................   (I.1)  

analogue à celle présentée en détails ci dessous. 

       I.3.3.Les alliages Heusler quaternaires :  

       Une autre famille des alliages d’Heusler de type LiMgPdSn, également connue sous le 

nom de composés Heusler de type LiMgPdSb appelés les alliages d’Heusler quaternaires. Ce 

sont des composés quaternaires de formule chimique (XX') YZ où X, X' et Y sont des atomes 

de métaux de transition. La valence de X' est plus basse que la valence de X, et la valence de 

l'élément Y est inférieure à la valence des deux X et X'. La séquence des atomes le long de la 

diagonale du cube à face centré (fcc) est X-Y-X'-Z qui est énergétiquement la plus 

stable[I.15]. 

 

       I.3.4. Les alliages Full-Heusler :  

       Les alliages full-Heusler sont caractérisés par la formule chimique X2YZ dont X et Y sont 

les métaux de transition et Z est un élément du groupe III, IV ou V selon le tableau périodique 

et la maille conventionnelle cubique de leur phase ordonnée L2 prototype de cette structure 

régulière est Cu2MnAl [I.16,17]. Dans cette phase cubique parfaitement ordonnée de groupe 

d’espaceFm3m(n◦225). 
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   I.3.5. Les alliages Half-Heusler :   

        Les Half-Heusler cristallisent dans une structure cubique non-centrosymétrique (groupe 

spatial n◦216, Fm3m, C1b) qui peut être dérivée de la structure tétraédrique de type ZnS par 

un remplissage des sites octaédriques du réseau. Ce type de structure demi-Heusler peut être 

caractérisé par l’interpénétration de trois sous-réseaux cubiques à faces centrées (cfc), dont 

chacun est occupé par les atomes X, Y et Z [I.18]. Les positions occupées sont pour Z : 4a (0, 

0, 0), pour Y :4b (1/2, 1/2, 1/2) et pour X : 4c (1/4, 1/4, 1/4) 

 

 

 

 

I.4.Le magnétisme : 

       I.4.1.Moments magnétiques et la règle Slater-Pauling : 

      Le moment magnétique est d'une grande importance dans le domaine de la  spintronique. 

Slater et Pauling ont développé une règle empirique liant le moment magnétique par atome  

des  métaux de transition MT et leurs alliages au nombre moyen d'électrons de valence par 

atome qui est maintenant connu comme la règle Slater-Pauling. Nous allons discuter la façon 

dont une règle de type Slater-Pauling s’applique aux moments magnétiques dans les alliages 

Heusler. Si l'on définit 𝑛 ↑ (n↓) comme le nombre de spin-majoritaires(spin-minotitaires ) des 

électrons de valence par atome, le moment magnétique par atome (en μB) est [I.19]: 

      𝑚 = 𝑛 ↑ −𝑛 ↓                                          ………………………….….I.2 

       

 

         

Figure. I.2 :   Les structures cristallines  des phases  (a) half-Heusler ( du type AlLiSi , de 

formule générale  XYZ) et (b) full-Heusler (du type Cu2MnAl , de formule générale  

X2YZ)[I.18] phases.  
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       I.4.2.Les différentes types  de magnétisme :  

 On peu résumer les différents types de comportements magnétiques dans le tableau suivant : 

Type Caractéristique Comportement Atomique 

Diamagnétique 

 

 

 

 

non magnétique) 

(pas d’interaction) 

Les atomes n'ont pas de 

moment magnétique. 

La susceptibilité est 

petite & négatif, 

 De -10−6 à - 10−5  

Paramagnétique (magnétique)(les 

moments 

désordonnés dans 

toutes 

les directions 

)(pas 

d’interaction) 

Les atomes ont des 

moments magnétique 

oriente au hasard. 

La susceptibilité est 

petite 

& positif, 10−5 à + 

10−3 

 

Férromagnétique magnétique) 

(moments 

ordonnés 

parallèlement ) 

(interaction ) 

distanc plus  

grand(FM:Mtot≠0 

Les moments  alignés 

s parallèles. 

La susceptibilité est 

grande (sous TC) 

 

Anti-

férromagnétique 

magnétique)  

(moments 

ordonnés 

antiparallèlement) 

(intercation ) 

distance suffi-

samment petites 

(AFM ;Mtot= 0 

les moments magn-

étiques sont alignés 

anti-parallèles. La 

susceptibilité est petite, 

positif de 10−5 à10−3 
 

Férrimagnétique ( atomes mag 

ayant des 

Moments  

differents Mtot≠ 0 

(ordonnés 

antiparallèlement) 

(interaction ) 

moments magnétiques. 

La susceptibilité est 

grande (sous TC) 

 

           

          Tableau I.2 : Résumé des différents types de comportements magnétiques. [I.20] 
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L'état magnétique de la matière est contrôlé par quatre facteurs : 

  - La nature des atomes:1. Atome magnétique : électrons dans l'orbite externe non appariés 

                                          2. Atome non magnétique: électrons sur une orbite externe  appariés 

  - La distance entre les atomes magnétiques : est liée aux interactions de Coulomb (la 

  corrélation de charge et de spin). 

  - La direction et la valeur des moments magnétiques des atomes : (aléatoire, parallèles, 

non parallèles). 

  - La température curie Tc : (lorsque le matériau atteint la température de Curie ,  des 

matériaux perdent leurs propriétés. 

I.5. Synthèse :  

        Les matériaux semi-Heusler sont considérés comme des matériaux potentiellement 

thermoélectriques en raison de leur grande stabilité en température. De plus, ils offrent la 

possibilité d'alliage, ce qui peut réduire la conductivité thermique due à la fluctuation de la 

masse [I.5], l'éléments Ti et Sb ont de haute températures de fusion élevées , le Ti (1668°C)  

et  Sb( 631°C) . Les alliages à base de nickel se caractérisent par leurs performances et ont   

une résistance élevée à la corrosion et  à la chaleur  aux températures 650°C ~ 1000°C comme 

(NiTiSb) [I.18].                                                                                                                                                       

 Conclusion :  

     Pour comprendre certaines des propriétés physiques de ce composé (NiTiSb), une 

description détaillée de la structure électronique est nécessaire. Pour fournir une étude 

comparative des propriétés structurales-électroniques on utilise la méthode des ondes planes 

augmentées (FP-LAPW) qui se base sur la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT) en 

utilisant le code  Wien2k. Les quantités incluant les paramètres du réseau a, le module de 

compressibilité B et la structure électronique ont aussi été obtenues pour ce composé. 
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Chapitre II 

                                                  Théorie de la fonctionnelle de densité  

 

 

 

 

« Il devient donc souhaitable que méthodes 

pratiques approximatives de l'application de la 

mécanique quantique devrait être développées, 

ce qui peut conduire à une explication des 

principales caractéristiques de systèmes 

atomiques complexes sans trop beaucoup de 

calculs. » 

                                                                                                              Paul Dirac 
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II.1. Introduction: 

      Les simulations quantiques permettent aujourd’hui d’explorer les propriétés structurales , 

électroniques et dynamiques de la matière sans connaissance expérimentale a priori des 

systèmes étudiés. Il est ainsi possible de faire des calculs ab-initio avec des précisions 

croissantes et pour des systèmes de plus en plus larges avec des grandeurs aussi diverses tels  

que les coefficients élastiques, le spectre d’absorption optique ou encore la caractéristique 

courant-tension d’une diode moléculaire. L’absence de paramètres empiriques permet de plus 

à ces approches d’explorer la matière dans des conditions extrêmes inaccessibles à 

l’expérience. Leur caractère prédictif autorise finalement les simulations quantiques à 

proposer de nouveaux matériaux, dans l’attente d’une hypothétique  synthèse expérimentale. 

La   modélisation  ab-initio repose sur les premiers principes de la physique quantique, tels 

que l’équation de Schrödinger. L’objectif est de résoudre cette équation dans des systèmes 

contenant un grand nombre d’électrons, cas pour lesquels il n’existe pas de solution 

analytique. Le principal problème qu’on retrouve dans le calcul de la structure de bandes d’un 

cristal est l’absence d’une expression analytique du potentiel cristallin, ce qui rend difficile la 

recherche d’une solution générale à l’équation de Schrödinger qui décrit l’état stationnaire de 

toutes les particules en interaction, constituant un cristal tels que  les électrons et les noyaux 

atomiques, la résolution d’une telle équation dans sa forme générale ne peut être menée à 

terme sans l’introduction d’un certains nombre d'approximations. Une des méthodes utilisées 

est la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT), développée par Hohenberg et Kohn 

[II.1]. La DFT est la méthode la plus éfficace dans le calcul des structures de bandes pour les 

solides, nous l’utiliserons par conséquent dans cette étude. 

 

II.2.L’équation de Schrödinger : 

       Les solides sont constitués par une association de particules élémentaires : les ions lourds 

de charge positive et les électrons légers de charge négative. Le problème général est 

d’essayer de calculer toutes les propriétés des particules (ions+électrons) à partir des lois de la 

mécanique quantique, à l’aide de l’équation de Schrödinger pour un tel système est 

extrêmement difficile d’après Dirac en 1929 [II.2]: 

                                        𝐇𝛙 = 𝐄𝛙                                              ...................  (II-1)      

Où  E est l’énergie de l’état fondamental du cristal décrit par la fonction d’onde Ψ du cristal, 

H est l’hamiltonien exact d’un cristal qui résulte de la présence des forces électrostatiques 

d’interaction : répulsion ou attraction suivant la charge des particules (ions, électrons). 

                     

        𝐇𝐓𝐎𝐓 = 𝐓𝐞 + 𝐓𝐍+𝐕𝐞−𝐞 + 𝐕𝐍−𝐍 + 𝐕𝐞−𝐍               .................... (II-2) 
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Dans laquelle les termes 

 𝐓𝐞= −
ℏ𝟐

𝟐𝐦
 ∑ ∆𝐢

𝐍
𝐢   : est l’énergie cinétique des électrons                                   ...........(II.3)  

𝐓𝐍 = −
ℏ𝟐

𝟐𝐌′
∑ ∆𝐤

𝐌
𝐤    : est l’énergie cinétique des noyaux                                 ........... (II.4) 

   𝐕𝐞−𝐞 =
𝟏

𝟐
 ∑ ∑

𝐞𝟐

𝟒𝛑𝛆𝟎|�⃗�𝐢−�⃗�𝐣|

𝐍
𝐣≠𝐢

𝐍
𝐢   : interaction répulsive( électron-électron)             ..........(II.5) 

   𝐕𝐍−𝐍 =  
𝟏

𝟐
 ∑ ∑

𝐞𝟐𝐙𝐤𝐙𝐥

𝟒𝛑𝛆𝟎|�⃗⃗⃗�𝐤−�⃗⃗⃗�𝐥|

𝐌
𝐥≠𝐤

𝐌
𝐥  interaction répulsive (noyau-noyau)                ...........(II.6) 

  𝐕𝐞−𝐍 = − ∑ ∑
𝐙𝐤𝐞𝟐

𝟒𝛑𝛆𝟎|�⃗⃗⃗�𝐤−�⃗�𝐢|

𝐍
𝐢≠𝐤

𝐌
𝐤   : interaction attractive noyaux – électron          .........  (II.7) 

e  : est la charge de l’électron 

m  : est la masse de l’électron 

M' : est la masse de noyau 

𝐫𝐢   , 𝐫𝐣  : définissant les positions des électrons (i)et (j) respectivement. 

𝑹𝑲 , 𝑹𝒍   : définissant les positions des noyaux (k) et (l) respectivement. 

𝐙𝐤𝐙𝐥, : sont les nombres atomiques des noyaux (k) et (l), respectivement. 

Pour connaître l'énergie et la fonction d'onde du système, il faut résoudre cette équation à 

plusieurs variables, ce problème est connu en physique théorique sous le nom de problème à 

plusieurs corps, et c’est pratiquement impossible même pour les systèmes d'un nombre de 

particules peu élevé. 

II.3. Approximation de Born-Oppenheimer : 

       Cette approximation a été publiée par Born-Oppenheimer en 1927 [II.3]. Elle est basée 

sur le rapport de masse entre le noyau et l'électron [II.4]. Selon  Born et Oppenheimer [II.5], 

on commence par négliger le mouvement des noyaux par rapport à celui des électrons. Elle 

est justifiée par le fait que la masse des noyaux est plus de trois ordres de grandeur supérieure 

à celle des électrons. Alors les électrons se déplacent donc plus rapidement que les noyaux 

atomiques. On néglige ainsi l’énergie cinétique 𝐓𝐍 des noyaux et l’énergie potentielle noyaux-

noyaux 𝐕𝐍−𝐍 devient une constante qu’on peut choisir comme la nouvelle origine des 

énergies. L’hamiltonien total (II-2 ) peut alors être remplacé par l’hamiltonien électronique 

suivant [II.5] : 

                                                                𝐇𝐓𝐎𝐓 = 𝐓𝐞+𝐕𝐞−𝐞 + 𝐕𝐞−𝐍                        ..........(II.7) 
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                   𝐇𝐓𝐎𝐓 = 𝐇𝐞                                               ...........(II.8) 

      L’équation de Schrödinger est donc réécrite de la façon suivante: 

                          𝐇𝐞𝛙𝐞=𝑬𝒆𝝍𝒆                                     ............(II.9) 

Avec  𝐄𝐞 𝑒𝑡 𝛙𝐞: l’énergie propre et l’état propre du système de 𝒏𝒆 électrons 

Les fonctions propres ainsi obtenues conduisent directement à celle du système 

                               Ψsys (r,R) = χ(R) φ (r,R) 

Où χ(R) est la fonction d’onde des noyaux et φ (r,R) est la fonction d’onde des électrons avec 

les noyaux fixes dans la position R. La position des noyaux devient un paramètre et l’équation 

de Schrödinger est résolue pour un ensemble de positions fixes des noyaux. 

𝐸𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙𝑒  :   l’énergie totale du système est alors donnée par : 

                       𝐄𝐭𝐨𝐭 = 𝐄𝐞 + 𝐄𝐍                                             ............(II.10) 

       L’approximation adiabatique (dite de Born Oppenheimer) est le premier pas vers la 

résolution de l’équation de Schrödinger, elle découple le mouvement des électrons de celles 

des noyaux. Le problème de la résolution de l’équation de Schrödinger se réduit à celui du 

comportement des électrons, mais il reste encore très complexe car l’équation de Schrödinger 

n’admet pas de solutions analytiques sauf dans des cas très simple comme celui de l’atome 

d’hydrogène. Par conséquent, des approximations supplémentaires sont nécessaires. 

II.4.Approximation de Hartree-Fock : 

       La complexité de résoudre l’équation (II.9) est due aux interactions électron-électron qui 

empêche la séparation de cette équation en n équations électroniques. En 1928, Hartree 

considère que chaque électron se déplace de façon indépendante dans le champ moyen créé 

par les noyaux et l'ensemble des autres électrons [II.5]. L’Hamiltonien peut être écrit comme 

une somme d’ Hamiltoniens qui  décrivent chacun  le comportement d’un seul électron : 

                              H =∑ 𝑯𝒊𝒊                                                   ........(II.11) 

Avec: 

                                                          𝑯𝒊=−
ℏ𝟐

𝟐𝒎
 𝚫𝒊+𝑼𝒊(�⃗⃗�𝒊) +𝑽𝒊(�⃗⃗�𝒊)                                .........(II.12) 

 

où: 

                                       𝑼𝒊(�⃗⃗�𝒊) = − ∑
𝒁𝒌𝒆𝟐

𝟒𝝅𝜺𝟎|�⃗⃗�𝒊−�⃗⃗⃗�𝑲
𝟎 |𝒌                                        .........(II.13) 
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𝑼𝒊(�⃗⃗�𝒊) est l’énergie potentielle de l’électron (i) dans le champ de tous les noyaux (k). 

  

�⃗⃗⃗�𝐊
𝟎 :est la position fixe des noyaux (k). 

                      𝑽𝒊(�⃗⃗�𝒊) =  
𝟏

𝟐
∑

𝒆𝟐

𝟒𝝅𝜺𝟎|�⃗⃗�𝒊−�⃗⃗�𝒋|𝐣                                        ..........(II.14) 

𝑽𝒊(�⃗⃗�𝒊) est le champ effectif de Hartree. 

Le potentiel effectif est la somme de ces deux contributions : 

                           𝐕𝐞𝐟𝐟 (�⃗�) = 𝐕𝐇(�⃗�) + 𝐕𝐞𝐧 (�⃗�)                               .............(II.15) 

   𝐕𝐇(�⃗�)  : Le potentiel de Hartree. 

    𝐕𝐞𝐧 (�⃗�):Le potentiel d'interaction électron- noyaux. 

En introduisant le potentiel effectif dans l’équation de Schrödinger.  

On trouve : 

                    −
𝟏

𝟐
 𝛁𝟐𝛟𝐢(𝐫) + 𝑽𝒆𝒇𝒇  (�⃗⃗�)𝛟𝐢(𝐫)=𝜺𝒊𝛟𝐢(�⃗⃗�)                   ............(II.16) 

où  𝐕𝐞𝐟𝐟 (�⃗�) est un potentiel effectif qui vaut la somme  de l'interaction du iéme électron avec 

les autres noyaux et de l'interaction moyenne avec les autres électrons. La fonction d’onde du 

système électronique a la forme d’un produit de fonction d'ondes des électrons, et l’énergie de 

ce système est égale à la somme des énergies de tous les électrons. 

                   𝝍(𝒓𝟏,𝐫𝟐 ,....𝐫𝐍) = 𝛟𝟏(𝐫).𝛟𝟐(𝐫) ......𝛟𝐍(r)                     ...........(II.17) 

                    𝑬 = 𝐄𝟏 + 𝐄𝟐 +..........𝐄𝐧                                                 ...........(II.18) 

       L’équation (II.17) est bien une solution de l’équation (II-16) mais ne respecte pas le 

principe de Pauli. L’approximation de «Hartree-Fock » [II.6, II.7] a été introduite pour 

prendre en considération le spin des électrons dans  la résolution de l’équation de 

Schrödinger. La différence entre l’énergie du système multiélectronique réel et l’énergie 

obtenue dans l’approximation de Hartree comme étant celle représentant le reste des 

interactions électroniques. L’une de ces interactions qui manque dans le modèle de Hartree est 

l’interaction d’échange et de corrélation. L’échange est d’origine purement quantique. C’est 

cet effet qui exprime l’antisymétrie de la fonction d’onde par rapport à l’échange des 

coordonnées de n’importe quels deux électrons menant à décrire le système à N corps 

(électrons) par l’égalité : 

         𝛙(�⃗�𝟏,...�⃗�𝐚,...�⃗�𝐛,...�⃗�𝐧) = - 𝛙(�⃗�𝟏,...�⃗�𝐚,...�⃗�𝐛,...�⃗�𝐧)    .                     ............(II.19) 
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Ѱ doit être antisymétrique. Donc, elle s’écrit sous la forme d’un déterminant de Slater.       

𝛙(�⃗�𝟏,...�⃗�𝐚,...�⃗�𝐛,...�⃗�𝐧) =  
𝟏

√𝑵!
 
|

|

    𝛟𝟏(�⃗�𝟏)     𝛟𝟏(�⃗�𝟐)      …  𝛟𝟏(�⃗�𝐧)  

     𝛟𝟐(�⃗�𝟏)    𝛟𝟐   (�⃗�𝟐) ⋯ 𝛟𝟐(�⃗�𝐧)  
        ⋮                     ⋮             ⋱  ⋮   

 𝛟𝐧(�⃗�𝟏)    𝛟𝐧(�⃗�𝟐)               𝛟𝐧(�⃗�𝐧)
 

|

|
      

 

                   =
𝟏

√𝑵!
 det (𝛟𝟏𝛟𝟐  ⋯ ⋯ 𝛟𝐍)                          ........ (II.20) 

 

Avec  
𝟏

√𝐍!
   : est le facteur de normalisation. 

  𝛟𝐢(�⃗�𝐢) : est la fonction d'onde mono-électronique qui dépend des coordonnées spatiales et du 

spin des électrons. Suivant une procédure variationnelle, c’est la meilleure fonction 

satisfaisant les équations de Hartree-Fock : 

−
ℏ𝟐

𝟐𝐦
∆𝛙𝐢(𝐫) + 𝐕𝐞𝐧(𝐫)𝛙𝐢(𝐫) + 𝐕𝐇(𝐫)𝛙𝐢(𝐫) − ∑ [∫

𝐝𝐫𝟑

|𝐫−𝐫′|
𝛙𝐣

∗(𝐫′)𝛙𝐢(𝐫′)] 𝛙𝐢(𝐫) =𝐣 𝛆𝐢𝛙𝐢(𝐫)            

...(II.21) 

       

       Les équations de Hartree-Fock (II.21) diffèrent de celles de Hartree par le terme 

d’échange (dernier terme avant le signe d’égalité). Avec une forme intégrale d’opérateur, il 

est non linéaire en 𝜓𝑖  : la complexité ajoutée par la prise en compte de l’échange est 

considérable. Elle rend les calculs de type Hartree-Fock difficiles à mener pour des systèmes 

dépassant les petits ensembles de molécules.[II.8]. 

       Ces dernières méthodes sont plus utilisées en chimie quantique pour traiter les atomes et 

les molécules, mais pour les solides, elles sont moins précises. Cependant il existe une 

méthode moderne et  plus puissante qui est la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT). 

II.5.La théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT) : 

       La Théorie de la Fonctionnelle de la Densité (que l'on appellera en anglais Density 

Functional Theory) [II.9] est devenue, au cours des dernières décennies, un outil théorique  

très important parmi les méthodes utilisées pour la description et l'analyse des propriétés 

physiques et chimiques des systèmes complexes, particulièrement  les systèmes contenant un 

grand nombre d'électrons [II.10]. La DFT est une reformulation du problème quantique à N 

corps et comme son nom l’indique, c’est une théorie qui utilise uniquement la densité 

électronique en tant que  fonction fondamentale au lieu de la fonction d’onde comme c’est le 

cas dans la méthode de Hartree et Hartree-Fock [II.11]. 
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       II.5.1.Origine de la DFT :  

       La DFT trouve ses origines dans le modèle développé par Llewellyn Thomas[II.12] et 

Enrico.Fermi [II.13; 14]. Elle est basée sur le postulat référencé à la fin des années 1920 qui 

stipule que les propriétés électroniques peuvent être décrites en terme de fonctionnelles de la 

densité électronique, en représentant son énergie cinétique selon une fonctionnelle de cette 

grandeur malgré le manque de précision ainsi que l’impossibilité de traiter des systèmes 

moléculaires comme un modèle trop simple. En effet, le point faible de cette approche résidait 

dans l’expression de l’énergie cinétique qui ne prenait pas en compte les orbitales atomiques. 

Et aussi la précision obtenue était inférieure à celle de Hartree-Fock à cause de l’absence du 

terme d’échange-corrélation.  

           Dirac a amélioré cette théorie en ajoutant à ce dernier, une énergie d’échange 

fonctionnelle de la densité électronique. Mais le terme de corrélation électronique restait 

toujours absent dans cette nouvelle approche.  

         Néanmoins, il faudra attendre le milieu des années 1960 où les contributions de Pierre 

Hohenberg, Walter Kohn et Lu Sham ont établi le formalisme théorique sur lequel repose 

la méthode actuelle. En 1998, Walter Khon (1923) fut récompensé avec le prix Nobel de 

Chimie pour « son développement de la Théorie de la Fonctionnelle de la Densité ». 

       II.5.2.Cadre de la DFT :  

         L'objectif principal de la DFT est de remplacer la fonction d'onde multiélectronique par 

la densité électronique en tant que quantité de base pour les calculs. Alors que la fonction 

d'onde multiélectronique dépend de 3N variables (où N est le nombre total de particules du 

système), la densité est  fonction de trois variables qu’elle s'agit d'une quantité plus facile à 

traiter tant que mathématiquement que conceptuellement. La DFT nous permet de résoudre 

l’équation de Schrödinger à N corps en ne faisant intervenir que l’observable définie dans 

l’espace physique R3 qui se substitue à un espace de configurations à 3N variables dans lequel 

est définie la fonction d’onde (Hartree-Fock) . Le formalisme de la DFT est basé sur le 

théorème de Hohenberg et Kohn [II.15] où l’hamiltonien d'un système de N électrons qui se 

déplacent dans un potentiel extérieur fixe Vext est donné par : 

 

H=T+𝐕𝐞−𝐞 + 𝐕𝐞𝐱𝐭                                  ....... (II.22) 

Où T est l'énergie cinétique, Vee : la répulsion coulombienne électron-électron et Vext : 

l'interaction avec le potentiel extérieur 

       II.5.3 Densité électronique :  

     La densité électronique ρ(�⃗⃗�) est une fonction positive qui dépend seulement des trois 

coordonnées (x, y, z) de l’espace. Elle représente la probabilité de présence d'un électron dans 

un volume unitaire d𝑟3 centré sur la position �⃗⃗⃗�, et elle est exprimée par [II.16] : 

𝝆(�⃗⃗�) = 𝒏 ∫ ⋯ ∫ 𝒅�⃗⃗�𝟐  𝒅�⃗⃗�𝟑 ⋯ 𝒅�⃗⃗�𝒏|𝛙(𝐫,⃗⃗⃗ �⃗�𝟐, �⃗�𝟑, . . . �⃗�𝐧) |𝟐        .........(II.23) 
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       Cette quantité s’annule à l’infini et vaut n (nombre total d’électrons) lorsqu’elle est 

intégrée sur tout l’espace. 

{
𝛒(�⃗� ⟶ ∞) = 𝟎

∫ 𝛒(�⃗�)𝐝�⃗� = 𝐧
                                                                                 ..........(II.24) 

       On appelle également densité de paires ρ(𝑟, 𝑟2) la probabilité de trouver simultanément 

deux des n électrons du système dans les éléments de volume d𝑟 et  𝑑𝑟2 tel que : 

 𝛒(�⃗�, �⃗�𝟐) = 𝐧(𝐧 − 𝟏) ∫ ⋯ ∫ 𝐝�⃗�𝟑  ⋯ 𝐝�⃗�𝐧|𝛙(𝐫,⃗⃗⃗ �⃗�𝟐, �⃗�𝟑, . . . �⃗�𝐧) |𝟐    .......(II.25) 

       II.5.4  L'énergie fonctionnelle de la densité : approche de Thomas-Fermi: 

       Historiquement, l'idée d'exprimer l’énergie en fonction de la densité électronique remonte 

à Thomas [II.17] et Fermi [II.18]. Dans leur modèle, ils utilisent des expressions classiques 

pour l'énergie cinétique, le potentiel attractif nucléaire-électronique et le potentiel répulsif 

électron-électron pour établir l'expression de l'énergie suivante [II.15] : 

 𝐄𝐓𝐅[𝛒(�⃗�)] =
𝟑(𝟑𝛑𝟐)

𝟐
𝟑⁄

𝟏𝟎
 ∫ 𝛒(�⃗�)

𝟓
𝟑⁄ 𝐝�⃗� − 𝐙 ∫

𝛒(�⃗�)

𝐫
𝐝�⃗� +

𝟏

𝟐
∬

𝛒(�⃗�𝐢)𝛒(�⃗�𝐣)

𝐫𝐢𝐣
𝐝�⃗�𝐢𝐝�⃗�𝐣    ........(II.26) 

       Dans cette formule, on remarque que l'énergie est fonction de la densité électronique ρ(�⃗⃗�) 

qui elle même est une fonction de la cordonnée 𝑟, d'où la notion de fonctionnelle.                  

En 1964, Hohenberg et Kohn [II.19] ont repris cette idée pour formuler la théorie de la DFT et 

ils ont établi leurs deux théorèmes fondamentaux pour décrire tout système de n particules en 

interactions. 

       II.5.5 Théorèmes d’Hohenberg-Kohn : 

       Les deux théorèmes Hohenberg et Kohn (HK) [II.13] sont applicables pour tout système à 

n particules en interactions dans un potentiel externe 𝐯𝐞𝐱𝐭(�⃗�) 

Théorème 01 : 

      L’énergie totale de l’état fondamental E est une fonctionnelle unique de la  

densité des particules ρ( �⃗⃗�) dans un potentiel externe 𝐯𝐞𝐱𝐭(�⃗�) donnée. Ce théorème signifie 

qu’il suffit de connaître seulement la densité électronique pour déterminer toutes les fonctions 

d’ondes. En conséquence, l’énergie totale E d’un système d’électrons en interactions dans un 

potentiel extérieur est représentée comme une fonctionnelle de la densité électronique de 

l’état fondamental  𝛒𝟎 comme suit: 

                                             𝑬 = ⟨𝝋|𝑯|𝝋⟩ = 𝑭(𝝆) + ∫ 𝒗𝒆𝒙𝒕(�⃗⃗�)𝝆(�⃗⃗�)𝒅𝒓                   .......(II.27) 

                                                 𝑭(𝝆) = ⟨𝝋|𝑼 + 𝑻|𝝋⟩                              ......(II.28) 

 

T et U sont respectivement l’énergie cinétique et l’interaction inter-particules qui ne 

dépendent pas du potentiel extérieur si on fait appel à l’approximation de Hartree, on trouve : 
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            𝐅(𝛒) = ∬
𝛒(�⃗�)𝛒(𝐫′⃗⃗⃗ ⃗)

|�⃗�−𝐫′⃗⃗ ⃗|
𝐝𝐫𝐝𝐫′ + 𝐆(𝛒).                                            ...........(II.29) 

 𝐆(𝛒) ∶ représente l’énergie cinétique plus la différence entre l’énergie d'interaction réelle et 

celle donnée par le terme d'interaction de Hartree. Les fonctionnelles de la densité 

électronique 𝐅(𝛒) et 𝐆(𝛒) sont valables quelque soit la forme du potentiel extérieur et le 

nombre d'électrons. 

Théorème 02 :  

       La fonctionnelle de l’énergie totale de tout système à plusieurs particules possède un 

minimum qui correspond à l’état fondamental et à la densité de particules de l’état 

fondamental. 

            E(𝝆𝟎) = 𝑴𝒊𝒏𝑬(𝝆)                                                                  .............(II.30) 

    Les conséquences des deux théorèmes fondamentaux de la DFT impliquent que la variation 

du potentiel externe implique une variation de la densité.  L’énergie des fonctions mono-

électroniques est alors décrite par l’expression : 

                          E(𝛒𝟎) = 𝐅𝐇𝐊(𝛒) + ∫ 𝛒(𝐫)𝐯𝐞𝐱𝐭(𝐫)𝐝𝟑 𝐫                      ...........(II.31) 

     La fonctionnelle  𝐅𝐇𝐊(𝛒)  est universelle pour n’importe quel système à plusieurs 

électrons. Si la fonctionnelle 𝐅𝐇𝐊(𝛒) est connue, alors, il sera relativement facile d’utiliser le 

principe variationnel pour déterminer l’énergie totale et la densité électronique de l’état 

fondamental pour un potentiel extérieur donné. Malheureusement, le théorème de Hohenberg 

et Kohn ne donne aucune indication sur la forme de 𝐅𝐇𝐊(𝛒) [II.20], 

       II.5.6 Equations de Kohn et Sham :  

     Les équations de Kohn et Sham[II.21], publiées en 1965, rendent la DFT comme un outil 

pratique pour la résolution de l’équation de Schrödinger. Ils proposèrent d’écrire la 

fonctionnelle 𝐅𝐇𝐊(𝛒)comme suit: 

                𝐅𝐇𝐊(𝛒) = 𝐓𝟎(𝛒) + 𝐕(𝛒) + 𝐕𝐱𝐜(𝛒)                               .........(II.32) 

     Où 𝐓𝟎 est l’énergie cinétique du système sans interaction, 𝐕𝐇 désigne le terme de Hartree 

et 𝐕𝐞𝐱𝐭(𝛒) inclut l’interaction coulombienne des électrons avec les noyaux et celle des noyaux 

entre eux. Supposant que nous connaissons la fonctionnelle d’échange-corrélation 𝐕𝐱𝐜, nous 

pouvons maintenant écrire : 

                  𝐄𝐕 𝐞𝐱𝐭(𝛒) = 𝐓𝟎(𝛒) + 𝐕𝐇(𝛒) + 𝐕𝐱𝐜(𝛒) + 𝐕𝐞𝐱𝐭(𝛒)   .         ............(II.33) 

       Cette équation peut être interprétée comme la fonctionnelle de l’énergie des particules 

non interagissant entre elles soumises à deux potentiels extérieurs Vxc, Vext, avec 

l’hamiltonien de Kohn et Sham correspondant à : 

                  𝐇𝐊𝐒 = 𝐓𝟎 + 𝐕𝐇 + 𝐕𝐱𝐜 + 𝐕𝐞𝐱𝐭                                             ..........(II.34) 
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Avec 

                 𝐕𝐞𝐱𝐭 = 𝛅𝐄𝐞𝐱𝐭(𝛒)/𝛅𝛒(𝐫)                                                                 ..........(II.35) 

                𝐕𝐇 =
𝐞𝟐

𝟒𝛑𝛆𝟎
∫

𝛒(𝐫)

|�⃗�−𝐫′⃗⃗ ⃗|
                                                           ...........(II.36) 

     La somme des trois termes (VH +Vxc +Vext ) représente un potentiel effectif local qui 

est 𝑉𝑒𝑓𝑓 . La densité de l’état fondamental est donnée par la sommation sur l’ensemble des 

orbitales occupées : 

            𝛒(�⃗�) = ∑   𝛙𝐢
∗(�⃗�)𝛙𝐢(�⃗�)𝐍

𝐢=𝟏  .                                                     .............(II.37) 

     Où les fonctions d’onde d’une seule particule 𝛙𝐢(�⃗�) sont les N solutions de l’énergie la 

plus basse de l’équation de Kohn et Sham. 

           𝐇𝐊𝐒𝛙𝐢(�⃗�) = 𝛆𝐢𝛙𝐢(�⃗�)                                                                 ............(II.38) 

    Pour obtenir la densité de l’état fondamental pour n’importe quel système à plusieurs corps, 

on utilise le cycle d’auto cohérence. 

       II.6. Notes sur les équations de Kohn-Sham :  

      L'objectif atteint après l’utilisation des équations de Kohn-Sham est celui d'avoir substitué  

le système réel à plusieurs particules en interactions par un autre système modèle où les 

particules sont sans interactions mais dont la densité est la même que celle du système réel. 

L'équation de Schrödinger est donc reformulée selon ce que l'on convient d'appeler l'équation 

de Kohn-Sham (K.S) (II.38) qui est en fait une équation de Schrödinger avec un potentiel 

effectif dans lequel des quasi-particules se déplacent. Les équations de Kohn-Sham sont 

couplées par la densité électronique: 

          𝛒(�⃗�) = ∑ 𝛙𝐢
∗(𝐫)𝐢 𝛙𝐢(𝐫)   .                                                       ..............(II.39) 

     Ce couplage est alors inclus dans la solution obtenue d’une manière itérative. Pour 

l’expansion d’orbitales en termes de base de fonctions d’ondes, différentes bases peuvent être 

utilisées, -en fait le choix de la base n’est pas aussi crucial que celui de la fonctionnelle pour  

l'énergie d'échange-corrélation-. Une fois ce choix est fixé, les orbitales sont utilisées pour 

trouver une meilleure densité au travers d’un cycle auto-cohérent. Un premier exemple de 

base est un ensemble d'ondes planes. Son efficacité n'est certes pas la meilleure car il y a un 

besoin d'un grand nombre de fonctions planes pour l'expansion. Cela présente tout de même 

l'avantage de permettre l'utilisation de transformées de Fourier rapides entre les espaces direct 

et réciproque. Une base plus efficace serait bien entendu les orbitales de Kohn –Sham elles 

mêmes mais elles présentent le grand inconvénient de ne pas être connues au début du calcul.              

    Une alternative est l'utilisation d'une combinaison linéaire d'orbitales atomiques(LCAO) 

[II.22]. Les orbitales de K-S sont décrites par l'expression suivante : 

               𝛙𝐢(�⃗�, �⃗�) = ∑ 𝐂𝐢𝐣𝛟𝐣(�⃗�𝐣  ,�⃗⃗�)                                               .............(II.40) 
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 𝛟𝐣(�⃗�, �⃗�) : sont les fonctions de base.                                                                                                                                                                       

 𝐂𝐢𝐣 : Les coefficients de développement. 

     Les solutions des équations K-S sont les coefficients dans les orbitales -occupés qui 

minimisent l'énergie totale. Si les bases sont données, la matrice Hamiltonienne H et de 

chevauchement S sont construits, L'équation séculaire est définie comme suit : 

           (𝑯 − 𝛟𝐢𝐒)𝐂𝐢 = 𝟎                                                                    ............. (II.41) 

       II.6.1 L'auto-cohérence dans les calculs :  

     Pour simplifier les calculs, on résout les équations de K-S pour les points de symétrie dans 

la première zone de Brouillon. Ces solutions s'obtiendront d'une manière itérative en utilisant 

un cycle d'itérations auto-cohérent illustré par l'organigramme de la Figure II-1, on 

commence par une densité 𝛒𝐢𝐧 d'essai pour la première itération.  Typiquement on utilise une 

superposition des densités atomiques puis on calcule les équations de Kohn -Sham, et en 

résolvant les équations ave  les coefficients d'expansion pour obtenir les orbitales de kohn-

Sham, à cette étape, en calculant la nouvelle densité  ρ
out

  si la densité ou l'énergie a beaucoup 

changé (critère de convergence), on retourne a la première étape, et en mélangeant les deux 

densités de charge  de la manière suivante: 

        𝛒𝐢𝐧
𝐢+𝟏 = (𝟏 − 𝛂)𝛒𝐢𝐧

𝐢 𝛂 𝛒𝐨𝐮𝐭
𝐢                                                    ..............(II.42) 

i: représente 𝑙𝑎 ieme  itération. 

𝜶   : un paramètre de mixage. Ainsi la procédure itérative peut être poursuivie jusqu'à ce que 

la convergence soit réalisée. On peut représenter cette procédure par le schéma ci-après : 
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Figure. II.1 : Diagramme de la résolution des équations de Kohn-Sham[II.22] 
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II.7.Approximations de la densité locale : 

       II.7.1.Approximations de la densité locale (LDA) : 

      La fonctionnelle LDA pour Local Density Approximation [II.23] est l’approximation la 

plus couramment utilisée en théorie de la fonctionnelle de la densité, notamment dans la 

communauté des physiciens. Cette approche consiste à effectuer une hypothèse où les termes 

d’échange-corrélation ne dépendent que de la valeur locale de 𝜌(𝑟) qui varie lentement en 

fonction de la coordonnée 𝑟. La LDA est l’approximation la plus simple que l’on puisse 

imaginer parce qu’elle est fondée sur le modèle du gaz uniforme d’électrons pour exprimer 

l’énergie d’échange-corrélation. Dans cette approximation la LDA suppose que la partie 

d’échange-corrélation de l’énergie totale de l’état fondamental du système électronique peut 

être écrite selon l’expression: 

             𝐄𝐱𝐜
𝐋𝐃𝐀[𝛒(�⃗�)] ≈ ∫ 𝛆𝐱𝐜

𝐋𝐃𝐀[𝛒(�⃗�)]𝛒(�⃗�)𝐝�⃗�                         ...............(II.43) 

  

dans laquelle 𝛆𝐱𝐜
𝐋𝐃𝐀[𝛒(�⃗�)] représente l’énergie d’échange-corrélation par électron dans un 

système d’électrons en interactions mutuelles de densité uniforme 𝐧(�⃗�). Dans ce cas, la 

forme de l’énergie d’échange est exactement connue: 

               𝛆𝐱𝐜
𝐋𝐃𝐀 = −

𝟑

𝟒
(

𝟑

𝛑
)

𝟏

𝟑 [𝛒(�⃗�)]
𝟒

𝟑                                               ................(II.44) 

      

       On ne connaît pas de solution exacte pour l’énergie de corrélation du gaz uniforme  

mais on connaît des approximations pour les faibles et les hautes densités électroniques. 

A partir de 𝛆𝐱𝐜
𝐋𝐃𝐀  le potentiel d’échange-corrélation 𝛖𝐱𝐜

𝐋𝐃𝐀(�⃗�) peut être obtenu d’une 

façon variationnelle selon l’équation: 

               𝛖𝐱𝐜
𝐋𝐃𝐀(�⃗�) =

𝛛(𝛒(�⃗�)𝛆𝐱𝐜
𝐋𝐃𝐀[𝛒(𝐫)⃗⃗⃗⃗ ])

𝛛𝛒(�⃗�)
                                              ..............(II.45) 

       Dans le cas des matériaux magnétiques, le spin électronique fournit un degré de liberté 

supplémentaire et la LDA doit alors être étendue à l’Approximation de la Densité de Spin 

Locale (LSDA). L’implémentation de cette méthode (LSDA) à la DFT est souvent appelée 

Théorie de la Fonctionnelle de la Densité à Spin Local (LSDFT)].  

       II.7.2 Approximation de la densité locale de spin (LSDA) :                                                                                                                                                                                 

       L’approximation LDA peut être formulée de manière plus générale en prenant en compte 

le spin de l’électron dans l’expression de la fonctionnelle; on parle alors d’approximation 

LSDA pour Local Spin Densité Approximation. Cette approche fut initialement proposée par 

John C. Slater [II.25] et permet de résoudre certains problèmes liés à l’approche LDA 

notamment le traitement de systèmes soumis à des champs magnétiques où les effets 
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relativistes deviennent importants. En prenant en compte l’approximation LSDA, la 

fonctionnelle est exprimée comme: 

          𝐄𝐱[𝛒𝛂, 𝛒𝛃] = (−𝟐)𝟏/𝟑 𝟑

𝟒
(

𝟑

𝛑
)

𝟒

𝟑
∫ ([𝛒𝛂(�⃗�)]

𝟒

𝟑 + [𝛒𝛃(�⃗�)]
𝟒

𝟑)

𝟒

𝟑

𝐝�⃗�             ........(II.46) 

où α et β expriment les spins Up et Down, respectivement. 

 

       Pour l’énergie de corrélation, des valeurs précises sont disponibles via les calculs de 

Monte Carlo quantique établis par Ceperley [II.24] at par Ceperley et Alder [II.25] dont les 

résultats peuvent être interpolés afin d’obtenir une forme analytique. Il existe donc de 

nombreuses para métrisations pour l’énergie de corrélation telles que, par exemple de Perdew-

Zunger [II.26] ou Volko-Wilkes-Nusair [II.27]. 

       II.7.3 Forme mathématique de quelques potentiels de corrélation : 

  Dans l’approximation LDA ou LSDA, le potentiel de corrélation est défini par: 

          𝐕𝐜(𝐫𝐬) = 𝐄𝐜(𝐫𝐬) −
𝐫𝐫

𝟑

𝐝𝐜(𝐫𝐜)

𝐝𝐫𝐬
                                     ...........(II.47) 

avec, Ec(rs) est l’énergie de corrélation et r est un paramètre qui décrit le rayon d’une sphère 

contenant en moyenne un électron dans un système électronique homogène de densité 𝜌. 

          𝐫𝐬 = (
𝟑

𝟒𝛑𝛒
)

𝟏

𝟑
                                                                .........(II.48) 

La forme décrite par Hedin-Lundqvist est donnée par l’expression suivante: 

          𝐄𝐜(𝐫𝐬)𝐇𝐋 = −
𝐂𝐞𝟐

𝟐
[(𝟏 + 𝐱𝟐) 𝐥𝐨𝐠 (𝟏 +

𝟏

𝐱
) +

𝐱

𝟐
− 𝐱𝟐 −

𝟏

𝟑
]        .........(II.49) 

           où A=21, C=0.045 et x = 
𝐫𝐬

𝐀⁄  

          𝑽𝒄(𝒓𝒔)𝑯𝑳 = −
𝐂𝐞𝟐

𝟐
𝐥𝐨𝐠(𝟏 +

𝟏

𝐱
)                                           ...........(II.50) 

   Ainsi, l’approximation LSDA est une approximation des premiers principes, dans le sens où 

ses paramètres ne sont pas interpolés empiriquement à partir de résultats théoriques ou 

expérimentaux [II.28].                                                                                          

     Bien qu’étant une approche assez simple conceptuellement, l’approximation LSDA 

permet néanmoins d’obtenir de bons résultats. Le relatif succès de cette méthode LSDA 

du à une sous-estimation de l’énergie d’échange et une surestimation de l’énergie de 

corrélation, ce qui permet d’obtenir des valeurs assez bonnes pour l’énergie d’échange-

corrélation. 
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II.8.Approximation du gradient généralisé (GGA) : 

       II.8.1. Approximation du gradient généralisé (GGA)                                                        

         Une amélioration de la LDA est l’approximation du gradient généralisé, GGA 

(Generalized Gradient Approximation) [II.29, 30]. Dans cette approximation, le gradient de la 

densité est incorporé dans l’énergie d’échange-corrélation :  

           𝐄𝐱𝐜
𝐆𝐆𝐀[𝛒] = ∫ 𝛒(𝐫) 𝛆𝐱𝐜

𝐆𝐆𝐀[𝛒(𝐫)]|𝛁𝝆(𝒓)|𝒅𝟑𝒓               ............(II.51) 

Où : ε [ρ(r), |∇ρ(r)|] , étant la fonction d’échange et de corrélation dépendante de la densité 

électronique et de son gradient si on tenait compte de spin.                                                                                            

       De façon générale, la GGA est améliorée par rapport à la LDA dans plusieurs propriétés, 

telle que  l’énergie de liaison et l’énergie de cohésion. Par exemple, la LSDA a montré que 

l’état fondamental du fer est non magnétique à structure à faces centrée. Ce résultat est en 

contradiction avec les observations expérimentales qui montrent que l’état fondamental du fer 

est ferromagnétique à structure centrée (bcc). Par contre la GGA donne l’état fondamental 

correct donné expérimentalement [II.31]. Il en existe de très nombreuses formes, les plus 

fréquemment utilisées sont celles introduites par Becke (B88) [II.32], Perdew 

et wang (PW91) [II.33] 

       II.8.2  L’approximation du gradient généralisé GGA-PBEsol :  

       Les approximations du gradient généralisé modernes populaires sont 

biaisées lors de la description des énergies de l’atome libre . La restauration du gradient des 

premiers principes pour l’échange sur une large gamme de gradients de densité élimine ce 

biais. Perdew et al. ont introduit une approximation de gradient généralisé de Perdew -Burke-

Ernzerof qui améliore les propriétés d’équilibre des solides densément compactés et de leurs 

surfaces [II.33] [II.34][II.35]. 

      Conclusion :  

        La théorie de la fonctionnelle de la densité s'est rapidement imposée comme un moyen 

relativement rapide et fiable pour simuler les propriétés électroniques et structurales pour 

l'ensemble des éléments du tableau périodique allant de la molécule au cristal. Dans ce 

chapitre, nous avons présenté la théorie DFT et nous avons discuté surtout les points 

essentiels et relatifs à notre travail. De nos jours la DFT est un outil puissant qui présente un 

grand succès dans de nombreuses applications. Dans le cadre de la DFT, il existe des 

techniques de calcul de la structure électronique mises au point au cours des dernières 

décennies sont nombreuses, et en particulier, les méthodes ab-initio qui sont devenues 

aujourd'hui un outil de base pour le calcul des propriétés électroniques et structurales des 

systèmes les plus complexes et aussi un outil de choix pour la prédiction de nouveaux 

matériaux.  
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    Les études ab-initio menées sur l'ensemble des matériaux existants sont nombreuses, elles 

ont donné des résultats fiables en les comparant avec les mesures expérimentales. Parmi ces 

méthodes, la méthode des ondes planes augmentées linéarisées (FP-LAPW) qui  est décrite au 

chapitre suivant . 
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Chapitre III 

La méthode des ondes planes linéairement augmentées 

 

 

 

 

 

 

 

« La théorie, c'est quand on sait tout et que rien 

ne fonctionne. La pratique, c'est quand tout  

fonctionne et que personne ne sait pourquoi » 

                                                                   Albert Einste
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III.1. Introduction 

       Il existe différentes méthodes de calculs de structures électroniques pour la résolution des 

équations de la DFT. Ces méthodes diffèrent par la forme  du potentiel et par les fonctions 

d’ondes prises comme base. La méthode des ondes planes augmentées linéarisées (FP-

LAPW) est l’une des méthodes les plus précises. Dans cette méthode aucune hypothèse de 

forme particulière n’est faite au niveau du potentiel. La méthode des ondes planes augmentées 

linéairasées (LAPW: linéarized augmented plane wave), développée par Andersen [III.1], est 

fondamentalement une modification de la méthode des ondes planes augmentées (APW) 

développée par Slater, donc avant d’exposer le principe de LAPW, nous allons revoir les 

différents aspects de la méthode APW. 

III.2. La méthode des ondes planes augmentées (APW) : 

       En 1937, Slater [III.2] a proposé comme base, les fonctions d’ondes planes augmentées 

(APW: Augmented Plane Wave) pour résoudre l’équation de Schrödinger à un seul électron, 

cette dernière correspond à l’équation de Kohn et Sham basée sur la DFT. Pour décrire le 

potentiel cristallin, Slater introduit l’approximation du potentiel Muffin-tin.Ce potentiel est 

représenté dans les Figures (III.1 et III.2). Selon cette approximation, le potentiel est 

sphériquement symétrique à l’intérieur des sphères atomiques de rayon r [U(𝑟 ) = U(|𝑟|)] et est  

assumé constant à l’extérieur :[U(r) = U0]. Pour plus de simplification, l’énergie à l’origine 

calculée peut être choisie de telle façon que  U0 soit nulle [U0 = 0]. Donc, le potentiel s’écrit 

sous la forme : 

                           U(r⃗) {
U(r)

0  
                               pour r≤r0

pour r>r0
                   ...... (III.1) 

                                     Avec : r =|𝑟|                                                                                

 

 

 

 

 

 

Figure III.1 : Potentiel cristallin d’un réseau carré à deux 

dimensions: (a) potentiel total, et (b) potentiel muffin-tin. 
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       En conséquence, les fonctions d’onde du cristal sont développées dans des bases 

différentes selon la région considérée : solutions radiales multipliées par des harmoniques 

sphériques dans les sphères MT et ondes planes dans la région interstitielle Figure (III.2).    

 

 

                                                             

 

         

 

        Donc la fonction d’onde s’écrit sous la forme : 

                   𝜙(𝑟) =  {

1

√Ω
∑ 𝐶𝐺𝑒𝑖(𝐺+𝐾)𝑟    

𝐺      

∑ 𝐴𝑙𝑚𝑈𝑙(𝑟)𝑌𝑙𝑚(𝑟)𝑙𝑚

                  𝐫>𝐫𝟎(𝐈)
          𝐫<𝐫𝟎(𝐌𝐓)

     ...........(III.2) 

           où 

      𝐫𝟎: Représente le rayon de la sphère muffin-tin RMT. 

      Ω: est le volume de la cellule élémentaire. 

     G: est le vecteur du réseau réciproque. 

       𝐶𝐺 et 𝐴𝑙𝑚les coefficients du développement en harmonique sphériques 𝑌𝑙𝑚 

       

 

Figure  III:.2 : Schéma de la répartition de la maille élémentaire en  

sphères  atomiques et en  région interstitielle. 
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     Notons que l’origine des coordonnées sphériques est prise aux centres des sphères 

atomiques. 

      La fonction 𝑈𝑙(𝑟) est une solution régulière de l’équation de Schrödinger pour la partie 

radiale qui s’écrit sous la forme :                   

                                          {−
𝝏𝟐

𝝏𝒓𝟐
+

𝒍(𝒍+𝟏)

𝒓𝟐
𝑽(𝒓) − 𝑬𝒍} 𝒓𝑼𝒍(𝒓) = 𝟎              ........ (III.3) 

         Où 

           𝐸𝑙: paramètre d’énergie. 

          𝑉(𝑟) : Le composant sphérique du potentiel dans la sphère. 

       Les fonctions radiales sont définies par l’équation précédente, sont orthogonales à tout 

état propre du cœur, mais cette orthogonalité disparaît sur la limite de la sphère [III.3] comme 

le montre l'équation suivante: 

(𝑬𝟐 − 𝑬𝟏)𝒓𝑼𝟏. 𝑼𝟐 = 𝑼𝟐
𝒅𝟐𝒓𝑼𝟏

𝒅𝒓𝟐
− 𝑼𝟏

𝒅𝟐𝒓𝑼𝟐

𝒅𝒓𝟐
                ............(III.4) 

            𝑈1𝑒𝑡 𝑈2 : sont les solutions radiales pour ces énergies 𝐸2 𝑒𝑡𝐸1 respectivement. 

        

       Dans cette méthode, Slater a fait un choix particulier des fonctions d’ondes, il montre que 

les ondes planes sont les solutions de l’équation de Schrödinger dans un potentiel constant. 

Tandis que, les fonctions radiales sont la solution dans le cas d’un  potentiel sphérique et il 

prouve que 𝐸𝑙  est égale à la valeur propre E . 

       Cette approximation est très bonne pour les matériaux à structure cubique à faces 

centrées, et de moins en moins satisfaisante avec la diminution de symétrie du matériau.                        

       Pour assurer la continuité de la fonction Φ(𝑟)à la surface de la sphère MT, 

les 𝐴𝑙𝑚coefficients doivent être développés en fonction des coefficients 𝐶𝐺  des ondes planes 

existantes dans les régions interstitielles. Ainsi, après quelques calculs algébriques [III.4], 

nous trouvons que : 

𝑨𝒍𝒎 =
𝟒𝝅𝒊𝒍

𝛀
𝟏
𝟐𝑼𝒍(𝒓𝒍)

∑ 𝑪𝑮𝑱𝒍(|𝑲 + 𝑮|𝒓𝟎)𝒀𝒍𝒎
∗ (𝑲 + 𝑮)𝑮              ........(III.5) 

 𝐽𝑙 : La fonction de Bessel. 

       Où l’origine est prise au centre de la sphère de rayon  𝑟0 . Ainsi les 𝐴𝑙𝑚 sont 

complètement déterminés par les coefficients des ondes planes, et le paramètre d’énergie 

𝐸𝑙 sont des coefficients variationales dans la méthode (APW). Les fonctions d’ondes se 
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comportent comme des ondes planes dans la région interstitielle, et elles augmentent dans la 

région de cœur et se comportent comme des fonctions radiales. A l’énergie 𝐸𝑙, correspondent 

les fonctions APWs qui sont des solutions de l’équation de Schrödinger, avec 𝐸𝑙   égale à la 

bande d’énergie indicée par G, ceci signifiait que les bandes d’énergie ne peuvent pas être 

obtenues par une simple diagonalisation, et ceci implique de traiter le déterminant séculaire 

comme une fonction de l’énergie. 

       La fonction qui apparaît dans l’équation (III.4)  peut devenir nulle à la surface de la 

sphère MT, cela conduit à la séparation entre les fonctions radiales et les ondes planes. Pour 

résoudre ce problème, plusieurs modifications ont étés apportés sur la méthode APW tel que  

le travail d’Anderson [III.4], ainsi que celui de Koelling [III.5]. La modification consiste à 

représenter la fonction d'onde ɸ(r) à l’intérieur de  la sphère par une combinaison linéaire des 

fonctions radiales 𝑈1(𝑟)𝑒𝑡 de leurs dérivées �̇�𝑙(𝑟)par rapport à l’énergie. 

III.3. La méthode des ondes planes augmentées linéarisées (FP-LAPW) : 

       Pour un cristal, l’espace est divisé en deux régions : la première région est la sphère du 

Muffin-tin, et la deuxième, c’ est l’ espace restant qui représente la région interstitielle. La 

fonction de base de la méthode (FP-LAPW) possède des ondes planes dans la région 

interstitielle et des harmoniques sphériques multipliés par les fonctions radiales dans les 

sphères. 

       III.3.1. Principe de la méthode LAPW : 

        Les fonctions de base à l’intérieur de la sphère sont des combinaisons linéaires des 

fonctions radiales 𝑈𝑙(𝑟)𝑌𝑙𝑚(𝑟)et de leurs dérivés �̇�𝑙(𝑟)𝑌𝑙𝑚(𝑟) par rapport à l’énergie. Les 

fonctions sont définies comme dans la méthode (APW) et elles  doivent satisfaire la condition 

suivante : 

{−
𝒅𝟐

𝒅𝒓𝟐
+

𝒍(𝒍+𝟏)

𝒓𝟐
+ 𝑽(𝒓) − 𝑬𝒍} 𝒓�̇�𝒍(𝒓) = 𝒓𝑼𝒍(𝒓)              ...... (III.6) 

La fonction d’onde s’écrit comme suit :       

        𝝓(𝒓) =  {

𝟏

√𝛀
∑ 𝑪𝑮𝒆𝒊(𝑮+𝑲)𝒓    

𝑮                                        𝐫 > 𝐫𝟎(𝐈)

 ∑ [𝑨𝒍𝒎𝑼𝒍(𝒓) + 𝑩𝒍𝒎�̇�𝒍(𝒓)]𝒀𝒍𝒎(𝒓)𝒍𝒎           𝐫 < 𝐫𝟎(𝐌𝐓)
                 .... (III.7)       

    Où: 

      𝐴𝑙𝑚: sont des coefficients correspondant à la fonction 𝑈𝑙(𝑟). 

      𝐵𝑙𝑚: sont des coefficients correspondant à la fonction �̇�𝑙(𝑟) 

    Les fonctions (FP-LAPW) sont des ondes planes uniquement dans les zones interstitielles 

comme dans la méthode APW. Les fonctions radiales peuvent être développées au voisinage 

de 𝐸𝑙 [III.4] comme suit : 
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𝑼𝒍(𝑬, 𝒓) = 𝑼𝒍(𝑬𝒍, 𝒓) + (𝑬 − 𝑬𝑳)�̇�𝒍(𝑬𝒍, 𝒓) + 𝑶((𝑬 − 𝑬𝒍)
𝟐)              .........(III.8)                                                    

    Où:   𝑂((𝐸 − 𝐸𝑙)2) représente l’erreur quadratique énergétique. 

       Avec cette procédure, la précision est moins bonne que celle de la méthode APW. Les 

erreurs introduites dans le calcul de la fonction d’onde et de l’énergie, sont de l’ordre(𝐸 −

𝐸𝑙)2, (𝐸 − 𝐸𝑙)4  respectivement. Les fonctions LAPW forment une bonne base qui permet, 

avec un seul 𝐸𝑙, d’obtenir toutes les bandes de valence dans une grande région d’énergie. 

Lorsque cela n’est pas possible, on peut généralement diviser en deux parties la fenêtre 

énergétique, ce qui est une grande simplification par rapport à la méthode APW. En général, 

si 𝑈𝑙est égale à zéro à la surface de la sphère, sa dérivée �̇�𝑙  sera différente de zéro. Par 

conséquent, le problème de la continuité à la surface de la sphère MT ne se posera pas dans la 

méthode LAPW. 

III.4. Les rôles des énergies de linéarisation 𝑬𝒍 

       Les fonctions 𝑈𝑙et �̇�𝑙   sont orthogonales à n’importe quel état de cœur strictement limité à 

la sphère MT. Mais cette condition n’est satisfaite que dans le cas où il n’y a pas d’états de 

cœur avec le même l, et par conséquent, on prend le risque de confondre les états de semi 

cœur avec les états de valence. Ce problème n’est pas traité par la méthode APW, alors que la 

non orthogonalité de quelques états de cœur dans la méthode FP-LAPW exige un choix 

délicat de 𝐸𝑙. Dans ce cas, on ne peut pas effectuer le calcul sans modifier 𝐸𝑙 . La solution 

idéale dans de tels cas est d’utiliser un développement en orbitales locales. Cependant, cette 

option n’est pas disponible dans tous les programmes, et dans ce cas, on doit choisir un rayon 

de la sphère le plus grand possible. Finalement, il faut remarquer que les divers 𝐸𝑙  devraient 

être définis indépendamment les uns des autres. Les bandes d’énergie ont des orbitales 

différentes. Pour un calcul précis de la structure électronique, 𝐸𝑙 doit être choisi le plus proche 

possible de l’énergie de la bande si la bande a le même l. 

 

III.5. Construction des fonctions radiales 

       Les fonctions de base de la méthode FP-LAPW sont des ondes planes dans la zone 

interstitielle. Elles sont développées sous la forme de fonctions radiales numériques à 

l’intérieur des sphères MT à condition que les fonctions de base et leurs dérivées soient 

continues à la surface de la sphère MT. Ainsi la construction des fonctions de base de la 

méthode FP-LAPW revient à déterminer : 

 - Les fonctions radiales 𝑈𝑙(𝑟) et leurs dérivées par rapport à l’énergie �̇�𝑙(𝑟) 

 - Les coefficients 𝐴𝑙𝑚et 𝐵𝑙𝑚qui satisfont aux conditions aux limites. 

       Les conditions aux limites fournissent un moyen simple pour la détermination du cut-off 

du moment angulaire 𝑙𝑚𝑎𝑥  et pour la représentation du cut-off Gmax  des ondes planes dans la 

sphère de MT pour un rayon Rs. Une stratégie raisonnable consiste à choisir ces cut-off, tels 
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que RsGmax = 𝑙max , ce qui est réalisé en pratique puisque la convergence des calculs de FP-

LAPW est assurée pour RsGmaxcompris entre 7 et 9.   On note aussi qu’il y a deux types de 

fonctions radiales : les fonctions radiales non relativistes et les fonctions radiales relativistes 

       III.5.1 Les fonctions radiales non relativistes : 

         Dans le cas non relativiste, les fonctions radiales 𝑈𝑙(𝑟) sont des solutions de l’équation 

de Schrödinger avec un  

potentiel sphérique et une énergie fixe 𝐸𝑙. 

{−
𝒅𝟐

𝒅𝒓𝟐 +
𝒍(𝒍+𝟏)

𝒓𝟐 + 𝑽(𝒓) − 𝑬𝒍} 𝒓𝑼𝒍(𝒓) = 𝟎                                  .............(III.9) 

où  𝑉(𝑟) : est la composante sphérique du potentiel dans la sphère MT. 

La dérivée par rapport à l’énergie 𝐸𝑙 donne l’équation différentielle suivante : 

{−
𝒅𝟐

𝒅𝒓𝟐 +
𝒍(𝒍+𝟏)

𝒓𝟐 + 𝑽(𝒓) − 𝑬𝒍} 𝒓�̇�𝒍(𝒓) = 𝒓𝑼𝒍(𝒓)                              ..........(III.10) 

 

Les solutions radiales doivent être normalisées dans la sphère MT. 

     ∫ [𝒓𝑼𝒍(𝒓)]𝟐𝒅𝒓 = 𝟏
𝒓𝟎

𝟎
                                                             ...........(III.11) 

𝑈𝑙  est une solution homogène de l’équation (III. 11) de la forme: 

                                                                      𝒉�̇�𝒍−𝑬�̇�𝒍=𝑼𝒍 

      En utilisant la condition de normalisation (Eq (III. 11)), il apparait immédiatement que la 

fonction 𝑈𝑙(𝑟) et sa dérivée �̇�𝑙(𝑟) sont orthogonales : 

∫ 𝒓𝟐𝒓𝟎

𝟎
𝑼𝒍(𝒓)�̇�𝒍(𝒓)𝒅𝒓 = 𝟎                                                        .........(III.12) 

        La fonction �̇�𝑙(𝑟) est normalisée : 

𝑵𝒍 = ∫ [𝒓�̇�𝒍(𝒓)]
𝟐

𝒅𝒓 = 𝟏
𝒓𝟎

𝟎
                                                     ...........(III.13) 

Cette condition de normalisation dans la méthode FP-LAPW peut être remplacée par 

l’équation suivante : 

𝐫𝟎
𝟐[𝑼𝒍

′ (𝑹𝒔)�̇�𝒍(𝑹𝒔) − 𝑼𝒍(𝑹𝒔)�̇�𝒍
′ (𝑹𝒔)] = 𝟏                              .........(III.14) 

Avec 

                              𝑈𝑙
′(E,r) ≡ (

𝜕𝑈𝑙(𝐸,𝑟)

𝜕𝑟
)    
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                              �̇�𝑙(E,r)≡ (
𝜕𝑈𝑙(𝐸,𝑟)

𝜕𝐸
) 

           Cette équation sert à déterminer numériquement les fonctions 𝑈𝑙(𝑟) et �̇�𝑙(𝑟).Avec 

cette normalisation on peut développer 𝑈𝑙  (𝑟) sous la forme : 

𝑼𝒍(𝑬 + 𝜹) = 𝑼𝒍(𝑬) + 𝜹�̇�𝒍(𝑬) +...                                   .......(III.15) 

Avec ce choix, la norme de �̇�𝑙(r) , soit (‖�̇�𝑙(𝑟)‖)) indique l’ordre de la grandeur de l’énergie 

𝐸𝑙. En particulier, selon Anderson [III.6] les erreurs sur l’énergie de linéarisation sont 

acceptables quand : 

‖�̇�𝑙‖ |𝐸𝑙 − 𝐸| ≤ 1                                                        .........(III.16) 

Si un tel choix n’est pas possible, plusieurs options sont disponibles : 

         1- On divise les rangs d’énergie dans les fenêtres, et chacune de ces fenêtres est traitée 

séparément. 

         2- On utilise un développement sous la forme d’orbitales locales (ceci est effectivement 

la méthode quadratique). 

         3- On réduit la taille de la sphère, donc, on réduit la norme de la dérivée. Les deux 

premières options sont les plus utilisée �̇�𝑙(𝑟). 

       III.5.2.Les fonctions radiales relativistes: 

       Dans le cas des éléments lourds qui ont un nombre atomique élevé, on tient compte de 

l’effet relativiste. Les effets relativistes concernent seulement les fonctions radiales dans les 

sphères MT. Pour introduire cet effet, il faut remplacer les équations (III-9) et (III-10) par les 

équations de Dirac et leurs dérivées par rapport à l’énergie. Dans le but de résoudre ces 

équations, Koelling et Harman [III.7] ont trouvé un processus qui néglige l’effet spin-orbit 

(Roskey [III.8], Wood et Boring [III.9] , Tekeda [III.10], Macdonald et al [III.11]). 

L’Hamiltonien de Dirac pour une seule particule est donné par : 

𝑯𝑫 = 𝑪𝜶𝒑 + (𝜷 − 𝟏)𝒎𝒄𝟐 + 𝑽(𝒓)                                     .....(III.17) 

      où C ; est la vitesse de la lumière,  p est l’impulsion , v(r)  est la partie sphérique du 

potentiel, m est la masse de l’électron 𝛼 et 𝛽 , les deux matrices  sont données par : 

𝛼 = [
0 𝜎
𝜎 0

] ;   𝛽 = [
1 0
0 −1

]                                         ............ (III.18) 

      Si 𝜓 sont les vecteurs propres de 𝐻𝐷 , ils s’écrivent à l’aide des deux fonctions Φ et 𝜒ƒ  

                                        𝜓 = [
𝜙
𝜒

]                                             ……………………........(III.19) 

𝜙 est appelé la grande composante de la fonction d’onde et  χ  la petite. L’équation de 

Schrödinger conduit à : 
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                                       c (𝜎𝑝)𝜒 = (𝜀 − 𝑉)𝜙                                              .....................(III.20) 

                                      c(𝜎𝑝)𝜙 = (𝜀 − 𝑉 + 2𝑚𝑐2)𝜒                        ..............................(III.21) 

 

A partir de ces deux équations, on peut déduire : 

      
1

2𝑚
(𝜎𝑝) (1 +

𝜀−𝑉

2𝑚𝑐2)
−1

 (𝜎𝑝)𝜙 + 𝑉𝜙  = 𝜀𝜙                           …….......(III.22) 

En utilisant l’approximation             

       (1 +
𝜀−𝑉

2𝑚𝑐2)
−1

 ≈ 1 −
𝜀−𝑉

2𝑚𝑐2                                            ………....(III.23)    

  Avec 

𝑝𝑉 = 𝑉𝑝 − 𝑖ℏ∇𝑉                                                             ...(III.24)       

(𝜎∇𝑉)(𝜎𝑝) = (𝜎∇𝑝) + 𝑖𝜎[∇, 𝑝]                                       .... (III.25) 

On obtient l’équation différentielle vérifiée parϕ     

[(1 −
𝜀−𝑉

2𝑚𝑐2)
𝑝2

2𝑚
− 𝑉] 𝜙 −

ℏ2

4𝑚2𝑐2  (∇𝑉∇Φ) +
ℏ2

4𝑚2𝑐2
(𝜎[∇𝑉, 𝑝]ϕ) = 𝜀𝜙    ....(III.26)  

 

      Dans le cas où le potentiel possède une symétrie sphérique, l’équation devient : 

[
𝑝2

2𝑚
+ 𝑉 −

𝑝4

8𝑚3𝑐2
−

ℏ2

8𝑚3𝑐2

𝑑𝑉

𝑑𝑟

𝜕

𝜕𝑟
+

1

2𝑚2𝑐2

1

𝑟

𝑑𝑉

𝑑𝑟
(�⃗⃗� ∙ 𝑠)] 𝜙 = 𝜀𝜙        .....(III.27)                      

       Les deux premiers termes correspondent à l’équation de Schrödinger non relativiste, les 

deux derniers proviennent respectivement de la correction de masse et de Darwin. Quant au 

dernier terme, il correspond au couplage spin-orbite. A cause de ce dernier terme, Ѱ n’est plus 

une fonction propre du moment de spin.                                                                                                          

       La solution de l’équation de Dirac à l’intérieur de la sphère MT devient :    

𝜓𝑘𝜇 = [
𝑔𝑘 𝜒𝑘𝜇

−𝑖 f𝑘𝜎𝑟 𝜒𝑘𝜇
]                           …………………………...(III.28) 

et les fonctions f𝑘  et 𝑔𝑘   vérifient les équations radiales suivantes : 

 
𝑑f𝑘

𝑑𝑟
≡ 𝑓𝑘

′
 = 

1

𝑐
 (𝑉 − 𝐸)𝑔𝑘 + (

𝑘−1

𝑟
) f𝑘                                             .....(III.29) 

𝑑𝑔𝑘

𝑑𝑟
≡ 𝑔𝑘

′ = −
(𝑘+1)

𝑟
𝑔𝑘 + 2𝑀𝑐f𝑘                                                   .....(III.30) 
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   où 

M≡ 𝑚 +
1

2𝑐2 (𝐸 − 𝑉)                                                                  .....(III.31) 

         k: le nombre quantique relativiste. 

ƒ Ÿ  

         𝜒𝑘𝜇 : représente les deux composantes spin-orbite. 

        m et c, la masse et la vitesse de la lumière. 

         Le traitement des deux équations couplées (III.29) et (III.30) donne : 

(
−𝟏

𝟐𝑴
) [𝒈𝒌

′′ +
𝟐

𝒓
𝒈𝒌

′ −
𝒍(𝒍+𝟏)

𝒓𝟐 𝒈𝒌] − 𝑽′𝒈𝒌
′ 𝟒𝑴𝟒𝒄𝟐⁄ + 𝑽𝒈𝒌 −

𝒌+𝟏

𝒓
 𝑽′𝒈𝒌

′ 𝟒𝑴𝟒𝒄𝟐⁄ =E𝒈𝒌     ...(III.32) 

       Le dernier terme qui représente le couplage spin-orbite et qui dépend de la valeur de k 

(k= l) ou k= -(l+1)) est négligeable dans un premier temps et sera pris en compte par la suite. 

Pour résoudre ces équations pour un potentiel sphérique on utilise une technique présentée par 

Koelling et Harmon, Takeda, Macdonald et al [III.12]. Dans cette technique on utilise une 

nouvelle fonction : 

∅𝑲 ≡
𝟏

𝟐𝑴𝒄
𝒈𝒌

′                                                             …… ......(III.33) 

Qui donne, compte tenu de l’équation (III.30): 

𝐟𝒌 = ∅𝒌 +
𝟏

𝟐𝑴𝒄𝒓
(𝒌 + 𝟏)𝒈𝒌                                      ……….......(III.34) 

       A partir de l’équation (III.34), on négligeant le dernier terme et en remplaçant ∅𝐥
′  par sa 

valeur, on obtient l’expression : 

∅𝐥
′ = −

𝟐

𝒓
∅𝐥 + [

𝒍(𝒍+𝟏)

𝟐𝑴𝒄𝒓𝟐 +
𝟏

𝒄
(𝑽 − 𝑬)] 𝒈𝒍                      .......(III.35) 

       Dans la quelle on a remplacé l’indice k par l. Les équations (III.33) et (III.34) forment un 

système d’équations couplées. On peut le résoudre de la même façon que pour l’équation 

radiale standard de Dirac. L’équation (III.28) devient alors: 

𝛙𝐤𝛍 ≅ [
𝛟
�̃�

̃
]=[

 
𝒈𝒍𝝌𝒌𝝁

−𝒊 (−∅𝐥 +
(𝒌+𝟏)

𝟐𝑴𝒄𝒓
𝒈𝒍) 𝝈𝒓𝝌𝒌𝝁

]                       .......(III.36) 

 

et l’équation (III.36) écrite avec les nombres quantiques lm : 

𝝍𝒍𝒎𝒔 = [
𝒈𝒍𝒚𝒍𝒎𝝌𝒔

𝒊

𝟐𝑴𝒄
𝝈𝒓(−𝒈𝒍

′ +
𝟏

𝒓
𝒈𝒍𝝈. 𝑳)𝒚𝒍𝒎𝝌𝒔

]                               .......(III.37) 
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   Oùƒ 𝜒𝑠 est l’opérateur de spin non relativiste (spin-haut, spin-bas). Pour faciliter la 

résolution des équations séculaires relativistes (III.34) (III.36) Louks [III.4] définit les 

fonctions suivantes : 

{
𝒑𝒍 = 𝒓𝒈𝒍

𝑸𝒍 = 𝒓𝑪∅𝐥
                                                            .......(III.38) 

 

  Ce qui donne 

𝒑𝒍
′ = 𝟐𝑴𝑸𝒍 +

𝟏

𝒓
𝒑𝒍                                                                  ......(III.39) 

 

𝑸𝒍
′ = −

𝟏

𝒓
𝑸𝒍 + [

𝒍(𝒍+𝟏)

𝟐𝑴𝒓𝟐 + (𝑽 − 𝑬)] 𝒑𝒍                                           ......(III.40) 

      Ces équations peuvent être résolues numériquement de la même façon que pour l’équation 

de Schrödinger non relativiste à l’aide de la condition aux limites suivantes:  

𝐥𝐢𝐦
𝒓→𝟎

𝑸

𝒑
= 𝒄

𝟏

(𝟐𝒁 𝑪)⁄
([𝒍(𝒍 + 𝟏) + 𝟏 − (𝟐𝒁 𝑪)⁄ 𝟐]

𝟏

𝟐 − 𝟏)      ......(III.41) 

       Le terme de spin-orbite  (
𝑉 ′

4𝑀2𝐶2)(k+1)P  est alors ajouté à l’équation (III.40). La dérivée 

par rapport à l’énergie conduit à des équations semblables à celles du cas non relativiste, soit : 

                                 �̇�𝒍
′=2(�̇�𝑸𝒍 + 𝑴�̇�𝒍) +

𝟏

𝒓
�̇�𝒍                                                  .......(III.42) 

 

�̇�𝒍 = −
𝟏

𝒓
𝑸𝒍 + [

𝒍(𝒍+𝟏)

𝟐𝑴𝒓𝟐 + (𝑽 − 𝑬𝒍)] �̇�𝒍 − [
𝒍(𝒍+𝟏)�̇�

𝟐𝑴𝟐𝒓𝟐 + 𝟏] 𝒑𝒍       .......(III.43) 

       Les composantes 𝑔𝑙  et 𝑓𝑙 peuvent être déterminées en utilisant les définitions de 𝑝𝑙¸𝑄𝐿  

et ∅l. Les deux composantes sont utilisées dans la construction de la densité de charge avec 

l’évaluation des éléments de matrice (pour les composantes non sphériques de l’Hamiltonien, 

par exemple). Ainsi la quantité U𝑙
2est remplacée dans l’équation (III.11) de normalisation par 

le terme 𝑔2 + 𝑓2. 

III.6. Résolution de l’équation de Poisson 

      Dans l’équation de Kohn et Sham. le potentiel utilisé contient le potentiel d'échange 

corrélation et le potentiel de Coulomb (une somme du potentiel de Hartree et le potentiel 

nucléaire).  

   À l’aide de l’équation de Poisson (III.44). On peut déterminer le potentiel coulombien.  

                                                     ∇2Vc(r) = 4πρ(r)                                                 .......(III.44) 
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         Pour   résoudre  cette équation dans le réseau réciproque, Hamenn [III.14] et Weinert 

[III.15] ont proposé une méthode de résolution dite" pseudo-charge" qui est essentiellement 

basée sur les deux observations suivantes : 

      1- la densité de charge est continue et varie lentement dans les régions interstitielles. Par 

contre, elle varie rapidement dans la région de cœur 

       2- Le potentiel coulombien dans la région interstitielle ne dépend pas seulement des 

charges dans cette région, mais aussi, des charges dans la région de cœur. La densité de 

charge est décrite par une série de Fourrier dans la région interstitielle comme suit: 

𝝆(�⃗⃗�) = ∑ 𝝆(𝑮)𝒆𝒊𝑮.𝒓
𝑮                                              ...(III.45) 

              Et les ondes planes 𝑒𝑖𝐺.𝑟 sont calculées à partir de la fonction de Bessel ; 

        𝑱𝒍.∫ 𝒓𝒍+𝟐𝒋𝒍(𝑮𝒓)𝒅𝒓 = {

𝑹𝒍+𝟑𝒋𝒍(𝑮𝒓)

𝑮𝒓
                                    𝐆 ≠ 𝟎

𝑹𝟑

𝟑
𝝈𝒍,𝟎                                         𝐆 = 𝟎  

𝑹

𝟎
                              ...(III.46) 

    

  

𝐞𝐢𝐆.𝐫 = 𝟒𝛑𝐞𝒊𝐆𝐫𝛂 ∑ 𝒊𝒍𝒋𝒍(|𝑮||𝒓 − 𝒓𝜶|)𝒀𝒍𝒎
∗ (𝑮)𝒀𝒍𝒎(𝒓 − 𝒓𝜶)𝒍𝒎                       .......(III.47) 

 

       Où r est la coordonnée radiale,  rα la position de la sphère α et Rα son rayon. 

𝐕𝐏𝐖 = ∑ 𝑽𝒍𝒎
𝑷𝑾(𝒓)𝒀𝒍𝒎(𝒓) = ∑ 𝑽𝒗

𝑷𝑾(𝒓)𝑲𝒗(𝒓)𝑽𝒍𝒎                                 .......(III.48) 

   avec                VPW :Le potentiel interstitiel. 

        

   Soit 

                              𝐊𝒗(𝐫) = ∑ 𝑪𝒗,𝒎𝑽𝒍𝒎
𝑷𝑾(𝒓)𝒍𝒎  

   Donc 

                            𝐕𝐏𝐌(𝐫) = ∑ 𝐂𝒍𝒎𝐓𝒍𝒎𝒍𝒎 (𝐫) 

                            𝑽𝒗(𝒓) =   𝑽𝒍𝒎
𝑷𝑴(𝒓) [

𝒓

𝑹
]

𝒍

+
𝟒𝝅

𝟐𝒍+𝟏
[

𝟏

𝒓𝒍+𝟏 ∫ 𝒅𝒓′𝒓′𝒍+𝟐
𝝆𝒗(𝒓′)

𝒓

𝟎
 

        
 

+𝒓
𝒍

∫ 𝒅𝒓′𝒓′𝒍−𝟏
𝝆𝒗(𝒓′) −  

𝒓𝒍

𝑹𝟐𝒍+𝟏 ∫ 𝒅𝒓′𝑹𝒓

𝟎
𝒓′𝒍+𝟐

𝝆𝒗(𝒓′)
𝒓

𝟎
]         ………….....(III.49) 

               où  𝜌𝑣(𝑟′) : sont les parties radiales de la densité de charge. 
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III.7.Amélioration de la méthode (FP-LAPW)  

        

       Le but de la méthode FP-LAPW est d’obtenir des énergies de bande précises au voisinage 

des énergies de linéarisation 𝐸𝑙. Dans la plupart des matériaux, il suffit de choisir les 

énergies 𝐸𝑙  au voisinage du centre des bandes. Cependant, ce n’est pas toujours possible et  il 

existe de nombreux matériaux pour lesquels le choix d’une seule valeur de 𝐸𝑙 n’est pas 

suffisant pour calculer toutes les bandes d’énergie comme c’est le cas des matériaux avec des 

orbitales 4f [III.16, 17] et les éléments des métaux de transition [III.18,19]. C’est le problème 

fondamental de l’état de semi-cœur qui est un état intermédiaire entre l’état de valence et 

l’état de cœur. Il existe deux moyens pour traiter cette situation : 

    - L’usage des fenêtres d’énergie multiple                                                                                                                       

    - L’utilisation d’un développement en orbitales locales 

 

       III.7.1. Les fenêtres d’énergies multiples 

       La technique la plus utilisée pour traiter le problème du semi-cœur est celle qui consiste à 

diviser le spectre énergétique en fenêtres dont chacune correspond à une énergie 𝐸𝑙  [III.13]. 

Cette procédure de traitement est illustrée dans la Figure.III.3.                                               

       Dans ce traitement par le moyen de fenêtres, une séparation est faite entre l’état de 

valence et celui de semi-cœur où un ensemble de 𝐸𝑙 est choisi pour chaque fenêtre pour traiter 

les états correspondants. Ceci revient à effectuer deux calculs par la méthode FP-LAPW, 

indépendants mais toujours avec le même potentiel. 

       La méthode FP-LAPW est basée sur le fait que les fonctions  sont   orthogonales à 

n'importe quel état propre du cœur et, en particulier, à ceux situés à la surface de la sphère. 

Cependant, les états de semi-cœur satisfont souvent à cette condition, sauf s’il y a  présence 

de bandes « fantômes » entre l’ état de semi-cœur et celui de valence. 

 
Figure III.3: Les fenêtres d’énergies multiples 
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       III.7.2. Développement en orbitale locale  

       Dans cette technique, on traite tous les états énergétiques avec une seule fenêtre d’énergie 

[III.20- III.21] Tekeda propose une combinaison linéaire de deux fonctions radiales. Les 

dérivés de ces fonctions par rapport à l’énergie sont égaux, mais les énergies de linéarisation 

correspondantes sont différentes. La fonction propre a la forme suivante : 

∅𝒍𝒎 = [𝑨𝒍𝒎𝑼𝒍(𝒓, 𝑬𝟏,𝒍) + 𝑩𝒍𝒎𝑼𝒍(𝒓. 𝑬𝟏,𝑳) + 𝑪𝒍𝒎𝑼𝒍(𝒓, 𝑬𝟐𝒍]                  .......(III.50) 

Avec  𝐶𝑙𝑚  coefficients possédant la même nature de coefficients 𝐴𝑙𝑚 et 𝐵𝑙𝑚. 

 

III.8. Traitement des effets de spin-orbite : 

      

       Dans l’étude non relativiste le terme spin-orbite est important pour le calcul de la 

structure de bandes et des propriétés électroniques de matériaux tels que  les éléments lourds 

ou les substances magnétiques. On peut calculer les éléments de la matrice de spin-orbite à 

l’intérieur d’une sphère, comme suit [III.24]: 

⟨𝝋𝑮
𝝈|𝑯𝑺𝑶|𝝋𝑮′

𝝈′⟩  = ∑ [𝑨𝒍𝒎
∗ (𝑮)𝑨𝒍′𝒎′(𝑮′)⟨𝑼𝒍𝒎

𝝈 |𝑯𝑺𝑶|𝑼
𝒍′𝒎′
𝝈′ ⟩]𝒍𝒎𝒍′𝒎′         

                           +𝑩𝒍𝒎
∗ (G) 𝑨𝒍′𝒎′(G')⟨�̇�𝒍𝒎

𝝈 |𝑯𝑺𝑶|𝑼
𝒍′𝒎′
𝝈′

⟩+𝑨𝒍𝒎
∗ (G)𝑩𝒍′𝒎′(𝑮′) ⟨𝑼𝒍𝒎

𝝈 |𝑯𝑺𝑶|�̇�
𝒍′𝒎′
𝝈′

⟩           

                           +𝑩𝒍𝒎
∗ (𝑮)𝑩𝒍′𝒎′(𝑮′) ⟨�̇�𝒍𝒎

𝝈 |𝑯𝑺𝑶|�̇�
𝒍′𝒎′
𝝈′

⟩                                            ....... ....(III.51) 

Avec 

        ⟨𝑼𝒍𝒎
𝝈 |𝑯𝑺𝑶|𝑼

𝒍′𝒎′
𝝈′ ⟩ = 𝟒𝝅𝝈𝒍𝒍′ (𝝌𝝈

+𝒀𝒍𝒎
∗ 𝝈𝑳𝒀𝒍′𝒎′𝝌𝝈′ ∫ 𝒅𝒓𝒑𝒍𝒑𝒍′ (

𝟏

𝟐𝑴𝒄
)

𝟐 𝟏

𝒓

𝒅𝑽

𝒅𝒓
) .................(III.52) 

 

         Où 𝑝𝑙 est la partie la plus importante de la fonction radiale 𝑈𝑙 et V  la partie sphérique 

du potentiel. 

III.9. Propriétés optiques : 

       III.9.1. Théorie : 

       La conductivité optique peut être calculée à partir de l'énergie des structures de bandes 

par le biais de l'expression de la réponse linéaire 

𝝈𝜶𝜷 (𝝎) =
−𝒊 𝒆𝟐

𝒎𝟐 ℏ 𝑽𝒖 𝒄
 × ∑

∑ 𝒇(𝑬𝒏′𝒌)𝒏𝒏′

𝝎𝒏𝒏′
𝒌  

∏ (𝒌) ∏𝜷

𝒏𝒏′
𝜶
𝒏𝒏′

𝝎−𝝎𝒏𝒏′(𝒌)+
𝒊

𝝉

                          ........( III.53) 
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 Où  f (Enk) est  la fonction de Fermi et 𝜔𝑛𝑛′(k) = Enk -En′k est  la différence des énergies de 

Kohn-Sham Enk et En'k pour les deux bandes n et n' , respectivement, au point k . g = τ−1 est 

le paramètre de durée de vie qui est inclus pour simuler la durée de vie limitée des états 

d'électrons excité de Bloch. Α (k)nn présente les éléments de la matrice de transition optique, 

dans une description complètement relativiste donnée par : 

∏ (k) =  ⟨ψ
nk

|cα|ψ
(nk′)

⟩ nn′                                                                            .......( III.54) 

     Avec ψ
nk

  a quatre composantes de la fonction d'onde des électrons de Bloch. 

     L’expression (III.52) de la conductivité optique contient une double somme sur toutes les 

bandes d'énergie, qui se divise naturellement dans la contribution que l'on appelle inter- 

bande, à savoir n ≠ n', et la contribution intera- bande c.a.d n = n'. La contribution intra- bande 

aux composantes diagonales de σ peut être réécrite à la température zéro comme suit :  

𝛔𝛂𝛂(𝛚) = 
(𝝎𝑷,𝜶)

𝟐

𝟒𝝅
 

𝒊

𝝎+𝒊 𝒀𝑫
                                                                            ........( III.55) 

     Où   𝑌𝐷 est l'inverse du temps de relaxation pour la transition inter- bande indirect et ωp,α 

sont les composantes de la fréquence du plasma, qui sont données par: 

(𝒘𝑷, 𝜶)𝟐 ≡  
𝟒𝝅𝒆𝟐

𝒎𝟐𝑽𝒖𝒄
 ∑ 𝜹 (𝑬𝒏𝑲 − 𝑬𝑭)𝒏𝒌 |∏𝜶

(𝒏𝒏′) |
𝟐
                                    .......( III.56) 

       𝐸𝐹  est l'énergie de Fermi et 𝑉𝑢𝑐  est l'unité de volume cellulaire. Les composantes du 

tenseur de conductivité σ sont liées à ceux du  tenseur diélectrique ε par la relation 

𝜺𝜶 𝜷 = 𝜹𝜶𝜷 +
𝟒𝝅𝒊

𝝎
 𝝈𝜶𝜷                                                                              ........( III.57) 

       La partie imaginaire des éléments non-diagonaux du tenseur de conductivité décrit 

l'absorption magnéto-optique. Cette partie d'absorption est directement proportionnelle à la 

différence entre l'absorption de gauche (-) et droite (+) de la lumière polarisée circulairement 

(LCP et RCP) et son signe est directement lié à la polarisation des spins des états responsables 

de transitions inter-bandes. C'est la méthode de cette géométrie,  la plus étudiée 

expérimentalement   et est aussi celle qui est connue pour donner le plus grand signal de Kerr. 

L'indice de réfraction n±  pour des ondes polarisées circulairement, est directement liées au 

tenseur diélectrique ou au tenseur de conductivité,  par : 

𝒏±
𝟐 𝜺𝒙𝒙 ±i𝜺𝒙𝒚 = 𝟏 +

𝟒𝝅𝒊

𝝎
(𝝈𝒙𝒙 + 𝝈𝒙𝒚)                                                     …........( III.58) 

L'expression pour de petites valeurs de Kerr est donnée à titre d’exemples par angle [III.22]. 

  

                      θk + iεk =
−σxy

σxx√1+
4πi

ω 
σxx

                                                  .                ................(III.59)                                                           
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           Où εk et θk sont l’angle de Kerr  et l'ellipticité de Kerr, respectivement. 

 

III.10.WIEN2k :          

       III.10.1. Introduction :          

       Dans ce travail, nous avons utilisé la méthode des Ondes Planes Augmentées Linéarisées, 

l'une des méthodes les plus précises de calcul de la structure électronique des solides dans le 

cadre de la Théorie de la Fonctionnelle de la Densité (DFT).  Le code FP-LAPW a été 

développé pour les solides cristallin et incorporé dans un programme appelé Wien [III.23]. Ce 

programme a été développé plusieurs fois, et a ajouté plusieurs améliorations jusqu'à atteindre  

la dernière version qui s'appelle WIEN2k  et  qui est  utilisée dans ce mémoire . 

        Le code WIEN2k est un programme de calcul des propriétés des solides dans le cadre de 

la Théorie de la Fonctionnelle de la Densité (DFT)  et employant la méthode FP-LAPW  . Il 

est utilisé dans de nombreuses applications, telles que le gradient du champ électrique [III.24, 

III.25], les systèmes supraconducteurs à haute température [III.26], les minéraux [III.27], les 

surfaces des métaux de transition [III.28], les oxydes non ferromagnétiques [III.29] et les 

molécules [III.30]. Ce programme a été conçu par P. Blaha et al de l’institut de Chimie des 

matériaux d’Université Technique de Vienne (Autriche)  et  a été diffusé pour la première fois 

en 1990 [III.31].  

      Par la suite, des versions du code WIEN original ont vu le jour successivement sous 

UNIX, en commençant par le WIEN93 puis le WIEN95 ensuite le WIEN97. Actuellement, 

une nouvelle version, WIEN2k (année 2000), est rendue disponible. Elle est basée sur un 

ensemble alternatif qui permet une amélioration significative, particulièrement en termes de 

vitesse, d’universalité et de facilité d’emploi d’utilisation . Dans la littérature, on s’aperçoit 

que le code WIEN2k, est capable d’explorer plusieurs propriétés des matériaux, parmi 

lesquelles on peut citer :  

 Les calculs de structures de bandes d'énergie, la densité des états et la surface de 

Fermi. 

 La densité de spins, et les facteurs de structure aux rayons X.  

 L’énergie totale, les forces atomiques, les géométries d'équilibre, les optimisations de 

structure. 

 Les gradients de champ électrique, les décalages isomériques et les champs 

hyperfins[III.32] . 

  La polarisation des spins (structures ferromagnétique, antiferromagnétique ou autres), 

le couplage spin-orbite.  

  Les spectres d'émission et d'absorption aux rayons X.  

 Les propriétés optiques.                                                                                          

      



Chapitre III                       La méthode des ondes planes linéairement augmentées 

 
 

 
52 

  III.10. 2. Les principales étapes à suivre dans le code WIEN2K  

         Les principaux programmes nécessaires pour faire ce calcul auto-cohérent sont : 

   NN : C’est un programme qui donne les distances entre les plus proches voisins, qui aide à 

déterminer le rayon atomique de la sphère. 

   LSTART : Un programme qui génère les densités atomiques et détermine comment les 

différentes orbitales sont traitées dans le calcul de la structure de bandes, comme des états du 

cœur avec ou sans orbitales locales. 

   SYMMETRY : Il génère les opérations de symétrie du groupe spatial, détermine le groupe 

ponctuel des sites atomiques individuels, génère l’ expansion LM pour les harmoniques du 

réseau et détermine les matrices de rotation locale. 

   KGEN : Il génère une maille k dans la zone de Brillouin. 

   DSTART : Il génère une densité de départ pour le cycle SCF par la superposition des 

densités atomiques générées dans LSTART.  

Alors un cycle auto-cohérent est initialisé et répété jusqu'à ce que le critère de convergence 

soit vérifié. Ce cycle s’ inscrit dans les étapes suivantes : 

   LAPW0 : Génère le potentiel à partir de la densité. 

   LAPW1 : Calcul les bandes de valence, les valeurs propres et les vecteurs propres. 

   LAPW2 : Calcul les densités de valence. 

   LCORE : Calcul les états du cœur et les densités. 

   MIXER : Mélange la densité d’entrée et de sortie. 
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              Figure.III.4: L’organigramme des programmes du code Wien2k. 
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« L’attribution d’une réalité physique 

quelconque aux calculs de l’histoire passée 

de l’électron est pure affaire de goût » 

                                                             Werner Heisenberg 
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IV.1 Introduction : 

      Dans ce chapitre, nous avons utilisé la théorie de la DFT [VI.1]dans le cadre de la 

méthode FP-LAPW [VI.2]qui semble être un outil bien approprié et très performant pour la 

détermination des propriétés physiques des matériaux cristallins. Dans notre cas, il s’agit du 

composé semi-Heusler  NiTiSb dont  nous allons nous intéresser à ses propriétés structurales, 

électroniques (structure des bandes, densités d’états) , magnétiques et optiques. 

IV.2 Détails des calculs : 

    Tous les calculs sont effectués moyennant le code wien2k [VI.3] avec l’approximation du 

gradient généralisé GGA-PBEsol [VI.4], pour le potentiel de corrélation et d’échange dont les 

calculs sont plus proches de l’expérimental que les autres approximations de calcul connues 

telle que (LDA, GGA(96),,,,,,,) . 

      Pour débuter la simulation, l’étape d’initialisation de calcul est nécessaire pour lancer une 

série de programmes qui sont générés par des fichiers d’entrées pour déterminer la densité 

électronique de départ. Cette densité est utile pour déterminer le potentiel, et par conséquent 

la résolution de l’équation de Schrödinger. Les vecteurs propres et les valeurs propres ainsi 

obtenus sont réutilisés pour former une nouvelle densité et un nouveau potentiel et résoudre 

de nouveau l’équation de Schrödinger, c’est ce qu’on appelle un cycle auto-cohérent (cycle 

self consistent). Ce cycle est répété jusqu’à ce que les résultats se stabilisent (la convergence)      

      IV.2.1 Tests de convergence : 

       Avant chaque étude, il est recommandé d’optimiser les paramètres numériques 

pour réaliser un bon compromis précision/temps de calcul. Pour cela, nous avons commencé 

cette étude par l’optimisation des paramètres théoriques  par le code WIEN2k , cette 

optimisation qui est  l’étude de la variation l'énergie E pour des volumes différents [IV.5] est 

précédée par un test de convergence où nous avons fixé le RMT*kMAX (énergie de coupure,  

RMT est le rayon minimum des sphères muffin-tin MT et Kmax le vecteur d’onde de coupure 

dans l’espace réciproque) et le nombre de points K (maillage dans la zone de Brillouin) 

l’échantillonnage de la zone de Brillouin à été fait avec soin en utilisant la technique des 

points spéciaux de Monkhorst et Pack [IV.6-IV.7]. 

     En effet, nous avons calculé dans un premier temps la différence d’énergie totale  en   

fixant  le nombre de coupure de l′énergie  RMT × Kmax à la valeur 7 et  varions le nombre 

de points K dans l’intervalle [200, 2200] on choisit le k point où on   la convergence de cette 

énergie. A la deuxième étape, nous avons fixé le  Kmax à la valeur optimale obtenue, qui  vaut 

1000 et nous avons fait varier le nombre de RMT × Kmax de 5 à 9 avec un pas de 1, à la 

convergence de l’énergie on prend en considération le RMT × Kmax choisi. Les résultats de 

cette étude sont reportés sur les Figure IV.1 et Figure IV.2 En examinant ces deux courbes, 

nous remarquons que les valeurs optimales obtenues pour le RMT× kmax et le nombre de 

points K sont égaux aux valeurs 9 et 1000 respectivement. Ce sont ces deux valeurs qui vont 

être utilisées dans notre optimisation.  
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Figure IV.1: Convergence de l'énergie en fonction du nombre de points K. 

  Figure IV.2: Convergence de l'énergie en fonction de RMT × Kmax. 
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       Cette optimisation a été  lancée après avoir entrer un input qui est la première étape du 

menu de Wien2k :STRUCTUREGEN où on a mis les paramètres éxpérimentaux [VI.8] du 

composé NiTiSb tels que le paramètre du réseau a(A°) , les postions des atomes formant le 

composé Ni (
1

4
,

1

4
,

1

4
 ),Ti (

1

2
,

1

2
,

1

2
),Sb (0,0,0), le numéros atomique Z  de chaque atome : 

 Ti22: ([Ar]4s2 3d2), Ni28: ([Ar]4s2 3d8 )et  Sb51: ([kr] 5s2 4d105p3) et le groupe spatial du 

composé tel que pour NiTiSb c’est F-43m(N°216)..      

        Les rayons Muffin-Tin ( RMT ) suggérés par le code WIEN2k pour cette configuration, le 

nombre de Kpoints et l’énergie de coupure (cut-off)  RMT*KMAX sont fixés tel que le tableau 

suivant : 

 

 

 

       IV.2.2.Structure cristalline :  
       

         Le composé semi-Heusler NiTiSb cristallise dans la structure cubique à faces centrées 

(fcc) dans  l'espace groupe F-43m (n°216) [VI.8] . En général , trois arrangements atomiques 

différents (phases) sont possibles [VI.9], ces  phases    sont indiquées dans le Tableau IV.2 

et la Figure IV.3 : 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

𝑅𝑚𝑡
𝑚𝑖𝑛∗

𝐾𝑀𝐴𝑋  K points 𝑅𝑚𝑡  de Ti 𝑅𝑚𝑡  de Ni 𝑅𝑚𝑡  𝑑𝑒 Sb 

9 1000 2.17  2.22 

 
2.22 

 

  Tableau IV.1 :Rayons muffin-tin RMT des éléments constitutifs de NiTiSb,         nombre 

de points k et l’énergie   RMT*KMAX 

 

Tableau IV.2 : Les sites occupés par les atomes X, Y et Z dans les phases α, β et γ[VI.9] 

  

 [2] 
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        Dans ce travail, nous avons  travaillé avec une 𝑝ℎ𝑎𝑠𝑒[𝑉𝐼. 8] où les positions des 

atomes sont les suivantes Ni (
1

4
,

1

4
,

1

4
 ), Ti (

1

2
,

1

2
,

1

2
), Sb (0,0,0) Figure IV.4 , cette 

structure de phase est équivalente par symétrie de translation de module 1/4  selon 

la diagonale principale à la phase α (tableau IV.2)     . 

 

 

        

 

 

                    

                   Figure IV.3 : Structure cristalline du composé  demi-Heusler NiTiSb dans les  trois phases 

                   de positions. Rouge Ni; bleu, Ti; vert, Sb [VI.9] 

Figure IV.4 : Structure cristalline du composé  semi-Heusler  NiTiSb                                                                                   

dessiné   avec   XCrysDen             
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 IV.3. Les Propriétés Structurales : 

       Les données structurales à l’équilibre sont obtenues par ajustement de l’énergie totale en 

fonction du volume (à la température T = 0°K) à l’aide de l’équation d’état de Birch-

Murnaghan [VI.10] 

E(V)= 𝐄𝟎 + (
𝟗

𝟏𝟔
) (

𝐁

𝟏𝟒𝟕𝟎𝟑.𝟔
) 𝐕𝟎 [((

𝐕𝟎

𝐕
)

𝟑

𝟐
− 𝟏)

𝟑

𝐁′ + ((
𝐕𝟎

𝐕
)

𝟑

𝟐
− 𝟏)

𝟐

(𝟔 − 𝟒 (
𝐕𝟎

𝐕
)

𝟑

𝟐
)]  .......( IV.1) 

        B0 ∶  Est le module de compressibilité. 

        B0
′ ∶Est la dérivée du module de compressibilité par rapport à la pression. 

       V: volume de la maille. 

       E: énergie totale  

        𝐸0 ,0 sont l’énergie et le volume d’équilibre). 

       Le module de compressibilité 𝐵0 est déterminé par la courbure de la fonction 

(𝑉) au minimum 𝑉0: 

                                                                      B0 = V
∂2E

∂V2                                             .............( IV.2)                                                                     

        La dérivée du module de compression B ′est déterminée à partir de l’équation 

suivante : 

 B0
′ = (

∂B

∂P
)

P=0
                                            ........( IV.3) 

     

       Le tableau IV.4 représente les valeurs du paramètre  a(Å) du composé NiTiSb à la  phase 

paramagnétique (non Spin polarisé) calculées avec  les approximations  GGA-PBEsol, LSDA, 

GGA-PBE(96). Nous constatons que la valeur trouvée avec  l’approximation GGA-PBEsol 

est plus proche de l’expérimental que celles trouvées avec LSDA qui sous estime le paramètre 

a  et GGA-PBE96 qui le surestime, pour cette raison nous avons choisi l’approximation GGA-

PBEsol pour étudier toutes nos  propriétés structurales et électroniques. 
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Valeurs approximation Le paramètre a(Å)  

dans la phase paramagnétique 

Notre travail  GGA-PBEsol 5.8798 

       //  LSDA  5.8268 

      //   GGA-PBE(96) 
 
 

5.9588 

Autres travaux  

Théoriques 

 [𝑉𝐼. 7] 5.8709 
 

Expérimental [𝑉𝐼. 6] 5.872 

 

  

    

 

 

        La figure (IV.5) représente la variation de l’énergie totale en fonction du 

volume du composé NiTiSb pour les phases magnétique (Spin polarisé) et non 

magnétique (Spin non polarisé) , cette énergie est tracée, à la température (T= 0°K) ,à l’aide 

de l’équation d’état de Birch-Murnaghan . La phase la plus stable de NiTiSb reste presque la 

identique dans les deux états magnétique et non-magnétique. Nous remarquons que l’énergie 

présente un minimum pour un paramètre de maille donné. Le  paramètre de maille optimisé a  

ainsi  que le module de compression B et sa dérivée par rapport à la pression à l’équilibre B’. 

sont obtenus par optimisation , ainsi que la stabilité de la la phase magnétique obtenue pour  

le composé  NiTiSb est la phase  paramagnétique. 

 

 

  

 

 

 

   Tableau IV.3 : Valeurs du paramètre  a (Å) dans  la phase paramagnétique    (sans     

spin polarisé) calculées avec les  approximation  GGA-PBEsol, LSDA , GGA-PBE(96) 
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        Nous valeurs calculées avec GGA-PBEsol de la constante du réseau à 

l’équilibre a(Å) , du module de compressibilité B(GPa) et sa dérivée par rapport à la 

pression  𝐁𝟎
′

, sont reportées dans le tableau (IV-4). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure IV.5: Variations de l’énergie totale en fonction du volume du    composé 

NiTiSb avec l’approximation GGA-PBE sol pour les états  ferromagnétique FM et 

paramagnétique  PM 
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Les 

paramètres 

        Le composé NiTiSb 

 

Phase férromagnétique Phase paramagnétique 

 Ce travail 

Avec 

l’approximati

on GGA-

PBEsol 

  

  

  

        a(Å) 5.8798 5.8817 

           

B(GPa) 

143.0784 142.2780 

B0
′  5.2135 4.6038 

Emin (Ry) -17706.642803 

 

-17706.642775 

 

Expérimental 

 

        a(Å) 5.872 [IV.6] 

  
5.872 [IV.6] 

Autres 

travaux 

a(Å), 

B(GPa) 

5.893, 

155.59, 

phase β 

[IV.10] 

5.892,  

155.30  [IV,10] 

5.89,  

155.59 

 [IV.9] 

[𝒑𝒉𝒂𝒔𝒆 𝜶] 

5.89 [IV.9] 

5.8709,  

157.6372 

[𝒑𝒉𝒂𝒔𝒆 𝜶] [IV.7] 

5.8709 [IV.7] 

  

 

 

 

 

 

 

Tableau IV-4 : Valeurs des paramètres  a(Å), B(GPa) , B’ calculées  avec l’approximation GGA-

PBEsol  en comparaison avec les résultats expérimentaux et théoriques 
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IV.4 Propriétés électroniques :  

         IV.4 .1 Structure de bandes d’énergie :  

     La structure de bandes d’énergie est  la représentation  des énergies possibles d’un électron  

en fonction du vecteur d’onde. Ces bandes sont représentées dans 1’espace réciproque. Pour 

simplifier, seules les directions de plus hautes symétries dans la première zone de Brillouin 

sont traitées[IV.11].  Figure IV.6  

 

 

         

 

 

 

      Nous avons calculé la structure de bandes d’énergie du composé Semi-Heusler  NiTiSb  le 

long des lignes de hautes symétries dans la première zone de Brillouin.  Les résultats obtenus 

avec l’approximation GGA-PBEsol sont  illustrés sur  la Figure (IV-7). Nous pouvons 

remarqué qu’il  y a   un chevauchement entre la bande de conduction et la bande de valence. 

Les courbes de la structure de bande de NiTiSb avec spin polarisé (spin "up" et "down") ne 

sont pas semblables surtout au niveau de la bande de valence  où on remarque bande 

d’énergie à électron à spin haut (spin up),   présente des niveaux d’énergie jusqu’à -7 ev dans 

la direction W à gauche de Г et un encombrement de niveaux de  -3 Ev  jusqu’à -5 Ev à partir 

de  la direction X  à droite de Г . Le  chevauchement présent au niveau de Fermi et l’absence 

d’un gap d’énergie même faible nous mène à conclure  que le composé NiTiSb est un métal. 

 

 

Figure IV.6: La Première zone de Brillouin d’un réseau CFC. Les points de 

hautes symétries sont indiqués. 
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  IV.4 .2 Densité d’états totale et partielles (TDOS et PDOS) :  

       La Figure IV-8 montre les densités d’états partielles de NiTiSb avec spin polarisé "up" 

(↑) . Dans l’intervalle d’énergie de [-3.75, -1] eV et Après analyse par PDOS on constate que 

les bandes d’énergie de cette structure sont dominées par l’orbitale d de l’atome  Ni avec une 

faible contribution de l’orbitale d de l’atome  Ti. Tandis que dans la région bande de 

conduction CB, dans l’intervalle d’énergie de [-0.75, 2,75] eV, les bandes d’énergie de cette 

structure sont dominées par l’orbitale d de l’atome  Ti. 

 

 

Figure IV-7 : La structure de bandes de NiTiSb avec l’approximation   GGA-PBEsol 
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       Figure IV-8 : Densités d’états (DOS) totale et partielles du composé  NiTiSb . 

 

           D’après la stabilité du matériau dans la phase paramagnétique . Le moment total du 

matériau est nul. 

 

IV.6. Propriéties optiques : 

      Consernant  les propriéties optiques  tel que le coefficient d’absorption α, qui se basent sur 

la présence du gap d’énergie interdite Eg il nous a été  impossible de les calculer  vu que le 

matériau NiTiSb a une nature métallique et il n’a pas la nature semi-conductrice où le gap Eg 

est existant.  
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Conclusion générale :  

 

       Dans le cadre de ce mémoire  on a étudié les différentes propriétés 

structurales, électroniques, magnétiques et optiques du composé NiTiSb à l’aide 

de la méthode des ondes planes augmentées linéarisées à potentiel plein  FP-

LAPW qui est basée sur la théorie de la fonctionnelle de densité DFT 

implémentée dans le code Wien2K. Les effets d’échange-corrélation quant à eux 

ont été traités dans le cadre de l’approximation GGA-PBEsol. Pour ce fait, nous 

nous sommes intéressés à étudier les alliages semi-heusler grâce à leurs intérêts 

technologiques et industriels.  

     

      L’optimisation du paramètre de maille a du matériau NiTiSb  était en bon 

accord avec le résultat expérimental . Le module de compressibilité B et  de sa 

dérivée par rapport à la pression B0’au voisinage de l’équilibre ont été aussi 

calculésils sont peu différents de ceux trouvés dans les autres phases cristallines 

du matériau et avec les autres approximations. Aussi on a pu déduire que le 

matériau est stable dans la phase    

     

      De l’étude des propriétés électroniques et magnétiques  on a pu constater que 

notre  matériau a un comportement métallique. 

      L’absence d’un gap d’énergie interdite dans la structure des bandes 

d’énergie nous mène a conclure que le matériau n’est pas bon optiquement 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 :ملخص

 

 طريقة باستخدام NiTiSb لمركب والبصرية والمغناطيسية والإلكترونية الهيكلية الخواص حساب تم 

 ظريةن إلى تستند والتي Wien2K كود في تنفيذها يتم التي (FP-LAPW) المعززة المستوية الموجة

 .الخصائص هذه لتحديد GGA التدرج  GGA-PBEsol تقريب سنستخدم .(DFT) الكثافة وظيفية

 

 

 

Abstract:  

 

       The structural, electronic magnetic and optical properties of NiTiSb 

compound   were calculated with the augmented plane wave method (FP-

LAPW) which is implemented in the Wien2K code and which is based on the 

theory of the functional of the density (DFT). We used the approximation of the 

GGA gradient GGA-PBEsol in order to determine these properties. 

 

Résumé : 

Les propriétés structurales, électroniques magnétiques et optiques du composé 

NiTiSb ont été calculées avec la méthode des ondes planes augmentées (FP-

LAPW) qui est implémentée dans le code Wien2K et qui est basée sur la théorie 

de la fonctionnelle de la densité (DFT). Nous avons utilisé l'approximation du 

gradient GGA GGA-PBEsol afin de déterminer ces propriétés. 
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