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0.1 Introduction

En mathématiques, et plus précisément en algébre linéaire, la notion de pseudo-
inverse ( ou inverse généralisé ) généralise celle d'inverse d’une matrice ou d'un
opérateur linéaire aux cas non inversibles en lui supprimant certaines des propriétés
demandées aux inverses, ou en ’étendant aux espaces non algébriques plus larges.

En général, il n’y a pas unicité du pseudo-inverse. Son existence, pour un opé-
rateur linéaire entre espaces de dimension éventuellement infinie, est équivalente &
I'existence de supplémentaires du noyau et de 'image. Selon les propriétés deman-
dées, le pseudo-inverse défini permet toutefois de généraliser la notion d’inverse en
se restreignant au semi-groupe associatif multiplicatif seul, méme s’il ne respecte
pas les autres contraintes du corps ou de l'algébre ( en particulier les propriétés
de distributivité ou de commutativité ne sont plus vraies dans le cas général, la
ou le véritable inverse peut les respecter ). Ainsi notre mémoire se compose en 4
chapitres :

Le premier chapitre : Nous abordons les notions de bases nécessaires pour
notre sujet. On a défini la projection orthogonale dans les espaces de Hilbert, ainsi
on a prouvé des propositions concernant la multiplication, I'addition et la soustrac-
tion des projections orthogonales, puis des méthodes pour extraire une projection
orthogonale a partir d’une projection de méme image, ce concept prendra égale-
ment une part importante de l'intérét du quatriéme chapitre pour définir 'inverse
de Moore-Penrose.

Le deuxiéme chapitre : Est consacré aux inverses généralisés des matrices, on
a étudié les types les plus célébres de l'inverse généralisé et les relations entre ces
types, I'indice d'une matrice qui est une source essentielle de I'inverse de Drazin.
Précisément les types suivants de pseudo-inverses ont été étudiés :

e Le pseudo-inverse de Moore-Penrose (A) dans le cas des matrices car-
rées non inversibles, mais généralisable & toute algébre de matrices a valeurs dans

un corps. Ce type d’inverse vérifie les quatre équations de Penrose AATA =
A (1), ATAAT = AT (2), (AAT)* = AAT (3) et (ATA)* = ATA (4)

e Le 1*—inverse et le G¥—inverse qui sont utilisable pour le calcul des approxi-
mations tel que 1¥—inverse d’une matrice A est une matrice X qui vérifie I’équation
(AX)¥A = A, k € N. Si de plus A est un 1*—inverse de X, alors X est dit
G* —inverse.
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e Le pseudo-inverse de Bott-Duffin (Agz)l ) ot L est un sous-espace de C" ) qui
est utilisable pour résoudre les systémes linéaires par exemple dans la théorie des
réseaux électriques.

e Le pseudo-inverse du Groupe (A*) ou {1,2,5}—inverse ( o AA* = A*A (5)
) il existe seulement pour les matrices d’indice k = 1.

e Le pseudo-inverse de Drazin (AP) ou {1*,2,5}—inverse ( ou AFAPA =
A*(1%) tel que k = IndA ) détermine la matrice qui constitue un point fixe
dans la multiplication par ’exponentiel des matrices carrées au dela de rang fini.

Pour les relations entre les différents types d’inverses généralisés. Tout d’abord

I'inverse de Moore-Penrose implique tous les autres types d’'inverse généralisé.
Bjerhammar [5] a montré que l'existence d'un {1}—inverse implique I’existence
d’un {1, 2}—inverse, Urquhart [23| a montré que 'existence d'un {1}—inverse de
tous les éléments finis avec matrice dans C implique I'existence d'un {1, 2, 3} —inverse
et un {1, 2,4} —inverse de toute matrice, afin de montrer que les ensembles des ma-
trices A{1,2,3} et A{1,2,4} ne sont pas vides pour toute A donnée.
Le pseudo-inverse du Groupe est un cas particulier de I'inverse de Drazin ( le cas
ot I'indice &k = 1 ). Le {1}—inverse est un 1*—inverse, et le {1,2}—inverse et un
G*—inverse. On a terminé ce chapitre par un organigramme qui montre ces rela-
tions.

Le troisiéme chapitre : L’objectif de ce chapitre est d’étudier I'inverse géné-
ralisé de Moore-Penrose des opérateurs linéaires dans les espaces de Hilbert. La
premiére section est une bréve introduction a l'inversion généralisée des opérateurs
linéaires ot on a commencé par la définition de Tseng. La deuxiéme et la troisiéme
section concernent respectivement des opérateurs bornés et des opérateurs fermés a
domaine dense sur un espace de Hilbert. Dans la section 4 nous approximons l’'in-
verse de Moore-Penrose T' de T par son {2} —inverse. Nous avons aussi illustrer
cette méthode avec un exemple.

Le quatriéme chapitre : Le but de ce chapitre est de donner un algorithme
simple et efficace pour le calcul de l'inverse de Moore-Penrose d’'un opérateur
donné & condition que nous connaissons déja certains inverses généralisés de cet
opérateur.

Dans la premiére section on donne quelques conséquences de la décomposition
en valeurs singuliéres ( ou SVD, Singular Value Decomposition ) d’une matrice qui
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est un outil important de factorisation des matrices rectangulaires réelles ou com-
plexes. La métode la plus célébre pour le calcul de 'inverse de Moore-Penrose
des matrices, dans Matlab par exemple on peut décomposer une matrice en valeurs
singuliéres directement par la commande "svd" et calculer leur inverse de Moore-
Penrose a l'aide de la commande "pinv".

Dans la deuxiéme section nous proposons un algorithme pour un calcul rapide
de l'inverse de Moore-Penrose des matrices sur n'importe quel ordinateur. L’al-
gorithme est basé sur une factorisation de Cholesky de rang maximum. Le cas
des matrices singuliéres symériques positives est traité par P. Courrieu dans [10].
On termine cette section par un programme sous Matlab " geninv " pour exécuter
I’algorithme précédent.

La troisiéme section concerne les algorithmes de calcul de I'inverse de Moore-
Penrose pour les opérateurs bornés puis les opérateurs fermés a domaine dense.



Chapitre 1

Notion de projections

1.1 Notations et résultats de base

e (A) Tout au long de ce mémoire nous considérons les espaces de Hilbert, notés
‘H,H1, Hs, etc. Le produit scalaire et la norme induite sont notés respectivement
par <,> et ||.||. L(H1, H2) désigne 'espace des opérateurs linéaires de H; dans Ho.
Si T :H; — Hs est un opérateur linéaire, le domaine, noyau et I'image de T sont
notés respectivement D(T), N(T), et R(T).

e (B) Le graphe de T est définie par G(T') = {(x,Tx) : x € D(T)} C Hy x Ha.
Si G(T) est fermé, alors T' est appelé un opérateur fermé. L’ensemble de tous les
opérateurs linéaires fermés est noté C(Hy, Ha).

L’ensemble des opérateurs linéaires bornés est notée B(Hi, Hs). Si Hy = Hy = H,
alors B(H1, Hz) et C(H1, Hz) sont désignés par B(H) et C(H) respectivement.

e (C) Si S et T sont deux opérateurs linéaires tels que D(T') C D(S) et Tx = Sx
pour tout x € D(T), alors T est appelé une restriction de S et S est appelé une
extension de 7. On note T' C S.

e (D) Soit T € L(H1,Hs). Si D(T) = Hy, alors T est appelé densément dé-
fini. Le sous-espace C(T) = D(T) N N(T)* est appelé le carrier de T, si T €

1
C(H1,Hz), alors D(T) = N(T) @ C(T), la somme directe orthogonale de N(T') et
C(T)

e (E) Pour tout T' € L(H;,H2) & domaine dense, on a :

N{T) = R(T')*,  N(T") = R(T)*
ou T™ l'adjoint de 'opérateur T' satisfait
<T*y,x >=<y,Tx > pour tout x € D(T)

En particulier, T respectivement 7™ a une image dense si et seulement si T res-
pectivement T' est injectif.
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e (F) Un opérateur fermé partout défini est borné, c’est une conséquence de
théoréme du graphe fermé. Inversement, on peut écrire B(Hi, Ha) C C(H1, Ha).
e (G) On note :

Hio=Hi x He={(x,¥) € H1 x Ha : x € Hy,y € Ha}
H 2 est un espace de Hilbert pour le produit scalaire
< (X1,¥1), (X2,¥2) >=<X1,X2 >3, + <Y1, V2 >,
Soit J; : H; — Hi2, @ = 1,2 définie par
Jix = (x,0) pour tout x € H;

Joy = (0,y) pour tout y € Hs

et
Hl,O = JlHl = Hl X {0}

Hog = JQHQ = {0} X Hg

Proposition 1.1.1. [17] Soient T, S € C(H). Alors si R(T') + N(S) est fermé et
si R(T)NN(S) = {0}, R(T) est fermé.

Proposition 1.1.2. [3] Soit T' € C(H1, Hs) un opérateur densément définit. Alors :

(1) N(T) = R(T*)>

R(T
(2) N(T*) = R(T)*
(3) N(T"T) = N(T)
(4) R(T*T) = R(T*).

Proposition 1.1.3. [19] Soit T € C(Hi, H2) un opérateur densément définit.
Alors :

(1) I+T*T)"' € B(Hy), I+TT*)"" € B(Ha).

2) U+TTH T CTUI+TT) et |T(I+TT) <1

B) (I+T*T)'T*CT*(I+TT*) et || T*(I+TT*) ! <1.

1.2 Opérateurs Projections Orthogonales

Les opérateurs projection dans les espaces de Hilbert et de Banach sont lar-
gement utilisés dans différents domaines des mathématiques comme ’analyse fonc-
tionnelle et numérique, théorie de I'optimisation et de controle optimal, la program-
mation non linéaire et stochastique et la théorie des jeux. On utilise 'opérateur de
projection dans les chapitres 3 et 4 pour définir 'inverse généralisé et la projection
orthogonale pour définir I'inverse de Moore-Penrose.
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Opérateur de projection

Une projection sur un sous-espace quelconque F' de ‘H est un opérateur linéaire
borné P de H dans F tel que P? = P.

Soient F' un sous-espace vectoriel de H et G un supplémentaire dans H. N’im-
porte quel vecteur x de H peut s’écrire d'une fagon unique comme somme d’un
vecteur de F' et d'un vecteur de G x =x'+x", (x,x") € F x G.

La projection sur F' parallelement & G est alors 'application P qui associe a tout x
de H le vecteur X’ de F' tel que R(P) = F et N(P)=G

La projection sur G paralléelement & F' est 'application () = Idy — P, appelé
aussi projecteur associé a P.

L’image de @) n’est autre que le noyau de P, 'image de P est le noyau de Q).

Dans ce qui suit, nous supposerons que H est décomposé en la somme directe :

H=H ®H®---DH,

Propriété 1.2.1. La famille (P;) des projections associées a la décomposition pré-
cédente vérifie les assertions suivantes :

1) > b= ldy
2) P? = P, pour tout ¢
3) PioP; =0 pour tout (7,j) tel que i # j

Définition 1.2.1. Une projection orthogonale sur un espace de Hilbert H est une
application linéaire P : ' H — H qui satisfait

P?=P, < Px,y >=<x,Py > pour tout x,y € H
Une projection orthogonale est nécessairement bornée.

Exemple 1.2.1. L’espace L*(R) est la somme directe orthogonale de l’espace M des
fonctions paires et N l'espace des fonctions impaires. Les projections orthogonales
P et Q de H sur M et N, respectivement, sont donnés par

f(x) + f(=x f(x) — f(==x
Py = I g = SIS
On note que I — P = Q).

Définition 1.2.2. Soit G un sous-espace fermé de l’espace de Hilbert H et soit

1
H=GoF
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Alors tout vecteur h € 'H est représentable uniquement sous la forme
h=g+f

ougeGetfeF et<g,f>=0.Levecteur g est appelé la projection orthogonale
de h sur G. L’opérateur qui a tout h € H associe g € G est appelé l'opérateur de
projection orthogonale sur G. Il est noté par Pg ou parfois par P.

L’opérateur de projection orthogonale est évidemment linéaire, il est borné et sa
norme éqgale a un. En effet, d’aprés 'equation

II1* = lgl* +1I.£1*

on a
lgll < [|7] (1.1)

et alors
P <1

Mais si h € G, alors g = h, donc il y a une égalité dans (1.1).
Par conséquent ||P|| = 1.

Remarque 1.2.1. D’apres la définition de la projection orthogonale il suit que
HP?="P
2)P* =P

Théoréme 1.2.1. Si P est un opérateur définie sur H tel que, pour hy,hy € H
arbitraire
1) < P2h1,h2 >=< Phl,hg >

2) < Ph17h2 >=< hl,PhQ >

alors il existe un sous-espace fermé G C 'H tel que P est l'opérateur projection
orthogonale sur G.

Preuve. L’opérateur P est borné.
|Ph||> =< Ph, Ph >=< P*h,h >=< Ph,h >

et
I[PR|[> < || Ph|[|[Al]

alors que

|1 PRl < ||A]]
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Donc, l'opérateur P est borné et |P|| < 1. Notons G I'ensemble des vecteurs
g € 'H tels que

Pg=yg
Clairement, G' est un sous-espace vectoriel de H. On devera prouver que G est
fermé dans H. Soit g, € G (n =1,2,3,...) et g, — g dans H. Alors

et

Pg—gn=Pg— Pg, = P(g— gn)
Puisque ||Pg — gu|| < |lg — gull, on en deduit que lim g, = Pg = g donc, g € G, ce
qui implique que G est fermé. Vérifions que P = P, ot Pg est 'opérateur de pro-
jection orthogonale sur G. Pour tout h € H, le vecteur Ph appartient a G puisque

P(Ph) = Ph, le sous-espace G contient aussi Pgh.
Par conséquent, il est suffisant de prouver que

< Ph— Pgh,¢g >=0, V¢ € G

ou alors
< Ph,g >=< Pgh,q >, V¢' € G

En utilisant les propriétés 1) et 2) on a :
< Ph,¢ >=< h,Pg >=<h,q >

< Pgh,g >=< h,Pgg' >=<h,q >

En particulier, (I — P) est la projection orthogonale sur H © G ou I est I'identité
de H dans H.

O

Lemme 1.2.1. [3] Soit H un espace de Hilbert. L, M deux sous-espaces de H tels
que M C L. Alors
L=M®®(LNM")

st seulement si
Pyx € M pour tout x € L

Théoréme 1.2.2. [2] ( Théoréme de la Projection ) Soit H un espace de Hilbert et
F un sous espace fermé de H, alors.

i) pour tout x € H eziste y unique dans F.

ii) Le vecteur y est l'unique qui vérifie (x —y) € F* c’est-a-dire

<x—Yy,z>=0, Vz € F. y est la projection orthogonale de x sur F.
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1.3 Opérations concernant les projections orthogo-
nales

Dans cette section on doit prouver des propositions concernant la multiplication,
I’addition et la soustraction des opérateurs de projections orthogonales.

Théoréme 1.3.1. Le produit de deux opérateurs de projections orthogonales Pg,
et Pg, est aussi un opérateur projection orthogonale si et seulement si Pg, et Pg,

commutent, c.a.d, si
Pg, P, = Pg, Pa,

dans ce cas
Pe, Pg, = P

ot
G:GlﬂGQ

Preuve. Si Pg, P, est une projection orthogonale, Alors
Pe,Pa, = (Pa, Pa,)" = P&, PG, = Pa,Pa,
Inversement, fixons h € ‘H arbitrairement et soit
g = Pg,Pg,h = Pg,Pg,h

par la premiére représentation g € Gy et par la deuxiéme, g € G5, donc g € G1NGs.
Si h € Gy NGy, alors Pg, Pg,h = h. Notons

Pg,Pg, = Pg,Pe, = P
alors

P2 = (PG1PG2)2
Pg,Ps, Ps, Pa,

et pour tout hy, he € H, on a :
< Phy,hy > = < Pg,Pg,hi,ho >
= < Pg,h1, Pg,he >
= < hy, Pg,Pg,he >
= < hy, Pg, Pg,ho >
= < hy, Phy >

Ces équations montrent que 'opérateur P = P, P, satisfait les conditions du
Théoréme 1.2.1, donc, il est un opérateur projection orthogonale sur G = G; N Go.
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O

Corollaire 1.3.1. Deux sous-espaces fermés Gy et Go de 'H sont orthogonauz si et
seulement st
P, Ps, =0

Théoréme 1.3.2. La somme finie d’opérateurs de projections orthogonales
Po,+ P, +...+Pg, =Q (n<o0)
est un opérateur projection orthogonale si et seulement si
Pg,Pe, =0 (i#k)

c.a.d, si et seulement si les éspaces G; (j = 1,2,...,n) sont deuz a deux orthogonaux
dans ce cas

Q= Fg

ot
G:Gl@GQ@@Gn

Preuve. Si les espaces G; sont deux a deux orthogonaux, alors Q* = Q, et,
donc, la suffisance de la condition est évidente. Il reste seulement de prouver la
nécessité de la condition. Soit () est un opérateur projection orthogonale, alors

IfIP =< Qf, f >=>_ < Po,f.f >>< Pa,f. [ >+ < Pa,f. [ >
j=1

Pour tout paire d’indices distingués i et k. D’aprés cette relation il suit que

1Pe 1 + 1 Pe I < I

Utilisons cette inégalité avec

f=Fg.h
alors
1Pa; P hl* + | Pe, bll* < || P, hl®
et
| Pe, Pey hl[* = 0
Pour h € 'H. Donc,
Pg,Ps, =0

Alors les espaces G; et Gy sont deux a deux orthogonaux.
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Théoréme 1.3.3. La différence de deux opérateurs projections orthogonales,
Pe, — Pg, (1.2)

est un opérateur projection orthogonale si et seulement si Go C G1. Dans ce cas
Pqo, — Pg, est Uopérateur de projection orthogonale sur G © Gj.

Preuve. Posons
Q:]_(PGI_PG2)

() est un opérateur projection orthogonale si P, — Pg, est une projection orthogo-
nale.

Donc
Q:(]_PG1)+P6'2

Il suit du Théoréme 1.3.1 que
(I — Pg,)Pg, =0
ou bien
Pg, = Pg, Pg, (1.3)

si g € G5 alors
g:PG2g:PG1PG2g:PGlg

Donc g € Gy. Puisque tout élément g € (G5 appartient a G, on a Gy C Gj.
La condition (1.3) est nécessaire et suffisante pour que la différence (1.2) est un
opérateur projection orthogonale. Il reste seulement de caractériser I’espace G sur
lequel opérateur (1.2) projecté. L’opérateur ) projette orthogonalement sur

Ho Gy @ G,
Donc, opérateur (1.2) projette sur
Ho{[He G &Gy} (1.4)

c.a.d, sur le sous-espace des vecteurs orthogonaux a Gy et ' H © G;.
Puisque ce sous-espace est forme de tous les vecteurs de G; lesquels sont orthogo-
naux a (g, il est le sous-espace

G106 Gy (1.5)

OJ
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1.4 Suite Monotone des Opérateurs Projections or-
thogonales

On prouve que la relation Gy C (G est équivalente a l'inégalité

1Pe, fIl < [P 1l (1.6)

pour tout f € H. L’inégalité (1.6) est évidemment équivalente a
< PG’2f7f ><< PGIf?f >

ou
< PG2 —PGl,f ><0

pour tout f € H. Les deux derniéres inégalités sont généralement exprimées par
Pa, < Pg,

Ainsi, nous souhaitons prouver que la relation G5 C Gy est équivalente a la rela-
tion Pg, < Pg,, cela nous autorisera a introduire les suites monotones d’opérateurs
projections orthogonale.

Soit Go C (1. Alors
Po, = Ps, Po,

Par conséquent, pour tout f € 'H,

Po,f = Pa, P, |

et
1 Pe, fIl < || P, fl] (1.7)
Inversement, supposant (1.7)est vrai pour tout f € H. Considérons
f=-Pa)h

ou h est un élément arbitraire de H. D’aprés (1.7) et
Pg,(I — Pg,)h=0

on obtient
Pg,(I — Pg,)h=0

Puisque cette équation est valable pour tout h € H, on a
Pg, = P, Pg,

Alors que G5 C Gj.
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O

Théoréme 1.4.1. Soient (Gy),(k = 1,2,3,--+) des sous-espaces fermés de H Si
(Pg,) (k=1,2,3,...) est une suite infinie d’opérateurs projections orthogonales et
si Pg, < Pg,,, (k=1,2,3,---), alors, quand k — oo, (Pg,)r convege fortement
vers P un opérateur de projection orthogonale dans H.

Preuve. Pour m < n la différence Py, — Fg,, est un opérateur projection orthogo-
nale. Par conséquent, pour tout f € H

|Pa,f — P, fI° = |(Pe, — Pa,)fII?
= < (Pg, —Pg,.)f. [>
= ||Pe, fI” = | Pa. f1I? (al)

Puisque, pour f fixe, || Pg, f||* croitre avec k mais il est borné par || f]|?, il a une
limite finie. Donc, le menbre droite de (al) tend vers zéro et la suite (Pg, f)22, est
de Cauchy dans ‘H au sens fort. Puisque H est complrt, il existe une limite forte

On définie l'opérateur P par
fr=Pf
f € H. L’opérateur P est évidemment linéaire. D’autre part,
< Fe, [, Fo,9 >=<Pe,f,9 >=< [, Pg,9 >
un passage a la limite donne

< Pf,Pg>=< Pf,g>=< f,Pg>

Par conséquent,
P=p=p?

alors que P est un opérateur projection orthogonale.

O

1.5 Projection Orthogonale extraite d’une Projec-
tion

Soit H un espace de Hilbert et soit P € B(H) une projection (P? = P). Nous
cherchons la projection orthogonale @) qui a la méme image que P, c.a.d Q* = Q,
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Q*=Q, PQ=Q et QP = P.
Premiére méthode :

On prend : D = PP*+ (I — P)I — P) = I + (P* — P)(P — P*) > I
d’ott D est inversible.

Ensuite :

(I - D)PP* = (P — P*)(PP"— P*PP*)= (I — PP")PP*
Et

PP*(I - D)= (PP*P—-PP")(P—-P")=(I—-PP")PP"
Alors :

DPP* = PP*D = (PP*)’

Si@Q=PP*D 'alors Q* = PP*D'PP*D™' = (PP*)?D2=PP*D' =Q
et Q" = @ alors @) est une projection orthogonale.
Finalement

PQ = PPP*D'=PP*D'=Q
et

(QP — P)(P*Q — P*) = QPP*Q— QPP*— PP*Q+ PP
— QPP*—QPP*— PP* + PP*
=0

tel que QP = P
Nous devons maintenant calculer [I — (P — P*)?| 7. Nous allons utiliser une série

de Neumann, de sorte que :
Q= Z(P — P*)*PP*, a condition que la série converge.

k>0
Mais (P — P*)%PP* = (I — D)iPP* = (I — PP*}IPP* donc Q = (I —
PP*)’“PP*, en fait, pour tout a € R, on a aussi. -
Q= Z([ — aPP*)*aPP* a condition que la série converge.

k>0

[ Pull
[l

Soit ¢(P) = inf, | n(p) appelée la conorme ( appelé aussi le module mini-
mum réduit ) de P.

il est facile de voire que la conorme d’une projection est toujours > 1 et que :

—[a||P|]* = 1)*aPP* < (I — aPP*)*aPP* < [1 — ac*(P)]|*aPP*

I'estimation la plus forte de la norme de la série est donnée par I'équation al| P||* —

1 =1-ac*P) cad. quand a = m. Dans ce cas, et plus généralement si
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0<a< ﬁ, la série donc convergent.

Proposition 1.5.1. Soit P € B(H) une projection. Soit la suite défini par :

Qo=P; Quui=(I—aPP)Q,+aPP* (1.8)
— 2
oL 4= TPP+2(P)
Alors la suite (Q,,) converge uniformément vers Q) dans B(H). Plus précisément :
(1P| = A(P)™t _ (1P = 1\""
—Qull < < | += 1.9
0= @I = e = P o

En outre Q =Q*, PQ=Q et QP = P.

Preuve. 1l est facile de montrer que

P|2—c(p)7"

I— PP*kPR<”— PR tout R € B

(2 = aPP) PRI < |55 | IPRI pour tout e B(3)

Alors, du fait que Q, = Y (I —aPP*)*aPP* et Q—Q, = » (I —aPP*)*aPP*
k=0 k=n+1

Nous voyons que @) = lim @), existe et que (1.9) est satisfaite. Un calcul simple

montre que Q? = Q et puisque Q,, est symétrique alors Q) est symétrique, aussi
PQ, = @, alors que PQ = Q.

Finalement, en prenant les limites dans (1.8), nous voyons que PP*Q) = PP* et
donc que |QP — P||*> = ||(I — Q)PP*(I — Q)]| = 0 alors QP = P.

Remarque 1.5.1. En général QQ,, n’est pas une projection et si [’on remplace dans
(1.8) P par un opérateur borné T a image fermée, alors Q) est la projection ortho-
gonale sur l'image de T.

Deuxiéme méthode :

Nous devons d’abord rappeler quelques résultats sur les projections.
Proposition 1.5.2. Soient P € B(H), Q € B(H) deux projections. Alors :
YneN*, (I —P—Q)™=[(I—-P)I-Q)"+(QP)" (1.10)
Preuve. Par récurrence sur n. Pour n = 1 il est facile de vérifier que

(I-P-Q)=(-P)I-Q)+QF (L11)
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Supposons que (1.10) est vrai pour n. Alors :

(I-P-QP**V = (I-P-Q)(I-P-Q)

= [ =P)I =Q)"+(QP)"][(I = P)(I - Q)+ QP]

= [(I-P)I-Q)"™" +(@P)""

La proposition est démontrée.

Proposition 1.5.3. Soit P € B(H) une projection. Alors :
1= PPl =T+ P= Pl =[P+

Preuve. Il est facile de vérifier que :

(I-P-P)Y=(I-P+P)YI-P+P)=(I—-P+P)I—-P+P)

Donc, puisque I — P — P* est symétrique, on a :

[1=P=PI* = =P =P
(I =P+ P )1 —-P+P)
= 1= P+P?

Et par conséquent,

1l —P— P

|l — P+ P
|l — P*+ P

Proposition 1.5.4. Soit P € B(H) une projection. Alors :
max{|[|P[, [ = P|[} = [T — P = P7|
Preuve. Montrons d’abord que :
max{[|P|, || — P||} < [T = P — P
Eneffet : 2(/ — P)=1—P— P*+1— P+ P* alors
oI =P < |T—P—P*|+|[[ - P+ P,
En utilisant la Proposition 1.5.3 on trouve :

I =Pl <[[I —P— P

(1.12)

(1.13)
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Nous avons aussi :2P = [ + P — P* — (I — P — P*) alors
2||P|| < ||II = P— P*||+||I — P+ P*||, on obtient :

[P <l =P — P (1.14)

Alors d’apreés (1.13) et de (1.14) nous obtenons (1.12).
Inversement, en utilisant (1.10) avec Q = P*, on obtient :

VEeN*, (I —P—P)* =[(I-P)I—-P)]"+ (PP)"

Puisque (I — P — P*), (I — P)(I — P*) et P*P sont des opérateurs hermitiens, on
obtient :

I =P =P = |[I-P—P)"|
< (It = P)(I = PO + [I(P*P)"]
< | =P)U =P)|" +[|P*P|"

D’ou :
Vn e N*, ||[I — P — P*||*" < |[I — P|I** + || P||** < 2[max{||(I — P)]|, [|P[}]*"

alors que

11 = P = P[] < max{[| P, [[] — Pl|} (1.15)
Et la preuve de la proposition résulte de (1.10) et (1.15).

Proposition 1.5.5. Soient P € B(H), Q € B(H) deuz projections. Alors :
VneN, [(I-P)I-Q)"" =[I-P)I-Q)]"+(-P)QP)"(I-Q) (1.16)

Preuve. Par récurrence sur n.
Sin =1, puisque (I — P —Q)*> = (I — P)(I — Q) + QP on constate que :

(1= P)I-QP = [I-P-Q+PQP
= ([=P-Q+(I—-P-QPQ+PQ~P—-Q)+(PQ)
— (I-P)(I-Q)+QP—QPQ - PQP + (PQ)’
(I=P)I-Q)+ (I~ P)QPU - Q)

Supposons maintenant que (1.16) a été établi pour n > 1.
En utilisant 'hypothése de récurrence on constate que :

(I=P)YI-=Q]"" = [I-P)I-Q]""(I-P)I-Q)
= [ =PI =QI"+{ - P)@QP)"(I -Q)(I - P)( - Q)
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alors que :
[(I=P)I-Q)""* = [(I-P)I-Q)""+(I-P)(QP)"(I-Q)(I-P)(I-Q) (1.17)

Mais : P(I — Q)(I — P)(I — Q) = —PQ(I — P)(I — Q) = PQP(I — Q)
D'ou : (I — P)(QP)"(I = Q)I - P)(I-Q)=(I-P)(QP)""(I-Q).

Faisant usage de cette identité dans (1.17), nous obtenons :

(I =P)YT=Q)"* =[(I-P)I-Q)"" + (I - P)QP)" (I -Q)

Et la proposition est prouvée.

Proposition 1.5.6. Soit P € B(H) une projection, P # 0, P # I Alors :
|Pl=lI=Pl|=|I-P~P|=|I+P~P=|I-P+P

Preuve. En utilisant la Proposition 1.5.3 et la Proposition 1.5.4, il suffit de montrer
que [|[P|| = I = P]|

Supposons d’abord que || — P|| > 1. Prenant @) = P* dans (1.16) on obtient :

Vn o€ W, [(I—P)(I =P =[(I-P)(I—P)]"+ (- P)(PP)"(I-P)
Alors :

¥no€ N, [ = P|** < 1= P +[lI = P|||(PP")"[[|l1 — P
< 1= P+ |1 - PIP|P|*™
Par conséquent : Yn € IN*, || — P|*" < W.

Dou:|[l—P|>1=|I-P| <|P|.
De la symétrie entre P et I — P Nous obtenons :

1Pl >1=|P|<|I-P]|

Done [|P[| > 1= [[I = P|| > |[P| > 1= |[P| >[I = Pl = |[P|| = [lI = Pl
La seule autre possibilité est de ||P|| = |[[I—P|| = 1 O

Proposition 1.5.7. Soit P € B(H) une projection. Alors :
1P —P||* = || P|I* — 1 (1.18)

Preuve. il est facile de constate que (P — P*)(P*— P)= (I — P — P*)? — I.
Puisque ||P — P*||?> = ||(P — P*)(P* — P)|.
Donc, nous obtenons : || P—P*||> = ||[[— P— P*||*—1 et la proposition est démontrée.

O



1.5 Projection Orthogonale extraite d’une Projection 22

Proposition 1.5.8. Soient P, Q € B(H) deux projections telles que
PQ =Q, QP = P. Alors :

1Q = Pl < |Q°" = Q[ + |17 — Pl (1.19)

Preuve. (Q*—P*)(Q—P) = (Q"-Q)(Q—P)+(Q—-P)(Q—P)+(P-P*)(Q—P)
et (Q—P)(Q—-—P)=Q—-Q—-P+P=0.
Donc :
Q- P> = (@ —P)(Q—P)|
< (@ =R —P)|+[[(P—P)Q— P
< |P-QQ" = Q[+ P —QlP— P

et la proposition est démontrée.
O

Corollaire 1.5.1. Soient P, Q € B(H) deuz projections telles que PQ = Q et
QP = Q et Q est orthogonale. Alors :

1P =@l =P —P (1.20)
Preuve.(I — P*)(I — P)=(Q — P*)(Q—P)+ (I — Q)
Donc :
I1—=PI* = [[(I-P)I~P)
< [[(Q@—=P)Q—P)+I[1-Q
< Q- PI*P+1

Et par conséquent ||P||*> = || — P|> < ||Q — P||* + 1.
(1.18) implique que ||P* — P||* < ||Q — P|*.
Et résultat suit maintenant en utilisant (1.19).

OJ
Nous sommes maintenant en position d’écrire un algorithme.
Sia e RT, posons :
S=P+aPP*(I—-P)=P[l —a(l—- P*)(I - P)] (1.21)

Alors S est une projection et SP =P, PS=S.
En outre, si R = i(S* — 5) et K =i(P*— P),on a:

R=K({—a—aK? (1.22)
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Aussi I —a||P||?=1—a(l+ ||K|?) <I—a—aK?>
Doncsi 0 <a < ﬁ on constate que ||R| = C(a)||K]|| avec C(a) < 1
La recherche de la valeur a qui minimise C'(a) conduit & la condition :

2(?1)\/0\/17— IK(I(1 = a1+ | K]*)

. . o 1 o 4
Qui a les deux solutions doubles a = —3HKH2+H1 |et 0= R -
2| K12 K
Avec les valeurs correspondantes C(a) = et C
p (a) ST (@) = 31xiPra

Alors que le meilleur choix est a = TR = 3||P||2+1

0
Nous pouvons maintenant énoncer notre résultat principal :
Proposition 1.5.9. Soit P € B(H) une projection. Définir de fagon récurente :
31Qull” +1+4Q5(1 — Q)
=P; Qni1=Qn “ 1.23
QO Q +1 Q 3HQnH2 + 1 ( )
Alors :
371
I Pll—1
1@nll” +3 Lt <||P||+1>
1@l = [1@n]] lQnll = (1.24)

3Qnl?+ 1 o <P1>3”
IPIFT

et la suite des projections (Q,) converge uniformément vers Q@ dans B(H), avec
Q= Q* PQ =Q et QP = P. Plus précisément :

2 (JEEY
1Q — Qnll = ( i 1> (1.25)

Preuve. On prend : R,, = i(QF — @Q,,). Alors : R,,;1 =R RnlP—ARE o] ors que

n 3| Rnl|2+4
|Rn|? R = IR.P ) 3BIRal? — 4R _ (R - IRA))?(IRnll + Rn) >0
3IRAP+4 " T 3| RAP+4 T 3| RaI2+4 3|Ra|2 +4 =
et
IR.|? R — IR R 3IR|? — 4ARZ _ (CR. + IR Rall — Ry) >0
BIRAIZ+4 " T BRAZ+4 " B[RA|P+4 3| Rul]? + 4 -
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on constate que 0 € o(||R,] + Rn) U o(||Ru]] — Rn), ot o(||Rull + Rn) est le
spectre ponctuel de (||R,| + Ry,), puisque [|R,|| = sup,c,(r,) | p | alors 0 €

3 3
a(% —Rps1) U a(% + R,11) et par conséquent
IRal?
R = 1.26
Puisque [|@Q,||* = 14 ||R.|?, il s’ensuit que :
1Quafp = @2 =1y o @l + 3
B[@nl* + 1) BlQal* +1)?
ce qui établit la premiére égalité de (1.24) qui est équivalente &
ol =1 =1\
ce qui donne par itération
3n
Qa1 <||P|| - 1)
1@nll+1  \[IP[+1
on obtient rapidement la deuxiéme égalité de (1.24). Donc lim ||@Q,|| = 1 et Par

conséquent lim ||R,| = 0.
d’apres (1.19) on constate que si m, n € N, on a [|Q,, — Qnl| < |Rmll + Rl ce
qui montre que (Q,) est une suite de Cauchy et alors que @) = lim @, existe et

satisfait a la condition de la proposition.
Finalement, (1.25) résulte de (1.20) et (1.24) et la proposition est prouvée.

OJ

Remarque 1.5.2. La suite (Q),,) est une suite de projections qui a la méme image
que P et converge uniformément trés rapide vers @ lorsque n — +00.



Chapitre 2

Inverses Généralisés des Matrices

Dans ce chapitre on va étudier les types les plus célébres d’inverses généralisés
( pseudo-inverses ) des matrices ( opérateurs linéaires bornés, cas de dimensions
finies ) et les relations entre ces types.

En particulier, les types suivants de pseudo-inverses ont été étudiés :

e Le pseudo-inverse de Moore-Penrose dans le cas des matrices carrées non
inversibles, mais généralisable & toute algebre de matrices a valeurs dans un corps.

e Le 1¥—inverse et le G¥—inverse qui sont utilisable pour le calcul des approxi-
mations tel que 1¥—inverse d’une matrice A est une matrice X qui vérifie I'équation
(AX)*A = A, k € N. Si de plus A est un 1*—inverse de X, alors X est dit
G* —inverse.

e Le pseudo-inverse de Bott- Duffin qui est utilisable pour résoudre les systémes
par exemple dans la théorie des réseaux électriques.

e Le pseudo-inverse du Groupe ou {1,2,5}—inverse, il existe seulement pour
les matrices d’indice k£ = 1.

e Le pseudo-inverse de Drazin qui détermine la matrice qui constitue un point
fixe dans la multiplication par ’exponentiel des matrices carrées au deld de rang fini.
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2.1 Inverse de Moore-Penrose

Les Equations de Penrose

En 1955 Penrose a montré que, pour toute matrice finie A ( carré ou rectan-
gulaire ) des éléments réels ou complexes, il y a une unique matrice X vérifiant les
quatre équations ( appelées les équations de Penrose )

AXA = A (1)

XAX = X 2)
(AX)" = AX  (3)
(XA = XA (4)

ou A* désigne la transposée ( cas réel ) ou 'adjointe ( cas complexe ) de A. Cet
inverse est appelé 'inverse de Moore-Penrose, et on le note par Af.

Si A est inversible, il est claire que X = A~! trivialement vérifie les quatre
équations. Puisque 'inverse de Moore-Penrose est unique il suit que 'inverse de
Moore-Penrose d’'une matrice inversible est le méme comme 'inverse ordinaire.

Dans ce chapitre nous nous intéressons a plusieurs inverses généralisés qui sa-
tisfont quelques équations de Penrose. C™*" [R™*"] dénote la classe des matrices
m x n complexes [réelles].

Définition 2.1.1. Pour toute A € C™*", soit A{i,j,...,k} l’ensemble des matrices
X € C™™ qui satisfont les équations (i), (7), ..., (k) parmi les équations

(1) — (4). Une matrice X € A{i,j,....,k} est appelée un {1, j, ..., k}—inverse de A,
et est notée par AWd-k).

Exemple 2.1.1. Si A{1,2,3,4} est non vide, alors il est constitue d’un seul élé-
ment.

Preuve. Soit X,Y € A{1,2,3,4}. Alors

X = X(AX)" = XX*A* = X(AX)*(AY)*
= XAY = (XA (YA)'Y = A'Y'Y
(YA)'Y =Y

Théoréme 2.1.1. [18] Si A, B € C"™*". tels que AB* =0 et B*A =0, alors :
(A+ B)t = A" + Bf

Théoréme 2.1.2. Si A= BC ou A C™", Be C™",C € C"™", et
r = rang(A) = rang(B) = rang(C), alors AT = C*(CC*)~Y(B*B)~'B".
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Preuve. Remarquons que B*B et C'C* sont des matrices dans C"™*" de rang égale
ar. Soit X = C*(CC*)~}(B*B)~'B*. On va montrer que X vérifie les quatre équa-
tions de Penrose. On a

AX = BCC*(CC*)"Y(B*B)~'B*, donc (AX)* = AX. En outre

XA = C*(CC*)™Y(B*B)™'B*BC = C(CC*)7'C, donc (XA)* = X A. Par consé-
quent les équations (3) et (4) de Penrose sont vérifiées.

pour vérifier les équations (1) et (2) nous utilisons X A = C*(C'C*)~'C pour obtenir
A(XA) = BC(C*(CC*)"'C) = BC = A.

Et (XA)X = Cc*(ccH~tec+(cc*)~Y(B*B)"'B* = C*(CC*)"(B*B)"'B* = X.
Par conséquent X = Af.

O

Exemple 2.1.2. Soit A = [ ;

et C € CY3. Bn fait,

ﬂ, r=rang(A) =1, A= BC ou B € C**!

A:B][l 1 2].

Alors B*B = [5], CC* = [6]. Par conséquent

1 1 2

1 1 1
AT=11 65[1 2}_%. 1 2
2 2 4

2.2 Constructions de {1, j, ..., k} —inverses

Existence et construction de {1}—inverses

Il est facile de construire un {1}—inverse de la matrice R € C**" ((ou C"*" est
I'ensemble des matrices m X n de rang r ) donnée par

R:H [ﬂ (2.1)

En effet, pour toute L € C™=*(m=") 13 matrice n x m

I, 0O
est un {1}—inverse de (2.1).
La construction de {1}—inverses pour une matrice quelconque A € C"™*" est sim-
plifiée par la transformation A dans une forme normale, indiquée dans le théoréeme
suivant.
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Théoréme 2.2.1. Soit A € C"*", et soit E € C*™ et P € O™ tels que

I, K
EAP = { - } (2.2)
Alors pour toute L € C=7)*(m=7) " lg matrice n x m
I, 0
X=P [ 0 I ] E (2.3)

est un {1}—inverse de A. Les matrices partitionnées (2.2) et (2.3) doivent étre
convenablement interprétées dans le cas r = m ou r = n.

Preuve. Réécriture (2.2) que

| I K 1
amp [5 ) »
il est facile de vérifier que les X données par (2.3) satisfont AXA = A.

Dans le cas trivial » = 0, lorsque A est donc la matrice nulle m x n, une matrice
n x m est un {1}—inverse.

Nous notons que puisque P et E sont a la fois inversible, le rang de X est le rang de
la matrice partitionnée dans (2.3). Compte tenu de la forme de la derniére matrice,

rang X =r +rang L

Puisque L est arbitraire, il s’ensuit que un {1}—inverse de A existe et a un rang
compris entre r et min{m,n}. Le Théoréme 2.2.1 montre que toutes les matrices
finies complexes ont un {1}—inverse, et indique comment peut les construir de tels
inverses.

O

Exemple 2.2.1. Calcul d’un {1}—inverse de la matrice A tel que :

0 20 ¢+ 0 4+ 1
A=10 0 0 -3 —6 —3—3i
0 21 1 4-—-4 1

en utilisant (2.8) avec

&5

I
<. O

|
WiFWI—= O
_ o O
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et une matrice arbitraire L € C="Xm=7) " Utilisation de la matrice de permutation

P tel que :

o O = O O O

0 1
1 0
0 0
0 0
0 0
0 0

et la sous-matrice correspondante K tel que

_ [0 51—
K= 0 0
nous Ecrivons
1 0 : 0 3 1-2
EAP — 0 1 : 0 0 2
0 0 : 0 0 0

00 0]
000
100
000
010
00 1]
20 —3i
2 1+
—%i

1+

0

Puisque m =3, n =6, r =2, le {1}—inverse de A est

I, 0O
X_P[O ]E

L
(00:1000] | !
10:0000 0

Clooio1o00 .
01:0000 .
00:00T10 .
oo too00 ]|

Wl

|
-~
=
ol
QNLQC’ o)
S22 O o R

-~
(o9

QO |00 | =
(«%)

—_

o O o O

e}

> 2 o 9

|
. Ol\’)h—‘

2 L

o

wl=

W=

—_ o O

c C4><1
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Remarquons dans le cas général, les scalaires i, i3, iy, 10 ne sont pas imagi-
naires pure puisque o, (3, 7y, 0 sont complezes.

Théoréme 2.2.2. Soit A € C"*" tel que :

A:{ac H (2.5)

ot b,c,d dans (2.5) sont des matrices et a est une matrice r X r inversible, ot on
peut écrire la matrice A sous la forme suivante

-~

Alors le {1}—inverse de la matrice A est :

X = { a; 8 ] (2.7)

ot le 0 représente une matrice des zéros.

Preuve. D’aprés (2.5) et (2.7) on a :

el ool s al= L o) A= )

I, la matrice unitaire r x r. Ceci implique que AXA = A puisque d = ca™'b donc
X est un {1}—inverse de A.

Exemple 2.2.2. Soit A = [ 13 i 1, le {1} —inverse est X = {

wea=[ 22105 0] 8 2= 2]

Propriétés de {1}—inverses

0 UISQUE
0 puisq

O o=

Certaines propriétés de {1}—inverses sont données dans le Lemme 2.2.1. Pour
une matrice A donnée, on note tout {1}—inverse par AW, Remarquons que, en

général, AV ne définie pas une matrice unique. Pour tout scalaire A nous définissons
A\ par

AL (A #£0)
)\T:{ 0 (A=0) (a2)

Il convient de rappeler qu'une matrice E carrée est appelée idempotente si
E? = E. Les matrices idempotentes sont intimement liées aux inverses généralisées.
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Lemme 2.2.1. /3] soit A e C*", X e C. Alors,
(a) (AW)" € A*{1}

(b) Si A est inversible A1) = A~1

(c) ATA < (AA){1}

(d) rang A > rang A

(e) Sl S et T sont inversibles, T-!AMS~1 ¢ SAT{1}

(f) AA®W et AN A sont idempotentes et ont le méme rang comme A
Lemme 2.2.2. soit A € C**". Alors,

(a) AMA =1, sietseulement sir=n

(b) AAW = I, si et seulement si 7 = m

ot I, est la matrice identité d’ordre p € IN*

Preuve.(a) soit A € C™*". Alors la matrice AV A est d’aprés le Lemme 2.2.1,
idempotente et inversible. Multiplions (A A)? = AW A par (A A)~! on obtient
AWA =1,

AMA =1, = rangAMA = n = rangA = n, d’aprés le Lemme 2.2.1 (f).
La preuve de (b) est similaire.

Existence et construction de {1,2}—inverses

Il a é6té noté premicérement par Bjerhammar [5] que I'existence d'un {1} —inverse
d’une matrice A implique l'existence d’un {1,2}—inverse. Cette observation est fa-
cile & vérifier, est déclarée comme un lemme pour la commodité du référence.

Lemme 2.2.3. Soient Y, Z € A{1}, et soit
X=YAZ
Alors X € A{1,2}.

Preuve. Puisque les matrices A et X se produisent de fagon symétrique par (1)
et (2), X € A{1,2} et A € X{1,2} sont équivalentes, et dans les deux cas on peut
dire que A et X sont {1,2}—inverses les uns des autres.

De (1) et (2) et le fait que le rang d’un produit des matrices ne dépasse pas le
rang de tout autre facteur, il suit tout de suite que si A et X sont {1,2}—inverses
les uns des autres, ils ont le méme rang. Bjerhammar [5] a remarqué, que si X
est un {1}—inverse de A et de méme rang comme A, il est un {1,2}—inverse de A.

O

Théoréme 2.2.3. Etant donné A et X € A{1}, X € A{1,2} si et seulement si
rang X = rangA.
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Preuve. Si : Il est clair R(XA) C R(X). Mais rangX A = rangA d’apreés le
Lemme 2.2.1 (f), et ainsi, si rangX = rangA, R(XA) = R(X). Alors,

XAY =X
pour certains Y. Multiplié par A donne
AX = AXAY = AY

et donc

XAX =X

La réciproque est évidente d’apreés les équations (1) et (2) de Penrose.

Un corollaire équivalent est le suivant :

Corollaire 2.2.1. Deux des trois assertions suivantes impliquent la troisieme :
X e A{1}

X e A{2}
rang X = rangA

Compte tenu du Théoréme 2.2.3, le {1} —inverse obtenu a partir de la forme normale
de Hermite est un {1,2}—inverse si l’'on prend L = 0. En d’autres termes,

X:PH S]E (a3)

est un {1,2}—inverse de A ot P et E sont inversibles et satisfont (2.2).

Corollaire 2.2.2. [3] Si X et Y sont {1,2}—inverses d’une matrice A, XY est
une projection sur R(X) parallélement a N(Y'), et Y X est une projection sur R(Y')
parallélement a N(X).

Existence et construction de {1,2,3}—,{1,2,4}— et {1,2,3,4}—inverses

Juste que Bjerhammar [5] a montré que 'existence d’un {1}—inverse im-
plique l'existence d'un {1, 2} —inverse, Urquhart [23] a montré que I'existence d'un
{1}—inverse implique l'existence d’un {1,2,3}—inverse et un {1,2,4}—inverse de
toute matrice finie. Afin de montrer que les ensembles A{1,2,3} et A{1,2,4} ne
sont pas vide pour toute A donnée, nous allons utiliser le {1} —inverse d’une matrice
associée a A et proche de A. Pour cela, nous aurons besoin du lemme suivant.
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Lemme 2.2.4. Pour toute matrice A finie
rangAA* = rangA = rangA* A

Preuve. Si A € C"™*", les deux matrices A et AA* ont m lignes. Pour mon-
trer que rangAA* = rangA, il suffit donc, de montrer que chaque relation linéaire
entre les lignes de A maintenue pour la ligne correspondante de AA*, et vice versa.
Toute relation non triviale linéaire entre les lignes d'une matrice H est équivalent
a lexistence d’un vecteur ligne non nul x* tel que x*H = 0. On a, évidemment

X*A=0 = x"AA* =0

et, inversement

X"AA"=0 = 0=x"AA"x = (A"x)"A™x
= A'x=0 =0=(A"x)"=x"A

Ici, on a pour tout y vecteur colonne des éléments complexes y*y est la somme des
carrés des valeurs absolues des éléments, et cette somme ne s’annule que si chaque
¢lément est égal a zéro.

Enfin, en appliquant ce résultat a la matrice A* qui donne rangA*A = rangA*, et
bien str, le rangA* = rangA.

O
Corollaire 2.2.3. Pour toute matrice finie A, R(AA*) = R(A) et N(AA*) = N(A).
Preuve. Cela découle du Lemme 2.2.4.

OJ

En utilisant le Lemme précédent, nous pouvons maintenant démontrer le théoréme
suivant.

Théoréme 2.2.4. Pour toute matrice finie A des éléments complezes,
Y = (A*A)WA* € A{1,2,3} (2.8)

Et
7 = A*(AANY € A{1,2,4) (2.9)

Preuve. Appliquons le Corollaire 2.2.3 a A*, on a
R(A*A) = R(AY)

et ainsi,

A" = ATAU (2.10)
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pour certains U. Prenons ’adjointe qui donne
A=U"A"A (2.11)
Par conséquent,
AYA=U*A"A(AAVA A =U" A" A= A

Donc, Y € A{1l}. Mais rangy > rangA d’aprés le Lemme 2.2.1 et rangy <
rangA* = rangA par la définition de Y. Par conséquent

rangY = rangA

et, d’aprés le Théoreme 2.2.3, Y € A{1,2}.
Enfin, (2.10) et (2.11) donnent

AY = U A*A(A*A)WA* AU = U*A*AU
qui est clairement hermitienne. Ainsi, la relation (2.8) est également prouvée.
]

Un {1, 2} —inverse d’une matrice A est un {2} —inverse, et de méme, un {1, 2, 3} —inverse
est aussi un {1, 3} —inverse et un {2, 3} —inverse. Ainsi, si nous pouvons établir I'exis-
tence d’'un {1, 2, 3,4} —inverse, nous démontrons l'existence d'un {4, j, . . ., k} —inverse
pour tous les choix possibles de I'ensemble {1,2,3,4}. On a montré dans 'exemple
2.1.1 que siun {1, 2, 3,4} —inverse existe, il est unique. Donc le probléme qui se pose
est bien 'existence de l'inverse de Moore-Penrose, Al ce qui est justifié dans le
théoréme suivant.

Théoréme 2.2.5. Pour toute matrice finie A d’éléments complezes,
ADHAALS — Af (2.12)

Preuve. Soit X une matrice finie d’éléments complexes vérifie (2.12). Il en
résulte du Lemme 2.2.3 que X € A{1,2}. En outre, (2.12) donne

AX = AADD ) XA =AY
Mais, AA™®3) et A0 A sont hermitiens d’apreés la définition de A®3) et A04) . Donc
X € A{1,2,3,4}

et comme le {1,2, 3,4} —inverse est unique alors X = A
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Forme explicite de Af

C.C. MacDuffee était apparemment le premier qui a souligné, dans les com-
munications privées en 1959, qu'une factorisation de rang maximum d’une matrice
A conduit & une formule explicite pour son inverse de Moore-Penrose, A'.

Théoréme 2.2.6. St A € C™*", r > 0, elle a une factorisation de rang mazimum
A=FG (2.13)
Al = G*(F*AG*) ' F* (2.14)

Preuve. Premiérement, nous devons montrer que F*AG* est inversible. D’aprés
(2.13)
F*AG* = (F'F)(GG") (2.15)

et les deux facteurs du membre & droite sont des matrices r X r. En outre, d’apés
le Lemme 2.2.4, les deux membres sont de rang r. Donc F*AG* est le produit de
deux matrices non singuliéres, et donc inversible.

En outre, (2.15) donne

(F*AG*)™ = (G*G) Y(F*F)™!
Désignons par X le membre a droite de (2.14), alors
X =G(GG*)y Y(F*F) ' F* (2.16)

Cette expression de X vérifie les équations de Penrose (1) — (4). Comme Af est le
seul élément de A{1,2,3,4}, (2.14) est donc établie.

O
Construction de {2}—inverses de rang donné
D’aprés I'équation (2) de Penrose il est facile de déduire que
rangA® < r

On note aussi que la matrice nulle n x m est une {2} —inverse de rang 0, et toute
A®2) est un {2} —inverse de rang 7, d’aprés le Théoréme 2.2.3. Pour r > 1, il est une
construction pour un {2} —inverse de rang s pour s compris entre 0 et r en utilisant
la factorisation de rang maximum. Soit X, € A{1,2} ayant une factorisation

Xo=YZ
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Alors, Y € C*" et Z € CJ *", et I'équation (2) de Penrose devient

YZAYZ = YZ

Compte tenu du Lemme 2.2.2, la multiplication a gauche par Y1) et a droite par
A,
ZAY =1, (2.17)

Soit Y, donne la sous-matrice de Y composée des s premieres colonnes, et Z; la
sous-matrice de Z composée des s premiéres lignes. Alors Y, et Z, sont de rang
maximum s, et il résulte de (2.17) que

ZAY, = I (2.18)
Maintenant, soit
X, =Y, Z,
Alors, rang X, = s, (2.18) donne
X AX, = X,

Indice d’une matrice

On peut ajouter les équations suivantes aux 4 équations de Penrose, ces équa-
tions sont applicables seulement pour les matrices carrées et importantes pour dé-
finir 'inverse de Drazin et 'inverse du Groupe

AFXA = AF (1%)

AX = XA (5)
AFX = X AF (5%)
AXF = X*A (6%)

ol k est un entier positif.
Il est facile de vérifier que I’ensemble des trois équations (1¥), (2) et (5) est
équivalent a ’ensemble

AX = XA (5)
Ak-l-lX — Ak (7)
AX? =X (8)

il est évident aussi que si (7) est vérifiée pour certains k entier positif, alors il
est valable pour tout entier ¢ > k. Il résulte aussi de (7) que

rang A* = rang AM! 9)
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Définition 2.2.1. Le plus petit entier positif k pour lequel (9) est vérifié, est appelé
l'indice de A, est notée par Ind A.

Lemme 2.2.5. Soit A € C"" et Ind A = k. Alors :
toutes les matrices { A* : £ >k} ont le méme rang, la méme image et le méme noyau.

Preuve. Remarquons d’abord que (9) nécessite un certain entier positif k.
Il résulte de (9) que
R(AM) = R(A) (2.19)

Par conséquent (7) est valable pour un certains X, et la multiplication a gauche
par A% donne
A= ATIX (0> k) (2.20)

1l résulte de (2.20) que toutes les matrices {A® : £ > k} ont la méme image et le
méme rang et le fait que A* et A ont le méme rang, il s’ensuit qu’ils ont le méme
noyadu.

OJ

Théoréme 2.2.7. Soit A € C"*™. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) Ind A=kF.

(b) Le plus petit exposant positif pour lequel (7) est valable est k.

(c) Si A est singuliere et m(\) son polynéme minimal, k est la multiplicité de A = 0
comme un zéro de m(\).

Preuve. (a) < (b). 1l est clair que (2.20) implique
rang A = rang A* (2.21)
(2.21) implique
R(AZJrl) — R(AE)

de sorte que (2.20) est vérifice. Ainsi (2.21) et (2.20) sont équivalentes, ce qui prouve

(a)
(b) < (c). Soit
m(A) = Ap(})

ou p(0) = 0. Soit k& défini par (b), nous devons maintenant montrer que k = ¢. on a
p(A)A =0

Sif >k alors
0 =p(A)AX = p(A)AT!
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ott A" Ip()) est de degré inférieur & m(\), qui est une contradiction avec la définition
du polynéme minimal.
Puisque p(0) # 0, nous pouvons écrire

m(\) = eX(1 = Ag(N) (2.22)
ol ¢ # 0 et g est un polynome. Il s’ensuit que
Afg(A) = A* (2.23)

Si ¢ < k, ce serait en contradiction avec (b).

2.3 1" — et G*—inverse

Dans cette section K désigne le corps des nombres réels ou complexes et les
coefficients de nos matrices appartiennent & ce corps.

Définition 2.3.1. Soit A une matrice de type m x n et k un entier positif. Un
G*—inverse de A est une matrice X de type n x m satisfaisant les deux équations :

, (2.24)

(AX)* A = A;
{ (XAFX = X.

Si X wvérifie la premiére équation, alors X s’appelle 1¥—inverse de A. Un G' —inverse
est dit aussi g—inverse réflexif ou {1,2}—inverse de A, et un 1'—inverse est dit
simplement g—inverse ou un {1}—inverse de A. Par l'inverse généralisé on désigne
un 1% ou un G*—inverse.

Remarque 2.3.1. Soit X un 1¥—inverse de A, alors
(AX)™ = (AX)*, (XA)* = (X A)*
En effet, comme A = (AX)*A = A(XA)*, on a
(AX)? = (AX)* A X (AX)F! = AX(AX)F! = (AX)F
(XA = (XA X (AXAF) = (XA IXA = (XAF

Lemme 2.3.1. Toute matrice posséde un GF—inverse, qui n’est pas en général
unique.
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Preuve. Soient P et () deux matrices inversibles telles que

A—Q['g S}P, avec r = rang (A)

S 0
0 0
S SY
AY

Si on prend X = P! [ } Q' avec S¥ = I,, alors X est un G¥—inverse de A.

Prenons X’ = P! [
obtient

} Q7 ', avec Y et Z des matrices non nulles, alors on

(AX/)k:Q[[[;“ }(;:|Q—17 (AX/)k:A

(X'A)F = p! { Zé’,;_l 8 } Pet (X'AFX = X'
ce qui montre que X’ est un autre G*—inverse de A
O
: 0 1 a b .
Exemple 2.3.1. Soit A = 02| On remarque que X = 1 | 0na betc

. . 1
sont des nombre complexes, est un 12—inverse de A, tandis que [ _01 0 } est un

12—inverse de A qui n’est pas un G*—inverse.

un G?*—inverse de A serait [ (1) 8 } .

Remarque 2.3.2. Un {1}—inverse ( resp. {1,2}—inverse ) est un 1¥—inverse (
resp. GF—inverse ).
En effet, soit X un {1}—inverse de A. Alors

A=AXA=(AX)A, (AX) = (AX)?

et une simple récurrence montre que (AX)*A = A pour tout k > 2.

2.4 Inverse de Bott-Duffin
Considérons le systéme contraint
Ax+y=0b, x€eL, ye Lt (2.25)

ou A e C"™ be C"et L un sous-espace de C". Ces systémes se posent par exemple
dans la théorie des réseaux électriques;
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voir, par exemple, Bott et Duffin [6], nous concluons que (2.25) est équivalent
au systéme suivant :
(AP, + Pp)z=10 (2.26)

Et que [ ;( } est une solution de (2.25) si et seulement si

x=Pz, y=Pz=b— APz (2.27)

ou z est une solution de (2.26)
Si la matrices (AP, + Pp.) est inversible, alors (2.25) est compatible pour tout
b€ C" et la solution

x= P (AP, +P;.)'h, y=b— Ax
est unique. La transformation
P (AP + Ppu)™t

a ¢té introduite et étudiée par Bott et Duffin [6], qui est appelé I'inverse de
contrainte A. Puisque cet inverse existe seulement quand (AP + Py 1) est inversible,
on peut considérer d’'une maniére générale les expressions du type :

PL(APL + Pp)W® (1<, 4, ...,k < 4)

Définition 2.4.1. Soit A € C"*™ et soit L un sous-espace de C". Si (AP + Pp1)
est inversible, linverse de Bott-Duffin de A par rapport a L, notée par AEZ;), est
défini par
Al = PL(AP, + P! (2.28)
_1)
)

Certaines propriétés de AEL sont recueillies dans le Théoréme suivant :

Théoréme 2.4.1. Si (AP, + Pp.) est inversible. Alors
(a) Uequation (2.25) a pour tout b, l'unique solution

x = A)b (2.29)
y=(I—AA )b (2.30)

(b) A, Pp, et AEZ)I) satisfont
Py = AV AP, = PLAAGY (2.31)

(-1 _ p 4D _ 4D
A = PAl) = AL DP, (2.32)
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Preuve. (a) Résulte de I’équivalence de (2.25) et (2.26) - (2.27).

(b) De (2.28), PLAEZ)D = AEL;) en multipliant A (APL + Pp1) = Pp par Pp
on a AEZ)I)APL = P;.
Par conséquent, A(_l)P(LL) =0 et A(_l)P (L) = AE_;)
En multipliant (2.30) par Py, on a (PL — PLAAL ) ))b = 0 pour tout b, donc Pp, =
(-1)
AA(L) :
O

De ces résultats, il s’ensuit que 'inverse de Bott-Duffin Agz)l), quand il existe,
est le {1,2}—inverse de (P, AP;) d'image L et de noyau L.

Corollalre 2.4.1. Si AP, + PLL est wversible, alors

(a) A7) (APL)“; = (PLA)} 7L = (PLAP) )
(b) (A = PLAP,

Preuve. (a) D’aprés (2.31), dimL = rangP < TcmgAE;)l). De méme, d’aprés
(2.32), rangA{;)) < dim L, R(A{;})) C R(Py) = L et N(A{;))) D N(P,) = L*.
Par conséquent

rcmgAEz)l) = dim L (2.33)

et

R(A VY=L, N(A(L)) Lt (2.34)

(L)
Maintenant AEZ)U est un {1,2}—inverse de APy, :

APLA[ VAP, = AP, dapres (2.31)

Et

(-1 4 p A
A APA

1 -1 s
(L)> — AEL)) d’apres (2.31) et (2.32) (2.35)

ol Aﬁz)l) est un {1,2}—inverse de P, A. L'inverse de P, AP, est prouvé de fagon
similaire.

(b) Nous montrons d’abord que (Agz)l ))E;)l ) est défini, c.a.d, que (AEZ)I)PL +
P; 1) est inversible. D’aprés (2.32), Ag_)l)PL + P = AEZ)I) + P, qui est une
matrice inversible pulsque L+ L+ = C", d’aprés (2.34). Maintenant Py APy, est un

{1, 2} —inverse de A(L) , d’apreés (a), et (2.33),

rangPp, AP, = rangAE;)l) =dim L
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De plus
R(PLAPL) C R(PL) =L, N(PL,APy) D> N(Py)=L"
alors
R(PLAP,) =L, N(P,AP,)=L"
donc
PLAP, = (A2
—1)\(—1
= (A

2.5 Inverse du Groupe

Il résulte de 'équation (5) et du Corollaire 2.2.2 que un {1, 2,5} —inverse de A,

sl existe, est un {1,2}—inverse X tel que R(X) = R(A) et N(X) = N(A), donc
il est unique. On I'appelle I'inverse du Groupe de A, et notée A*. Le nom "inverse
du Groupe" a été donné parce que les puissances positives et négatives d'une ma-
trice donnée A étant interprétées comme puissances de Af, avec le projecteur AA*
comme 'élément unité, constituent un groupe abélien, I'inverse du Groupe est un
cas particulier de I'inverse de Drazin, ou {1* 2, 5} —inverse.
L’inverse du Groupe n’est pas restreint aux matrices diagonalisables, mais il n’existe
pas pour toutes les matrices carrées. L'inverse du Groupe existe si et seulement si
R(A) et N(A) sont deux sous-espaces supplémentaires. Ceci est équivalent a 'indice
de A égale & 1. Nous avons, par conséquent, le théoréme suivant

Théoréme 2.5.1. Une matrice carrée A a un inverse du Groupe si et seulement
si IndA =1, c’est a dire
rangA = rangA? (2.36)

quand linverse du Groupe eziste, il est unique.

Le théoréme suivant donne une autre condition pour I'existence de Af, et une
formule explicite pour son calcul.

Théoréme 2.5.2. [8] Soit une matrice carrée A a de factorisation de rang mazimum
A=FCG (2.37)

telles que F et G sont deux matrices carrées. Alors A a un inverse du Groupe si
et seulement si GF' est inversible, dans ce cas

A* = F(GF)*G (2.38)
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Preuve. du Théoréme 2.5.1 Soit r = rangA. Alors GF' € C"™*". Maintenant
A* = FGFG

et si
rangA? = rangGF

Par conséquent (2.36) est satisfaite si et seulement si GF' est inversible, et la
premiére partie du Théoréeme 2.5.1 est établie.
Il est facile de vérifier que les équations (1), (2) de Penrose et I'équation (5) sont
vraies pour la matrice A donnée par (2.37) et X par (2.38).
La formule (2.38) exprime alors l'unicité de l'inverse du Groupe si

R(A*) = R(A) (2.39)
ou d’'une fagon équivalente, si
N(A*) = N(A) (2.40)

Si (2.39) ou (2.40) est vérifiée on dit que la matrice A a image hermitienne. le
traitement précédent montre que

_A(1,2)
A = AR(A)vN(A)
alors
At = A0

R(A*),N(A%)

Les deux inverses sont égaux, par conséquent, si et seulement si R(A) = R(A")
et N(A) = N(A*). Mais cela est vrai si et seulement si A a image hermitienne.

O

Théoréme 2.5.3. A* = Al si et seulement si A a image hermitienne.

La formule suivante :

A=PJP7', X = PJIP7! est vrai tel que J = diag(\, \a, -+, \n). Cette formule
peut étre étendue a partir des matrices diagonalisable a toutes les matrices carrées
d’indice 1. Pour le faire, on a besoin du lemme suivant.

Lemme 2.5.1. /3] Soit J une matrice carrée sous sa forme de Jordan. Alors J a
image hermitienne si et seulement si elle a un indice 1.

Preuve. Si J est inversible, rang J = rang J? et J a image hermitienne.
Si J a seulement 0 comme une valeur propre, elle est nilpotente. Dans ce cas, il suit
facilement de la structure de la forme de Jordan que rang J? < rang J a moins
de J est la matrice nulle 0, dans ce cas il est trivialement d’image hermitienne.
Si J a deux valeurs propres nuls et non nulles, elle peut étre partitionnée en la forme
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S0
J = [ 0 Jo } (ad)
ou J; est inversible des valeurs propres non nulles de J, tandis que Jy est nilpotente.

Le méme raisonnement du paragraphe précédent donne, rang J = rang J?, implique
que Jy = 0. Il s’ensuit de que J a image hermitienne.

O
Théoréme 2.5.4. Soit A d’indice 1 et soit
A=PJjp!
ot P est inversible et J est une forme normale de Jordan de A. Alors
At = pjip! (2.41)

Preuve. Il est facile de vérifier que les relations (1), (2), (5), et (2.36) sont des
invariants par similitude. Donc

Jt=PLAPP (2.42)
et aussi rang J = rang J?. 1l suit alors du Lemme 2.5.1 et de Théoréme 2.5.3, que
Jt=Jt (2.43)

et (2.41) résulte de (2.42) et (2.43).

Propriétés 2.5.1. [3/ Soit A* linverse du Groupe de la matrice A alors :
(a) Si A et mversible, A = A7L

(b) A% =
© (47 2 (ay
(e) (A = ()"

2.6 Inverse de Drazin

On a vu que l'inverse du Groupe n’existe pas pour toutes les matrices carrées,
mais seulement pour les matrices d’indice 1. Cependant, nous allons montrer dans
cette section que chaque matrice carrée a un unique {1"‘, 2,5} —inverse, ol k est son

indice. Cet inverse, appelé inverse de Drazin, il a été étudiée par M. P. Drazin
[11].



2.6 Inverse de Drazin 45

Soit A € C™" d’indice k. Alors R(A*) et N(A*) sont des sous-espaces supplé-
mentaires, et la restriction Agp(ary de A a R(AF) est inversible. Soit X € C"*" est
défini par

u— Afzzl(Ak)}u . siue R(A%);
0, siue N(AR).

Il résulte de cette définition que les relations AXu = X Au et XAXu = Xu sont
vérifices pour u € R(AF) et pour u € N(A*). L’équation (10) affirme que AX est
identité dans R(A¥), c.a.d, AX AFx = A*x pour tout x € C". Par conséquent, X
est aussi un {1*}—inverse de A.

La matrice X est donc I'unique {1*,2, 5} —inverse de A, comme indiqué dans le
Théoréme 2.6.1 ci-dessous. X est appelé U'inverse de Drazin de A, on le note par

AP,

(10)

Le lemme suivant est nécessaire pour prouvé l’existence et 1'unicité de l'inverse
de Drazin.

Lemme 2.6.1. Si Y est un {1°,5}—inverse d’une matrice carrée, alors
X = A@y€+1
est un {1°,2, 5} —inverse.

Preuve. On a
ATy = A" AY =Y A

Il est clair que X satisfait (5). Nous avons alors
AEXA — A25+1yg+1 — AQZy@ — AQEflyéfl B — AE

et
XAX — A25+ly2£+2 — Any2Z+1 e AZYe-i-l — X

Théoréme 2.6.1. Soit A € C™" d’indice k. Alors A a un unique {1%,2, 5} —inverse,
ce qui est exprimable comme un polynéme en A, et est aussi l'unique {1°,2, 5} —inverse
pour tout £ > k.

Preuve. La matrice ¢(A) de (2.23) est un {1*, 5} —inverse de A. Par conséquent,
par le Lemme 2.6.1,
X = A(g(4))" (2.44)

est un {1* 2 5} —inverse. Cela prouvé lexistence d’un inverse.
La matrice X qui vérifie (7) vérifie (2.20) pour tous les ¢ > k. Par conséquent, un
{1* 2,5} —inverse de A est un {1%, 2,5} —inverse pour tous les £ > k.
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L’unicité sera prouvé en adaptant la preuve de I'unicité de 'inverse du Groupe
donné dans le Théoréme 2.5.1.
Soit X,Y € A{1%,2,5}, E=AX = XA, et F = AY = Y A. Remarquons que E et
F sont idempotents. Alors, £ = F, puisque

E=AX=A'X"'= AYA'X"'= FAX = FF
et
F=YA=Y'A'"=Y'A'’XA=YAE=FF
OJ
La preuve est alors terminé exactement comme dans le cas de 'inverse du Groupe.

Cet unique {1*,2, 5} —inverse est I'inverse de Drazin, et on le note par AP. L’inverse

du Groupe est le cas particulier de I'inverse de Drazin pour les matrices d’indice
1.
L’inverse de Drazin a une représentation simple en termes de la forme de Jordan :

Théoréme 2.6.2. Soit A € C™*" ayant la forme de Jordan
A—xgxt=x|N Vlxn (2.45)
0 Jo

ou Joy et J; sont des blocs de J, Jy correspond aux valeurs propres nulles de A
et Ji correspond aux valeurs propres non nulles de A. Alors

Jit 0
D _ 1 -1
A _X{ : O}X (2.46)

Preuve. Soit A une matrice singuliére d’indice k ( c.a.d, le plus grand bloc
dans la sous-matrice Jy est k x k ). Alors la matrice donnée par (2.46) est un
{1% 2,5} —inverse de A.

OJ

Exemple 2.6.1. La matrice
0 -2 0 -5 2
0 -1 0 -2 0
A= 0O 00 20
0O 1.0 20
-2 -2 1 -8 4

a la forme de Jordan
1
J1(1) 2 1
A=X Jo2(2) X1=X 0 2 Xt

J2(0)

o O
O =
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ou
[ 1 21 11
-1 00 :0
X = 2 0 00 ¢ 2
15 00 :0
2 =20 10

(
(
(
(
(
(

et X '=

0o 1 0 2
0 3 0 5
1 1 -1 3
0 -1 -2

L’inverse de Drazin AP est, d’aprés le Théoréme 2.6.2,

AP = X

h) Si A est d’indice k, R(AP) =

NIEO O O

a) (A%)P = (A7)

b)) (( )P = (AP)".

d) AP est d’indice 1, et (AP)* = A2AP.
e) ((AP)P)P = A.

R(AY) et N(AP)

[ (A1)
(L)1 XT
0
1
11
o -1
0 3 X
00
00
3 o1 1 1
2 2 2 2
-1 0 -2 0
2 0 4 0
1 0 2 0
2 —; 40

ropriétés 2.6.1. [3/ Soit AP linverse de Drazin de la matrice A alors :

DD — A si et seulement si lindice de A éguale a 1.

= N(A) pour tout £ > k.
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Organigramme montrant les relations entre les différents inverses généralisés

Inverse de
Moore-Penrose

Inverse de
Bott-Duffin

Inverse du

Groupe

Inverse de
Drazin



Chapitre 3

Inverses généralisés des opérateurs
linéaires

Dans ce chapitre notre objectif est d’étudier I'inverse généralis¢ de Moore-
Penrose des opérateurs linéaires dans les espaces de Hilbert. La premiére section
est une bréve introduction a l'inversion généralisée des opérateurs linéaires ol on
a commencé par la définition de Tseng [22]|. La deuxiéme et la troisiéme section
concernent respectivement le cas des opérateurs bornés et des opérateurs fermés
sur un espace de Hilbert. Dans la section 4 nous approximons T a partir d’un
{2} —inverse de 'opérateur linéaire T', ot T est I'inverse de Moore-Penrose.

3.1 Introduction a des inverses généralisés des opé-
rateurs linéaires

Une définition naturelle d’inverses généralisés dans L£(H;, Hz) est la suivante di
a Tseng [22].

Définition 3.1.1. Soit T € L(H1,Hs). Alors un opérateur TY € L(Ha, H1) est un
inverse généralisé de Tseng (i.g. en abrégé) de T si

R(T) C D(TY) (3.1)
R(T?) c D(T) (3.2)
T9Tx = Pggyx  pour tout x € D(T) (3.3)
TT% = Prgmy  pour tout y € D(T¥) (3.4)

Cette définition est symétrique en 1" et 179, donc T est un i.g de T9. Un opérateur
T € L(H1,Hz) peut avoir un i.g unique, ou plusieurs i.g ou il peut n’en avoir aucun.
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Nous allons montrer dans le théoréme 3.1.1 que 7" a un i.g. si et seulement si son
domaine est décomposable par rapport a son noyau,

D(T) = N(T) & (D(T) N N(T)*) = N(T) & C(T) (3.5)

d’aprés le Lemme 1.2.1, cette condition est satisfaite si N(T") est fermé. Donc
il est valable pour tous les opérateurs fermés, et en particulier pour les opérateurs
bornés. Si T a des i.g’s, alors il a un i.g maximum, dont certaines propriétés sont
rassemblées dans le Théoréme 3.3.2. Pour les opérateurs bornés d’image fermée, 1'i.g

maximum coincide avec 'inverse de Moore-Penrose, et sera de méme noté par
T*. Voir le Théoréme 3.2.1.

Pour les opérateurs T sans i.g, on peut faire une approximation a I'i.g maximum
Tt de plusieurs facons, avec I'objectif de conserver le plus grand nombre de ses pro-
priétés utiles que possible. Une telle approximation, dit de Erdélyi [12] est décrite
dans la Définition 3.3.2 et le Théoréme 3.3.3.
Certaines propriétés des i.g, quand ils existent, sont données dans les lemmes sui-
vants, di & Arghiriade, qui seront nécessaires plus tard.

Lemme 3.1.1. Si 79 € L(Ha, H1) est un i.g. de T € L(H1,Hs), alors D(T) est
décomposable par rapport a R(TY).

Preuve. Résulte de Lemme 1.2.1 puisque, pour tout x € D(T)

Pragayx = TTx, d'apres (3.3)

Lemme 3.1.2. Si 79 € L(Hy, Hy) est un i.g. de T € L(H1,Hs), alors T est une
application injective de R(TY) dans R(T).

Preuve. Soit y € R(T). Alors
y = Prey =TT, d'apres (3.4)

ce qui montre que T(R(TY)) = R(T). Maintenant, nous montrons que 7" est
injectif sur R(TY). Soit x1,x9 € R(TY) tels que
TXl = TX2
Alors
X1 = Ple = TgTXl = TgTX2 = PWXQ = X9
Lemme 3.1.3. Si 79 € L(Hz,H1) est un i.g. de T € L(H1,Hz), alors :
N(T) = D(T) N R(T?%)* (3.6)

et
C(T) = R(TY) (3.7)
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Preuve. Soit x € D(T'). Alors, d’aprés le Lemme 3.1.1,

X=X +Xo, X1 € R(TY), x9€ D(T)NR(T)", x1 Lxy (3.8)
Maintenant
X| = PWX =T9T(x1 +x2) = T9Tx
donc
TgTX2 =0
qui, d’aprés le Lemme 3.1.2, on a
Txo =0 (3.9)

par conséquent,
D(T) N R(T%)* c N(T)

Réciproquement, soit x € N(T') se décomposant comme dans (3.8). Alors

0 = Tx= T(Xl ‘|—X2>
= Tx; . dapres (3.9)

et, d’apres le Lemme 3.1.2 x; = 0 et donc
N(T) C D(T) N R(T9)*
Maintenant
D(T) = R(T%) & (D(T) N R(T?)"), d'aprés le Lemme 3.1.1,
— R(T*) & N(T)

ce qui implique que
R(T9) = D(T)N N(T)*

OJ
L’existence de I'i.g est justifié dans le théoréme suivant di de Tseng.
Théoréme 3.1.1. Soit T € L(H1,Hs). Alors T a un i.g. si et seulement si
1
D(T)= N(T) & C(T) (3.5)
dans ce cas, pour tout sous-espace L C R(T)*, il y a un 1.9 T} de T, avec
L
D(T{)=R(T)® L (3.10)

et
N(T) =L (3.11)
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Preuve. Si T a un i.g, alors (3.5) résulte des Lemmes 3.1.1 et 3.1.3.
Réciproquement, supposons que (3.5) est vérifice. Alors

R(T) = T(D(T)) = T(C(T)) = R(Ty) (3.12)

et, d’aprés (3.12)
D(Ty ') = R(T)

Pour tout sous-espace L C R(T)*, considérons I'extension T¢ de T, ' avec domaine
L
D(T})=R(T)® L

et de noyau
N(T{) =L

De sa définition, il s’ensuit que Ty satisfait

D(T?) > R(T)

et
R(T}) = R(Iy') = C(T) € D(T) (3.13)
Pour tout x € D(T)
TiTx = T{TPsgyx, d’apres (3.5)
= To_lTOPWX, d’apres le Lemme 1.2.1
= Prgwyx, d'apres (3.13).
L

Finalment, tout y € D(77) s’écrit, d’aprés (3.10), comme

y=vy1+y2 1€ RT), y2€L, y1 Ly

et donc

TT]y = TT{y,, dapres (3.11)
ToTy 'y

Y1

= Py

Par conséquent, 77 est un i.g. de 7.
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O

Théoréme 3.1.2. Soit T € L(H1, Ha) a des i.g.’s est soit L un sous espace de
R(T)*. Alors les conditions

D(TY) = R(T) & I (3.10)
N(T?) =L (3.11)

déterminent un unique i.g, qui est donc égale o T7 construit dans la preuve du
Théoréeme précedent.

Preuve. Soit 79 est un i.g de T vérifiant (3.10) et (3.11), et soit y € D(TY) ou

y=y1+y2 1€ RT), y2€L
Alors

T9y = T, d'apres (3.11)
= T9Txq, pour x; € D(T)
= PrgayXi, d’apres (3.3)
= Peyxa, d’apres (3.7)

Nous affirmons que ceci détermine 79 de fagon unique. Car, supposons qu’il y a un
xo € D(T') avec y; = T, alors :

Tgy = P@Xg
par conséquent
P@Xl — Png = P@(Xl — XQ)
= 0 puisque (x3 —x3) € N(T)
0

3.2 Inverse de Moore-Penrose d’un opérateur li-
néaire borné

Définition 3.2.1. Soit T' un opérateur linéaire borné défini sur un espace de Hilbert
H. On dit que X € B(H) est un inverse généralisée de T ( désigné par X(INV)T")
St les conditions suivantes sont vErifié :

1)Vxe H, TXTx=Tx

2)Vye H, XTXy=Xy

Il est alors facile de constater que T'X et XT sont des projections dans H.

Remarquons aussi que X n’est pas en général unique et que si T est inversible alors
T-!'=X.
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Définition 3.2.2. Soit T' un opérateur linéaire borné défini sur un espace de Hilbert
H. On dit que TT est un inverse de Moore-Penrose de T ( désigné par TT =
IMP(T) ) si T'(INV)T et TTT et T'T sont des projections orthogonales.
Il est facile de montrer que T' est unique.
Si R(T) est fermé alors T existe méme si T est fermé a domaine dence.

Soit T un opérateur linéaire borné a image fermée, défini sur un espace de Hil-
bert H. Nous allons donné une méthodes pour le calcul de son inverse de Moore-
Penrose T dans le chapitre 4.

Théoréme 3.2.1. ( Petryshyn [20]) Si T € B(Hi,Ha) et R(T) est fermé, alors
Tt est caractérisé comme lunique solution X des systémes équivalents suivants :
(o) TXT =T, XTX =X, (TX)"=TX, (XT)"=XT,
(b) TX = Pgry, N(X*)=N(T),
(¢) TX = Prery , XT = Prirey , XTX =X,
(d) XTT*=T*, XX*T* =X,
(e) XTx=x pour tout x € R(T*) ,
Xy =0 pour tout y € N(T%) ,
(g) TX = PR(T) y XT = PR(X)-

La notation TT est justifice d’apres le Théoreme 3.2.1(a), qui sont les quatre
équations de Penrose.
Si T € L(H1,Hz) ne satisfait pas (3.5), alors il n’a pas d’i.g, d’apres le Théoréme
3.1.1. Dans ce cas, on peut faire une approzimation de TT par un opérateur qui a
des propriétés de TT, et il se réduit & lui si T existe. Une telle approche, di de
Erdélyi [12] pour les opérateurs fermés, est décrite dans la section suivante.

3.3 Inverse de Moore-Penrose d’un opérateur li-
néaire fermé a domaine dense

Définition 3.3.1. Soit T € C(Hi,Ha) et densément définit. Alors il existe un
unique opérateur densément définit TT € C(Ha, H1) de domaine

D(T?) = R(T) Gla R(T)* et est les propriétés suivantes ;

(1) TT'y = Prrpy Ry 5 pour tout y € D(TT).

(2) T'Tx = Py(ryrx , pour tout x € D(T).

(3) N(T%) = R(T)*.

Cet opérateur T est appelé l'inverse de Moore-Penrose de T.
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Pour tout y € D(T"), soit
L(y) ={x e D(T) : |[Te =yl <[[Tu—y| VueDT)}

ici tout u € L(y) est appelée une solution des moindres carrés de [’équation
de lopérateur Tx = y. Le vecteur x = Ty € L(y) et vérifie, ||[TTy| < ||x|| V u €
L(y) et est appelée la solution des moindres carrés de la norme minimale.

Remarque 3.3.1. Soit T € L(H1, H2) vérifiant (3.5). L’i.g maximum de T, noté
Tt, est li.g. de T de domaine

D(T') = R(T) & R(T)"* (3.14)

et de noyau

N(T") = R(T)* (3.15)

D’apres le Théoreme 3.1.1, Ui.g. TT ainsi défini est unique. Il est maximum et
tout autre i.g. de T est une restriction de T*.

En outre, TT de domaine dense, d’aprés (3.14), et de noyau fermé, d’aprés
(3.15). Choisir L comme un sous-espace dense de R(T): montre que un opéra-
teur T' peut avoir une infinité d’i.g’s & domaine denses Ti. De plus, T peut avoir
un nombre infini d’i.g’s Ty avec un noyau fermé, chacun obtenu en choisissant L
comme un sous-espace fermé de R(T)*. Cependant, T est l'unique i.g ¢ domaine
dense. avec un noyau fermé en vertu du Théoréeme 3.3.1.

Les opérateurs fermés a domaine dense, les i.g’s maximums sont définits par la
méthode de construction suivante du o Hestenes [14].

Soit T € C(H1,Hz2) a domaine dense. Puisque N(T) est fermé, il s’ensuit, de
Lemme 1.2.1, que

D(T) = N(T) & C(T) (3.5)
et donc .
GT)=NaoC (3.16)
En utilisant (C), (G), et (D) dans la premiére section du chapitre 1. Alors
N = JIN(T) = G(T) N Hao (3.17)
C={(xTx): xeC(T)} (3.18)

De méme, puisque T™ est fermé, il découle de (B) de la premiére section du chapitre
1, que

G(T): = N* o C (3.19)

o
N* = LbN(T*) = G(T)* NHopz (3.20)
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Cr={(-T"y,y): yeC(I")} (3.21)
Maintenant
1
Hio = G(T)& G(T)", puisque T est fermé
i I i
= (NeC)a (N @ C), dapres (3.16) et (3.19)
1 1 I
= (CeN")Y® (C*® N)
1
= Gt g
o
1
G'=C & N*
1
GFr=C*"®N
Puisque

G'NHy = (0,0)

il s’ensuit que GT est le graphe inverse G (TT) = {(T'y,y) : y € D(T")} de
Vopérateur TV € C(Ha, H1), de domaine

Jy Py, Gt = T(C(T)) & N(T*)

1
= R(T)® R(T)*:, dapres (3.12) et (E) de la premicre section dans le chapitre 1

et de noyau
JyIN* = N(T*) = R(T)*+
tel que
T'Tx = Peax , pour tout x € N(T) GLB C(T)
et
TT'y = Preay , pour tout y € R(T) é R(T)*

Donc T est ’i.qg mazimums d’aprés la Remarque 3.5.1.

De méme, G est le graphe de lopérateur —T*T € C(Hy, Hs), qui est I’i.g mazimum
de —T™.

Cette construction met en évidence les propriétés de 1'i.g mazimum.

Théoréme 3.3.1. Soit T € L(H1,Hs) ayant des i.g.’s. Alors T est l'unique i.g
domaine dense et de noyau N(TT) fermé.

Preuve. Soit 7Y un i.g & domaine dense de T" et de noyau fermé. Alors :

1
D(T%) = N(TY) @ C(T9), d’apres Théoreme 3.1.1
1
= N(T9) @ R(T), d'apres (3.7)
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qui, avec les hypotheses D(T9) = Hy et N(1T9) = N(19), donc
N(T%) = R(T)*

T9 a le méme domaine et le méme noyau que 77, par conséquent 79 = T, d’aprés
le Théoreme 3.1.2.

U
Théoréme 3.3.2. ( Hestenes [14]). Soit T € C(H1, H2) G4 domaine dense. Alors

(a) Tt e C(Hg, H1)

(b) D(T) = R(T) & N(I*) , N(T')= N(T") |
(¢) ( " =C(1),

(d) T'Tx = Pramyx  pour tout x € D(T) ,

(e) TT'y = Pgo )Y pour tout x € D(TT) ,

(f) T =T,

(9) T =1t |

(h) N(T*T) = N(T),

() (T°T) =TT | et N(T*T) = N(T)
(j) (TT =TT, et N(TT*) = N(T*).

Définition 3.3.2. Soit T € L(H1,Ha) et soit T, la restriction de T définie sur

D(T,) = N(T) & C(T) , N(T;) = N(T)

L'ezistence de T est justifié puisque T, vérifie (3.5). Les propriétés suivantes
de T sont vérifiées.

Théoréme 3.3.3. ( Erdélyi [12]) Soit T € L(Hi,Ha) et soit sa restriction T,
définie précédemment. Alors
(a) TI =TT si TT existe,
1
D(TH =T(C(T)) @ T(C(T))*, eten général, R(T) ¢ D(T)) ,
R(T!) = C(T), R(T)=N(T)",
TiTx = PR(TT)X pour tout x € D(T,.) ,
TTry = Py pour tout y € D(TY) ,

S

[

r

D((TH) = N(T) & C(T) ,
R(TH) =T(C(T))
N((TH}) = N(T
T C (THI si(3.5) est vérifié |

T = (T si et seulement si N (T') est fermé |

Ti* C (T*)I siT est a domaine dense et fermable

~.
=ZTEe=
||
\_/

=~ <.

NN N TN TN e N e
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3.4 Approximation de 'inverse de Moore-Penrose

Dans cette section on calcul une approximation de 'inverse de Moore-Penrose
Tt de T par son {2}—inverse. Nous avons aussi illustrer cette méthode avec un
exemple, nous prouvons tout d’abord un lemme qui est utile pour prouver le théo-
réme principal.

Lemme 3.4.1. Soit T € C(H1, H2) densément définit. Soit Y,, C R(T) tel que

(a) Y, CY,41 pourtout n € N

(b) dim Y,=n

(c) UptyY, = R(T)

Soit Zy = (I +TT*)"Y, et Xy = T*Zy = T*(I + TT*)"'Y,,. Alors

1) X;CX,C---CX,CX,, C---CR(T*)=N(T)*, dim X, =n et
(2) U Z, = m

(3) Une i Xn = R(T™)

(4) U=,TX, = R(T).

Preuve. D’aprés la définition de X, X,, C C(T) C N( ) R(T*) pour
tout n et X,, C X, 41. Puisque l'opérateur T*(I + TT*) |7 est mJectlf alors
dim X,, =n =dimY,.

Pour une preuve de (2), nous utilisons ’observation suivante :

(I +TT*) " (R(T)) = R(T)
On peut prouver facilement que (I +77T*)"Y(N(TT*)) = N(TT*). D’aprés le Théo-

1 1
réme de projection 1.2.2, Hy = N(TT*) & N(TT*)*. Alors Hy = N(TT*) &

R(TT*). Mais

(I +TT*)"\(H,) = D(TT*) = N(TT*) & C(TT*)
Donc
(I+TT) ' (Hy) = (I+TT*) Y(N(TT™) é R(TT*))
— N(TT" & (I +TT")  (RTT)

De cela on a (I + TT*)"Y(R(TT*)) = C(TT*) et que C(TT*) = N(TT*). Nous
avons (I +TT*)~Y(R(TT*)) = R(TT™).
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Par conséquent, (I +7T77*)~'(R(T)) = R(T), d’aprés la Proposition 1.1.2. Ainsi

R(T) = (I+TT*) N (R(T)) = (I+TT*)" (U,Y,)
— U, (I +TT%71Y,
U=, Z,.

Cela prouve (2).

I est clair que U, X,, C R(T*) = N(T)*.

Supposons U, X,, € N(T)+. Alors il existe un 0 # zg € N(T)* tel que zy €
(U, X,,)*t. Alors

< 20, T*(I +TT*)" 'y >= 0 pour tout y € R(T)

Puisque T*(I + TT*)~! est borné ceci est valable pour touts les y € R(T).
Nous affirmons que cela est vrai pour tous les y € Hs. Soit y € Hs, alorsy = u+v

tel que u € R(T) et v € R(T)* = N(T*) C D(T*). Ainsi d’aprés la Proposition
1.1.3, T5(I + TT*) "' = (I + T*T)~'T*v = 0. Ainsi

<70, T*(I + TT*) 'y >=< 20, T*(I + TT*) ' >= 0
Cela prouve notre affirmation.

Ensuite, puisque C(T') = N(T)*, il existe une suite (z,) C C(T) tel que
z, — 7o. Donc pour tous y € Ha,

0=<zo, T*(I +TT") 'y > = nlggo < 2, T*(I +TT*) 'y >
= nh_}rgo <T2,, I +TT*) 'y >
= lim < (I+TT*) ' Tz,,y >
= lim <7(/ + TT) 2,y > .

Cela montre que T(I + T*T) 'z, — 0 ( faiblement ), mais puisque T(I +
T*T)~! est borné, on a T(I + T*T) 'zg = 0. Donc T(I + T*T) 'zg € N(T). Soit
y = (I +T*T) 'zg. Alors Ty = 0. Ainsi zg = (I + T*T)y = y € N(T). Donc
79 € N(T)NN(T)* = {0}. Ainsi zy = 0, une contradiction & notre hypothése. Cela
prouve (3).

En utilisant une preuve similaire on obtient (4).

Remarque 3.4.1. On peut noter que le Lemme 3.4.1 montre que si R(T) est sé-
parable, alors R(T™*) est séparable.
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Théoréme 3.4.1. Soit T € C(Hi,Hs) un opérateur densément définit a image
séparable R(T'). Alors, pour tout n € IN, il existe un {2} —inverse borné T de T
de rang n tel que

D(TY ={y € H, : lim TPy existe}
et Tty = lim TPy pour tout y € D(T).

Remarque 3.4.2. On a vu dans le chapitre 2 que le {2} —inverse d’une matrice,
peut étre exprimer de méme pour un opérateur. Soit T € C(H1, Hz). S’il existe un
opérateur linéaire T® € L(Ha, Hy) tel que TOTTR = T alors T est appelé
{2}—inverse de T.

Preuve du Théoréme 3.4.1. Supposons que R(T') est de dimension infinie.
Puisque R(T') est séparable, nous pouvons trouver une suite de sous-espaces Y;, de
(T') ayant les propriétés suivantes :

)
)

Y, C Y, et dimY, =n pour tout n € IN.
U, Y, = R(T).

R
(1
(2

( Par exemple, si {¢1, ¢2, ..., } est un ensemble orthonormé qui s’étend sur R(T),

alors Y, = span({¢1, ¢2, ..., & })).

Soit Z, et X,, comme dans le Lemme 3.4.1. Alors Z,, C Z, 1 et dim Z,, = n,
X, C X,y et dim X,, = n.

Soit P, : Hy — Hsy et @, : H1 — H; deux suites de projections orthogonales
avec R(P,) = Z,, et R(Qy) = X. Soit Tj, = P,T. Iei, D(T},) = D(T) et Tyx — Tx
pour tout x € D(T).

Ensuite, nous affirmons que R(7},) = R(P,) = Z,. Il est clair que R(T,,) C R(P,) =
Z,,. Pour montrer I'inclusion inverse, il suffit de montrer N(7¥) C N(P,).
Maintenant, soit z € N(T7). Alors T*P,z = 0. Ainsi P,z € N(T*) = R(T)*.

Mais, P,z € R(T). Ainsi P,z = 0. Donc z € N(P,). Notez que T = T*P, =
1" ‘R(Pn): 1" ‘Zn'

Alors R(T}) =T*Z, = X, = N(T,,)*. Cest N(T;,) = X;-. R(T,)* = N(T}) =
Zt et R(T,) = Z,. Alors T), |x,: X,, — Z, est un opérateur bijectif. par consé-
quent dim X,, = dim Z,, = n.

O
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Construction de {2}—inverses :
On définit TT(LQ) : Hy — Hy par

—1 .
@y _ ] Tnlx,) "y, siy € Zy;
Iy {0, siy € Z;t.
Ici T = TT et T\ est borné puisque R(T;,) est fermé. T? est aussi un {2} —inverse
de T,,. Ici N(T\?) = Z+ et R(T?) = X,.

Ensuite, nous affirmons que 7> est aussi un {2} —inverse de T. Pour cela nous
utilisons I'observation suivante : Tf)y = T£2)Pny, pour tous les y € Hsy. Soit 'y € Has.

Alors y = u + v pour certains u € Z,, et v € Z-.
D’ou
T,EQ)y = TT(L2)(U +ov) = T,(L2)u (T(2) (v) =0, puisque v € Z7T)
= TPy

puisque T'? est un {2} —inverse de T,,,

TOTT®y =T P 1T®y = TOT,T?Y
= Ty

On peut maintenant prouver que

D(TY ={y € Hy : lim TPy existe}
Soit y € D(TT). Alors Ty € C(T).
Puisque Q,x — x pour tout x € C(T) C N(T)t = R(T*), il est clair que
Q,T'y — T'y. Ensuite, nous montrons que Q, Ty = T,gz)y, pour tous les y €
D(TT). Des faits Q,T'y € X,,, (Q,, — I)T'y € N(T,,) et le Théoréme 1.4.1,
QuTly =TPT,Q. Ty = T,

.

T,Q,T'y + TP P,y — TP P,y

= T(T,Q.T'y — P,y) + TPP,y
— TO(T,Q.T'y — P,TT'y) + T® P,y

2

)
= Té )Tn(Qn - I>TTY + T7§2)Pny
= TPy
= Ty,

Puisque Q,T7Y — TTy pour tout y € D(TT), et d’aprés la preuve précédente
lim T,E2)y exite et égale a T'y.

n—-auoo
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Cela montre que D(T1) C {y € Hy: lim TPy existe}.

Ensuite, nous prouvons que si y € Hsy telle que lim ,Ez)y existe, alors y € D(T').
Soit xg = lim Ty(LQ)y. On peut facilement vérifier que 77, 12 est une projection

avec R(TT,&Q)) =TX, et N(TT,EZ)) = (TX,)*. Comme d’aprés le Lemme 3.4.1, il

s’ensuit que U, T'X,, = R(T'), notons que TTn(Q)y — Premy.

Comme T est fermé, xo € D(T') et Txo = Pgepyy-

puisque xg € C(T) = R(T"), il existe u € D(T") tel que xg = TTu.

Maintenant, Prezy = T%o = TT = Preyu. Alors y —u € R(T)* = N(TT). Cest

y=y—u+u€ D(T"). Par conséquent xg = TTu = TTy. Ceci termine la preuve.

O

Théoréme 3.4.2. [16] Soit T € C(H1, Ha) un opérateur densément définit. Alors
les assertions sutvantes sont équivalentes :

(1) R(T) est fermé.

(2) Ttest borné.

(3) D(TT) = Ho.

(4) 0 n’est pas un point d’accumulation de o(T™T).

Si, en plus R(T') est séparable et Téz) est comme dans le Théoreme 3.4.1, alors cha-
cun des assertions ci-dessus est équivalente a ;

(5) lim TPy existe pour tout y € Hs.

(6) T est uniformément borné.

Théoréme 3.4.3. [16] Soit T € C(Hi, Hs2) un opérateur densément définit. S’il
existe une suite de projections orthogonales décroissantes P, sur Hs vers un sous-
espace de R(T) avec la propriété P,y — Pramy pour tout y € Hy et R(P,T) est
fermé, alors pour chaque n, il existe un T,Sz) tel que

D(TH ={y € Hy : lim TPy existe}
et
Tty = lim T?y, pour tout y € D(T")

n—:aoo

On peut prouver ce Théoréme par une preuve similaire du Théoréme 3.4.1.

Exemple 3.4.1. Soit T : (> — (? avec
D(T) = {(x1,Xg,---) € £%:(0,2x5,0,4x4,---) € *}
Définit par
T(x1,%2, ) = (0,2x9,0,4xy4, - - - ) pour touts (xy,xz,---) € D(T).



3.4 Approximation de ’inverse de Moore-Penrose 63

On peut montrer que T = T* et R(T') est fermé. Soit {e, }5° est la base orthogonale
pour (2. Ici R(T) = span(ez, €4, -+ ,€an, -+ ). S0it Y, = span{es, eq, - , ea}. Alors
Y, C Y, dim(Y,) =n et U2, Y, = R(T).

Puisque T = T*, nous avons [ +TT* =1 + T?2.

Pour tout x = (x1,X, -+ ) € D(T?),

(I + T2>X - (Xla 5X27 X3, 17X4a s, Xon—1, (1 + 4n2)x2n7 e )

Pour tout y = (y1,ya,-++) € (2,
(I + T2)71y = (y17 yEZaY& %7}74, s Yon-1, lfﬁ’ e )7 y= (ylvaa e 7) €

En particulier, (I +T?)  (eq,) = ry. Dou Z, = (I + 7Y, =Y,.

Aussi X,, = T2, =Y,. Alors X, =Y, = Z,. Ainsi P, = @Q,,. C’est P,x =
X9€g + X4€4 + + + + + Xop€a, pour tout X = (X1,Xo, -+ ,Xp, -+ ,) € 2. T, = P, T, avec
T,x = 2X9€oy + 4x4€4 + - - - + 2NX0p€9,. Ainsi

Donc d’apres le Théoreme 3.4.1, D(TT) = {y € 2 : lim T'? existe} = ¢* et

) 1 1
TTy - nh_r,nooTT(L2)y = (0’ §y2’ 07 Zy‘l? o ) pour tout y= <y17y27 o ) € 62



Chapitre 4

Algorithme de Calcul de L’inverse
Généralisé

Le but de ce chapitre est de donner un algorithme simple et efficace pour le
calcul de I'inverse de Moore-Penrose d’un opérateur donné a condition que nous
connaissons déja certains inverse généralisé de cet opérateur.

Dans la premiére section on donne quelques conséquences de la décomposition
en valeurs singuliéres ( ou SVD, Singular Value Decomposition ) d’une matrice qui
est un outil important de factorisation des matrices rectangulaires réelles ou com-
plexes. La métode la plus célébre pour le calcul de 'inverse de Moore-Penrose
des matrices, dans Matlab par exemple on peut décomposer une matrice en valeurs
singuliéres directement par la commande "svd" et calculer leur inverse de Moore-
Penrose a l'aide de la commande "pinv".

Dans la deuxiéme section nous proposons un algorithme pour un calcul rapide
de l'inverse de Moore-Penrose des matrices sur n'importe quel ordinateur. L’al-
gorithme est basé sur une factorisation de Cholesky de rang maximum. Le cas
des matrices singuliéres symériques positives est traité par P. Courrieu dans [10].
On termine cette section par un programme sous Matlab " geninv " pour exécuter
I’algorithme précédent.

La troisiéme section concerne les algorithmes de calcul de l'inverse de Moore-
Penrose pour les opérateurs bornés puis les opérateurs fermés a domaine dense.
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4.1 Décomposition en Valeurs Singuliéres

Introduction

La décomposition en valeurs singuliéres ( SVD ) a été prouvé respectivement par
E. Beltrami et C. Jordan en 1873 et 1874, et J. J. Sylvester pour les matrices
réelles carrées en 1989, par Autonne pour les matrices carrées complexes en 1915,
et par Eckart et Young pour les matrices rectangulaires. En paralléle, les valeurs
singuliéres des opérateurs intégrales ont été étudiées par Schmidt et Weyl. Pour
'histoire voir Horn et Johnson [15].

La SVD, indique que pour toute A € C"*™ avec les valeurs singuliéres o(A) =
{01,009, ...,0.}, il existe deux matrices unitaires U € U™*™ (’ensemble des matrices
m X m unitaire) et V € U™ " telle que la matrice m x n

01

= U*AV = .

I 0 b0 |

est diagonalisable. Donc, toute m x n matrice complexe est unitairement équivalente

a une matrice diagonalisable
A=UXV"

La déclaration correspond a des transformations linéaires est que, pour toute trans-
formation linéaire A : C" — C™ avec dim R(A) = r, il existe deux bases orthogo-
nales U = {uy,ug, ...;up} et V = {vy,vy,...,v,} de C™ et C", respectivement, telle
que la matrice correspondante représentative Ay, est diagonalisable,

A{L{,V} = diag(ol, ey Op, O, . 70) (= RnXm

c.a.d, o
Av; = oju;, jelr,
Av; =0 JEr+1,n.
L’expression
01
: 0
A=UXV*, Y= o, ,ueum™m  veymn
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est appelée la décomposition en valeurs singuliéres ( SVD abrégé ) de A.

La SVD est d’'une importance fondamentale dans la théorie et le calcul des inverses
généralisés, spécialement 'inverse de Moore-Penrose. elle est la base d'une théorie
spectrale généralisée pour les matrices rectangulaires, et une extension de la théorie
classique du spectre pour les matrices normales.

Exemple 4.1.1. A et A* sont les mémes valeurs singuliéres.

Exemple 4.1.2. les matrices Unitaires équivalentes ont les mémes valeurs singu-
lieres.

Preuve. Soit A € C™*" et soit U € U™*™ et V' € U™ deux matrices unitaires
quelconques. Alors la matrice

(UAV)(UAV)* = UAVV*A*U* = UAA*U*

est similaire & AA*, donc ont les mémes valeurs propres. Par conséquent, les ma-
trices UAV et A ont les mémes valeurs singuliéres. Donc U AV est la décomposition
en valeurs singuliéres.

Théoréme 4.1.1. Soit 0 #£ A € C™*", soit 0;(A) i € 1,7, les valeurs singulieres
de A, telles que

o1 >09>>0,>0 (4.1)
Soit {uy,us, ..., u.} un systéme orthonormé des vecteurs propres de AA* cor-
respondant a ses valeurs propres non nulles :
< Ugy Uj >= (Sij 1,7 € 1,_7‘ (43)
et les vecteurs {vy, vy, ..., v.} définits par
1 _
v = — A"y, 1el,r (4.4)
o
Alors {vy,vq,...,0,.} est un systéme orthonormé des vecteurs propres de A*A
correspond a ses valeurs propres non nulles
A* Av; = o, i€l,r (4.5)
< V3,V >= 6ij 1,] € ].,_7" (46)
En outre,
1 .
u; = — Av; iel,r (4.7)
i
Soit les vecteurs {vy,vq, ..., v} définis par (4.5) et les vecteurs {uy,us, ..., u,}

définits par (4.7).
Alors {uy,ug, ..., u.} satisfait (4.2) et (4.4).
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Preuve. Soit {v; : i € 1,7} donné par (4.4). Alors

i
= ;A% dapres (4.2)

= oy dapres (4.4)

et

1
<V, > = < A*ui,A*uj >
ZZ'O']'
1 *
= < AA Ugy Uj >
0;0;
a; / N
= — <u;,u; > d'apres (4.2)
O-.
J

= 0 d'apres (4.3).

Les équations (4.7) découlent de (4.4) et (4.2).
Une conséquence facile du Théoréeme 4.1.1 est la suivante.

Théoréme 4.1.2. ( La décomposition en valeurs singuliéres ). Soit 0 # A € CI"*",
et soit
oL >09> >0, >0 (4.8)

les valeurs singuliéres de A.
Alors il existe des matrices unitaires U € U™ ™ et V€ U™ ™ telle que la matrice

01

S = UrAV = e (11)

est diagonalisable.

Preuve. Pour A € C"*"

nous construisons deux matrices U et V' comme suit.
Soit les vecteurs {us,...,u,} en C™ vérifiant (4.2) et (4.3), ils forment ainsi une
base orthonormée de R(AA*) = R(A). Soit {uy41, ..., Uy} une base orthonormée
de R(A)* = N(A*). Alors 'ensemble {uy, ..., U, Upi1, ..., Uy} est une base ortho-
normée de C™ satisfaisant (4.2) et

Au; =0, ier+1,m (4.9)
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La matrice U définie par
U=lup ... U Ups1 .. Up) (4.10)

est donc une matrice m x m unitaire.

Soit maintenant les vecteurs {vy,...,v,} dans C" défini par (4.4). Alors ces vec-
teurs satisfont (4.5) et (4.6), et forment donc une base orthonormée de R(A*A) =
R(A*). Soit {v,11,...,v,} une base orthonormée de R(A*)* = N(A). Alors I'en-
semble {v1,..., 0., Ups1,...,0,} est une base orthonormée de C" satisfaisant (4.5)
et

Av; =0, ier+1,n (4.11)

La matrice V' définie par

V= ... v Opg1 ... ) (4.12)

est donc une matrice n X n unitaire.
Avec U et V données ci-dessus, la matrice

S=UAV = (3i,j]), i€Lm,jeln

satisfait
Y, jl=ujAv; =0 if i >rouyj>r, daprés (4.9) et (4.11)
et pouri,j=1,...,r
X[, 5] = u;Av;
1

= —AA",;, dapres (44),
2
= Yuju;, dapres (4.2),
= X0, dapres (4.3),

Une décomposition correspondante de Af est donnée dans

Corollaire 4.1.1. Soient A, X, U et V vérifiant les conditions du Théoréme 4.1.2.
Alors
Al =Vyiy~ (4.13)
ol
.|. . 1 ]- nxm
Y'=diag|( —,---—,0,---,0] € R (4.14)

01 Oy
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Lemme 4.1.1. /3] Si U et V sont deux matrices unitaires, Alors :
(UAV)T = V*ATU™
pour toute matrice A pour laquelle le produit UAV est défini.

Preuve. (4.13) résulte du Lemme 4.1.1. La forme (4.14) pour X' est évidente.
Soit A € C"*", et soit les matrices X, U et V comme dans le Théoréme 4.1.2.
On note Uy, Vixy et Xy les sous-matrices

Uy =[ur ... up] € C™F 0 Vi =[vr ... vy] € C™F

01
Sy = c k¥ (4.15)

Ok

utilisons cette notation, les SV D de A et A sont

A=Yl =UpnSenVi, (4.16)
=1
1

At = —out =V X us 4.17
;ai““z "=n Y (4.17)

Pour 1 < r < k nous écrivons, de maniére analogue,

k
Aw = Zaiuivi‘ =UnEnVy € C" (4.18)

=1

En particulier, A = A).

Exemple 4.1.3. Soit la matrice

1000 2
00300
A=10000 0
04000
On a

A A=VEU ULV =V(Z8)V* et AA" =ULV'VEU* =UEE)U”
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donc les colonnes de U ( vecteurs singuliers a gauche ) sont vecteurs propres pour

AA* et les colonnes de V' ( vecteurs singuliers a droite ) sont vecteurs propres pour
A*A

La décomposition en valeurs singuliéres de A est alors :

001 0 4 0 0 00 8 (1] (1)
010 O 0 3 000 .
U= 000 —11|" = 0 0 2236 0 0|’ Vi= 0'44(7] 8 8
1 00 O 0 0 000 0894 0 0
Ainsi, on a :
1 000 2 001 0 4 0 0 00 8 (1) (1) 8
00300 010 O 0 3 0 00 0447 0 0 0
000O0OO0O [0O0O0O -1 0 0 2236 0 0 ’ 000 1
04000 100 0 00 0 00 0894 0 0 0

On vérifie que ¥ ne posséde des valeurs non nulles que sur sa diagonale. De plus,
comme montré ci-dessous, multiplions les matrices U et V* par leurs transposées,
on obtient la matrice identité :

0 01 0 00 01 1 0 00

010 O 0 1 0o 0100

00 0 -1 10 00| [O0O0T1TO0

1 00 0 00 -1 0 0001

et de méme :

0 0 0447 0 —-0.894 0100 0 1 0000
10 00 0 0 010 0 01000
01 00 01 - 0447 0 0 0 0894 (=0 0 1 0 O
0 0 01 0 0 001 0 00010
0 0 0894 0 0.447 —0.894 0 0 0 0.447 0 00 01

Puisque les deux matrices U et V' sont unitaires.
Maintenant on calcule AT :

0 0
0 0
0 0.894
1 0
0 0.447

0

0
0.894

0
0.447
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AT:‘/_'E—IU*
0.0 07 0 08T th g g5 0] [o0 o1
(U 000 01 00
= 0 1 00 0 5
00 01 0 00 555 00 10 00
|0 0 0894 0 0447 000 000 00 —1 0
[ 02 0 0 0
0 0 0 025
= 030 0
000 0
04 00 0

4.2 Calcul rapide de Af

Fondations de I’algorithme

Soit A une matrice de C**", prenons la matrice symétrique positive A*A de
dimenssion n x n, et supposons qu’elle est de rang r < n. On sait qu’il y a une
unique matrice triangulaire supérieure S a n — r lignes nulles telle que S*S = A*A,
tandis que la calcul de S est une simple extension de la factorisation de Cholesky
d’habitude des matrices inversibles. Supprimons des lignes nulles de S, on obtient
une matrice a r X n, on la note par L*, de rang maximum r, et nous avons

A*A =SS =LL* (4.19)

Nous utilisons aussi une relation générale concernant l'inverse de Moore-Penrose
de la matrice produit A = C'B donnée dans le Théoréme 2.1.2

(CB)' = B*(C*CBB*)'C* (4.20)
Avec B = I, on obtient d’apreés (4.20)
Al = (A*A)TA* (4.21)
Si B = C* et A est une matrice n X r de rang r, alors on obtient d’apres (4.20)
(CC’*)T =o(cre)y i ero) e (4.22)
Nous sommes maintenant préts pour montrer le résultat suivant :

Théoréme 4.2.1. Avec A et L définis comme ci-dessus, on a AT = L(L*L)"*(L*L)~1L* A*.
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Preuve. utilisons (4.21), qui donne
Al = (A*A)T A
et d’apres les équations (4.19) et (4.22), on obtient
(A*AY = (LL*)' = L(L*L)"Y(L*L)~'L*
ce qui termine la preuve.
0J

La fonction ”geninv” suivante donne tous les détails de I'implémentation de la
solution ci-dessus, dans un code Matlab, et elle calcul I'inverse de Moore-Penrose
de toute matrice rectangulaire donnée comme argument. Les deux opérations prin-
cipales sont la factorisation de Cholesky de rang maximum de A*A et 'inversion
de L*L.

test de calcul

Dans l'article [10] P. Courrieu a comparé les performances de la méthode
proposée ( de fonction "geninv" ) a celles des quatre algorithmes habituels pour le
calcul de l'inverse de Moore-Penrose des matrices : la méthode de Grewville (3|,
la méthode SV D ( Matlab fonction pinv ), la factorisation de rang maximum QR (
Matlab fonction gr ). Tous les algorithmes ont été soigneusement testés dans Matlab
( version 6.5.1) sur un ordinateur personnel commun. P. Courrieu a établi que
I’algorithme de la fonction "geninv" est le plus rapide parmais les autres algorithmes.

Programme de la fonction ”geninv” sous Matlab
function Y = geninv(A)

[m,n] = size(A) ; transpose—false ;
itm<n
transpose=true;
C=AxA;
n=m;
else
C=AxA;
end
dC = diag(C); tol = min(dC(dC > 0)) x le — 9;
L = zeros(size(C));
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r=20;
fork=1:n
r=r+1;

Lk:n,r)=C(k:n,k)— L(k:n,1:(r—1))*« L(k,1: (r—1));
if L(k,r) > tol

L(k,r) = sqrt(L(k,r));

itk<n
L((k+1):n,r)=L((k+1):n,7)/L(k,r);
end
else
r=r—1; end
end
L=L(:1:r);

M = inv(L' * L);
if transpose

Y =AxLxM=xM=x*L
else

Y=LxMxDMxL xA
end

Exemple 4.2.1. soit la matrice

[ 2 1 —i 05 0 1—2i]

0 3 1 1 0 i 240.5

A 2 2 6 i —i 0 2
4 2 =27 1 20 2—4

01 0 4 i 2 i

135 2 05 0 11 14

A € C%*7. La matrice X est l'inverse de Moore-Penrose de la matrice A, pour la
calculér on utilise la fonction "geninv" précédente sous le code Matlab comme suit :

X = geninv(A)
0.0199 — 0.04244 —0.1854 + 0.00557 0.0768 — 0.0081% 0.0398 — 0.0848% 0.0176 + 0.0198% 0.1467 + 0.12584
0.0202 — 0.02991% 0.2676 — 0.0016% —0.0092 + 0.02607 0.0405 — 0.0598% —0.0354 — 0.00477% —0.0502 4 0.0535%

—0.0007 4 0.0088% —0.0405 — 0.01334 0.1588 + 0.0090% —0.0014 4 0.0175¢ 0.0211 — 0.0295¢  —0.0885 — 0.01031%

= 0.0198 + 0.00927 0.0056 + 0.05174 —0.0069 + 0.00547 0.0396 + 0.0185% 0.1864 — 0.0170¢  —0.0688 — 0.04531%
0.0396 — 0.0067% —0.0060 + 0.01227 0.0002 + 0.05264% 0.0792 — 0.01344 0.0030 — 0.0475% —0.0509 4 0.0306%

—0.0251 — 0.0083: —0.1236 — 0.12914 0.0240 + 0.00997 —0.0502 — 0.01667 0.1121 + 0.0499: 0.1084 + 0.02381

—0.0301 + 0.05591 0.0592 + 0.03037  —0.0676 — 0.0413% —0.0602 4 0.1117¢  —0.0302 — 0.01821% 0.1311 — 0.13931%

X € €™ wérifice les quatre équations de Penrose et donne :
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AXA =

2.0000 + 0.00004
—0.0000 4 0.00004
2.0000 + 0.00004
4.0000 + 0.00007
—0.0000 — 0.00007
3.5000 + 0.00007

A (1)

Donc la premiére équation

On a

1.0000 + 0.0000%
3.0000 + 0.0000%
2.0000 + 0.00007
2.0000 + 0.0000%
1.0000 — 0.0000%
2.0000 — 0.0000%

—0.0000 — 1.0000%
1.0000 — 0.00007
6.0000 — 0.0000%

—0.0000 — 2.0000%

—0.0000 — 0.0000%

—0.0000 + 0.50007

est vérifiée.

0.5000 — 0.0000%
1.0000 — 0.0000%
—0.0000 4 1.0000%
1.0000 — 0.00007%
4.0000 + 0.0000¢
—0.0000 — 0.0000%

1.0000 4 0.0000%
0.0000 + 0.0000%
—0.0000 — 1.0000%
2.0000 + 0.0000%
—0.0000 + 1.00007%
1.0000 + 0.0000%

—0.0000 — 0.0000%
0.0000 + 1.00004
0.0000 — 0.00007%

—0.0000 — 0.0000%
2.0000 + 0.0000%
1.0000 — 0.0000%

1.0000 — 2.00004
2.0000 + 0.50004
2.0000 + 0.00004
2.0000 — 4.0000%
0.0000 + 1.00007%
4.0000 — 0.00007

XAX

0.0199 — 0.04241
0.0202 — 0.02991%
—0.0007 + 0.0088:
0.0198 + 0.00927
0.0396 — 0.0067%
—0.0251 — 0.00831
—0.0301 + 0.05591

—0.1854 4 0.00557
0.2676 — 0.00167%
—0.0405 — 0.01334
0.0056 + 0.05174
—0.0060 + 0.01227
—0.1236 — 0.12914
0.0592 + 0.03034

0.0768 — 0.0081%
—0.0092 4 0.02604
0.1588 + 0.00907%
—0.0069 4 0.00544
0.0002 + 0.05264%
0.0240 + 0.00997
—0.0676 — 0.04131

0.0398 — 0.0848%
0.0405 — 0.0598%
—0.0014 4 0.0175¢
0.0396 + 0.0185%
0.0792 — 0.01344
—0.0502 — 0.01664%
—0.0602 + 0.11173

0.0176 + 0.01984
—0.0354 — 0.0047%
0.0211 — 0.0295%
0.1864 — 0.0170%
0.0030 — 0.0475%
0.1121 + 0.0499:
—0.0302 — 0.01823

0.1467 + 0.12584%
—0.0502 4 0.0535%
—0.0885 — 0.0103%
—0.0688 — 0.04531
—0.0509 4 0.03067

0.1084 + 0.02381

0.1311 — 0.13937

(2)

La deuxiéme équation est vérifiée.

= X

(AX)" =
0.2000 — 0.0000%
—0.0000 — 0.0000%
_ —0.0000 + 0.00007%
- 0.4000 — 0.0000%
—0.0000 + 0.0000%
—0.0000 — 0.0000%

= AX

0.0000 — 0.0000%
1.0000 + 0.0000%
—0.0000 — 0.0000%
0.0000 — 0.0000%
0.0000 + 0.0000%
—0.0000 — 0.0000%

(3)

—0.0000 — 0.0000%
—0.0000 + 0.00007
1.0000 + 0.0000%
—0.0000 — 0.0000%
0.0000 + 0.0000%
0.0000 — 0.0000%

La troisieme équation est vérifice.

(XA)" =

0.8663

0.0082 — 0.05964%

0.0007 + 0.06964%

—0.0569 — 0.05541

0.2184 + 0.14544

0.1765 + 0.02007%

0.0228 — 0.01164%

=XA

0.0082 + 0.05964%
0.7497 — 0.0000%
0.0364 — 0.0282%
0.1505 + 0.10444
0.0817 + 0.12224
—0.1194 — 0.3116%
0.1239 — 0.00944

(4)

0.0007 — 0.06964%
0.0364 + 0.02827
0.9611 + 0.0000%
0.0330 — 0.04934%
—0.0535 4 0.10427
—0.0330 4 0.10994
0.0028 — 0.00184

La quatriéme équation est vérifiée.
Alors la matrice X est l'inverse de Moore-Penrose de la matrice A.

0.4000 — 0.00007
—0.0000 — 0.0000%
—0.0000 + 0.0000%

0.8000 — 0.0000%
—0.0000 + 0.0000%
—0.0000 — 0.0000%

—0.0569 + 0.05544
0.1505 — 0.10444
0.0330 + 0.04937
0.7951 — 0.00007%
0.0525 — 0.19421
0.2522 + 0.07374

—0.0955 4 0.02974

—0.0000 — 0.0000%
0.0000 + 0.0000%
—0.0000 + 0.0000%
—0.0000 — 0.0000%
1.0000 — 0.0000%
0.0000 + 0.0000%

0.2184 — 0.145414
0.0817 — 0.12224
—0.0535 — 0.10427
0.0525 + 0.19424
0.2472

—0.0571 4 0.07044
—0.0425 4 0.17744

—0.0000 + 0.00007%
—0.0000 + 0.00007%
0.0000 — 0.0000%
—0.0000 + 0.0000%
0.0000 — 0.0000%
1.0000 — 0.0000%

0.1765 — 0.0200%
—0.1194 + 0.31164
—0.0330 — 0.1099:%

0.2522 — 0.07374%
—0.0571 — 0.0704%

0.4618 — 0.0000%

0.0404 — 0.1165%

0.0228 + 0.0116%
0.1239 + 0.00944
0.0028 + 0.0018%
—0.0955 — 0.0297%
—0.0425 — 0.17744
0.0404 + 0.1165%
0.9188 — 0.0000%
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4.3 Algorithme de calcul 'inverse de Moore-Penrose
d’un opérateur linéaire

1) Soit P € B(H) une projection et soit ) la projection orthogonale qui a la
méme image que P. Pour t € [0,1] et n € IN, on pose :

Q(0) = Q: Q) = Q. I+8(1_32||Z)Ci|2§(f{ | ottn < p <o

IN

Alors Q(27") = @,,, comme défini dans la Proposition 1.5.1 Vt € [0,1], Q(%)
est une projection avec la méme image que P et l'application @ : [0,1] — B(H) est
continue avec PQ(t) = Q(t); Q(t)P = P.

La preuve est une simple vérification. toute déformation continue de P en () peut
étre définie mais celle-ci a la propriété que si t # 0, Q(t) est un polynéme en P et P*.

2) Si deux projections orthogonales sont dans la méme composante connexe,
alors elles peuvent étre reliés par des projections orthogonales.
En effet, soit P, @ € B(H) deux projections orthogonales et soit ¢t +— P(t) une
application continue de [0, 1] dans I’ensemble des projections de B(H) tel que P(0) =
Q et P(1) = P. Soit

3@ @)]* + 1
Alors il est facile de montrer par récurrence que @, (t) est continue en t et que

(Qn(t)) converge uniformément vers une application continue de [0, 1] dans l'en-
semble des projections orthogonales de B(H) qui a les propriétés requises.

Qo(t) = P(t); Qui1(t) = Qult)

3) Soit P € B(H) une projection et soit () la projection orthogonale qui a la
méme image que P. Alors si P est essentiellement normal ( c.a.d. PP* — P*P est
compact ), P — @ est compact.

Preuve. il est facile de vérifier que

(PP* — P*P)? = (P — P*)(P* — P)[[ + (P — P*)(P* — P)]
Puisque I + (P — P*)(P* — P) > I est inversible.

Alors si P est essentiellement normal (P — P*)(P* — P) est compact et par
conséquence P — P* est aussi compact puisque i(P — P*) est hermitien.



4.3 Algorithme de calcul I'inverse de Moore-Penrose d’un opérateur
linéaire 76

Maintenant, considérons la suite (Q,) définie dans la Proposition 1.5.9. Il est
facile de montrer que si @), est essentiellement normal @), ,; est aussi puisque

Qns1 — @}, est un multiple de Q,, — Q..

Donc P — @ = ZQ” — @Qny1 est un opérateur compact ( la série converge
n>0
uniformément d’aprés (1.27)).

OJ
Premiére méthode :
Proposition 4.3.1. Soit T un opérateur linéaire borné a image fermée. Soit
n+1
By=dTl*; Byy1 = —al*T)B, +al* = > (I —al*T)"aT* (4.23)
k=0

0l 6= Ty
Alors la suite (B,,) converge uniformément dans B(H) vers lopérateur C' qui est
linverse de Moore-Penrose de T'.

Plus précisément :

[HT’H2 — 02<T)]n+1 || H
U7+ ()]

IC = B,| < (4.24)

[Tu]]
[

ol C(T) = infuJ_N(T)
réduit ) de T.

appelée la conorme ( appelé aussi le module minimum

Preuve. Nous procédons exactement comme la preuve de la Proposition 1.5.1.

(I — aT*T)*T*R|| < [M]k |IT*R|| pour tout R € B(H) (4.25)
— LTI+ e(T)
n
Alors du fait que B, = Y. (I — al*T)*aT* et
k=0
00
C—-B, = > (I — aT*T)*a T* nous constatons que C' = lim B, existe
k=n+1 e

et que (4.24) est satisfaite.
De la Proposition 1.5.1, il s’ensuit que (T'B,,) et (B,T) convergent vers des pro-

jections orthogonales et que T'B, T converge vers T et C'TC = C alors que C =
IMP(T) =TT,
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Deuxiéme méthode :

Proposition 4.3.2. Soit T € C(H) un opérateur linéaire fermé densément définit
sur H avec R(T) fermé et soit B un inverse généralisé de T ( alors B € B(H) ).
On prend :
C = [[—al—-BT)I-T'B")|B[I—p(I —B*T*)(I —TB)]
= [I+a(I — BT)T*B"B[I + BB*T*(I — TB))

ou o € [0, ﬁ] et f € [0, ﬁ] Alors :
(i) TC=TB[I-p(I—-B*T*)(I-TB)|; [ —CT = (I — BT)[I — aT*B*BT)]
?

(1) C est un inverse généralisé de T
(1) |Cl < |IBll

Preuve.
(1) est évidente

(i) T — (I — BT)(I —T*B) =T et
[I—0(I—-BT)YI—-TB)T=T Alorsque TCT =TBT =T et

CTC = [I—a(I - BT)(I —T*B")|BTC
— [ —a(I — BT)(I - T*B*)|BTB|I — (I — B*T*)(I — TB)]
- C

(iii) | — (I = BT)(I—T*B*)|| <1 et | -B(I—-B*A)I-TB)|<1

O

Proposition 4.3.3. Soit ' € C(H) un opérateur linéaire fermé densément définit
sur H avec R(T) fermé et soit B un inverse généralisé de T' ( alors B € B(H) )
et soit C linverse de Moore-Penrose de T alors :

1B =Cll < IBIIITB =TC| +|[Cl|BT - CT||

Preuve.

B-C = BTB—BTC+BTC—CTC = |B—C|| < ||B|||TB-TC|+|C|[|BT—CT|



4.3 Algorithme de calcul I'inverse de Moore-Penrose d’un opérateur
linéaire 78

De la méme fagon :

B-C = BTB—CTB+CTB-CTC = |B—C|| < ||C|||/T B—TC||+||B||||BT—CT|

Par conséquent :

\TB -TC| + ||BT — CT||

1B =Cll < (I1B] + IC) 5

O

Corollaire 4.3.1. Soit T € C(H) un opérateur linéaire fermé densément définit
sur H avec R(T') fermé et soit B un inverse généralisé de T'. On prend :

3| BuT|?+1+4(I — B,T)T*B: _ 3| TB,||>+1+4B:T*(I — TB,)
BO =B 3 Bn+1 = 2 Bn 9
3| BT + 1 3|TB,|%+1

Alors la suite (B,,) converge uniformément vers C' =TT,

Preuve.

\TB, +TC| + ||B,T —CT||
1B, = C| < (1Bl +[IC1])

2
Alors que I'utilisation de (1.24), (1.25) donne :
o WBl-1_,_BAL-1
ITB| +1 ’ |BT| +1

Nous obtenons ( puisque ||B,| < [|B.T|||CIITBx||) que :

14+ 145" ol s
1B~ cll < el 1+ Hlf v

1—r3"1—g3" — 3”1 — 3"

cela montre que (B,,) converge uniformément et vers C.
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Conclusion

Ce travail a pour but d’étudier les différents types d’inverses géné-
ralisés qui nécessitent une connaissance de la projection orthogonale.
Aprés I'étude des types les plus connus (le {4, j, ..., k}—inverse, 1* et le
G*—inverse, inverse de Bott-Duffin, inverse du Groupe et I'inverse
de Drazin ) et les relations existantes entre ces types, on a déduit
que l'inverse de Moore-Penrose est le plus proche a I'inverse normale,
ensuite on a calculé 'inverse généralisé des opérateurs linéaires bor-
nés et fermés a domaine dense dans les espaces de Hilbert, enfin on a
appliqué un programme sous matlab pour les matrices avec seulement
I'inverse de Moore-Penrose avec des algorithmes de calcul d’inverse
de Moore-Penrose pour les opérateurs linéaires bornés et fermés a
domaine dense.

Perspectives

Dans ce mémoire le calcul de 'inverse généralisé restreint aux opé-
rateurs bornés et les opérateurs fermés densément définit, peut étre il
y a une extension pour les opérateurs fermables (Opérateurs presque
fermable). On peut aussi faire des programmes de calcul pour les autres
types d’inverses généralisés plus que l'inverse de Moore-Penrose qu’il
a été fait dans ce mémoire et regrouper ces programmes dans un logiciel.
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Résumé :

Le but de ce travail est de calculer les inverses généralisés des opé-
rateurs linéaires et trouver les relations entre les différents types d’in-
verses généralisés les plus connus avec un programme sous Matlab pour
le calcul de linverse de Moore-Penrose des matrices (opérateur li-
néaire borné en dimension finie) et des algorithmes de calcul de 'inverse
de Moore-Penrose des opérateurs linéaires bornés et des opérateurs
linéaires fermés a domaine dense.

Abstract :

The aim of this work is calculated the generalized inverses of linear
operators and found the relationships between different types of gene-
ralized inverses the most famous with a Matlab program to calculate
the Moore-Penrose inverse of matrices (bounded linear operator in
finite dimension) and algorithms for calculating the Moore-Penrose
inverse of bounded linear operators and linear closed operators with do-
main dense.



