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Introduction

En mathématiques et particuliérement en analyse, une série entiére est une série de

la forme
20
¥
n=0

oit les voefficients a,, forment une suite réelle ou complexe. La série est dite entiére du
fait qu'elle fait intervenir des puissances entiéres. La théorie des séries entiéres exprime
la majorité des fonctions usuelles comme somme de séries. Cect permet de démontrer
des propriétés de ces fonctions, de caleuler des sommes compliquées et également
de résoudre des équations differentielles. Les séries entiéres apparaissent en analyse,
mais aussi en combinatoire en tant que fonction génératrice et se généralisent dans la
notion de série formelle. Dans la théorie des nombres, le concept de nombre p-adigue
est proche de celui de série entiére. Dang ce mémoire on s'intere exceptionelement
a l'utilisation de séries entiéres comme expressions de la forme solution de quelques

types d'équations différentielles a voefficient non constantes
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Chapitre 1

Séries entiéres

1.1 Introduction

o
On souhaite étudier les fonetions de la forme x — S aniy. Ce sont des sommes
- n=l)

de séries de fonctions, on étudiera le probléme de convergence. on ohservera leur

régularité et on verra que grand nombre de fonctions usuclles peuvent s'écrire ainsi.

1.2 Séries entiéres

Définition 1.2.1. On appelle série entiére de coefficients an la série de fonction de
terme général uy(z) = a,x" (avec lo convention ¥ = 1, soit ug(z) = 0g) On noteru
souvent ¥ a,x" une telle serie. La variable x peut &ire reefle ou compleze. On dit gue

20
la série ainsi définié edt bien défini 51 et seulement s1Vr € R ¥ a,x"converge .
n=0

L'ensemble ot la série est bien définte est appelé domaine de convergence de la serie
entiére.

1.3 Rayon de convergence

Le rayon de convergence d'une série caractérise & peu pres les modes de convergence
de la série de fonctions ¥ a,x" et les propriétés analytiques de la somme.
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8 CHAPITRE 1. SERIES ENTIERES

-

Lemme 1.3.1. d’Abel Soit T a,1" une séric entiére. On suppose qu'il existe xg € R
tel que la suité (0,23 )ns0it bornée. Alors

- La série(¥ a,x")est absolument convergente pm:r |2| < |zal.

— La série (Y a,z") est normalement convergente pour lz| < v pour tout 0 < 7 < |xq|,

Démonstration. La suite (a,zf), est bornée, donc il existe M > 0 tel que vn €

a,zh " i
N, |anel| < M. Alors pour [z| < [zo] et 5 20 |anz”| = |=2—| = laagf| | | <
0
M|— La série }: l-— est une série géométrique de raison < 1,done conver-
T n=0 |0 Zo

6
gente. D'aprés le théoréme de comparaison, la série Y la.x"| est convergente et par
n=f

conséquent la série 3 a,7" converge absolument pour |z| < |zol. Seoit 0 < r < |zq|
n=0
mn T
T
= lanag] | =

et soil [z} < 1. |a.2"| = =
i]

I
5

n
Cc:-mmeEH( ) est
&0

une série numérique convergente, donc la série entiére Eu,,,r.“ est normalement

n=l

convergente pour tout z tel que |¥| < r et tout r tel que 0 < r < |zp|. O

Théoréme 1.3.1. Soit 3 a,2™ une série entiére; alors il existe un unigue nombre
réel R > 0 (éventuellement infini) tel que ; 1- (3 an2™) converge absolument dans| —

= =]
R,R] 2 (L n,2") dwerge si x| > R. 8- Soit [ = {r eR: En.nr“canmzrge} =
H=0
RT*I.B.car0ed.
Démonstration. On distinguera trois cas : | = {0}, I = R™ et {0} C I C R
= {0}. On pose R = 0. Soit € R*.Ceci implique que |z| > 0 et par suite z gl

et la série E lanz™ diverge. Montrans que Lanr“ diverge . Supposons que Eu i
n=D n=0 n=0

converge pour |z| > 0. Soit z; € C tel que 0 < [1;| < [z|. La série (3 lanry|) est
n=0
convergente d’aprés le lemme d'Abel et done x; € I. Vol la contradiction avec le fait

que I = {0}. I = R". On pose R = oo, On doit prouver que En 2" est absolument
a={l
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1.3 Rayon de convergence : 9

X
convergente pour tout x € R. La série 3 |a,|r" converge pour tout r > 0. Soit

=i

.x € B* Il existe r > 0 tel que |[z| < r. Ceci dmplique |2,2"| £ [a,|r™ et d’aprés le
théorémede comparaison la série (3 a,12") converge absolument. {0} ¢ [ c R", /
{0} et I ;R". a) I est majoré. En effet, soit r € R"\J et supposons que r n'est pas
un majorant de . Il existerait alors r; € [ tel que r < r;. D’aprés la définition de 1,
In série (3 |a,| 2]) est convergente ainsi que (3 |a,| 2") (car |a,|r® < |a.fr]) et done
v € [ ce qui est en contradiction avec 'hypothése r € B*\J. [ est alors un ensemble

non vide et majoré donc admet une borne supérieure R = supl. Pour conclure, on
red

doit prouver que (3 a,2") converge absolument pour tout z. |z| < & et diverge pour
tout z, [z] > R. Soit z € Rtel que |2/ < R. Nl existe p & [ tel que |z| < p < R.
Comme la série (¥ |a,| " )converge, (Y la,|-|z.]) converge en vertu du théoréme
de comparaison (} a,z") est alors absolument convergente. Soit z € R, |2| > R.
Ceci implique que |z} < I et donc la série Y |a,2"| diverge. Montrons que ¥ a,z"
di':fﬂrge. Pour cela, on raisonne par I'absurde. Si ¥ a"r, converge, d'aprés le lemme
d’Abel, la série (3 ana]) est absolument convergente pour tout x; € R, vérifiant

R < |r| < |z| et donc |13] € I. On a alors nécessairement |x;| < R = supl et ceci
=

est en contradiction avee I'hypothés R < |z < |z, DO

Définition 1.3.1. Le nombre B = sup {r € B™: (¥ |a.|r") converge} € R* U
{+oc}est appelé rayon de convergence de lo série (3 a,r™).

Remarque 1.3.1. Le rayon de convergence d'une série (3 a,1") est caractérisé par :
I- 8i |z| < R; la série est absolument convergente. 2- Si |x| > R; donc ln série
diverge. 3- 8i || = R est le cas doutewr oii on ne peut rien dire sur la nature de o
Série.

Exemple 1.3.1. Séric entiére de rayon de convergence infing :

1

Yne M, an=[};":anN?ﬂﬂ=nl

- Série entiére de rayon de convergence nul @ 3 nle®,

e . : "
- Série enliére de rayon de convergence : R € Joi+m]: ¥ %
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10 CHAPITRE 1. SERIES ENTIERES

1.3.1 Caractirisation du rayon de convergence

Un outil pratigue : la régle de d'Alembert. .

Théoréme 1.3.2. Soit (u,) une suite de complexe telle que
- Nleriste N el tel que¥n >N, a, £ 0

Ayt

- Le suite tend vers | € [0 4 oq]

- Le ragon de convergence R est donné par la relation :
L b 2 O i
R - ay, n==—sa0

)

[

Démonstration. Posons £ = lim ‘“—"a—ﬂl En utilisant le eritére de d'Alembert on a :
T==h X1 "

I
anz®

= {im il
i Bl v =] -ﬂ,ﬂ

lim

==y

lz| = £]=|.

Ceci implique : Si ljr| < 1 < |#]| < § alors la série est absolument convergente
Sifiz] >1 += |z| > i alors la série est divergente D'aprés la remarque, R = %
Posons £ = lim {/[ag]. En utilisant le eritére de Cauchy :

Nl = =00

lim 3/ |asz"| = &z
=400

puis on adopte le méme raisonnement que précédemment, on aboutit & la mémecon-

clusion; R = % |

Exemple 1.3.2. a) ¥ ==.0n a a, = &, utilisons le critere de D'Alembert :

1
Bl

dy

(n+ l)'. T ne—oen +1 k2

lirn
T e 50

lim

==k

done le rayon de convergence est R = oc. Lo série est absolument convergente pour

® g
tout z € R. b) EF' Ona

n=1

lim

==k

el .
——| = lim
(15 = =0

n+1l
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1.4 Opérations sur les séries entiéres 11

Le rayon de convergence est K = 1.La série est absolument convergente pour tout x|
< let divergente 8i |&| > 1.

-
-
-

1.4 Opérations sur les séries entiéres

Définition 1.4.1. Soit ¥ ae™, Y b.2" deus séries entiéres ayant respectivement R
et R pour rayon de convergence.

- 8iR, R, le rayon de convergence R de la série § (an,+bn)z" est " = min{R, R'}.
- §8i R= R' le mayon de convergence de la série 3 (a, + by )" est ™ 2 R.

Démonstration. Supposons que R < R. 1) |z| < B’ = |z| < R. Les deux séries
T a.z" et ¥ b2 sont shsolument convergentes. Comme (s + ba)z®| < |anz"| +
B2, il en découle que ((a + bn)z") converge absolument pour [¢| < R’ =
min{R, R'}. 2) Si |z| > R, deux cas de figure se présentent : a) 8i R’ < |z < R,
la série 5 b,z" converge absolument et ¥ a,x" diverge. Donc 3 (a, + by, Jo*diverge.
b) Si R < R < |z|. les deux séries divergent. Montrons 5 (a, + b,)z" diverge.
Raisonnonspar U'absurde Si ¥ {a, + b.)2" converge alors d'aprés le lemme d'Abel, la
série ¥ (o, + b,)r"converge absolument pour tout zo € R. tel que {zo| < || et en
particulier pour z, vérifiant R’ < |20 < R < [z].d’o0 la contradiction. 51 R = R’ Il
est clair que la série converge absolument si |z| < B = Jt'.Le rayon de convergence
RM>R=R. O

a0 =] - n
Exemple 1.4.1. Soient les deua séries f(x) = 3 q et g(w) = 3 (l 27;3 )In'
n=0 b

Les deur séries ont pour rayon de convergence R = 1. Par contre la série somme

(f+gMz)= E %rn, a pour rayen de convergence 7 = 2.
=il

1.5 Propriétés analytiques de la somme d’une série

entiére

Sur |- R. R|, on calcule avec la somme d'une série entiére comme avec un polyndme.

SOLID CONVERTER PDF ) e e i



12 CHAPITRE 1. SERIES ENTIERES

1.5.1 Dérivation-

Définition 1.5.1. On appelle série entiére dérivde d'une série entiére 3 0,2" la

série entitre T na,x"' = T(n + 1)ane1z™.
n=1

Lemme 1,5,1, Une série entiére 3 n,z" et la série dérivée formelle 3 no,a" ' ont
n=0 ol |

le méme rayon de convergence.

Théoréme 1.5.1. La somme d'une série entiére de rayon de convergence R est de
elasse C™ et indéfiniment dérivable terme d terme sur |—R, R|.De plus, Yz €] - R, R,

omn G

] o+ o0
5'@-"(:':} = En{n— 1)...[n=p+1)agz""" = Z(?z+p]{n+p —1)ei(n+1)aqpz™
n=p

n={l

1.5.2 Intégration :

Théoréme 1.5.2, i ¥ a,1" est une série entitre de rayon de convergence R > 0

; : an i g
alors la série entitre hm“*‘ est aussi de rayon de convergence R ef sq sormme ;
x++ 3, ———x™*1 est la primitive s'annulant en 0 de =~ ) a,2" sur | — R, R,
oLy B0 2 Al

1.6 Fonctions développables en série entiére

On dit que f : [ — C est développable en série entiére sur | — r, 7| s'il existe une série

entiére 3 a,z" de rayon de convergence 1 = r telle que :

vz €] -rrl, flr)= gnnz"
n=0

i =

o3
- est développable en série entiére sur | — 1,1| avec l; =5,
- -z

n=0
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1.6 Fonctions développables en série entiére 13

1.6.1 Série de Taylor

~ Définition 1.6.1. On appelle série de Tuyior::?*url.e fonction F: I = C de classe O

la série entidre 3 '[u:[lﬂ-l.r“ Si f est développable en série entiére sur] — r,r| alors f y
est de classe C™, sa série de Taylor est de rayon de convergence R > r et pour tout
z €| —rrl,

fla }—Zf 0) s

Autrement dit, une fonction développable en série entiére est égale 4 la samme de sa
sere de Taylor.

Remarque 1.6.1. Si [ est développable en série entiére alors f est de classe O,

Remarque 1.6.2. 8i [ est de classe C, pour ftudier si [ est développable en série
eritidre, on peut étudier s

E.f '(0) 2~ — fz)

On peut pour cela exploiter Vinégalité de Taylor-Lagrange.
Exemple 1.6.1. Soit f: B — C de classe C™ et vérifiant
1A [l MKl

avec M € R et K > (. Montrons que [ est développable en série entidre en (. Pour
tout r € R,

k)
‘f(w} i E%x

k=0

| bt 9
"+ 1)!

I|f|:ﬂ+]}||x|mumll
(n+1)!

|.ﬂ1—l |_

E ,‘,‘I‘fﬁﬂ-l_l |I]ﬂ.—g—i

Pour x| < 1/|K| on a {ﬁ'lzl]”*' —3 0 &t done i S0 2k —y f{x). Ainsi f est
développable en série entiére sur |—r,r| avee r = 1/ K.

Remarque 1.6.3. Attention : il existe des fonctions de classe C™ qui ne sont pas
développables en sévie entidre.
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1.7 Principaux développements en série enti¢re Fonction Développemenits

On retrouve la formule du bintime.

n 41
Exemple 1.7.1. Culeulons Eﬂ On o Pmmédiatement R = +o0. Pour

i)

re R,

f[:_r:f]":nﬂu-.—] = r:f%{xﬂjn - IE_H.

n=0 ' a=0
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Chapitre 2

Reésolution des équations

différentielles par des séries entieres.

51 SOLUTION AUTOURD'UN POINT ORDINAIRE

2.1.1 Equations d’ordre 2 a coefficients non-constants

Plusieurs problémes de physiques, font appel & des équations linéaires d'ordre 2, mais
avee des coefficients qui changent au cours du temps (vieillissement des cOmposants
glectronigues, ou des structures, perte de masse, perte d élasticité, etc.). [és lors

['équation se présente sous la forme plus générale :
Plx)y" + Qlz)y + Rlziu=0
Exemple 2.1.1. Eyuation de Bessel :
2y + oy + (7 —H)y=0 w=cle
Equation de Legendre :
(1-1r2}y"'-—iry‘+rr.{fx-+ y=10 o = cte

Equation d'Hermate :
" =2 + Ay =10, A= cte

This document was created using. 3y
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CHAPITRE 2. RESOLUTION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES
18 PAR DES SERIES ENTIERES.

L

Equation de Hill :
y" + F(z)y oavec F(x+2r)=F(x)

Dans le présent chapitre, nous allons d'abord considérer les équations dont les coeffi-
cients sont des polyndmes. De plus nous allons considérer les solutions au volsinage
d'un point ordingire &y 04 Plz) est non nul (on parlera de point singulier £g ol
P(xy) = 0) Dés lors on peut ramener I'équation sous la forme canonique :

y* +plziy +alzhy =10

en divisant les deux membres par P(z)

9.1.2 Forme solution par une série entiére

Lorsque nous avions considéré une éguation du second ordre & coefficients constants,

nous avions introduit la forme solution par une exponentielle :
ay’' +byley =0+ y=ke"

or I'exponentielle peut aussi <écrire sous la forme d'une série de puissances -

m.‘lfk #
y=sz-——kE.
k=0

Rappelons que |'exponenticlle a été une invention commode d'‘écriture d'une certaine
série adaptée pour résoudre I'équation différentielle du premier ordre. Lorsque |'équa-
tion differentielle du second ordre est & coefficients constants, alors on a ressorti la
forme exponentielle du placard car elle servait encore comme forme solution, Dans
le cas général, nous aurons done une série qui est la forme salution que 'on pourra
baptiser série de Bessel ou série de Legendre, en correspondance avec l'équation de
Bessel ou 1'équation de Legendre, en lien du nom exponentielle en correspondance
avec |'équation linéaire & roefficients constants.

Exemple 2.1.2. Solution en serte entitre pour une fguation différentielle lincaire G
coefficients constants
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2.1 SOLUTION AUTOUR D'UN POINT ORDINAIRE 19

Solt & exprimer la solution de 'équation suivante sous la forme d'une série entiére :
' +y=0 VZERA

En effet; Selon les méthodes classique, nous savons que les farmes y; = Ccosx et
yy = Cpsinc sont solutions de cette équation. Proposons que la forme suivante soit
solution de cette équation :

Comme |'équation doit étre valide sur toul le domaine des réels : = € R, il faut
que cette série soit convergente sur tout le domaine des réels. En dérivant et en
réintroduisant la forme solution dans Véquation !

£

-
y= 7,02
__';:=': -0 4o
4 =% I = En{n - 1)a,z" 4 Za,kz“ =0
i n=| =9 (]
y= 3 n(n - 1)a.r"?
n=i

%

Soit, par un changement d'indice n~s 1t — 2 dans la premiére sommation :

00 +0
Y (a+2)(n+Dagar” + Y 2t =0
n=l) nasi)

C'est & dire aussi :

=

Y l(n+2)(n+ Dawa+oz" =0, vzeR

n=()

Or cette condition doit étre satisfaite pour nimporie quelle valeur de x . La seule
faon est que tous les coefficients de la série soient nuls :

[(n+2)(n+ 1)apa+aa] =0, YneN

Nous obtenons donc une relation de récurrence entre les coefficients. Nous avons

cependant besoin de fixer la valeur des 2 coefficients afin déterminer tous les autres
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CHAPITRE 2. RESOLUTION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES
22 PAR DES SERIES ENTIERES.

.

ag =) et a; = Cy Alors que ag = (), Le reste dgs coefficients suivent :

4

ay = €y
ap Oy
g = —=—
E’ﬁ —_ E —_ Eﬁﬂ — .2 €1
6.5 6532 [ES62-3)
e G3e-3 Cy
i k{3 —1) njj 95% — 33
D’autre part
A ay =
",4 —— E..l— ~=; &
55 45 .
iy = & - A (- c-,
76 7643 =2 g
T1(3j +1)3;
J=1
B Ca
WS .
[19;*+3;
7=1
=
g =
R NGy
gz =10

D’oil I'expression de la solution homogéne

= oo =
n s an+l
A = O
n=0 ti=( n 05% — 35 n=0 T195% + 35
=1

d

Crina(z) + Cayan(z)
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2.1 SOLUTION AUTOUR D'UN POINT ORDINAIRE 23

Exemple 2.1.4. Solution o ['éguation D'AIRY autour du point x9 = 1. Soit d trouver
la série entitre de la forme

e
= Eﬂ,,(r — Zp)"
n=0

autour du point 1o = Lpour ['équation d'diry :
" —zy=0 ¥YreR

En effet

¢ b
Uy = Z%an{:c et g

400 hea
=S nan(e— 1 = ) an-1a.(2-1)"" -z} a.(z—1)"=0
n=1 ; g

U =5 nln = Valz = 102
n=g

Boit, par un changement d'indice dans la premiére sommation

+00 +o0
Y (n+2)(n+ Daneale - 1)* - 23 aafe - 1)" =0
n=0 =i}

D'autre part, on peut observer que :

f[n+ 2)(n+ aqafz=1)" = [z - 1) +1] Eaﬂ{m -1"=0

=l mi=l)

s ZE” +2)(n + Loy (s - 1)" - Zﬂn{r —1)" - Eaﬂ{:ﬂ -1 =9
n=0

n=il ne=l}

-0 i =00
® > (n+2)(n+ Hansg(s =1~ Y anle = 1)" = ¥ onas(z - 1)" =0
n=l n=) n={

Comme I'équation doit étre valide indépendamment de la valeur de z € R | il faur

que tous les coefficients des puissances (2 — 1)" soient nuls :

n=] n=1

2.1.(32{.1'—1]“—-::0[;—1)”+E{n-i--2)[n+l]un+;(:s-1]“—Ean{r—l}“-iun_l(r— =0
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E.M—ﬂg =0
et
(n+2)(n+1)ansz — g — p; =0

Encore une fois nous avans une relation de récurrence pour déterminer les coefficients

A partir des trois premiers, par saut de trais coefficients :

ag = ()
ﬂ-]—{-‘g
L
3=Eu+u:2=_fi Cy
b
) a.3+4E132 3&2 -3.2
W=TFT K437 543D
= +h-3 Jéf‘lh %éz

54 65432 654532
W = InatOn3  Oxdo L Bi.ay
=) BT A

Comme les termes oy et /4 deviennent de plus en plus complexes & évaluer, nous ne
pouvons passer une existence A trouver la formule exacte. Ce travail est mieux géré
en introduisant la formule de récurrence dans un caleulateur symbolique (comme
MAPLE). Cette fois-ci, nous devons nous contenter de donner les premiers termes de
|'expression solution :

+0o0 JiE . '+ — 34
W = Za.n{z— 1) =0 [l e = 21]3 . \z 5” - (z 241] + }

n={

o E=1F (=1 (r-1)
+Cg[(x 1)+ R i et - S5
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2.1 SOLUTION AUTOUR D'UN POINT ORDINAIRE 25

2.1.3 Domaine de validité

Dans cette partie nous nNous préoccupons du domaine de validité de l'expression en
gérie entitre comme solution de I'équation differentielle du second ordre autour dn

point ordinaire zy.

Définition 2.1.1. Une fonction f(z) es dite anolytique au paint Ty si an peut ['er-
primer par un développement en série de entiere au voisinage de ce potnt

flz) =Y au(z—m)", Viz-m@| <D
na=ll

- Dans Uéguation :
Plzyy" +@Qz)y + Rlx)y =190
un point To est dit point ondinatre si P(z) # 0
- Dans ['éguation :
Pla)y® +Qx)y' + Rixly =0

un point £y est dit point singulier si Plz) =10

2.1.4 Conditions d’existence d’une solution en série entiere

Théoréme 2.1.1. (du Boyee & Diprima)Si, dans U'équation différentielle

tels que
i) = Zun[r — xp)" = agyun(®) + 01 Yan(T)
nall

sont enalytiques en I, slors il eriste une solution en forme de série enticre qui
satisfuil cette dguation : De plus le rayon de convergence pour yinl®) et yorlx) est ou
moins égale au plus petit des mayons de convergence pour les séries qui représenient

plz) ou glz)

S D LI D B l:l N v E RT E R PD F To remove this message, purchase the
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Remarque 2.1.1. Dans !'éguation d'Airy, mn.'fme le polyndme P(z) = 1 est analy-
tique en n'ymporte quel point zy, les solutions étaient analyligues autour des points
ordinaires To = 0 et £g = 1 (elles sont analytiques en nimporte guel point 15). Une
solution peut avoir un rayon de convergence plus grand que celui indiqué par le théo-
réme. Le théordme précédent ne donne done qu'une indication trés comservatrice du

rayon de convergence,

Exemple 2.1.5. Trouver le myon de converyence autour de zo pour {o solution de
l'éguation de Legendre :

(1—=2")" =2z +ala—1ly=0, a=cte
En effet ; Notons que les coefficients :

Plz)=1-1% Qz)= -2z et R(z) = ala—1)

: Ty =+1
sont des polynémes. De plus les racines de P () sont respectivement { : : et
Ly ==

sont donc & distance de L de xo. D'aprés le théoréme, le rayon minimal de convergence
pour la série entiére solution est done :

D =min(lz; —zo|) = |[+1 -0 =1
Mais il se peut que son domaine soit plus étendu.

Exemple 2.1.6. Déterminer le rayon minimal de convergence pour les solutions en
série de l'équation suivante

(1+2%)y" + 20/ + 42y = 0,

aulour du point g = ), puis autour du point 1, = 3

En effer ; Identification des coefficients :

P{x) =1+2" Qz)=2x et R(z) = 42"
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: T = +i
Ce sont tous des polynomes. Les racines pourP(z) sont : { : z Le rayon mini-

= =3

mum de convergence autour de xy est done
D = min(jz) - 2o/, |22 —m]) = i =0 = 1

pour la série
+ 00
uz) =3 aq(z - 0)
=)

Le rayon minimum de convergence autour de #y = } est donc

D = min (Jr; -z, |m2—ah|)=Hf+%”=§

pour la série
— 1
yz) =) balz +5)"
Timi)

Remarque 2.1.2. D'aprés le théordme d'unicité de la solution d'une équation du
second ondre linduire

' +p(a)y + glz)y = g(z)
avec conditions initiales, ;1 les coefficients sont des fonetions continues, elors la so-
lution est unague sur Uintervalle ouvert | oi ces fonctions sont continues. Or

2z

pe) =
Vi
alz) = I+ r?

sont continues pour —oo < 1 < 00 . Done lu solulion unique s'dtend done sur tout {'es-
pace des réels. D'un autre coté, le théoréme du présent chapitre ne garantit qu'une so-
lution en forme de série entiére que dans les limites du plus petit rayon de converjence
pour les développements en série de p(z) ou g(x). Clest-d-dive ici, pour =1 < 1 < 1
autour du point .xg = 0. [l est alors possible que la solution unigue admefle un dé-

veloppernent en série entiére autour de 1o = 0, et qur ne soit valide sur tout 'espace
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des réels. Il faut alors comprendre que les différentes séries entidre ne représentent
qu'une gpprozimation locale euiour de chague o, de fﬁ solulion unigque, et ne peuvent
prétendm représenter la solution unigue au complet. Ce point de vue est trés impor-
tant pour les solutions en ingénierie, car il est rare gue l'on trouve lg solution unigue,
seulement la série entiére qui représente la solution unique dans certaines limites.

Exemple 2.1.7. Trouver si possible une solution en série entitre pour ['équation
suivante
V' 4+ (sinz)y + (1 +2%)y =

autour de et déterminer le rayon de convergence de cette solution.zg

en effet ; ldentification des coefficients :

plz) =sinr

{ glz) =1+=*
De plus, on sait que sin r admet un développement en série de Taylor (série de entiére
a coefficients fixés) autour de zg, avec un intervalle de convergence —oc < o < oo
De méme, g(x) admet un développement en série de Taylor autour de 25 = 0 qui est ;
glz) = 1+ 22, avee un intervalle de convergence —oc < r < oo Deés lors il existe une

solution unique sur —oo < z < 00 et cette solution peut étre représentée totalement
par la série entiére autour de x; :

£

=

qui & un intervalle de convergence de —oc < r < 2c.

2.2 SOLUTION PAR LES SERIES : POINT SIN-
GULIER REGULIER

Dans 'équation
Ple)y" + Qz)y' + Riz)y=10
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Zp est un point singulier si .Plxg) Généralement, les points singuliers sont peu nom-
brewx. On pourrait décider d'ignorer la solution autour de ces points, et simplement
remplacer les produits défaillants dont le fonctionnement aurait par hasard passé par
un de ces points singuliers (cas des voitures citrons par exemple). Cependant, dans
plusieurs cas d'ingénierie, la réponse du systéme réel (un pont qui s’écroule, un voyage
Vers un trou neir qui se passe mal) a plutdt pour conséquence de casser votre carridre,
Afin de prévoir le comportement des solutions autour de ces points, et méme éven-
tuellement exploiter ses propriétés, la solution n'étant plus représentable PAL une série
entiére autour ce point, nous allons nous tourner vers la série de Laurent lorsqu'on &
affaire a des points singuliers isolés :

fiz) = Zan[r —xg)" + Eb—“

n=0 nal [:.Z = I"}ﬂ

2.2.1 Quelques troubles avec les solutions aux point singuliers

Exemple 2.2.1. CAS DE COEFFICIENTS NON ANALYTIQUES Soit 'éguation
différenizelle suivante :

I'.',y:: f = 23" =1
qui admet un point singulier en 1o . Que peut-t-on dire des solutions et de lewr repré-
sentation par les séries entiére.

En effet; Nous pouvons voir par inspection que
wiz) =z2°et yolr) = 27"
sont des formes solutions indépendantes valides sur tout |'espace des réels moins le

point origine ] = {r <0 et z > 0}. La solution générale qui est valide sur [ =
{r <0 etz >0} est done

¥e(T) = i (x) + cagpfx) = 012° + eaz™!

Si on veut que la solution soit bornée lorsque » — 0, la seule solution possible est

gue :

wlz) = e
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-

En effet, la méme équation dans sa forme standard :
. ' -2
v+l telzy=y" - Sy =0
mantre que glz) = —%, n'est pas analytique en xy = 0 . Dés lors le théoréme

(9) ne peut s’appliquer pour trouver la solution sous forme d'une série entiére De
plus. ya(z) = z~'n'admet aucun développement en série de Taylor autour de 2 = 0
En conséquence le présent probléme n'admet aucune représentation en série entiere
autour du point singulier zq = 0

Exemple 2.2.2. Conditions instiales non applicubles au point singulier. Soit & consi-
dérer l'dquation sutvante

Y = 2y + 2% =0
au point singuher zo = 0 Que peut-on dire de la solution spécifique si on donne comme
conditions initiales y = y(0) et y'(0) = 1

En effet, Par inspection, on peut vérifier que les formes suivantes :
yinlx) = et yolz) = 2°

sont des solutions possibles et indépendantes entre-elles. Elles sont méme analvtiques
au point zg. Cependant, il est impossible d’introduire les conditions mitiales afin de
déduire les coefficients dans -

wlx) = cunlz) + cplr) = a + e’

car ces conditions sont données pour un peint singulier

2.2.2 Point singulier régulier

On parle de point singulier régulier (ou singularité faible) si le rapport ﬁgzg se limite
o
Qfz) by | BT
- 1 Pl e :
a Pl -7 et que le rapport Plz) se limite &
R(z) £1 ]

P@) (r—z) (x —zp)?
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ou autrement formulée ;

Q') Rz)

lim (x - x0) 5= existe et lim (z ~ 2,)° )

Jim Pla) existe

Autrement, on parlera de point singulier complexe ou point singulier irrégulier

Exemple 2.2.3. Déterminer si les points singuliers de 'Squation de Legendre sont
réguliers ;
(1—at)y" — 22y + ala=1ly=0, a=cte

En effet ; Les points singuliers sont :

Iy X =1
P(:r):l—r‘-:ﬂza-{
ra=-1
ct
; §lEe = oo 2 ¥
xiiﬂ,{r_rl_}'ﬁm =, ;ILTL{'L_I}[:?—I}[J:+I]_
TS, R A
dge-alem = Be-l e~

Les dewx limites existent done il s'agit d'un point singulier régulier. Ce sera pareil en
Iy = -1

2.3 SOLUTION PAR LES SERIES : LA METHODE
DE FROBENIUS

2.3.1 De point singulier régulier & I'équation d’Euler-Cauchy.
Considérons |'équation différentielle linéaire & coefficients non-constants suivant -
P(x)y" + Qz)y + R(zjy =0

autour d'un point singulier régulier rp = 08i zp £ 0 , il suffira de faire un changement

de variable : t = (z — zp) , de sorte que la nouvelle équation admette un point singulier
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en ty = 0. Le'fait que z; = [ soit un point amgu.her régulier implique que nous avons
l'existence des limites suivantes ;

i (2 - a0) B = lim (2~ 0)p(e) = 7o
i
Jim =20 55 = Jim(e=07ee) =

Cest-i-dire que zp(z) et x*g(x) sont analytiques en 7y = 0 (admettent un dévelop-
pement en série entidre

0(e) = 3 il = 0)" et Px) = 3 il - 0
=)

v}

autour du point xp) Pour introduire les séries représentant xp(r) et 2%g(x) dans
Péquation differentielle, nous devons d’abord diviser par P(z), puis multiplier par 22,

{Plz)y" +Qlz)y + Rlz)y =10

< {y +%y +%y Osizx#0

= {z“y’" } z(x%) y'+(r’§§m;)y Dsiz#0

& {2 +z{2pa))y + (Pqlz))y = 0siz # 0
de sorte que nous arrivons 4 :
{x’*’y" +r (Eﬁ,[r - u}") Y+ (Za;cz - u)“) y=0siz#0
n=0 mymf}

puisque #p(z) et a*g{x) sont analytiques en 2, = 0 (sdmettent un développement en
série entiére autour du point ) Lorsque z est quasiment sur zéro, on peut limiter les
expansions en séries au premier terme sans trop en changer Féquation, ce qui nous
amene & l'équation d’Euler-Cauchy au voisinage trés proche de zéro

Y 2 (B)y + (H)y=0si0< 2| <<1
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2.3.2 Snlutiun. en série par la méthode de Frobenius

Ordinairement, plusieurs termes dans les expressions analytiques de xp(z) et 2%g(x)
persistent si x s'éloigne un peu plus du point singulier régulier 2; = 0, Dés lors on
doit écrire ces coefficients par un développement limité au n®™® ordre

N S
22y +z (Zﬁmr“) i+ (ZEHI") y=0siz#0
() n=0

On observe alors que les coefficients d'Euler qui étaient originellement gyet g, sont
k=n k=n
maintenant des séries 3 porfet 5 Gk, 1l est alors naturel de chercher des formes

k=0 k=0
solutions (y; & I'équation par des solutions d’Euler multipliées par une série semblable.

Y e (mIy + @)y = 0= yy=2"

+00 00 -
fy+(z) (E) o G
n=({ =il n=0

Ceei nous ameéne A la méthode de Frobenius.

Théoréme 2.3.1. Si une dquation différentielle de la farme

‘ﬁ{)y’ &'{_.?: y=0, Ya#0

posséde et p(z) et g(z) analytiques en xy = 0. Alors il existe au moins une solution
de la forme :

-
ylz) = .r"‘Zan:r“
a=0
ot m est un nombre réel ou complere choisi de sorte que gy £ 0.
Exemple 2.3.1. Soit & résoudre ['équation de la forme suivante :

22 -y + (1 +2)y=0
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Il est évident’ que cette équation admet un point singulier en z, = 0.

. @z) _ = I
an =ty = s~
Rx) , 142 1
. 2 2
— —_— — hn'] ——————
e aigr = Metar =g
Mieux encore, nous identifions facilement les termes des séries représentant zp(z) et
alz)
‘+ﬂ|:u =0 Sl 1
mp(z}z—é=}:p.,m”=pa+ﬂ+ﬂ+“.. ! SR
n=(0 b —1 e 1
S0 = %0 2
tgr) =Y " =+ Gz +0+0+ .. Tk
n=0 2

A présent, pour résoudre la dite équation, nous allons suppaser la forme solution

préconisée par le théoréme :
1 ~a0 =0
y(z) =™ ) 2™ = 3 anr™™
-::_iﬂ n=0
g ¥iz) =3 (n+ mlaa"m!
r=0

Y (z) = E‘n(n—i— m) (n+m — 1) gz"m=2
n={)

%

- -0 +od
=% {Ez:zz{n +m)n+m—1)a,z"m* - IZ[‘H +mla,z" " 4L (1 +I]Eﬂnr"+”‘ =)

m=Al n=0 n={

Scit de nouveau I'éguation remaniée :

+o0 ; Al o s
22n+m)(n+m=1)ane™™ - ¥ (n+m)a.r™" + Ta,a™m + ¥ gzl = )
i)

pesc) n=l) n=0
3
- 00 =D o0
2 2(n-+m) (0 4+ 1~ 1) 0027 — (4 m)a@™ ™ + 50,2 + Sz =0
thaal) n=0 n={ n=l1

Encore une fois, la seule fagon pour que cette équation soit valide pour une valeur
quelconque de z autour de 28ro, est que tous les coefficients satisfassent les relations
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suivantes
200+ m) (04 m — 1) ag — (0+ m)ag + ag =0
2n+m)(n+m—1)a, - (n+mla, +aq + a5y =0

La premiére équation est appelée équation indicielle (rappelez-vous 'équation carac-
téristique) car elle permet de déterminer |'indice m .

2mm—-1)-m+1ag=0 O T o i :
aver ag < 0 s =§

Les racines de I'dquation indicielle,m; et m, sont les indices de la singularité (aussi
appelées exposants & la singularité) au point zq = 0. Elles déterminent le comporte-
ment de la solution au voisinage du point singulier considére. L'autre équation devient

alors :
An+1lnan — (n+ lay + 0y +an1 = Uﬁan=n(;11). =123,
i
2{n+£] r:.—l a,.,-{n+l}a ot = i, = ] V=123
2 2 i F " aln-1)' ySpes

9= L1 o : a =,
13 1.3 C 1 1 1
by =g =g = (1) WECT N e
R e ’1'[_-;{2}.,.1, R R
j=1 4 H_HEJ_-I-J
= -l = (-G ﬁt=‘ar;f_l 1};_(:1)'@2
T kQk+1) =k (2 ~ j=k
g Y 12~
J=1 Jml
------- _ |. :r1|1r1rlll
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Et finalement la solution générale :
e i e
yx) = Zanz = ClE + E oo
n=0 n=1 ]-[2:'2 +..'i' n=0 H‘!.?
¥=1 i=1

= G;ymf.’s] == Czymfi‘]

2.3.3 BSolution formelle pour I'équation & coefficients non-constants

Laors du chapitre précédent, nous avons abordé la solution d'une equation & coeflicients
non-constants & l'aide d'exemples. Nous allons maintenant présenter la méthode for-
melle de résolution, avee les divers cas possibles. Considérons de nouveau I'tquation
différentielle linéaire & coefficients non-constants

Plz)y" + Q(z)y' + Rlx)y =0

autour d'un point singulier régulier x5 = 0. Le fait que 7 soit un point singulier
régulier implique que nous avons |'existence des limites suivantes :

P (S -
:lLL'ﬂ (@ mu}m = ;IEE,, rplz lml;ﬁ{..:r
. R'z)
o =) it = =
rl-j—rrgu s IJ} P(I:] slirnz?nr q(r IIIL'I-!HI']

Aprés quelques manipulations (division par p(x) et multiplication par 2 ), l'équation
différentielle ci-dessus était deveme :

2"+ z (zplz))y + (q(2)) y =0, Yr#£0
C’était de sorte que nous arrivions a la forme :

" +r(§_:p,. (- EI}") ¥+ (E:}., {:l:—ﬂ]l") y=0 Yr#£0

n={l

Nous cherchons donc (méthode de Frobenius) la forme solution par :

ylx) = I"‘faﬂr"

n=0
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oil m est un nombre réel ou complexe cholsi tel que ap # 0 En dérivant et en réinjectant

la forme solution dans I'équation :

2

+20 -2 .
y(m] = Im Eﬂ“mﬂ . Eﬂﬂwﬂ+m
n={ =il
] -=2C
< y'iz) = ¥ (n + magnm]
o n=_
y'iz)= Y (n+m)in+m-1)az"m?
. r=(

+o -oc R
= {xEZ{n +m) (n+m—1)anz"™? 4 2p(2)Y (0 + maz™ ™t 4 'q’(r]zan.-r”""" =1

= n=0 ni=l

C'est-A-dire :

— Ay f00

at (E(“ +m)(n+m=1) ﬁnf‘ﬂ_z) tz (Zﬁnm") (E{n + m)anz" ™ ')
g =l =)
+ (ZEEI“) (Zﬂuz“"“") =
n=0 fi=l

done

(f[rﬁ- m)(n=+m-— l}anx“*‘“) + (fﬁu:c“) (f[n - mjanm""“)
n=( n={l

(55) () o

=i n={l

Et, si on développe le premier terme versus les autres termes des séries :

ag (m{m = 1) + fym + G) 2™ + (E{n +m)(n+m- l]m.:r"”") +ﬁgi[n+mju,.r“m+

GEC =1

Eoi%fm g (Eﬁlm“) (f(n+m}uﬂz”") + (fﬁ'ﬂr“) (f:ﬂﬂmn-m) -0
n=1 n=I0

n=]1 =1 izl
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Or, grace & la propriété suivante sur le produit de séries :

-+ 00
ag (mlm = 1) + pom + Gy) 2™ + Z n+m)(n+m=1)+fln+m) + o) Buz™T™ +-

n=1

+oc fn=k-]
-5 ( Dl M)k + Gaek] T = u)

a=1 n=l1
Et si I'on pose les fonctions suivantes ;

Fim) = m(m=1)+gm+g

Fintm) = (ntm)n+m—1)+ppin+m)+ g

L'équation devient :

+o 4o =kl
aoF ()™ + Y anF(n +mz™™ +%° ( D an [(n 4 m)Poi + Gy 2" = ﬂ)

n=1 n=] n=0

Cette équation n'est satisfaite pour un grand nombre de valeurs de 2 que si les coef:
ficients des puissances de  sont tous nuls. Ce qui nous amene alors aux relations i
satisfaire :

Flm)=m{m-=1)+pm+ 7, =0

ke=n-1 = o
anF(n+m)+ 3 a|[(k+m)Pack+Guos) =10
k=0

La premiére équation F(m) = 0 est appelée équation indicielle car elle permet de
déterminer Pindice m. Les racines de 'équation indicielle,m, et m, sont les indices de
la singularité au point x4 = (1. La deuxiéme équation

k=mi—|
anFln+m)+ Y ap[(k+m) Fng + Faor] =0
()

est une relation de récurrence pour trouver le coefficient suivant a,, & partir des coef-
ficients an_y, @y.2, ..., 8y, 8y précédemment fixés, De 'équation indicielle, nous allons
distinguer trois cas possibles :
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2.3 SOLUTION PAR LES SERIES : LA METHODE DE FROBENIUS39

-

- Cas 1: deux racines réelles distinctes et mg et my

- Cas 2 : une racine double m; = ma

- Cas 3 : deux racines distinctes mais espacées d'un nombre entier :m;, = my + |,
l=1213..

234 CAS1:DEUX RACINES DISTINCTES

m (e — m+ G =10

Fim) = I}#{ s g st B
avee (pp—1)" =45, £ 0

L =P+ /(B — 1)° - 430
my =

3 1—%—\/m

Mg = )

Dans ce cas on a deux formes solutions distinetes -

mj
N
o —

1= fio+ /(0 = 1)° - 45

ylz) = Ciz 2 (1 + Za[m, .n;r“)

=]

n o

("]
e
- . - : _-1
L-po- G -1 46 , __
+r_-:2.'[' 2 (1 e Za{rﬂ:.labrn) g ?l"' i}
! n=1 s
valx)
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Avec les coefficients successifs qui sont donnés par la relation de récurrence :

-
-

[ @m0 = Ch
P =8, 0) iy py + ‘il] = =Gy [mupy + @)
i F(1-m) (1 + my) my + (1 + my) Po + @
: R i ! A
Y my k) [k + ™) Paci + Goi|
_ k=0
i F(n+ m)
et
¢
Qimy 0y = Ca
L - ~ o
_ —O(m.0) MaA + @) =G [ + 1]
a[m:.l] i 2

F(l+mg)  (L+my)ma+(1+ma) o+ o

s gy

homry -] o
-2 o k) [(K + M3) Prok + Greic)
k=0

Fin+ms)

Aimg.n) =

.

Remarque 2.3.1. Les relations pour caleuler les coefficients successifs deviennent de
plus en plus complezes & cause des termes innombrables b, et G,_i Aussi, lorsque les
séries de zp () ou 2%q(x) ne se limitent pus a trois termes et moins, il est préférabie
de revenir a ['équation onpinale, pour déterminer la relation de récurrence pour les
coefficients aipmn

CAS 1 : DEUX RACINES DISTINCTES (i — 1)° = 4§

2Dy — 1im+ & ={ - Py
F(m):u# o (Pﬂ_h_ )ﬂ; ’;'Uﬁ —_~:p{ml:rn2=l_pn
avec (Ppp- 1) =4 =0 2
Dans cz cas, nous e pussédons qu'une des formes solutions :
g +00 \
n(r)=Ciz T |1+ En.mm,z“J
n=1
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Avec les coefficients successifs qui sont donnés par la relation de récurrence :
¢ .
3 O(my,0) = G
i — Z%m0) [mypy + ) = - [mlﬁl +aq
tm1.1) F(1+m1) (1 +m1)m|+(1+m1}ﬁg+&'u

L Ggmyk (K +ma) Bk + Ga-i)
k=0

A= F(n + my)

B T TR

- Qim0 = C:
a o =0{rn3,0) ."'"21:31 5 Ez'-i] e -C; [m251 ; ;frl
U F(1+4my) (1 +ma)ma+ (1 +ma)po+ G

e ) j
= 2 O(mok) [(K +m3) Pk + Fnk)
k=0

ay n -
g F:?’& + Tl'lz]

L3

Remarque 2.3.1. Les relations pour calculer les coefficients successifs demennent de
plus en plus complezes a couse des termes innombrables f, i et §, . Aussi, lorsque les
séries de xp (x) ou 2%q(x) ne se Emitent pas i trois termes et mons, 1 est préférable
de revenir @ ['éguation originale, pour déterminer la relation de récurrence pour les

coefficients aimm)

CAS 1: DEUX RACINES DISTINCTES (5, - 1)° = 43

m* P - 1m+g=0
avec (pp— 1) - 45, =0
Dans ce cas, nous ne possédons qu'ure des formes solutions :

yltr) — Clx!:’él (1 B Enfﬂli,ﬂlzn)

n=1

F{m)=ﬂ#{ :-{m1=m2=—._._
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2.3 SOLUTION PAR LES SERIES : LA METHODE DE FROBENIUS41

Afin de déterminer la seconde forme solution indépendante, nous appliquons comme
* d'habitude la méthode de variation de la constante (variation de paramétre) :

2 =umy
palx) = u(x)y(z) = wo = u'ph +uy
yh = h'.“y]_ + Qu’y; g i 'ﬁ..y"l

et en réinjectant ces expressions dans I'équation de départ et en regroupant en fonetion
de la variable u :

2u” (i) + mu’j!my{ + plz ) )+ u.(xiy“’ + zplz)y; + 'q'[:jyll =0
=0 =0

Le coefficient de u est nul puisque y; est une forme solution de 'éguation. et en
divisant le tout par =%y, :

! W
u“ + (2172!.'1 +.T§l:ﬁf}yl) 'HP tiy tll|'l + (?% + %"-‘[‘r]) T.E; '—_ﬂ
1

atyy

'

Or In quantité %‘- squivaut &
1

] m4

+o0 oy
mle|-l (1 34 Eu(mh n}I") + ™ (&Eml- 1) + Eﬂﬂ(mh 1-|+I};:r.‘ﬂ)
n=1

+o2 T
T (1 + E“{m.. nJ'T")
n=]

-
(ﬂ[m:. 1)+ 3 G, n-rn-'h"")
=]
o0
™ (1 + 3 g, ,11.1")

+

et que

—in0
plx) =pp+ E %

n=1
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I'équation en u' se raméde 4 :

-

+ac T
- Hmy, 1) T E"m[m. ne) 2" +o0
. 2???1 o ( : n=l i |
TR g -+ -.; = P + E L W =0
1+ 3 Gimy, ;7" el

=]

Mais, eomme :
1-pmn

m=—

2

el que les autres termes de la série sont, soit une constante, soit des puissances posi-
tives de z :

-0
" 1 £ﬂ(n.=, B+ X N, n+”;r") %
n=1

u L
i) [ + 3 B
u T ( )

=
1+ E Qimy, 'm]rlll n=1
n=l

=g "]
il # l i
= Inv'=-Inz- Ed.;m., njd =S U = ;EX'P ('-Zd(m. & )

a=0 =]

Soit par expansion de la fonction exponentielle en série de puissances, la fonction u
glle-méme deviendrait, :

u=Inz+ fﬂim" n]ﬂ’.‘"

n=1

D'odl finalement I'expression de la dewxiéme forme solution

o) =0 i
y‘gl:i"} = y|[:;].:}mi'+$ml (1 = Eﬂ{m,. n_]r") Zcfml. rI:I'J"'.',II = yI[I:' [n:t'J—m""Ebtmh ﬁlz“

n=1 n=l n=]

Et la solution générale est alors :

006101 (#) (1435 o o+ B0
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2.3 SOLUTION PAR LES SERIES : LA METHODE DE FROBENIUS43

-
.

+Cy(Inx) (;rl:#) (] ~ fﬂ:(tp, HJ:.:“). z>0

=l

L -

wnlz)

Remarque 2.3.2. Par d'autres considérations, on peut montrer gue lo seconde forme

;1..1'1
T

Toutefois, il v'est pus aisé de manipuler les dérivées pour identifier les coefficients
bk Aussi, préfére-t-on la substitution directe de

solution peut aussi s'écrire

talr) = n(z)lne+a™y " o

- ( aﬂ‘ml ¥ "]
=l

yalz) = plz) Ing + :r"“z.!:{m, e

n=1

dans l'éguation d’erigine pour trouver la relation de réeurrence sur les by, .y Parfois
méme, i est préférable dutiliser lu méthode de réduction d'ordre :

) =0t [ (S a
a

=

pour déterminer plus dlégamment lo seconde forme solution, une fois 'expression
analytique de yy(x) trouvée.

Soit 4 trouver la solution pour I'équation suivante
-1 + Bz -1 +y=0

Cette équation admet un point singulier en 7 = 0.

) ) e 5 e )
Q(z) =3z — 1 Az} = Tpz) =2 gy = 55

Plz) = 2z — 1]
-
R{z)=1

g(z) = rqlz) = !‘_b‘l:';i -
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2.3 SOLUTION PAR LES SERIES : LA METHODE DE FROBENIUS15

Soit 'équation remaniée ; 5
oo a0
Z[n +m)n+m—1)agz""™ - Z{(n +m)(n+m—1)+ (n+m)|az""™ "+
n=g n={}

+00 -0
32{n+ﬂl}ﬂﬂﬂ§n+ln+ Eunmn+m =)

n=0 r=i

tm=0

Zn(n-l]a,,.r —E[n n =1} + n] a,z"" 1+Szna....t: +Eu,,: =0

n=ll n=[

¢

—ag (0(0 = 1) +0) 2™ ]+En (n—1)a,z" —Zn Q™ ‘+Ezﬂunr"+2a,,z =

=] n=0 =0

¢'est-a-dire, aprés changement d'indice dans certaines sommations :

Zn[n—l a,r" -—zfn+1 | N i +32na,.:r +£u,.m =10

=0 ]
d'ofl la relation de récurrence A satisfaire -
n(n=1)a, = (n+ 10,1 +3na, + a,
On en conclue que

n{n—1)+3n+1a, (r+ 1) 00y

[ +2n+1an = (n+1) aua

By = g

De sorte que I'expression de la premiére forme solution est

()2
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2.3 SOLUTION PAR LES SERIES : LA METHODE DE FROBENIUS15

Seit 1'équation remaniée

Z{ﬂ+m}(ﬂ+m—1 s Z{n+min—-— — 1} + (n+m)| apz™ ™+
=it

+00 0
SZ{R + mla,2™ ™ + Zunm"*"' =10

n=0 r=0

fm=0

Zn(n-l]a,,.r —E[n(n 1}+r:|u.,,a'“'1+3£na....t: +Eu,,: =0

n={ =0

¢

X =0 +o0 o —
—ag (0(0 = 1) +0) 2% +En (n—1)a,z" —Zrezunz““{hﬂzﬂanr" +Za,,z“ =0

n={ n=1 n=0 n=0

¢'est-A-dire, aprés changement d’indice dans certaines sommations :

Zn (n — 1) a,z" — zfn + 1), 12" +32na,.:r + Eu"m =0

n=(l n=l} a=il
d'od la relation de récurrence i satisfaire -
n(n—1)an — (n+ 1 ape1 +3na, + an

On en conclue que :

nn—1)+3n+1a, = (41 0.
[P+2n+1an = (n+ 1) e
By = Qg

De sorte que I'expression de la premiére forme solution est :

yi(x) =2" (;xn) o
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Pour trouver la seconde forme solution, nous utilisons la méthode de réduction d’ordre :

-IP::.:I# _j'—_.__d_.r 1 = l,.ﬂ
OV S ot Y TR B K o L | ) i, L SRy 10 Y
u'(r) ) (1—x)"e T = u(z) =Ilnz = plz) = pir)nz
d'of la solution générale .
we) = =2 g

e I
CAS 2 : DEUX RACINES DISTANCEES PAR UN NOMBRE ENTIER Dans ce cas

e T
Flo) = G mtm_ 1}n;+qu_ 0
avec (Fo—1)" —dga # 0
L—Po+ / (Bo = 1) - 45
= Ay = 3 =ma+1!

alors la premiére forme solution est comme avant :

niz) =™ (Zﬂ-[mhnjiﬂ') =2 1+ Ea{m],“.m"

n=1 f=]

Cependant, comme la seconde forme solution comporte une partie qui est semblahle
a la premiére, il est nécessaire de la modifier pour lever la dégénérescence :

a0 400
yalx) = 2™ (Z“lmﬁl.mf‘) =2™ Y Gmin)®"™
=1 risf)
de sorte que nous devons plutdt avoir :

w(z) = Ap(z)inz + 2™ (1 + Zﬂ{m,.fnﬂf“)

=]

d'on la forme de la solution générale :

-0 0y
Yplz) = (C1 + Alnz)a™ (l o E“im..nlxn) hiwe (1 +Eu!m:.nlmn)
n=]

n=I
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2.3 SOLUTION PAR LES SERIES : LA METHODE DE FROBENIUS4T

-

Exemple 2.3.2. Soit & trouver la solution ds_,l’. ‘Equation suivante :

rlz—=1y" —zy°y =10

Cette équation admet un point singulier en 25 =0

Sy s e B i e
(@) _{ ) el =g} ma s
Qiz)=-z = o .}g';r] T
Rz) =1 e e

Ce point singulier est régulier et identification de et : 0 p

; r) . g 2= %
j"'l‘l.l {I ¥ Iﬂ] P{ﬂ‘:} == rhﬂﬂ]uxp(rj N .}Lnét -1 = D =
oL R'z) T i S
Lim (2 =) e Jim () = Jim —— = 0=

L’équation ind.icie_]lé et les exposants 4 la singularité sont alors ;
I.
Fim)=m*+({fo—-Um+p=0e{m -m=0={m=1, et my=0

Premiére forme solution : Il est encore préférable de réintroduire la forme solution
avee 'exposant a la singularité fixée :

[ -0 -0
) =™ R ™ = n

r:.—._ﬁ n=0
5 Viz)= ¥ (n+1)aaz"
s}
(z) = T (n + 1nagz™!

L a=(

B i .m0
e {(1'2 = f:‘ Z(ﬂ + 1na,z"! - IZ[n + 1)a,z" + Eanz""" =T

n=0 n=fl n=0
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Soit 1'équation remaniée et changement d'indice »

+00 +im ] -y
{E[ﬂ + Dnaee™ = 3 (0 4 g2 - Y (n+1)aa™ + 3 anz™ =0

riml) =l n=0 n=0
] -

& [E”Eﬂwi“l = Z{H + 1)na,z" =0
n=0 n=0

=N { Y (n=1)ap12" - E[n + Lnanz" = ag0{0 + 1)z°

n=1

o

+E{n S I e Z{n + lna,x" =

n=1 n=]

ce qui donne les relations suivantes a satisfaire :

ag0(0 +1) =0
(n=1P0py —(n+ 102, =0 ¥n el

Il s'ensuit gue tous les coefficients sont tous nuls @ @y = @z = ... = 0, hormis le
premier et ag

==l
pilz) = I“'Zunl‘“ =ir=x

n=0

Seconde forme selution : nous appliquons la méthode de réduction d'ordre

-1
— [ plz=lde :
€ Jr —lE II""l

dr i {I = 1]2
vilz) — 1° v

u'(z) = = ulz) =Inz+ % = 1elz)

= ulzx) (ln:r+ i) =rinr+1
Et la solution générale & trouver est donc :

wiz)=Cix+CGlrinz+1)
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2.4 Résolution de I'équationde bessel 49

2.4 Résolution de I'équationde bessel

2.4.1 l'équation de bessel

2y +ay +{22 -1y =0, v=cte

Bl

nous allm_:n_i concidérer deus cas de bessel : v=0,v =

2.4.2 ’équetion de bessel d’ordre zéro

Py +ay +2fy=10
Reésolution formelle ;

P

mk===il k=00
iz =" 3 apzt= F aar™ i
.l:iﬂ i x? E u*{k +1Ti-]l:.5:+ -~ l::l:l'.‘k"'"'_z-l-
T N T R I
o +r ¥ ap(k+m)ztt 4 22 Y gt =0
y (z) = ¥ aslk +m)(k +m = 1)gr+m-? k=0} k=0
L k=0 s

Identification des coefficient py et gq :

lim (z - zo) gt = lim zP(2) = lim ¥ =1=F
E—tEy v T—+Ty F—Tyg

. .-zR'.'i‘E ¥ o o e i SR
Jim (o - 20)*5g = lim alg(x) = lim SF =0=0

T—I

l'équation remanide
a0 Ae=oo k=oc
E ai(k +m)(k +m - l:l'Ik"'m + E alk + m}.-::""‘”‘ - E I g e |
o) k=D k=0
1t
nmsg
g {ﬂl(m - 1_' st TI’I.] ™+ [m{m+ 1:' = o {m-l- 1]] z-rn+l & E aﬂ[fl-"|" ?n}[ﬂ"l' m - 1)Ill+ﬂl+
i iy n=g
+ 5 aa(n+mla™ ™+ + ¥ gy 7™ =0
nm=d n=2
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"

Nous avons alors les relations suivantes

agm{m—1)+m]=10
Cayimim4 1)+ (m+1)] =0
ap[(R+mlin+m=1)+(n+m) +a, =0

la premiére equation est I'équation indicielle, ce qui nous donne :

F(m)=[mm=1)+ml0=> "
mg=|:]

Si la premiére équation est choisie comme équation indicielle,alors la seconde équation

impose :

a3 [0(0+ 1)+ (04 1)]=0=> a; =0
Et la troisiéme &quation est la relation de récurrence :

o
[(n+m)(n+m-1)+(n+m)

dn[m+mlin+m—10+Mn+m)ta, s =0=a, =

]

(n+m)?

Puisqu'il s'agit d'une racine double,alors la premiére forme solution est ;

k=0
nl(z) =™ L+ am,pzt)
k=]
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2.4 Résolution de I'équationde bessel ; 61

Avec les coefficients successifs g, &) en fonction de Qmy.0)

'

im0y = Cy
= By = 0
_ “Omo) _ —Cy
Wmd) = D rme - 2
Gy — 0
4 _a{m|2] {" IJECL

o (P

= -l:]kﬂ{m'm
Qimy 2k} — W

\

D'ou 'éxpression de la premiére forme solution :

k=oc
(1)t
£) = Gim, 0)(1 = Ve =10
() 0y .DJ( +§u¢2ﬂ{ﬁ-”g] r=

La série obtenue est applée la fonetion de bessel de type letd’ordre zero

f
"i"I:i[l
rr
k=0 “(K1)

la seconde forme solution est donnée par

kmoae
B L B
mr;—m.n}rmmlzm =t

m=my

Or:
= (—1)%ag g
M T 27%(m o+ .(m + 2k - 2)%(m + k)

Mais on constate que

LT e R RO B
TRy (m+2)  (m+4) 7 (m+2%k-2)  (m+2k)
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-

T
o, 2k)

I} 1 1
B ~2 [— L S e ﬁ] Bim; 28}

5" 4 2k-2)

s

= l—l.-l-|— +L-I£ﬂ s =—Ho
= — I § E—1 k {1 2k) = ke {emy k)

Et ladeuxigme forme solution est done ¢

J““Wl:_ l]""Hk.r“

R

el z) = wm(z)nz + 2™ ap(l +

En lien de la deuxidme forme sclution, on considér souvent la combinaison g (z) et

yalz) comme suit ;

=5 | 2

wolzr) = =walz)+ wlz)y —In2)

k=32 1k+IH Tk -
5 [( Zt S )’*’“{‘”(‘“%”)]

Cette fonetion est appelée fonction de Bassel de type et d'ordre zéro.D'autres appel-
lations : fonction de Neumann,ou fonction de Weber? sont aussi utilisés la littérature.
Et la solution générale de Bassel est donc

k i E
J(2) = Y ShEr, ve >0
k= o
=1 {(1 + 5 !'—‘;,,,'Tﬁgﬁ) +Jo(z) (In 3 +y)
k=1 X

yplz) = Cydo(z), avec

2.4.3 L’équation de Bassel d’ordre un-demi

2
Il__iy.-.r + Iy' 4 {Iﬂ = (_) :'ll' =
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Résolution formule :

be=aa k=nc
I’gzﬂn{k+'m}[1{:+m—1}I*+'“"2+2:Zak{k+m]a:“m“1+( - —) Zaka:
= =0

kmmo o e kmoe
1
Zﬂg{k+1n]|:k+ﬂ1 1} E*""+§ ap(k4+mizt 4 E a*fﬁ-l-m}x*"“*ﬁﬂ—z @Gt =10
k=0 k=0

(Vest -a-dire,aprés les changements d'indices :

1

ag [mim — 1) + m] 2™ +a; fm(m + 1) + (m + 1)] 2™ - Eaﬂmm - in,m'“"‘l
k=m0 Jemno hmeo
+Z“‘“ n+m)(n+m-— 1‘I1~""’“‘+Z;1,1 (n4+m)z" "+ Ean_gar’*"'"‘— zr:r.u.r: = ),

a=2 n=2

de sorte que nous avons trois relations a satisfaire :

ag [m(im—1)+m—1] =0
ay [mm+1)+ (m+1)- 1] =0
a [(n+m)(n+m—1)+ (n+m)— 1] +a,2=0

La premiére nous sert d'éguation indicielle,ce qui nous donne :

=ik
Fy(m) = [m(m—1]+m—zl] =0= [ i _+f

ﬂig:‘—i

Comme les indices sont distancés par un nombre entier nous allons considérer d’abord
l'indice le plus élevé pour trouver la premiére forme solution.De sorte que la seconde

relation nous impose :

6 (@) +(0) )Y romans

SOLID CONVERTER PDF ) et i



2.4 Résolution de I'équationde bessel 55

de sorte que les coefficients sont o
a'l','é'-ﬂ‘:l - C|
i 7 41 | ompee
G- fn = _'_trﬂ—l ol 2
1 Toeda | TRy =10
N LT AEN T
= Ll
- U P e i T (=1PE
R T R ) e 'i’_i.'.k']".!_ =
i
ﬂ{ 5 1) = C’;!
[ =T,
U=} = ‘3“(:-:% =3
e 2 “Hi-dm _ (-1*E
! ay_1.5) 5(5- b 7 o B
_ul_-i'.ipz,' ‘-_”*“-:- o] (1%,
\ Bi-jan = TEEEST e T e o ‘I‘EI':'iﬁ’

On constate qu’ici,on a eu besoin d'aucune terme logarithmique pour obtenir une
seconde forme solution indépendante :

k= Koo
-~ 1 kxik =9 k241 s
=S i(“"zg N Z{mk)fﬂ! )E”"ﬁz”lm
0 k=0

K z

en nie retenant que la partie non multiple de y;(x) on nomme la fonction de Bassel

d’ordre moins un-demi suivant :

J_iI:I:I = (%) casx, Yr>il
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de sorte que les coefficients sont -
i
a'l',-'l'-ﬂ‘:l - Cl
fedi)- =P
4 v}..-']' e = ar
i3 -1
| G4 = 'm'ir m'xim =
o ekageny (=1t o _ [=1te
\ S-d200 = TEED T T ) 10 - I
i
ﬂ{ 5 U = G
ur-im _c
G313 = a1 — W
- T%de (1)
| B 15 ™ D S Rhea T i
B o - . ey L
LB=fal = TR T R L”.EEL'iji

On constate qu’ici,on a eu besoin d'aucune terme logarithmique pour obtenir une
seconde forme solution indépendante :

k=00 hmo
il (=1) "J:“ ; (—=1)kg2+1 COS T sinx
W) =g ( E(Ek ; B |- o g

en ne retenant que la partie non multiple de y;(x) on nomme la fonction de Bassel

d’ordre moins un-demi suivant ;

J_ifzj = (%) cosr, V>0
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Conclusion

Dans ce mémoire on a étudier les séries entiéres, qui possédent des propriétes spéciales
(convergence uniforme, régularité de la fonction somime, etc... .11 s'agit des polynémes
infinis et Jes polynémes sont faciles & manipuler (dérivation et intégration) I'utilisa-
tions des séries entiére n'est pas limité 4 la résolution de certaines équations différen-
tielles ils permettent dans certains cas des représentations simples de fonctions trés
complexes (fonctions transcendantes) Le domaine d’application des séries entiére est
trés vaste, Ils permettent de donner des approximations numériques de fagon précise
(fonctionnement d'une calculatrice) le caleul numérique d'intégrales; Caleul appro-
ché de valeurs numériques de certaines fonctions (exponentielle, logarithme, . . . ) et
généralization de certaines fonctions au cas complexe.
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