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AVANT PROPOS

Ce polycopié regroupe une série de cours et exercices sur la mécanique du point
matériel, il est destiné aux étudiants de la premiére année LMD des sciences et
matériaux (SM), et sciences et techniques (ST), il peut servir comme un support de
cours aux étudiants.

Le contenu de ce polycopié est structuré en quatre chapitres conformes aux
programmes du premier semestre :

» Le premier chapitre donne les principales notions de base sur des rappels
mathématiques : analyse dimensionnelle, calcul d’incertitudes, analyse vectorielle
et nous terminons ce chapitre par opérateurs différentiels.

» Le deuxiéme chapitre est consacré a la cinématique du point matériel permet
d'¢tudier les relations entre les parametres du mouvement (position, vitesse,
accélération, etc.). Son but est de décrire les mouvements d’objets sans
s’intéresser aux causes qui les produisent. Ensuite, nous ¢étudions les
différents types de mouvement et les différents systémes de coordonnées
(cartésiennes, polaires , cylindriques et sphériques). Finalement nous terminons
ce chapitre par I’é¢tude du mouvement relatif (changements de référentiels).

» Le troisiéme chapitre traite de la dynamique du point matériel, dans le cadre de la
mécanique de Newton avec ses trois lois , de la quantit¢ de mouvement , les
forces fondamentales et enfin le théoréme du moment cinétique.

» Le quatriéme chapitre concerne le travail et I’énergie. Nous considérons dans
ce chapitre le travail d’une force et nous introduisons les concepts d’énergie et de

puissance

A la fin de chaque chapitre, on propose des exercices avec leurs solutions.
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Chapitre I : Rappels mathématiques

I-1. Analyse dimensionnelle

I-1-1. Unités

Une unité de mesure est un étalon nécessaire pour la mesure d'une grandeur physique.
I-1-2. Systémes d’unités en physique

Un systeme d'unités de mesure est défini par un choix conventionnel de grandeurs de
base auxquelles sont associées des unités.

A/ Systeme CGS

e les grandeurs de base : longueur (centimetre), masse (gramme), temps
(seconde).

B/ Systeme MKSA ou de GIORGI

e Les grandeurs de base : longueur (metre), masse (kilogramme), temps (seconde),
intensité électrique (ampere).

C/ Systeme international SI

e Les grandeurs de base : sont sept grandeurs physiques indépendantes comme le
résume le tableau (I-1).

Grandeur Nom de ’'unité SI | Symbole de ’unité

Masse kilogramme kg

Longueur metre m

Temps seconde s

Intensité électrique Ampere A
Température thermodynamique Kelvin 0K

Intensité lumineuse Candela cd

Quantité de matiére mole mol

Tableau 1: Unités du systeme international (SI).

D/ Unités dérivées
Les unités dérivées sont des unités de mesure qui combinent plusieurs unités

fondamentales.
Exemple : Newton (1N = 1kg.m.s?), Joule (J), Ohm (Q)...
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E/ Unités secondaires
En plus des unités fondamentales il existe des unités secondaires pour quelques
grandeurs.

Exemple : La température : degré celcius (°C), volume : litre (1), pression :
atmosphere (at), énergie : calorie (cal)...
F/ Unités supplémentaires

les unités supplémentairescontient deux unités sans dimension :

Radian (rad), unité de l'angle plan (ayant son sommet au centre d’un cercle,
interceptant, sur la circonférence de ce cercle, un arc d’une longueur égale a celle du
rayon),

Stéradian (sr), unité d'angle solide (ayant son sommet au centre d’une sphére,
découpant sur la surface de cette sphere, une aire égale a celle d’un carré ayant pour
coté le rayon de la sphere.).

G/ Multiples et sous multiples

e Sous multiples

Coefficient | 107! 102 10 10 10° 1012 1071 1018
Préfixe Déci centi milli | micro | nano pico | femto atto
Symbole d c m u n P f a

Tableau 2: Sous multiples
e Multiples

Coefficient | 10*! 10%2 10%3 10%6 10%° 10+12 105 | 10*18
Préfixe Déca hecto kilo | méga giga téra péta exa
Symbole da h k M G T P E

Tableau 3: Multiples
I-1-3. Equations aux dimensions

Les équations aux dimensions sont des écritures conventionnelles qui résument
simplement la définition des grandeurs dérivées des unités fondamentales.

Les équations aux dimensions permet :

e De déterminer I'unité composée d’une grandeur en fonction des grandeurs
fondamentales.

e De tester si une formule est homogene.

e De faire des conversions d’uniteés.

Plus généralement, dans la symbolique dimensionnelle des grandeurs de base, on

appelle dimension d’une grandeur dérivée (G), la relaion :

dim G =[G] = MELATYISOENH]Y .o cev e e e e e (1= 1)

Oua, B, 7, d, & netvsont des nombres réels. L’ équation [G] est appelée équations
aux dimensions ou bien homogénéité dimensionnelle.
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I-1-4. Exercices

Exercice 01 : Déterminer 1’équations aux dimensions et les unités de : la vitesse,
I’accélération, la force, le travail, I’energie, la pression et la puissance .

e Lavitesse:V = §—> V] = [[t] [V] =
e L'accélération: a = ——> [a] = [[T] - [a
e Laforce: F =m. a—>[F] [m][a
e Letravail: w=F.l- [w] =[F][l

L
T

- [V]=LT"t. L'unité:ms™?!
LT

-1
] — [a] = LT~2. L'unité : ms—?2
[a] = MLT~2. L'unité : kgms 2
[w] = ML?T~2. L'unité : kgm?s~2

-
-
e L'energie: E =%.m.v2 - [E] = E] [m][v?] - [E] = 1. ML?T 2,
L'unité : kgm?s~2
e Lapression:P =F/S— [P] =[F]/[S] = [P] = ML T2, L'unité : kgm™1s2
e Lapuissance: p = w/t - [p] = [w]/[t] = [p] = ML*T 3. L'unité : kgm?s~3

Remarque : les fonctions exponentielles, logarithmiques, trigonométriques ainsi que
les constantes, et tout ce qui se trouve a l’intérieur de ces fonctions ont pour
dimension la valeur 1.

[sinf] =1,[0] =1,[e*] =1,[x] = 1,[logx] = 1,[5] = 1,[r] = 1.

Exercice 02 : On exprime la vitesse d’un corps par I’équation v = At3 — Bt

ou treprésente le temps. Quelles sont les unités (SI) et les dimensions de A et B?
[v] = [At®] = [Bt]

[v] = [At®] = [v] = [A].[t°]

[v

- [A] = ]] _Lr

T3

l—|

= [A] = LT™* (unité : ms™%).

[v] = [Bt] = [B] = %

-1

= [B] = = LT ™2 (unité : ms™2)

Exercice 03 : A partir de 1’équation aux dimensions d’une grandeur G, retrouver le
rapport entre les unités MKS et CGS lorsque G est (a) une force, (b) une énergie, (c)
une pression ou (d) une puissance.

a) Force : [F] = MLT 2 = 1 Newton = 1 kgms™2 (MKS)
= 1 Newton = 103g102cms™2 (CGS)
= 1 Newton = 10°gcms~2 (CGS)
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= 1 Newton = 10°dyne
b) Energie : [E] = ML?*T~2? > 1 Joule = 1 kgm?s~2 (MKS)
= 1 Joule = 103g10*cm?s~2
= 1 Joule = 107 gem?s~? (CGS)
=1 joule =107 ergs
c) Pression : [P] = ML™T~2 = 1 Pascal = 1kg/ms? (MKS)
= 1 Pascal = 103g/10%cms? (CGS)
= 1 Pascal = 10g/cms? (CGS)
= 1 pascal = 10 Baryes
d) Puissance : [p] = ML™1T~2 = 1 watt = 1 kgm?s~3. (MKS)
= 1 watt = 103g10*cms=3 (CGS)
= 1watt = 10’ gecms ™2 = 10°dyne. 102cms™?!
= 1 watt = 10’ dyne.cms™?
Exercice 04 : Supposons que 1’on prenne pour grandeurs fondamenrtales la pression
p, la masse volumique p et la fréquence f. Quelles sont les dimentions de I’énergie E
et de la force F.
[F] = MLT ? et [E] = ML*T 2.
Les dimensions de la longueur L, la masse M et le temps T en fonction des nouvelles
grandeurs fondamentales la pression p, la masse volumique p et la fréquence f.
[p] = ML'T2, [p] = ML et [f] = T~
donc [T] = 1, lp] =1’T 2> (L] = pl/zp‘l/zf‘1
o]
[M] = p[L3] = [M] = p/2p~"/2f =3

Donc les dimensions de [E] = pS/Zp_g/Zf_3 et [F] = PS/ZP_lf_Z-

I-2. Calcul des incertitudes

I est imposible de connaitre une valeur exacte d’une grandeur physique. Elle doit étre
accompagnée d’une marge d’erreur appelée incertitude ; mais il est importante de
connaitre cette incertitude de la mesure.

Toute mesure est affectée a la pression limitée des appariels et 1’erreurs humaines
(expérimentateurs).

I-2-1. Erreur
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Selon le sens général du mot, une erreur est toujours en relation avec quelque chose
de juste ou de vrai, ou qui est considéré comme tel. Il en est de méme en physique. On
a deux types d’erreurs, absolue et relative.

I-2-1-a. Erreur absolue

L’erreur absolue de mesure d’une certaine grandeur x est la différence entre valeur
mesurée x, et valeur exacte X, , on note : x = xy — x, . Cette erreur est un nombre
algébrique puisqu’elle peut étre positive ou négative.

I-2-1-b. Erreur relative

Par définition I’erreur relative est le rapport de 1’erreur absolue a la valeur exacte :

i—:. L’erreur relative n’a pas d’unité ; elle nous indique la qualité du résultat obtenu.
Elle s’exprime généralement en % (pour cent).

I-2-2. Incertitudes

I-2-2-a. Incertitude absolue

Soit x une quantité obtenue expérimentalement. On va supposer que la meilleur
estimation de x est une valeur est située entre deux bornes : X;,in < X0 < Xmax

On peut écrire : x = x5 + Ax

Figue 1I-1 : Incertitude absolue
Ou la meilleur estimation x, et I’incertitude absolue Ax sont calculées comme suit :

_xmax+xmin A _ Xmax ~ Xmin
o= e AETT T

L’incertitude absolue : est I’erreur maximale que 1’on peut commettre en mesurant x.
Elle a la méme unité que x.

I-2-2-b. Incertitude relative

. . . . S . Ax ,
Soit x = x, + Ax, alors I’incertitude relative sur x est définie par : - Elle n'a pas
0

d'unités et s'exprime en général enpourcentage.On détermine la précision d’une
mesure a partir de son incertitude relative.

1-2-3. Méthodes de calculs des incertitudes
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Considérons G une grandeur physique dépendant des variables indépendantes x, y et
Z, quon notera par G(x,y,z). Ax,Ay et Az sont des incertitudes absolues
respectivement de x, y et z.

Comment calculer I’incertitude AG ? on a deux méthodes mathématiques :
I-2-3-a. Premiere méthode : méthode des différentielles partielles

La déffirentielle totale de G est notée dG (x, y, z), est donnée par la relation suivante :

oG oG G

dG = a—xdx + Edy +—dZ o (1= 2)

G 0G

G o . .
Ou, %%’ oy et 9 sont les dérivées partielles de la fonction G par rapport aux

variables x, y et z.
D’aprés le calcul des dérivées partielles on va prendre la valeur absolue de ces

dernies; puis la déffirentielle totale (d) devient un incertitude absolue (A).

AG—|aG|A + aG|A + aG|A [-3
= 3% X 3y 3% PP AR )

Exemple : si G (x,v,z) = x?y +y + zx
Nous avons alors, dG (x,y,z) = 2xy + z)dx + (x> + 1) dy + xdz

I-2-3-b. Deuxiéme méthode : méthode logarithmique

Si G = f(x,y,z) se présente sous la forme de produit et ou quotients, on simplifie les
calculs avec la différentielle logarithmique dG/G pour exprimer directement
I’incertitude relative AG /G qui conduira ensuite au calcul de I’incertitude absolue AG.

Il consiste a prendre le logarithme népérien aux deux membres de I’équation puis on
prend la différentielle. Cela revient a remplacer tous les différentielles (d) en des
incertitudes (A) puis a affecter a chaque multiplicatif un signe positif.

A/ Cas d’une addition et différence
On calcule I’erreur absolue dx d’une grandeur x : c’est le principe d’une dérivée

simple :

six=a+b=>dx=da+db
{ et e e (I = 4)

six=a—-b=>dx=da—-db™" """

D’apres le calcul des dérivées on va prendre la valeur absolue de ces dernies; puis la
déffirentielle totale devient un incertitude absolue. Donc I’incertitude absolue s’écrit :
Ax = Aa + Ab.

B/ Cas d’un produit et quotient
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. dx o e o
On calcule I’erreur relative - c’est le principe d’une dérivée logarithmique :

d
(dérivée de Inx = 7’“ ).

d d db
e I%cas:Six=ab=lnx= lna+znb:>7x = 7“+7... i (1= 5)
. b
) 2 cas: Six =aT:>lnx = lna—f
= Inx = lna + Inb — Inc
d d db d
s = e (1= 6)

X a b c

D’aprés le calcul des dérivées partielles, on va prendre la valeur absolue de ces
dernies; puis la déffirentielle totale devient un incertitude absolue. Donc 1’incertitude
relative est :

Ax  Aa  Ab \ Ax Aa | Ab | Ac
Pourle 1 cas: — = — + —etpourle2*™cas: — = — + — + —.
x a b x a b c

I-3. Exercices

Exercice 01 : Un étudiant évalue I’accélération g de la gravité, en mesurant le temps
de chute ¢ d’une pierre d’une hauteur hjusqu’au sol. Apres plusieurs mesures, il
obtient : t = (1.6 + 0.1) s. Sa mesure de la hauteur 4 étant : h = (13.5+ 0.1) m

Puisque / découle de la formule h = % g t2, elle peut maintenant calculer g, soit :

2h 5
g= 7z = 10.5 (m/s*)

Que vaut 'incertitude A g ?

Solution : on utilisant la méthode logarithmique :
2h
Ing = lnt—2 = Ing = In(2h) — Int?
= Ing = In2 + Inh — 2int

dg d2 dh dt
>-S=—4+—-2—
g 2 h t

Enfin, on remplace les éléments différentiels par les incertitudes sur les grandeurs

associées et on transforme tous les signes négatifs en signes positifs. On obtient :
Ag Ah At
—_— = + J—

g h Tt
h_ 01 _ o AC_01_
n o135 T T1e T 0
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A
?g = 0.7+ 2 X 6.25 = 13.2 (incertitude relative).

13.2 13.2

Donc incertitude absolue Ag = g X — = 10.5 X — = 1.4 m/s?
100 100

Exercice 02 : Calculer I’incertitude relative sur la mesure de la résistance équivalente
a deux résistances montées :

a) En série ; b) en parallele. La précision sur R et Rz est 1073,

Solution
a) Incertitude relative sur la mesure de la résistance équivalente a deux résistances

montées en série :

R
R, R, eq

i I ==

Req = R1 + R2
lnReq = 1n(R1 + Rz)

dReq d(Ry+R;) dR; +dR,
Req Ri+R,  Ri+R,

dReq  dR; N dR,
Req Ri+R, R +R,

dReq  dRy R1+ dR, R,
Req Ri+R,’Ry Ry +R, R,

dReg  dR;, R, dR, R,
Req Ri+R,’Ry R +R,Ry

dReg dR; Ry +dR2 R,
Req Ry 'Ri+R, R, Ri+R,

AR.; AR, R, AR, R,

. + .
Req Ri Ri+R, R, R{+R,

AR, AR,
1 _ T2 _ 1073 =0.19
RR %
AR.. AR R R AR

°q _ 1.( 1 4z )= 1 -01%
Req Ry \R +R, R, +Ry) Ry

b) Incertitude relative sur la mesure de la résistance équivalente a deux résistances
montées en parallele :

Loi = L B
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1 1 1 R..R,

—=—+—3R, =

R, Ri Ry Ri+ R,
R..R,

lnReq =lIn TR = lnReq = ln(Rle) - ln(Rl + Rz)
1 2

lnReq = lan + lnRz - ln(R1 + Rz)

dR., dR, LR d(Ri+R)) _dRy dR,  dR

dR,

R

dR dR R dR R
e
R, Ry R{+ R, R, Ri+ R,

dReq_de( R, ) dRZ( R4 )

Ry Ry \Ry+Ry) Ry \Ry+R,

AReq=AR1< R, )+AR2< Ry )

R, Ry \Ry+Ry) " R, \Ry +R,
AR, AR,
—=—==10"%=10.19
R R %
AR,, AR R R AR
4 = 1.( 1 4z )= L= 0.1%
R,y R \Ri+R, R +R) R

I-4. Rappel sur les calcul vectoriel

I-4-1. Grandeurs physiques

eq R4 R, Ri+R, R4 R, Ri+R, R;+R,

En physique, on utilise deux types de grandeurs : les grandeurs scalaires et les

grandeurs vectorielles.

I-4-1-a Grandeur scalaire : est toujours exprimée par une valeur numérique suivie

de ’unité correspondante. Par exemple : la masse s’exprime en Kilogramme.

I-4-2-b Grandeur vectorielle : Gandeur vectorielle est une entit¢é mathématique

définie par une origine, une direction, un sens et un module :

e [’origine : le point d’application (le point A).

e La direction : la droite qui porte le vecteur. Elle est définie par I’angle 6 mesuré

entre un axe de référence et le support.

e Le sens : représente I’orientation origine-extrémité du vecteur et symbolisé par une

fleche 4B .

e Le module, norme ou I’intensité : représente la valeur de la grandeur mesurée par

le vecteur AB = ||E||
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Extrémité

Origine
Direction

Figure I-2 : Représentation d’une grandeur vectorielle.
I-4-2. Propriétés
I-4-2-a.Vecteur libre : Si I’on se donne simplement la direction, le sens et le module.

I-4-2-b.Vecteur lié : un vecteur 1li€ est un vecteur dont le support et le point
d’application sont fixes.

a
Figure 1-3 : Vecteur lié.

I-4-2-c.Vecteur glissant

Un vecteur glissant est un vecteur caractérisé par son module, son sens et son support.
On peut glisser ce vecteur sur son support sans changer son effet physique.

Figure I-4 : Vecteur glissant.

I-4-2-d.Vecteur unitaire

A chaque vecteur on peut associer un vecteur unitaire qui a la méme direction et de
norme €gale a un. On obtient le vecteur unitaire en divisant le vecteur initial par son
e rd s e | —
module : A = |A|u = ||A||u =Au;
avec ||A|| = |A| = A (Ie module de vecteur A) et U (le vecteur unitaire)
-
A

-
u

Figure I-5 : Vecteur unitaire.

10
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I-4-3. Opérations sur les vecteurs

I-4-3-a. Addition de deux vecteurs

-

La somme de deux vecteurs libres 4 et B forme un autre vecteur ¢ = A + B appelé
résultant obtenu par la regle du parallélogramme.

Figure I-6 : Addition de deux vecteurs.

I-4-3-b. Soustraction de deux vecteurs

La soustraction de deux vecteurs c’est la somme d’un vecteur avec ’inverse de ’autre
vecteur, le résultant est obtenu par la regle du parallélogramme.

A—B=A4A+(-B)

Figure I-7 : Soustraction de deux vecteurs.
I-4-3-c. Produit d’un vecteur par un scalaire
Le produit d'un vecteur A par un scalaire a est un vecteur, noté (o Zf) tel que :

e sa direction : est celle de 4 ;
rd . . .
e son sens : méme de A si o> 0, et de sens opposi sia <0 ;

e son module : est égal ||a/T ||

A ad
—_ 3 a>0
ad A

A
v

Figure I-8 : Produit d’un vecteur par un scalaire.

I-4-4. Reégles de calcul
Si A), B et C sont des vecteurs et si o et B sont des scalaires, on a alors :

e Commutativité: A+ B =B + A.
e Associativité : 4 + (§ + 5) = (/T + §) +C, par rapport a 1’addition.
a(ﬂ/f) = (aB)A = B(ah), par rapport 2 la multiplication.

11
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e Distributivité : (a + B)A = ad + BA
a(ﬁ+§)=aﬁ+a§

I-4-5. Composantes d’un vecteur

Soit A un vecteur, la projection de ce dernier sur les axes Ox, Oy et Oz donne :

A= 0AT+ 0BI+ 0Ck

Les composantes du vecteur sont les valeurs algébriques des projections orthogonales
de A sur les directions définies par les vecteurs de base.

Les valeurs algébriques OA , OB et OC sont respectévement A, , A, et A, ; sont

appelées les composantes de vecteur A.

Donc: A= AT+ AyT+ Ayk o v e e e e (L= 7)
ZA
C \
\\\\ j
Az
E‘k N Ay B
- I y
L >
Ax //,,
A _______________ //’

Figure I-9 : Composantes d’un vecteur.

I-4-6. Module d’un vecteur

Ay
Le module d’un vecteur 4 = Ay | est donné par :
A,
A= |4 = \/(Ax)z S L ¢V LY ¢ )

I-4-7. Produit scalaire

- -
Le produit scalaire entre deux vecteurs donnés A et B non nuls est un produit qui
donne comme résultat un scalaire (nombre réel).

I-4-7-a. Forme géométrique du produit scalaire

Par définition du produit scalaire : AB= ||/T|| ||§||cos 0

Ou, 0 =(AT, §) est I’angle entre les deux vecteurs AetB.

12
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v

A

Figure I-10 : Illustration du produit scalaire.

Le produit scalaire de deux vecteurs est égal au produit du module d’un vecteur
avec la projection du l'autre vecteur sur celui-la, ou vice versa.

1-4-7-b. Forme analytique du produit scalaire

En posant (Ax,Ay,AZ) et (Bx,By,BZ) les composantes respectives de A et B dans la

base orthonormée directe (7, J , E), le produit scalaire de ces deux vecteurs est le
scalaire défini par la relation :

A.B = (AT + AyJ + A,k). (BT + B,J + B,k)
AB=ABy+AyBy+A,Byccoioiiiiiiiiei (1-9)

Car la base (T, 7 E) est une base orthonormée directe :

0
0 et [IZl = IIjll = ||| = 1
0

Ly
e Orthonormée : {7.k
j.k

INf=k
e Directe : {j A ]_5 1 ; doivent respecter la regle de tire-bouchon.
KAT=]

On place un tire-bouchon le long de 1’axe (o0z), et on le fait tourner dans le sens
trigonométrique, qui ramene (ox) vers (0y) =(o0z) est dérigé vers le haut.

INT=]A]=kAk=0;
- - 7 ZA
IN]=k;
FAKk =1;
kKAT=7].

LA

k -

]
i AR A4

Figure I-11 : Permutation circulaire

13
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I-4-7-c. Propriétés du produit scalaire

- G =g . .
Si A, B et C sont des vecteurs non nuls et si a et B sont des scalaires, on a alors :

—

e Commutativité : A.B = B. A
A+0etB # 6, alors: ALB = (E,E) =11/2 =>A.B = 0.
AlB=>AB,+A,B,+4A,B,=0

e Orthogonalité : Si A #

e Distributivité : (A + B).C = A.C + B.C , par rapport & ’addition
a(ﬁﬁ) = (aB)A = B(ah), par rapport 2 la multiplication.
e Linéarité : (aﬁ). (BE) = (aB)(A.B).
o A.A=42
e Le produit scalaire de deux vecteurs non nuls colinélaires est égale le produit de
leurs modules.

Si A+0 et§¢6,alors:ﬁ)//§=>(j,\§) =0=>A4.B = |/T||§|

e [’angle formé entre les vecteurs A et B est donné par :

=

—~ 1B A,B,+A,B,+ A, B
(A,B)=Arcos<:4—B_,>=Arcos xbx ¥ Ay Oy + 42 5
Al 11B] J

AlZ+A+ AZZJBxZ +B,” + B,*
I-4-8. Produit vectoriel

Le produit vectoriel entre deux vecteurs donnés A et B non nuls est un produit qui

donne comme résultat un autre vecteur C.
I-4-8-a. Forme géométrique du produit vectoriel

Par définition du produit vectoriel :

-

C =ANB = ||A||||B||Sin6 @ e oo v e v s v eve e e (L= 10)

0= (/T, E) est ’angle entre les deux vecteurs (f_l)et §); U : le vecteur unitaire.

o
ol
_;_ -
wn

<l
S}

\ 4

N

Figure I-12 : Produit vectoriel.

e Le vecteur C est perpendiculaire au plan construit par A et B. La direction de C est
donné par la regle des trois doigts de la main droite.

14
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Ny

Figure I-13 : Regle des trois doigts de la main droite.
e Lanorme de produit vectoriel représente 1’aire du parallélogramme formé par les
deux vecteurs A et B : ||5|| = ||/T/\ §|| = ||/T||||§|| |sin(/_1), §) .
h= ||§||Sin (fi\ﬁ) , donc la surface :

= 14 A Bl=n JA]

e Lesensde C esttel que le triedre (/T, §, A A B) est direct.

1-4-8-b. Forme analytique du produit vectoriel

Le produit vectoriel peut étre calculé par la méthode directe en coordonnées

Ay By
cartésiennes dans un repere orthonormé direct : A=|4, ) B=|B,
A, B,
ANB = (A0 + Ayj + Ak) A (BT + Byj + Bk)
o] +k| o,
AAD — _ "y Az - AxswAz| > |Ax Ay o
ANB=|A, A, Af= |By>§BZ U— B}(){BZ j+ Bx)§3y|k
B, B, B,
ANEB = (A,B, — A,B))T- (AxB, — A,By)j + (AxBy — AyBk oo e (1= 11)

I-4-8-c. Propriétés du produit vectoriel

Si [1), B et C sont des vecteurs et si o et B sont des scalaires, on a alors :

e Nul si et selement si 1’'un des vecteurs est nul ou si les deux vecteurs sont

colinéaires : ANB=0eA=00u B = Bouﬁ//ﬁ;
e Non commutatif: ANB=—-BAA ;
e Non associatif : 4 A (§A5) * (A)Aﬁ) AC;
e Distributif par rapport & la somme vectorielle : 4 A (§ +C ) = AANB+AAC.
e Linéarité : pour tout réel n : n(/f A §) = (nﬁ) AB=A4An (n§) ;
e ANA=0.

15
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1-4-9. Double prouduit vectoriel

13

Le double prouduit vectoriel des vecteurs A, B et C est un vecteur défini par :
ANBAC) = (AE)E = (AB).C oo (1= 12)

1-4-10. Produit mixte

I-4-10-a. Forme géométrique du produit mixte

Par définition le produit mixte des vecteurs A BetCestla quantité scalaire :

A.(BAC) = A||B AC]cos(AD) oo (1= 13)

ou D : le vecteur perpendiculaire aux plan formé par les deux vecteurs BetC.

A

—
2 ’1
D 7 an

Figure 1-14 : Produit mixte.

La valeur absolue du produit mixte mesuré représente le volume du parallélépipede
construit par les trois vecteurs.

1-4-10-b. Forme analytique du produit mixte

AX Bx
Soient trois vecteurs dans un repere orthonormé directe A=|4, |, B= (By> et C =
B,

Cx
(Cy . Le produit mixte peut étre calculé par la méthode suivante:
C,

+4, —4y +4,
A(BAC)=|B, B, B,

. ¢
A(BAC)=4 Py & Be| _ Be s Bzl 4 a Bx}{By|
' Bl Tt Yol e [ Woll IRl (ol Woll |

A (BAC) = A,(ByC, — B,C)) — A, (B,C, — B,Cy) + A,(B,Cy — By Cy) .. (1 — 14)
Exemple :Pour la base orthonormée (7,7,k), ona:

IAj=F KAai=J jak=1 etflil =7l =[]

16
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1 0
IAJ=10 A 1
0 0 fjﬁ

IAJ=(0Xx0—1x0)7—(1Xx0—-0x0)j+(1x1-0x0k =k

1-4-10-c. Proprétés du produit mixte
Le produit mixte est invariant par permutation circulaire : 7/
A(BAG)=B.(Cnd)=C.(AnD). i

I-4-11. Exercices

Exercice 1 : On considere , dans un repere orthonormé OXYZ, les trois vecteurs :

-

A=21—-j+k, B=—i+ketC=j—-2k .

1/ Calculer leurs modules.

2/ Calculer les composantes ainsi que les modules des vecteurs :
D=A-B+CetE=A+2B-C.

3/ Déterminer le vecteur unitaire U porté par le vecteur D.

4/ Calculer le produit scalaire et vectoriel des vecteurs AetB

5/ Calculer I’angle compris entre les vecteurs AetC.

6/ Calculer les produits A. (§ AC ) et A A (§ AC )

Solution

1/ Le calcul des modules :

A=Al =V@2+ D2+ (D)2 =6
B=|B||=J(=D2+ ()2 =2
c=|C]l=J)2+(=2)2=+5

2/ Le calcul des composantes et les modules des vecteurs D etE.

>l
I

A-B+C=2i-]+k)—(~T+k)+ (- 2k)

>l

= QU+ + (=] +)) + (+k — k — 2k)

D=Q+1DI+(1+1Dj+H1-1-2)k

oy

~—p—

17
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D = 37— 2k.

Le module de D :

D =|D|| =/(3)? + (-2)2 =13

E=A+2B-C=(2i—j+k)+2(-1+k)— (- 2k)
E=(20-j+k)+(-2i+2k) - (j - 2k)
E=0Q2-2i+(-1-1Dj+(1+2+2)k
E=-2j+5k

Le module de E

E=|E|| =/(=2)2 + (5)2 =29

3/ le vecteur unitaire i porté par le vecteur D.

. — o, o = — B
Si le vecteur u est un vecteur unitaire du vecteur D alors, U = >
L, 3., 2 z
Uu=—Ii——

V13 V13

4/ Le produit scalaire et vectoriel des vecteurs AetBest:

2\ /-1
AB= (-1).( 0) =@ED+EDO + M@ = -1
1 1

-

5/ L’angle compris entre les vecteurs AetB.

A.B =||4|.||B]| cos 6 .tel que 6 = (4 B)

6=A < AB > A ( - ):>0 106.78°
=ATrCOS|—=—=7 | = ATr COS |\ ——= = .
4] [|B]] V6.v/2

6/ Le calcul des produits A. (§ A f) etAA (§ A f)

Pour calculer le produit A. (§ AC ), calculons dabord le produit vectoriel BAC. 11

vient :

— - >

IR N A R

-1 1
0 -2

% alF
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Une 2°™ méthode pour calculer le produit mixte A. (E AC ) :

+ -+
iGn0=(2 7 =l Y-onld Yol o
0 1 -2

= @DIO=2) -OD]—DIEDE2) = (DO)] + DIED @) = (0)(0)]
=@QED-ED@+MED =-1
Nous calculons ensuite le produit A. (§ AC ) Nous trouvons :
2 -1
A(BAC)= (—1) . (—2) =)D+ (D(=2) + (-1 = -1
1 -1
Le produit AN (§ A 5) :

— 3

.. +U -] +k _

AnErO=| 2 a1 = -2 3
-1 =2 -1

= [(-D(-1) - DEDIT-[2)(D — DT+ [(2)(-2) - (-D(-D]k

=3U+j—5k

2
-1

-

i+

~IF

Exercice 2

1/ Le vecteur (1, a, b) est perpendiculaire aux deux vecteurs (1,2,0) et (-1,1,2).
Trouver aetb.

2/ Montrer que : (4 A §)2 = A%B? — (4. §)2
Solution

1/ On a: (1,a,b).(1,2,0) =0et(1,a,b).(—1,1,2) =0 et cela donne les deux

1

. . (142a=0 a=-3
€quations : {—1+a+2b=0=> b:i
4

2/ (A AB)" = (ABsingii)? = A?B2sin?0 (ii)?
(AAB)" = A2B2(1 - cos?0 ) (ii)?
(AnB) = A2B?—A2B?cos20
(AnB) =428~ (4.B)

6 = (A), §) ,U : est le vecteur unitaire.
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1 2
Exercice 3 : Soient les deux vecteurs 4 (a) ,B (—3) . Trouver a et § pour que B
p 4

soit parallele a A

Pour que les deux vecteurs Aet B soient paralleles il faut que la relation . Soit

B=A.A vérifiée, avec A constante.

2
g - A
E_i B |3 (a
1 A a2
f B
21
2—1
1 A=2
-3 3
= — = = = ——=
2 *=73
4 =2
I_ﬁ

Exercice 4 : Monter les relations suivantes :
1/@A(bAE) =b.(4.¢) — &(d.b)

2/d A (l; AC) + BA@AQG) +EN (@n B) = 0 (identité de Jaccobi).
Solution

On pose que : d = (ay, Ay, az) , b= (bx, by, b;) et € = (cy, Cy, 7).

1/an(bAc) =2

N [ ]_) E byCZ - bzcy [
(b A 6) = |bx by b,|=| —bxC; +bscy J
Cx Cy ¢, bycy — bycy | \k
B, ! J k
an(bnc)= QA ay a,

byCZ - bzcy —beZ + bzcx bey - bny

an (l; AE) = [ay(bxcy — bycy) — az(—byc, + b,c)|t
- [ax(bxcy — bycx) —a,(byc, — bzcy)]f
+ [ax(—bxcz + b,cy) — a,(byc, — bzcy)]E
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an(bAd)= [aybec, — aybycy + azbec, — azb,c, + beacc, — beacc, |t
+ [—aybycy + ayx bycy + a, byc, — azb,cy + bya,c, — byayc,|f

+ [axb ey — aybyc, — aybyc, + ayb,c, + bya,c, — bya,c,)k

bx axCx + ayCy + a’ZCZ Cx axbx + ayby + azbz i)
an (b AE) = || by || axcx + aycy +azc, | - (cy> axby + a,b, + a,b, i
b, AxCx 1 ayCy + azC, Cz/ \a,b, + ayby +a,b, k

an (E A©) b. (axcy + aycy + azc,) — C. (axby + ayby, + a,by)
daA(bAd)=h.(d.¢) —¢(ab).

2an(bAE)+bA@EAE) +EA(GAD) =2

D’aprées la solution de la question (1) en résulte que :

@A (bAE)=b.(d¢ —&(@b).....(1)

bA@EAQG) =2 (b.d)—d. (b.€) .2
eA(@Ab)=d.(¢.b)—b.(.d).....(3)

(D+ (2) + (3) = 0 (Identité de Jacobi).

I-4-12. Dérivée d’un vecteur donné

On considere un point M qui ce déplace dans une trajectoire (A) donnée .A I’instant
(t + At) le point M occupe la position M’.

D’aprés la définition mathématique de la dérivée, la dérivée d’un vecteur U défini
par :

du Ut +de) —u(e)

— = lim

dt  At-0 At

Ona:u(t) = OM et U(t +dt) = OM.".

Donc, U(t + dt) —u(t) = OM — OM' = MM’ ... ... ... e v cer vee e eee e we e o (I = 15)
M(t) A
A M)
u(t) M(t+dt)=M’
U(t + dt)

v

Figure I-15 : Dérivée d’un vecteur.
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di(ty = MM _dOM
dt = A%zn)o At = dp e

e (1= 16)

Plus dt — 0, plus M et M’ sont proches, donc MM ' est tangent a la trajectoire (A).
I-4-12-a. Propriétés de la dérivée d’un vecteur

Soit Uu(t) et ¥(t) deux fonctions vectorielles donnés:

d@+v) du dv
* — = — 4 —
dt dt dt
d(au) _ du
ac Yt
* soit f (¢) une fonction dépend du temps t :
d[f (t)u] du N _af()

a O i

On prend un exemple pour mieux assimuler :

A7) __db  di

* soita € R; (avec a constant)

dt dt  dt
d@nD) _di o di
ac dc VT ae

Remarque : soit %(t) un vecteur de module constant |1 (t)| = cS*®

u(t).1u(e) = [u()|lut)|cos (0)

W(D).1(t) = [ = cste

dlu(t).u(t)] du(t) L du(t)
7t = u(t) +u(t). Tt

d[u(t).u(t)] L du(t)
@ A®—g— =0
du(t du(t

l;i ) () = u(t). Z(t ) (car le produit scalaire est commutatif).
D 2%+0 u(t dﬁ(t)—0:>_)t J_dﬁ(t)

onc 2 # 0, u(t). Frk u(t) It

Un vecteur de module constant est perpendiculaire a sa dérivée.

I-4-13. Exercice
Soient les vecteurs suivants : 4 = 2t — t2] + k et B = —2¢37

Calcul de la dérivée du produit scalaire A.Bet produit vectoriel AAB.
Il y’a deux méthodes pour calculer ces dérivées.

lere méthode : Nous calculons directement le produit puis nous derivons ;
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L 2t\ [/-2t3
1/A.B = (—t2>.< 0 ): 2o)(-2t3) + (-t (0) + (1)(0) = —4t™.
1 0

d d
— (A.B) = — (—4t*) = —16t3
ac (A B) = g (49
PR [Tk 2 2t 2t —t2| >
2 AnB=| 2t —¢ q|=F Yz |2t3éf 58 e
=2t 0
- - i) _j I_c) —
ANB=| 2t —2 q|=-2t%-2t%k
—2t3 0 0

d — —> - -

— (AAB) = —6t%] — 10t*k

dt

méthode : Nous utilisons la loi de la derivée :

., di_ _dB
(AB)_— B+A.E

- ()
4

(4.B) = —4t3 — 123 = —16t>

dt
dA _, dB
2/ — (A/\B) __AB+AAE
4 2 —2t3 2t —6t2
— (AnB)={-2t|a{ 0 |+ <—t2>/\ 0
0 0 1 0
d - o —2t3|~ 2 =283|=
E(AAB)_ 0 0 _|O 0 -2t 0 |
2t 2t —6t2| 7
oy | 0 —t2 0

d — — - -
— (AAB) = —6t%j — 10t*k
I-4-14. Operateurs différentiels

Les operateurs différentiels sont des combinaisons de dérivées partielles par rapport
aux coordonnées d’espace. Le gradient, la divergence et le rotationnel sont les trois
principaux operateurs différentiels linéaires du premier ordre.

I-4-14-a. Operateur nabla

C’est un vecteur symbolique, noté v, qui permet de noter commodément les différents

operateurs différentiels, défini par : V= a_ — ] +o- k
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I-4-14-b. Gradient

Si f(x,y,z) est une fonction scalaire, son gradient est un vecteur défini comme étant:

-, - 0 0 of -
gradf = V.f = a—£?+£*+%k vt eer ere eneen e en e e e (I = 17)

Exemple : Calculer le gradient de la fonction f(x,y,z) = x?yz3
gradf = V.f = 2xyz37 + x223] + 3x%yz%k
I-4-14-c. Divergence

Si A (Ax,Ay, AZ) est une fonction vectorielle, sa divergence est un scalaire défini

comme étant:

. o (0, 0, 0 R
divA = VA=(a +$1+£k).(Axl+Ay]+Azk)
d E—Vﬁ—an+aAy+aAz 1-18
ivA= V.A= F 3y Fp ven e e ( )

Exemple : Calculer la divergence de la fonction vectorielle

A (Ay, Ay, Ay) = xy*T — 2yzj + zxk

di E—VZ—(GW O 4 aﬁ) (xy2i — 2yz] + zxk)
ivA=V.A =1 6y] 3y Axy T —2yzj + zx
o 0(y?)  0(=2yz) 9(zx) _

divA = ix + 3y + 5y =Y —2xzZ+x

1-4-14-d. Rotationnel

Si A (Ax, Ay, AZ) est une fonction vectorielle, sa rotationnel de cette fonction est un

vecteur défini comme suis:

T Tk
. - . la a4
rotA = VAA=|— — —
ox 0y 9z
A, A, 4,
. (0A, 0A)\. (04, 0Ay\. [0A, 0A,)-
A= (L 20y (= “y_ (=1
rot <ay az)l (ax az)JJr x oy )" (1-18)

Exemple : Calculer le rotationnel de la fonction vectorielle

A(An Ay A,) = xy*T—2yz] + zxk

S

Y — - a a a
rotA=VAA=|— —

ax ay aZ

xy? —2yz zx
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—— 2 (0(zx)  0(=2yz)\-> (0(zx) a(xy?)\ - 0(=2yz) o(xy®)\ 7
rOtA_(ay 0z )l (6x 0z )]+( dx ay )k

r0tA = (0 +2y)— (z—0)] + (0 — ny)E =2yl —2z] — 2xyk
I-4-14-e. Laplacien

Le Laplacien d’une fonction scalaire f(x,y,z) ou vectorielle A (Ax,Ay,AZ) est
égal a la divergence de son gradient :

o = 5 0%f 0*f 0%f
V.(V.f)=Vif =3+ a2 gz v s (1= 19)

%A, 0°Ay . 074,

e _—)2 —>:
V(V.A) =V A o2 l 3y J+ 372

oo (1= 20)
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Chapitre II : Cinématique

II-1. Définition

La cinématique est la partie de la mécanique qui étudie les mouvements des corps
par rapport a un repere de référence, en fonction du temps indépendamment des
causes qui les produisent. Elle a pour but de préciser les trajectoires et les lois
horaires.

1I-2. Point matériel

Le point matériel est tout corps matériel dont les dimensions son théoriquement
nulles et pratiquement négligeables par rapport a la distance parcourue.

I1-3. Repére d’espace

C’est-a-dire un ensemble rigide de points fixes par rapport a lui (c-a-d un solide
rigidement li¢ a I’observateur). A ce solide 1’ovservateur peut lier une origine O et une
base orthonormée directe (7,7, k). Le tricdre (0,7,7,k) définit complétement le repére
d’espace.

I1-4. Repere de temps

Un repére de temps (ou échelle temps) par une origine et une unité (par éxemple
le seconde) a I’aide d’une horloge.

II-5. Référentiel

Le repere d’espace et le repére de temps définissent un « repere espace — temps »
(R). Ce dernier s’appelle référentiel ou plus simplement repére.

I1-6. Vecteur position

Dans un référentiel (R) d’origine le point O, la position du point matériel M, a un
instant t quelconque, est définie par ces coordonnées x(t), y(t), z(t).

Le vecteur position noté . OM = x(O)T + y(t)] + 103) 2 (Ir-1)

I1-7. Trajectoire

Le vecteur position varie au cours du mouvement et I’ensemble des positions
successives occupées par le mobile (point matériel M) au cours du temps par rapport a
un repere

I1-7-1. Equation de la trajectoire

C’est la relation qui lie les coordonnées du mobile x(t),y(t),z(t) entre eux
indépendamment du temps. Pour trouver 1’équation de la trajectoire, il faut éliminer le
temps entre les équations horaires.
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I1-8. Vecteur déplacement

Un point matériel M en mouvement occupe des positions différentes. A I’instant
t;, il est au point M; et a un instant ¢t,, il est au point M, (figure II-1). Le vecteur

M;M, s’appel le vecteur de déplacement.

M1M2 == M10 + OMZ - OMZ - 0M1 T T T (II - 2)
y A
@ M
MM,
oM, M;

. A OMZ

l

0O > >

N X

/
Figure II-1 : Vecteur déplacement M; M, dans le systéme coordonnées cartésiennes.

I1-9. Vecteur vitesse
I1-9-1. Vecteur vitesse moyenne

Soit M; position du point a I'instant t; et M, a [I’instant infiniment voisin
t, =ty + At, At = t, —t; , Le vecteur vitesse moyenne vp,, d’une particule M

est donné par :

OM, — OM, MM,
t,—t; At

oo (1= 3)

2 —
Umoy =

Le vecteur v,,, parall¢le au vecteur de déplacement M; M,.

I1-9-2. Vecteur vitesse instantanée

On appelle la vitesse instantanée de M a Iinstant t, le vecteur ¥ égal a la limite
qaund elle existe de vitesse moyenne ¥p,,, quand At tend vers zéro c-a-d, c’est la

!

. MM
limite du rapport YS lorsque t, — t; :
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Le vecteur de la vitesse instantanée est tangent a la trajectoire et sa direction
suivant la direction du mouvement.
I1-10. Vecteur accélération
I1I-10-1. Vecteur accélération moyenne

Le vecteur accélération moyenne correspond a une mesure de la variation de la
vitesse par un intervalle de temps At :

. v, —v; Av (11— 5)

a = = — e (1T =
moyot,—t, At

II-10-2. Vecteur accélération instantannée

Si nous considérons un intervalle de temps At tres faible, nous obtenons a la
limite. L accélération a ’instant ¢ :

S — lim & i v, — Vg

a=llma = 11im
At»0 Y At-0 t, — ty

i = fim 20 =% (Il = 6)
At—0 At dt

Donc le vecteur accélération est la dérivée du vecteur vitesse par rapport au temps :
dv

i=—
dt

II-11. Systémes de coordonnées
I1-11-1. Définétion
C’est le choix d’un référentiel (repére d’espace + repere du temps) qui ne

permetra de positionner un point M dans 1’éspace. Sa position sera repérée par 1’'un
des systemes de coordonnées : cartésiennes, cylindriques ou sphériques.

I1I-11-2. Coordonnées cartésiennes (x, y et z)

Soit un point M(x, y, z) en mouvement dans un repere R ou quel est attaché a la

base (1,7, E) pour repérer ou positionner le point M, on prend la projection de ce point
dans le plan orizontal (Oxy), donne le point m puis on fait la projection verticale de M

sur I’axe (Oz). On obtient le vecteur position OM :

OM = Om +mM = OM = (xT +y)) + zk

= OM = XT4 YT+ ZK e oee oo e e e e e (11— 7)
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Figure I1-2 : Vecteur position en coordonnées cartésiennes.

Les coordonnées cartésiennes (X,y,z) d’un point M sont les valeurs algébriques
mesurées par rapport au point O des projections orthogonales de M respectivement

sur les axes (Ox), (Oy) et (Oz) dans le repére cartésien R (O, 1,7, l_é). Ces coordonnées
doivent varier de - o0 & + oo,

II-11-2-a. Vecteur vitesse en coordonnées cartésiennes

Vecteur vitesse est la dérivée de vecteur position par rapport au temps.

dOM dx. di dy. dj dz- dk
to Tty Lkt

VE"ar Ta T et dt dt

Les vecteurs unitaires (7, J, k) sont fixes dans le repére cartésien, donc :

di _dj dk _ 5
dt dt dt
[ ey TRV ¢ | I )

-
On note aussi : ¥ = XU+ yJ + Zk
Les composantes en coordonnées cartésiennes du vecteur vitesse sont donc :

dx | dy . dz

dt y YiVz =g

dt Z .

Ux
II-11-2-b. Vecteur accélération en coordonnées cartésiennes

Vecteur accélération est la dérivée de vecteur vitesse par rapport au temps.

av  dv,, dv,, dv,,
aca T @ Tact

a=
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d*0M d?x. d%y_. d’z
dt?  dt? Lt ez’ + dt?

= K =30+ 574 2K oo oo e e e e e (11— 9)

Les composantes en coordonnées cartésiennes du vecteur accélération sont donc :

d?x d?y d?z
a, =——=2X; ay=ﬁ=y; aZ:ﬁ_

II-11-2-c. Vecteur déplacement en coordonnées cartésiennes

Le vecteur déplacement élémentaire MM' (M’ trés voisin de M) est :

MM’ = OM' — OM = dOM

—

dOM = dxi +x.di +dyj +y.dj + dzk + z.dk 5,
kA
d

di = dj = dk = 0.(1,], k) : base cartésienne fixe. z._ ; M

. | dz
dOM = dxT + dyj + dzk S| -4 dx )
> ]

M

y

Figure I1-3: Vecteur déplacement en coordonnées cartésiennes.

I1-11-3. Coordonnées cylindriques (p, ¢ et z)

En coordonnées cylindriques en rencontre une symétrie par rapport a un axe de
révolution de cylindre c-a-d ’axe (Oz).

Soit un point M en mouvement par rapport un repére cartésien R(O, 1,7, l_c)).
(p, @, z) coordonnées cylindriques d’un point M, tel que :

p : rayon de cercle de la base de cylindre

p = |m|, (m est la projection de M sur le plan (xOy)),

om = pé,, €, : vecteur unitaire mobile, il est on

rotation auteur de I’axe (Oz) suivant un angle ¢, (¢ = ((Tfﬁ))
z = mM (une valeur algébrique).

z: est la projection du vecteur position OM sur I’axe (Oz)
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€, vecteur unitaire appartenant au plan (Oxy), A

directement perpendiculaire a €, défini a partir - ~

~
N
—

7
.

N

=

de la variable ¢. (le sens des ¢ croissants).

K : est le vecteur unitaire qui dirige I’axe (Oz).

13

Vecteur position de point M en coordonnées

cylindrique :

V.
<

~

OM = Om + mM = pé, + zk.

Figure I1-4 : Vecteur position
en coordonnées cylindriques.

Quand le point M décrit tout I’espace, les intervalles de variation de p, ¢ et z sont :
0<p<+o,0<p<2met—00 <z < +00.

En coordonnées cylindriques le point M est repéré par deux variables p et z. comme
c’est on a réduit I’espace par ce que on a une possilbilité de symétrie.

La base cylindrique (O, §p, §(p, E) est une base orthonormée directe :

- - 7 l_é
(é, Né,=k Af/ \\/\
e, é

{ €p N k= €, (sens trigonométrique)

- ¢
\kné, = é, —
II-11-3-a. Vecteur vitesse en coordonnées cylindriques

. doM d .

v=— =E(pep + zk)

. dp, dé, dz. dk

v =Eep+pﬁ+ak+za

dp  dz  dk dé, |

Ezp,azz,azOetﬁzq)e(p

La dérivée du vecteur é, par rapport au temps :

dé, dé, dp d( TN

T dp ' dt _d<p cos@i + singj “dt

de do

_p: einn? N

dt ( singi + cos@j i

d_éf’:g d_(p: h. e

at ‘o o

Donc , R Y o1 RPN | Bl 11)
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C’est la regle de dérivation d’un vecteur unitaire tournant : La dérivée par rapport
au temps d’un vecteur unitaire € qui tourne par un angle ¢ est obtenue en multipliant
la vitesse angulaire ¢ par le vecteur qui est directement perpendiculaire a €
(rotation de 7/2 dans le sens positif).

Exemple : yT x
de, | .
% =@.€y ep

__________ » X
d’e, _dey . . ey e,
ac  dr 0% dt*  dt? Y

Figure II-5 : Dérivation successive par rapport au temps d’un vecteur unitaire.
I1I-11-3-b. Vecteur accélération en coordonnées cylindriques

Le vecteur accélération se déduit de celui du vecteur vitesse :

, dav _d | L
a=E=E(peP+p(pe(p+zk)

N dv dp | _dgp dp do _d§¢ dz -
a—E—EeP+pE+E<pe¢,+ Epe¢+p<p7+ak
a= pgp + p(go@,) + ,DQDé}O + (ppg(p + p(p(_(pép) + Zk

d=pé, + 2098, + Gpé,— pp*é, + 7k
d=(p—pp2E, + (Pp + 2pP)8p + ZK wvv v vrseee e e ee e (L= 11)

II-11-3-c. Relation entre les coordonnées cartésiennes et les coordonnées
cylindriques

Sur le plan orizontal (Oxy) on a :

X = pcos¢ 2 2 N
{y=psin(p :>{x2_p2a.752<p S p2=x24y2 Y
_ y? = p%sin?¢

z=12

Sp=Jx2+y2 Y[ M

p i

y_ _ 1 X _ X i
~=tgp > ¢ =tg"(7) = arctg () Ao | .

32



Chapitre II : Cinématique

Donc relation entre les coordonnées cartésiennes et les coordonnées cylindriques :

p=x?+y?
<p=arctg(§)
Z =727

I1-11-3-d. Relation entre la base cartésienne et la base cylindrique

La base cartésienne R(O, 1,7, E) fixe, mais dans la base -cylindrique

Rey(0, €,, € E) ona: €, et &, sont deux vecteurs mobiles (dépendent du temps) et le

vecteur k fixe (I’axe de symétrie). vt

€, = cos@i + singj

€, = —singi + cosqgj

k=k @ 7| é,

€p cosp sing 0\ [T ¢

éy | =|—sing cosp 0].[7 ) 0

A MR NRVAY: D
M k l

M : c’est la matrice de passage de base cylindrique au base cartésienne.

cosp —sinp 0 €
= (simp cosQ O) | €y
0 0 1 P

k
M-1

S~~~

M : c’est la matrice inverce du matrice M (la matrice de passage de base cartésienne
au base cylindrique).

cospé, — singeé,

. - -
Donc: 1 j = singe, + cosgpe,
-
k

II-11-3-e. Vecteur déplacement en coordonnées cylindriques

o e N A

Rappelons que : OM = x7 + y] + zk = dOM = dxT + dyj + dzk.

X = p cosQ dx = cos@.dp — p.singp.de
Schant que :{y =psing = {dy = sin@p.dp + p.cosp.de
z=12z dz =dz

Donce, dOM = (cosg.dp — p.sing.de)T + (sing.dp + p.cos.de)j + dzk
dOM = (cosp T+ sing J)dp + p (—sing T+ cosg J) dp + dzk

€p €y

dOM = dpé, + pdé, + dZK .. oes e v ces e e ees e e e e e e (1L = 12)
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Figure I1-6 : Vecteur déplacement en coordonnées cylindriques.

II-11-4. Cas particulier: les coordonnées polaires

Si la trajectoire de M est plane, ce point peut étre repéré par ses coordonnées
polaires p, ¢. Il suffit de supprimé I’axe Oz avec sa coordonnée du systeme de
coordonnées cylindriques pour avoir les coordonnées polaires, donc les vecteurs

—_— - r1-z s
de position OM, de déplacement élémentaire dOM, du vitesse v et d’accélération
d en coordonnées polaires sont données par les expression suivantes :

OM = pé,
dOM = dpe, + pdoe,

b= pé, + ppé,

Q
Il

(6 —pp*)é, + (Pp + 2pp)E,
I1-11-5. Coordonnées sphériques

Considérant un repére de coordonnées sphériques (7, ¢@,0) muni d’une base
mobile orthonormée directe (&;, €y ). Le point m est le projeté orthogonal de M
dans la plan (Oxy). r=0M; 0<r <+ Zy

0 : angle orienté entre I’axe (Oz) et OM; 0<6 <m.

¢ : angle orienté entre I’axe (Ox) et om; 0< @ < 2m.

——— F o~ - - =
-

Figure I1-7 : Vecteur position en
coordonnées sphériques.

\>
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Les vecteurs de base sont les vecteurs unitaires €, €,, €g.
€, : est le vecteur unitaire qui dirige OM,
€p : est le vecteur unitaire appartenant au plan formé
s -2 . . N = .
par I’axe (Oz) et OM , perpendiculaire & e, , dans le sens des 6 croissants.

€, : est le vecteur unitaire perpendiculaire & e, et eg, dans le sens des ¢ croissants.

Le vecteur position a ’instant t est : OM = r e,..

En plus du repere sphérique, nous attachons au référentiel utilis€é un repere
cartésien avec la méme origine. Il est possible d’exprimer les vecteurs

S
(e, [ €g) en fonction des vecteurs unitaires (Z,], k) du repére cartésien :

e, = sinfcos@t + sinbsingj + cos = er
, . 7 . 0 —
eg = cosOcos@l + cosOsingj — sinfk ;avec de
e, ingt 7 e,=¢e Neg
ep = —SINYL+ cosQ]j o = €r 6
A YA
_ e,
3 e® _
el !
n ]
P 0 0
¢ |
> ! >
x m e

II-11-5-a. Vecteur vitesse en coordonnées sphériques

. doM d .
U= e e
L, dr de, . dé,
U:E€r+7"E:T€r+T dt
dé)r d . - . . - _>
i "t (sinfcos@T + sinbsing] + cosfk)
dé)r A .« . . - A . o« . - S . e
P (HCOSHCOS(p - (psmé?sm(p)l + (Hcosesmq) + <psm9cos<p)] — Osinbk
dé)r 2 - . - . T . . - -
P 0| cosOcospt + cosOsingj — sinfk) + @sinf(—singt + cosej
% %
dé)r N— o« . —_—
P Beg + psinbe,
Donc ; U = 7€, + 10€g + T@SINOE, .o cee cee cee cee cee et et eee eee e e e e e o (11— 13)
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I1I-11-5-b. Vecteur accélération en coordonnées sphériques

Le vecteur accélération se déduit de celui du vecteur vitesse :

—)_dl—;_d(.—>+ 6’—>+ . 0—>)
@ =— = e +r0eg + rosinde,
, dr, .dé dr. ., df _, .deg dr . d¢ . _,
a= Eer + rﬁ + Eaeg + Ereg + T@E + E(psmeeq, + Ersmeeq)
d(sin6) ST+ rosi Qd%’
gr 9ep tTpsing —o
—>_..—>+.dé>‘l"+.6'—>+é—>+ O'de—0>+...9—>+.. 9—>+9' 9.—>
a=ré +7——+70e reg + 10—~ +7psinte, + grsinte, cosOrge,
+ r¢sinf de,
rgsing —
Pour poursuivre le calcul, nous sommes contraints de calculer explicitement : %, %
et &2,
dt
%% = G + psinde, ( déja calculer)
4% _ 4 os0cospi+ cosOsing] — sindk
FTaRPT: (cosBcos@tl + cosOsingj — sinbk)
dey _ (dcos@ N dcos@ 0) - (dcos@ o + dsing ) ., dsinf 7
7t = \"gp cose gr Cost)t gr Sing gr cos0)] It
de—e) A . . . - A . . . - A g
- (—HSLnHCOS(p — (psm(pcose)l + (—Gsmesm(p + <pcos<pc059)] — OcosOk
de_e) A . - . . - 7 . . - -
- —0 | sinfBcoset + sinbsingj + cosOk) + ¢cosO(—singl + cos@ J
S %
de_e) A —> . —_
- —be, + ¢cosbe,
Du fait que e, = e, A e_g’,onobtientddi;p =C;—?/\e_9>+e_{A%ce qui donne :
de, de; deg
(] T — — 0
D A N —
dat _ ar ety
de, |&r e & e e C
W=OH¢)Sin9+ 1 0 0
0 1 0 —0 0 ¢cosf
daﬂ’ .« — . —
b —@sinfe, — ¢cosbey

36



Chapitre II : Cinématique

. dé, deg , dey N .
En remplagant les expressions de d_tr'd_tg et a_:) dans celle de a , puis en regroupant

les termes et en les simplifiant, il vient finalement :

a = ¥é, + 7 (0eg + ¢sinbe,) + 0eg + rieg + ro(—0e; + gcosbe,) + Fpsinde,
+ grsinde, + HcosOrge, + r¢sind(—¢sinde; — ¢pcosbeg)
d = (¥ +716% —r@sin?0)é, + (210 + rd — r¢?sinbcos)ey

+ (2r0¢cosO + 27 @sing + r@Sing)ey .. .. vve wee ces e veveee o (1= 14)

II-11-5-c. Relation entre les coordonnées cartésiennes et les coordonnées
sphériques

On passe des coordonnées sphériques aux coordonnées cartésiennes par les relations :

X = pcose ,
y=psing (¥~ rsinfcosg
2 = rcosf = 1Y = rsinfsing
p = rsind z = rcosf

Le passage inverse des coordonnées cartésiennes vers les coordonnées sphériques est

effectué par les relations suivantes :
(r=x?+y2+2z2
{ 8 = arctan(\/x2+y2/2) oo (11— 15)
- 4
kgo = arctan (x)
II-11-5-d. Vecteur déplacement en coordonnées sphériques

Rappelons que : OM = x7 + yj + zk = dOM = dxT + dyj + dzk = MM’ ;

x = rsinfcose dx = sinfcospdr + rcosfcospdf — rsinfsinpde
Or, {y = rsinfsing = {dy = sinfsin@dr + rcosf8sinpd6 + rsinfcospde
Z =T1CosQ dz = cosOdr — rsinfdo
Donc , dOM = (sinfcos@dr + rcosfcospdt — rsinfsingdp)i +
(sinBsin@dr + rcosfsinpdd + rsinfcospde)j + (cosfdr — rsinfdo)k

dOM = (sinfcosel + sinBsingj + cosok) dr +

er

(cosOcos@l + cosOsing] — sin@l?) rd6 + (—singtl + cos)) rsinfd.

€g €

dOM = dré, + rd0é, + TSINOAPE, .. vv o evv e e e et et e e e (11— 16)
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Figure I1-8 : Vecteur déplacement en coordonnées sphériques.
I1I-11-6. Coordonnées curvilignes (coordonnées intrinsinques)

A chaque point M d'une courbe C, il est possible d'associer le triedre d'origine M
qui est un référentiel tangent a la courbe dont les axes sont définis par les vecteurs
unitaires f, Net B avec :

T : est le vecteur tangent a la trajectoire du point M

=l

: est le vecteur normal a la trajectoire dirigé vers le centre du cercle imaginaire.
B : est le vecteur perpendiculaire a Teta N , B=TAN
Tel que (f, N , E) forme un triedre direct est appelé triedre de Serret-Frenet.

y A

Figure II-9 : Abscisse curviligne et base de Frenet.
La valeur algébrique de I’arc (W ") est I’abscisse curviligne s du point M.
MM’ = MO + OM’
AOM = OM’ — OM
At=t'—t
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Si M et M’ sont trés proche : dOM = OM’ — OM

I1I-11-6-a. Vecteur vitesse en coordonnées curvilignes

Figure I1-10 : Vecteur vitesse en coordonnées curvilignes.

II-11-6- b. Vecteur accélération en coordonnées curvilignes

. . 7 ds = YT
L’expression de la vitesse dans la base de Frenet : V = e T, ’accélération sera :

L dv d(ds 7)
“=a T ac\ar

L _ds o ds dT
CTae Tatat

s = RO = ds = Rd6 , (R : le rayon de la courbure).

Rappelons la régle de la dérivation d’un vecteur unitaire tournant d’un angle 0 par

—

\ aT
rapport a cet angle : d—; =N

dT _dT do
dt — de dt
dT _ df ds
— =N.—.=—
dt ds " dt
d?_ﬁ do ds
dt ~ " "RdO’dt
dT 1 ds

. ddsy -~ ds dT

i=gila) T a

ood . 1 Lodav o V2o

i=—W.T+V.N.o.V=d= EiJr Eﬂ et et et et e e e (1= 17)
ar an

—_— r17 . . dV — rir .
ar : accélération tangentiel, son module a; = — ; ay : accélération nornale, son

dt
2

14
module ay = 'y
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1I-11-7. Exercices

2 2 2
Exercice 01 : Soit la surface S d’équation : (g) + (%) + (g) =1 dans un repere

cartésien de 1’éspace. Déterminer I’équation S dans un repére cylindrique et
sphérique.

Solution
. , . x\ 2 y 2 z\?
Soit la surface S d’équation : (Z) + (Z) + (Z) =1 . (1)
a/ I’équation S dans un repere cylindrique.
X = pcosO
Les coordonées cylindriques d'un point M sont :{y = psind
z=2z

2 . 2 2
Donc I’équation (1) devient sous cette forme : (p CZSH) + (p S;ne) + (g) =1

b/ I’équation S en coordonées sphériques

X = pcosOsing
Les coordonées sphériques d'un point M sont :{y = psinfcosp
Z = pcos¢Q

Donc I’équation (1) s’écrit sous la forme suivante :

. 2 . 2
pcosBsing psinfcosg pcospy\?
( a ) +< b ) +( c ) =1

cosOsing\? sinfcosp\? COSQN 2
() () ()

1
a b c 2

P

Exercice 02

On considére le point M de coordonées (7, 8, z) dans un repere cylindrique. Trouver
ses coordonnées dans un repére cartésien et sphérique.  Za

Solution

a/ Les coordonées de point M dans un repére cartésien.  Z

1

Le vecteur position : OM =7 = om + mM

PR - — T M
D’ou:7 = pu, + zk :
1
. I
A partire de la figure on a : = !
1
- -> - * :
U, = cosft + sinbj kl /o !
g . - - ] !
Up = —sinfi + cosbj 7 > I = >
— 1 P
2] u, I—() ’,/’
P
X SRR ]
u
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Nous pouvons écrire maintenant I’expression du vecteur position sous la forme :

# = p(cosOt + sinb)) + zk

{17 = pcosOT + psin] + zk (¥ = PC(?SH
2 >, s, T =1y = psinf
r=xt+yj+zk =

x2 + y? = (pcosh)? + (psin)H? = x? + y? = p?

s p= T

psing vy
= =tgl
pcos6 =z X g

Y _
x
y
=0 =arct (—)

I\x
Donc les coordonées cartésiennnes de point M sont données par :

M(/x2 + 2, arctg (%), 2) Za

b/ Les coordonées de point M
dans un repére sphérique. Z
x = pcosO .
. X = rsingcos =
y = psinf . . o q
= {y = rsingsinf |
Z =T1CoSsQ
. Z =T1CosQ !
p = rsing |
U
N (O
Y :
_to !
k/- !
J, y
[ N ! Ik i
uA - e Y
6 P
p L7
X -
X ________________________ 7’
m

Exercice 03: Convertir le vecteur suivant en coordonées sphériques

(ty, g, Uy) : A = p*U, + cose i,
Solution

Pour convertir le vecteur A donnée en coordonnées cylindriques, il faut d’abord
convertir en coordonnées cartésiennes puis en coordonées sphériques.

(p? = x%+y?
X = pcos6 cosf .
{y:psin@ﬁ P x?+y?
z2=0 lsin@zzz—y

\ P x4+ y?
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Les vecteurs unitaires (i, Ug, k) de repére cylindrique sont donnée par :

([ 1 .
— > -> Up = (xl +yD
U, = cosO1 + sinbj P2+ y?
Uy = —sindT + cosO7 =+ _, 1 .
S I 7 Vg = ——=(~yT + %))
k — k x2 + yZ
\k=k
Donc le vecteur A en coordonnées cartésiennes :
- 1 R x 1 .
A=x*+y?) <— (xT+ yf)) + < > < (—yi+ xf))
VX% + y? \/x2+y2 \/x2+y2
R [ x
A= (x2+y?)|(xT+y)) + <—> (—yr+ xf)l
i Jx?% +y?

rd [ y - xz
A=Jx?+y) x|l -——=|T+y|(1+ —=]))
| Jx?+y? x%+y?

I1I-12. Mouvement du point matériel

I1I-12-1. Mouvement rectiligne uniforme

Le mouvement rectiligne est caractérisé par une trajectoire sous forme d’une droite.
S M V,

—> L) >
0 X

v

On parle de mouvement rectiligne uniforme lorsque la vitesse est constante au cours
du temps. V(t) =V,

Le vecteur position s’écrit : OM = x.7, ou [ est le vecteur unitaire porté par (x’Ox).

. . = doM _ d
Le vecteur vitesse s’exprime par : V = % = (x.7)
A N A 11— 18
=——=—0=x0=Voluii v (I =
dt — dt 0 ( )
res = AV d =
Le vecteur accélération a = Tt (Vy.1) = 0, car V, est constante.
5 . . 5y s dx t
L’équation horaire s’¢crit : V = —= Vp = dx = ) ., Vodt

:>x_x0 = Vo(t_ to)
=>X = Vo(t) + xo pea s ann nes was aes saa s (II - 19)

X, et V, sont la position et la vitesse initiale ( a ’instant t;,=0)
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x(t)ﬂ v(t)ﬂ a(t)ﬂ

v = constante

x(t) = vt + x,

a=0

v

0 > >
t 0 t 0 t

Figure I1-11 : Diagrammes du mouvement rectiligne uniforme.
I1-12-2. Mouvement rectiligne uniformément varié

On dit qu’un mouvement rectiligne est uniformément varié sisa trajectoire
est une droite et son accélération est constante au cours du temps.

av

a= T = constante > dV = a dt

V() t
=>fV0 V=a ftodt

En considérant les conditions initiales V =V, at =0 (vitesse initiale).
Vi) =alt—ty) +V

D’autre part : V(t) = z—f =>dx =V(t)dt
x(t) , ot ot
= fxo dx = fto V(t) dt = fto[a(t —ty) + V,l dt

x(t) —xo = ;(1:2 —t&) + (Vo — aty)(t — t,)

Sity, = 0, I’équation horaire du mouvement rectiligne uniformément varié¢ devient :

a..
x(t) = Et F Vot 4 X oe v e e e e et e e e e e (1= 20)
Si a.v > 0, le mouvement est uniformément accéléré.
Si a.v < 0, le mouvement est uniformément retardé.
x(t)ﬂ U(t)“ a(t)“
a =constante
X0 1
x(t) = -4 + vt + x,
0 > 0 > 0 >
t t t

Figure II-12: Diagrammes du mouvement rectiligne uniformément varié.
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Remarque : Le mouvement rectiligne uniformément vari¢ est caractérisé par une

accélération constante qui peut étre calculé comme suit :

_dV
“=ar
dV X %4
adx=—dx=>j adx=deV
dt . v
0 0
1 V2 —-v2
—_ = — 2 _ypy? =—0
a(x — xg) 2(V Vi) =>a 2Cr = xg)

Autre méthode :

V_VO

Vi) =at+ Vo=t =

a a (V—Vy\2 V-V,
x(t)—x0=§t2+Vot=>x—x0=—.( 0) +V0( a O)

2 a
V2 —2VV, + V,? N 2 (VoV —V,?
S>xX—Xy= 5
X~ %o 2a 2 a
VW’ Ve Vo I-21
— S o D A S T ree va e en v en e -
X~ Xo 2a a 2(x — xq) ( )

1I-12-3. Mouvement circulaire

Un mobile décrit un mouvement circulaire si sa trajectoire est un cercle. Le
mouvement est circulaire uniforme (MCU) si sa vitesse angulaire de rotation est
constante w.

Les coordonnées polaires sont bien adaptées a 1’étude du mouvement d’un point
matériel décrivant une trajectoire plane.

.
Le vecteur position est OM = Re,

Le vecteur vitesse est ¥ = ROé,

Le vecteur accélération est @ = —R62&, + RO,

L’accélération est la somme de 1’accélération radiale d, = —R62é, et I’accélération

transversale dg = RO¢€y qui s’écrient suivant la base de Frenet comme suit :

modulede :v=RO =6 =~ :é=£(3)=l(ﬂ)
R R \dt

g = —R(%)ZIV+R 1(%)?

N+ (@)? ettt e e e (1= 22)
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6 = w est appelée la vitesse angulaire.

Si w est constante,d = d, = —Rw?N .On dit que le mouvement est circulaire
uniforme.

a
S
%

Figure I1-13 : Mouvement circulaire.

I1-12-4. Mouvement rectiligne sinusoidal

Le mouvement d’un point M est dit rectiligne sinusoidal, si se produisant sur un
axe Ox, I’abscisse x du point M s’écrit :

x(t) = X,,cos(wt + @)
ces caractéristiques sont :

(wt + @) est appelé phase a I’instant t avec ¢ la phase initiale a I’origine (t = 0) ;
2
w = ?n est la pulsation du mouvement ( 7 : la période);

X, correspond a ’amplitude du mouvement ;
I’abscisse x variant sinusoidalement de —X,,,; a X;,, comme le montre la figure (I1-14).

Expression de la vitesse et ’accéleration :

dx
v(t) = i X = —Xwsin(wt + @)
dv
a(t) = i i = —Xpw?cos(wt + @) = —w?x

L’équation différentielle du mouvement est donc : ¥ + w?x = 0

Cette équation correspond a I’équation différentielle du second ordre d’un oscillateur
harmonique, leur solution est écrir du fagon suivante :

x(t) = Asin(wt) + B cos(wt) ... cvv vv ve ves wve e (1= 23)
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Figure I1-14 : Représentation du mouvement sinusoidal dans le temps.

1I-12-5. Mouvement hélicoidale

Le mouvement hélicoidale est la combinaison d’un mouvement de transtaion
rectiligne uniforme selon I’axe des z et d’'un mouvement circulaire uniforme dans le

plan xOy.
Les équations horaires du mouvement selon les trois axes X, y, z du référentiel
cartésien sont : x(t) = Rcos wt ; y(t) = Rsin wt et z(t) = v,t.

Il est facile de déterminer par dérivations successives les composantes du vecteur
vitesse et du vecteur d’accélération du point dans cette base :

A

—Rwsin wt —Rw?cos wt z
Vmr = | Rwcoswt ; dyr = |—Rw?sin wt Jp—
Vo 0
A T~
1>,
//'_ Ry
| |
s —
x // T
k/

Figure I1-15 : Mouvement hélicoidale.

I1I-12-6. Mouvement d’un projectile

Exercice : On lance un projectile d’un point o au sol avec vitesse v, faisant un angle o
avec horizontale. Trouver :

1/ Le vecteur position a I’instant t quelconque.
2/ Le temps nécessaire pour attendre I’altitude maximale.
3/ L’altitude maximale.

4/ La durée du vol jusqu’a la terre .
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5/ La portée OA.

6/ Montrer que la trajectoire est un parabole.
7/ Pour quelle valeur de a la projectile atteint sa portée maximale.
Solution y 4
1/ Le vecteur position OM = 7

En appliquant la 2°™ loi de Newton :

F=ma=>p=ma Vg N
p
>mg=mad=>g=da o
Avx _ 0 0] A -
- dv dt - vx = Cl . X X i
a=— dvy _ = v, =—gt+c, Figure I1-16 : Mouvement d’un projectile.
dat

v()x = UOCOSCZ

c; et ¢, sont des constantes d’intégration. A t=0, v(t = 0) = vy, = {UOy = vysina

Vg = VQCOSQ v evsve wen wen wen we wae vee sne e ven wnn wen wnn mne e nees (1 — 24)

Done v = {vy = —gt + VgSINA v s e e e e ee e e e e e enn wenees (I = 25)

En intégrant les équations (II-24) et (II-25) pour trouver la position de la projectile a

I’instant t quelconque.

dx X t
vx=—: dx = fvxdt

0
vy, = fdy fvydt

X = vpcosa.t + c3
= 1 )
y = —Egt + vosina.t + c,
czet ¢, sont des constantes d’intégration.

A t=0, le projectile occupe la position (0, 0) donc ¢z = ¢, = 0. Donc,

X = VyCoSA. t ... vv vur v ... . (I = 26) > mouvement rectiligne uniforme.
= 1
= - Egt2 + vysina.t ... (Il — 27) - mouvement rectiligne uniformément varié.

1/ Vecteur position

- 1
OM = xT + yj(vocosa. t)T + (—Egt2 + VoSINA )] cov v e e e e v (11— 28)

2/ le temps pour atteindre I’altitude maximale

vy, = 0= — gt + vosina =0
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>t = v"zna R RRTRRRTRRRTRRTN ¢ | ")

3/ L’altitude maximale : en remplagant t dans 1’équation (1I-27)

1 [vpsina\? ) Vvosina
Vmax = —Eg( ) + vosma.< )
1 vy?sina
Ymax = ET

4/ La durée du vol jusqu’a la terre

1
y = O=>—Egt2 + vgsina.t =0

1
=>t. (—Egt + vosina) =0

t T 0 2vySina
=7 1 t 4 o 0:>t e e e e e e e e e e (= 30)
59t + vosina = g

5/ La portée OA : en remplagant I’expression de t (I’équation 1I-30) danas I’équation
I1-26) :

2vgsina)  vyisina
0A = vocosa( ) =
g g
Avec, 2 cosa. sina = sin*a
6/ I’équation de trajectoire
X
ona:x =vycosa.t=>t= re e e e e e e e e e en ee e e e e s (1= 31)
vocosa

En remplacant I’expression de t (I’équation (I11-31)) danas I’équation (I1-27) :

=39 (sroosa) 7o (5r0)
y="39 VoCOSa VoStnd. VoCOSa

1

Y= _E(UOZCOSZQ

>x2 + tga.x — c'est1’équation d'un parabole.

7/ la valeur de a pour que la projectile atteint sa portée maximale :

volsinla

0A = =>sin2a =1

T
=sin2a = sin >

2 T T
= = —oq = —
*¥=37%7
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1I-12-7. Exercices

Exercice 01 :_ Un point M décrit un mouvement rectiligne uniformément varié selon

la loi horaire : OM = x = Z7t? + Byt + X
1/ Quelle est la signification de chacune des constantes algébriques y, v, et x, ?

2/ Pour quelles conditions vérifiées par les constantes algébriques précédentes et pour
quel intervalle de temps, le mouvement est soit uniforme, soit uniformément accéléré
et enfin soit uniformément décéléré ?

3/ Soit v(t) la vitesse instantanée, montrer que quelle soit I’intervalle de temps
considéré [t;, t,], la vitesse moyenne dans cet intervalle 7, vérifie les relations
suivantes :

vm
_ U(ty) + v(t2)

> :la vitesse moyenne entre les instants t; et t, est égale ala moyenne

arithmétique des vitesses instantanées a ces instants

t; +t
Uy = 17( ! > 2) (la vitesse moyenne entre les instants t; et t, est égale ala vitesse

instantanée d’instant correspondant au centre de l'intervalle [t;, t,].)

Solution

— 1_, . .

OM=x=§yt + vt + xg

I/Ona: x=yt+vy=> X=vy

= X, : position initiale, U, : vitesse initiale et y accélération algébrique.

2/ Nature du mouvement est donné par le signe de ¥.y c’est-a-dire pour un
mouvement rectiligne par Xy = vy = Uy = y*t + Uo.¥

a/ Mouvement uniforme (y = 0) & vy = 0.

b/ Mouvement uniformément accéléré Vit lorsque v,y > 0. (Mouvement
uniformément accéléré pour (t > — 1]O'y/ )/2) lorsque 7.y < 0.)

¢/ Mouvement uniformément décéléré pour (0 < t < — vo.y/ )/2) lorsque 7.7 < 0.)
3/9(t) = x = jit + Ty

_ x(ty) = x(ty)

v =
" thh—t4

1_ _
3 jy(tzz —t2) + To(t; — t1)
B thh—t4

Um
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1 _
Um = EV(Q +t3) + U
On a vérifié que v, peut se mettre sous les deux formes : Par ce que v, est une

fonction linéaire du temps.

a/ ﬁm:ﬁ(tl);ﬁ(tZ) . b/ ﬁm=ﬁ<t1;t2).

Exercice 02 : Un point matériel M se déplace sur une trajectoire donnée en coordonnées

polaires par: r(0)=a.0 avec 6=wt ou aetw sont des constantes positives.

1. Donner I’expression du vecteur position en coordonnées polaires.

2. Donner D’expression du vecteur vitesse et du vecteur accélération de M en
coordonnées polaires et calculer leurs modules.

3. Exprimer les composantes tangentielle et normale de 1’accélération. En déduire le
rayon de la courbure.

Solution
1. ’expression du vecteur position en coordonnées polaires.

OM = [0M|.g; = r(6).2;
OM = af.e, = awt.e,

2. P’expression du vecteur vitesse en coordonnées polaires.

V_dW

- dt
- d(awt) _, de,
V—T.er+awt. it
de_r’_de_r’ d@__>6.’

at  de dr %
Onaf=wt=60=w

de—‘l’) — 7 —_—> g

Donc T w.ey et levecteur V = aw.e, + aw?t. ey

Le module de vecteur vitesse: V = |I7| =/ (aw)? + (aw?t)?

V =+vVa?w? + a?w*t?

1
V =aw.(1+w?t?)z
3. I’expression du vecteur accélération en coordonnées polaires.

, _d?0M _av
T T ae

de, deg
&=aw.d—;+aw2.e_9’+aw2t.d—:
de; deg do
dt _de dt "V

d=aw.(w.eg) +aw?. ey + aw?t.(—w.e;)

d =aw?.eg + aw?. eg —awdt.e;
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Donc; d = —aw3t.e; + 2aw?. ey = aw?(—wte, + 2eg)

1
e le module d’accélération : a = |d| = aw?. (W?t? + 4)z
4. les composantes tangentielle et normale de I’accélération.

e [’accélération tangentiellle a; :

_dV_d[Va?w? + a?w*t?]

Ay = — =
LT dt dt
2a’wt
at ==
2Va?w? + a?w4t?
2a’wtt
a

a 2awV1 + w?t?

aw3t

ay =
V1 + w?t?
e [’accélération normale a,, :

Ona:a?=a?+a2 =a,*>=a*—a}

172 awdt |
2 _ 2 (242 >
a —[aw.(wt +4)2] o —
" VI +w2t?
2,642
a“w°t
2 _ 2004 (10242
a,” =a‘w*.(wt* +4) - ——
n ( ) 1+ w2t?
2. 642
a’wet
2 _ 20642 2.4
a,” = a*w°t* + 4a‘w* ———
n 1+ w2t?
5 a’wlt? + 4a’w* + a?wit* + 4a’wt? — a?wot?
a =
n 1+ w?t?
, _ (2aw?® + aw*t?)? aw? (2 + w?t?)
an= = =

=>a

1+ w?e? " V14 w?t?
5. Le rayon de la courbure R, on a:

v? v?

=— > R=—
=R a,

1\ 2
(aw. 1+ W2t2)5>
aw?(2 + w?t?)

V1 + w?t?

>R =

a’w?. (1 + w?t?
=R = ( ).\/1+w2t2

aw?(2 + w?t?)
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o 20+ wt2)/2
= =
(2 + w?t?)

Exercice 03 : Les coordonnées cartésiennes d’une particule se déplacant dans lev plan
oxysont : x(t) =t? — 2t +3 , y(t) = 2t? + t — 1 ou t est donné en secondes, x et y
en metres.

1. Déterminer la vitesse du mobile et son accélération en fonction du temps.
2. Quelles sont les composantes intrinseques de 1’accélération ?
3. Donner le rayon de courbure de la trajectoire pour t=2s.

Solution

1. la vitesse et I’accélération du mobile.
a- la vitesse du mobile

on .{x(t)=t2—2t+3
) =2t2+t—-1

dx 2t —2

X=v =—=2t— . .

B(t) = xT+yJ; g; ST =Qt—1i+@t+1)]
y—vy—a=4t+1

Le module de vitesse : v = U] = {/x2 + y?
v=J@2t-2)2 + (4 + 1)2
v =202 +5 (m/s)

b- l’accélération du mobile

. dv, d?y B
= dt  dt?
Le module d’accélération : a = d = /X% + 2

a= V22 + 42 = 2./5 (m/s?)
2. les composantes intrinseéques de I’accélération
d= ag+ aply
Avec : a; : ’accélération tangentielle et a,, : ’accélération normale.
U, : vecteur unitaire tangentielle et ,, : vecteur unitaire normale.

_d|17| _dv
=0 T ar

d 20t
a, =—|(/20t2 +5) = —
' dt( ) V20t + 5
Ona:a?=a?+a% =a, =+a%—a?
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o= [0 -y

_ |ye_ 002 10
On = 20t2+5 2002 +5

3. lerayonde la courbure Rat =25

v? v?
ona: an=F = R=a_
n
3
R (V20t?2 +5)*  (V20t? +5)2
B 10 B 10
V20t? +2

Application numérique at=2s; R=78.4 m.

Exercice 04 : Le diagramme des vitesses d’'un mobile animé d’un mouvement
rectiligne, est donné par la figure ci-dessous :

Sachant que a t=0 s, V(0) =0 m/s et x (0) =0 m.

1. Tracer le diagramme des accélérations du mobile a(t) dans I’intervalle de temps [0
s, 10 s].

Tracer le diagramme des espaces du mobile x(t) pour t € [0's, 7 s].

Quelle est la position du mobile at=10s ?

Evaluer la distance parcourue du mobile entre les instants t=0 s et t=10 s.

A I

Décrire le mouvement du mobile dans I’intervalle de temps [0 s, 10 s].

V (m/s) A 1 /s ‘

-
~

2}
~

Solution
1- le diagramme des accélérations du mobile dans I’intervalle de temps [0 s, 10 s].
les conditions initiales:at = 0s,V(0) = O0m/setx (0) = 0m.

e pourt €]0s,3s[, V(t) varie linéairement alors ;
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_. _ AV _3—0_1 5
a—gal—At 'a_B—O_ m/s
e pourt € ]3s,6s|

0-3
a=tga, = s, a=-1m/s?

e pourt € ]6s,7s|
a=0mM/,, () =0m/g

e pourt €]7s, 10s[

-3-0 5
a=tga3=m, a=-1m/s
a(m/s’) 4
+1 pb—mm

t(s)

=
N

SO S,
IS
(51

L-on- -+

2- le diagramme des espaces x (t) dans I’intervalle de temps [0 s, 7 s].

dx _ x)

e 1% intervalle ]0s,3s[: V(t) = at x(0)

dx, = [ V(t)dt
Axq = x(3) — x(0) : Aire dans la courbe de V(t).

Ax; =x(3) = ! 33 = 0
0 =x3)=3533=73 (m)
e 2°™ intervalle ]3s, 65|
Ax, = x(6) —x(3)
= x(6) = Ax, + x(3)

A —133—9()
xz—z. —zm

+

N| ©
N|©

= x(6) = =9 (m)

e 3°Mintervalle ]6s, 75|

Axs; = x(7) —x(6) = 0= x(7) = x(6)

= x(7) =9 (m)
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3- La position du mobile a t = 10 s c-a-d : calcul de x(10)

Ax, = x(10) — x(7)

Ax, = %(—3).3 = —% )y = X0 = Axy+x(7)

=>x(10)=—2+9=2 (m)

V(m/s)

4- La distance « d » parcourue par le mobile entre les instants t=0 s et t=10 s.
d = |Axq| + |Ax,| + |Axz| + [Ax,]
d =2+2+0+2=2—7(m)

2 2 2 2

5- La nature du mouvement dans I’intervalle de temps [0 s, 10 s].

e Pourt €]0s,3s[, a.v >0 < mouvement réctiligne uniformément accélére.
e Pourt €]3s,65[, a.v <0 & mouvement réctiligne uniformément retardé.
e Pourt €16s,7s[, a=0m/s?etv=0m/s & pasde mouvement.

e Pourt €]7s,10s[, a.v > 0 < mouvement réctiligne uniformément accélére.

Exercice 05 : Les coordonnées cartésiennes d’un point mobile en mouvement dans le

plan xoy sont : x(t) =%t2 et y(t) =%t ;(t>0etp >0)

1. Donner la trajectoire du mobile.
2. Déterminer en fonction du temps, les composantes cartésiennes de la vitesse et de
’accélération.
3. Trouver les composantes intrinseques de 1’accélération.
4. Donner I’expression du rayon de courbure en fonction du temps.
Solution
1. la trajectoire du mobile
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_T _P
y—pt ﬁt—ry

On remplacgant I’expression de t dans x(t) :

Ly P
X = 5(;}]) Sx=o_.y%c est un parabole (x = 0,y = 0).
2. les composantes cartésiennes de la vitesse et de ’accélération.

_dx_lt
- - - vx_dt_p
V=10l t 7] = dy 1t
(=%~

Le module de v : v = |[¥| = \JvZ + v

( dv, 1

T

d=a,l+ aﬁ:{ v p
y

\ay = dt =0

Le modulede d: a = \/a} + a} =%

2. les composantes intrinséques de 1’accélération

dv 1 t
ar=—=—-,—
dt p Vet

cq2 — 42 2 2 _ 2 2
Ona:a” =ai +a; = a; =a°—a;

1 t 2
Sd==—-|—]——
p pVt? + 12

, 1 t?
30_”:? 1_t2+’l'2
, 1 72
=0 = p2 \t2 + 12
T 1
Sa,=— —
S A
3. I’expression du rayon de courbure en fonction du temps R(t)
v? R v?
a, = — = = —
" R a,
1 2
(5 V t? + TZ)
= R(t) = 1
P'VtZ + 12
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> R(t) = i(1?2 +12)°/2
pT

Exercice 06 : Une particule se déplace dans un plan. Son accélération est donnée au

cours du temps par ’expression : d = a u; + ft*u,.

u; et u, Sont les vecteurs unitaires tangentiele et normal du repére intrinséque, o et f

des constantes positives.

A I’instant t=0, la particule est au repos en o 1’origine des coordonnées.

1- Donner les dimensions de a et f.

2- Calculer I’abscisse curviligne s(t) en fonction du temps.

3- Déterminer le rayon de courbure « p » en fonction de s .(vérifier I’homogénéité de
la relation).

4- Calculer le module de I’accélération d@ en fonction de s. .(vérifier ’homogénéité du
résultat).

Solution
Ona: d=au,+ pt*u, ...(1)
1- Sachant que [a] = LT™? = [a] = [a] = LT

et[a] = [Bt*] = [B] = o]

= LT

Les vecteurs unitaires sont des grandeurs sans dimension.

2- L’abscisse curviligne est donnée par :

- dS—> —
U:Eut :Uut
a =Eut +? Uy ... (2)

L’identification de 1’équation (1) et (2) donne :
dv

S
—=a>v=at+v,=—
dt O dt

1
soit s(t) = —at? + s,. (les conditions initiales:at = 0,5, = 0 et vy = 0
2 0 0

1
d’ou s(t) = Eat2

3- le rayon de courbure « p » en fonction de s :

d’autre part I’identification de I’équation (1) et (2) donne :
2 UZ

v \ 242
—=ft*=>p=
p

a

ptt ~ Bt
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2 3

a a
= ==
p pt?  2sp
a? L3T~¢
Homogénéité: [p] = L et E] =TT

4- Le module de I’accélération d en fonction de s :
2

12 dvz v i 2 42
al? = () +<7> = o+ (Bt*)

1
. , 25 [, 16p%st\ 2
En éliminant le temps par: t* = R onaura ld| = a? + Qg
s 16 p%s* 72 16 B2s*
Homogénéité : [a] = LT 2 et || a? + —i = [a?] = —

1
= (1T~ = LT 2

I1-13. Mouvement relatif
I1-13-1. Introduction
Le mouvement d’un point matériel peut étre réparti en deux mouvements distincts :

e Un mouvement par rapport a un repere fixe R(0,x,y,z) qu’on nommera repere
Absolu.

e Un mouvement par rapport 4 un repére mobile R'(0,x,y’,z") qu’on nommera
repere relatif.

Toutes les grandeurs (position, vitesses et accélération) seront identifiées par rapport
au repere approprie.

R(0,x,y,:

@7j,k)

Figure 1I-17 : changements de référentiels.
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II-13-2. Vecteur position
La position de M par rapport au repere fixe R est dite position absolue.

OM = XT4 Y] 4 2K coe e eee oo e eee e (11— 32)

La position relative est la position de M par rapport au repére mobile R’

OM=x"+y7 42 oo (11— 33)
II-13-3. Vecteur Vitesse

La vitesse absolue est la vitesse de M par rapport au repere fixe R :

; _dOﬁM_dxe_i_dy%_i_dz]_é 034
o= _dtl dt] SRR )

D’autre part, nous avons : OM = 00" + 0'M
Cette vitesse peut etre calculée d’une autre fagon :

doM _ do_o”Jr d0'M
dt  dt dt

doM _do0’ i df dK dY dy' dZ
dt — dt TR TP I TrT

La vitesse absolue est composée de la vitesse d’entrainement V et la vitesse relative
Vr tel que :

v do_()”Jr ,d7+ df dik

= Tar " Fac Y a dt

de - dt dt
DOU: V=V A U oot et oot oo e ees e et e ee e e e (11 = 35)

La vitesse d’entrainement V est la vitesse du repere R’ par rapport au repére fixe R.

La vitesse relative Vr) est la vitesse de M par rapport au repere mobile R’.

Deux cas de mouvement de R’ peuvent étre, en translation et en rotation, la vitesse
absolue et relative garde la méme expression par contre la vitesse d’entrainement se
met différemment.

II-13-4. Vecteur accélération

L’accélération absolue est ’accélération de M par rapport au repére fixe R.

. d?*0OM d?x_ dyq d%z
a, = = 1+

—k
dt? dt? dt? J* dt?

d200°  d*’  ,d%) dZP’]H[dx' dl dy dj d7 dk’

Ga=|"g TX g TV gz T gn Gcar T dcde Taear
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+ d2x17+d2y’7+d221? 11—36
10 l 752 J 10 RPN ¢ )

L’accélération est composée de ’accélération relative @, , Paccélération
d’entrainement a, , et I’accélération de Coriolis a; , tel que :

2 2 2
R A
T de? dez ) T

_d?00°  d*  ,d% 4K

—

Ge dt? tx dt? Ty dt? tz dt?

[ d7+dy' d7+dz' dik

%= 21t dc T de de T dede

g =y 4 Qg F Qg e e eee ee ee ee ee ee ee ven aee e e ee en en enne = (11 = 37)

Le mouvement du repere R’ peut étre en translation ou en rotation par rapport
au repere fixe R. La vitesse relative ne change pas mais la vitesse d’entrainement
change et par conséquent I’accélération d’entrainement change et [’accélération
de Coriolis change.

II-13-4-a. Cas de Translation

Les vecteurs unitaires du repere R’ (R’ en translation par rapport a R) ne changent
pas ils gardent le méme sens et méme direction de ce fait leurs dérivés par rapport
aux temps sont nulles. Il y a que ’origine O’ qui varie dans le temps.

R T dv _dji _ dkl =
i=1,7=J', k=k donc, Z=L_F
dt t dt
) , . . —  d0oo/
La vitesse d’entrainement devient : V, = "
3o Alhrat i A . . —, d%oor
L’accélération d’entrainement devient : a, = pye;
L’accélération coriolis devient : a, = 0.
I1-13-4-b. Cas de rotation
i’ . 2/ da/\—;_l__)/\dz_’)
— =WAl =2 —=—A1 wN\—
dt dt? dt dt
N dzo_o"Jr ,da/\—;_l__)/\dz_’) .\ ,da/\—;_l__)/\df’ s ,dBAE;_I__)AdE’)
Ao = X |/ N1 wN— —_ wN— Z |— w N\—
¢ dt? dt ac| Y [ac ™ dt dt dt
) dzo_o"Jr d@ 5 ,d7+ 4@ o ,df'+ 4@ oo AR
A = ——— — NX1 WNANX — —_ w —_ — NZ WNZ ——
¢ dt? dt dt at ) Y at dt dt
d200' d&

-
Ap =

i’ ,df dK
dt? dt dt

+—A (X +Y )+ BA X —+Y =+ 2 —
(<7 +) ) ( Yar T dr
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0 =200 95 i [ (307) + /(@ nT) + 7 (317

i, = d20—0;+@/\0'—M)+5/\ :(an?)+(5/\y'7)+(5’\2'?)]

dt? dt
6= L0095 iy [ (T + 57 + )]
de =d;?+%/\0'74+m @A O'M|
i, = Z[é—f(a/\7)+‘;—yt'(a/\7)+‘;_zt'(a,\—f')]

o= 28N | =1 + =) +—K

dx'- dy'-» dz' —
dt dt dt

d. =2(8AV)

1I-13-5. Exercices

Exercice 01 : Un nageur dont la vitesse en eau calme est de 1.4m/s veut traverser, en
ligne droite, une riviére de 180m de large. Il veut pour cela aller d’un point A vers un
point B situé en face de A. L’eau se déplace a la vitesse de 0.8 m/s.

1/ Partant du point A, a quelle distance de B arrivera t-il sur ’autre rive ?
2/ Combien de temps mettra t-il pour atteindre I’autre rive ?

3/ Quelle direction caractérisée par I’angle avec la direction AB devra t-il prendre
pour arriver au point B ?

Solution

1/ Déterminons la distance BC

. e_ve_BC

g %" D D=180m
D,

=>d=D=2 l

0.8
AN:d = 180'ﬁ =102.85m

=0 =29.7°

2/ Le temps qu’il mettra pour atteindre 1’autre rive.

AC 3 Va
AC =y t=>t =— r
va
Ac? = AB? + BC? = AC = (AB%* + BC?®) "2 = 20731 m A
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v:=v2 412210, =W2+1,2)"2=161m/s

Donc t=128.76's
3/ L’angle o= ?

. ve
sina =— =057=a = 34.75°
Uy

Exercice 02 : Un train roule a 72 km/h lorsque une lanterne suspendue a son plafond

se décoroche avec les secousses.

1. Quelle est la vitesse en fonction du temps de la lanterne par rapport a un passager
dans le train (module, direction et sens).

2. Quelle est sa vitesse ¥ en fonction du temps par rapport a un observateur sur le
quai (au sol). Préciser le module, le sens et la direction de ¥ .

3. Quelle est la trajectoire de la lanterne vue par :

a- Le passager dans le train,

b- L’observateur sur le quai

Solution

1. Vitesse de la lanterne par rapport a un passager dans le train : V; ,
son module : V;,, = gt
sa direcction : vertical Vin

R
sasens : de g

2. Vitesse de la lanterne par rapport a un observateur au sol : Vg

Ona: V=V Vs Vy=Vys; Ve =Viyp etV = Vs 7
Donc: Vl/s = Vl/p + Vp/s i
Viys” = Vipp” + Vs = (gt)? + (20)? vy /7
Module de ‘71/5 : Vs = 4/(gt)? + (20)? (mys) i
5 2 1% 20
Direction de V;/; : tg0 = ”_>p/5” = 2L =2 Vo St
Vypll  Vipp gt V,,

Sens de I_/)l /s - est indiqué sur la figure
3. Trajectoire pour le passager dans le train, si le chute libre suivant la verticale.

La trajectoire pour un observateur sur la quai (au sol), elle est tangente au vecteur
vitesse a chaque instant. L’équation de la trajectoire :

Suivant Ox :
X
x=Vp/s.t:>t=
p/s
L 1 ([ x\
= — = = —
y 29 y 29 Vs
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1
y = ———g.x% (équation d une parabole)

2(Vyys)’

Exercice 03 : Les berges d’une riviére sont paralléles, leur distance est L=250 m. Un

bateau se déplace dans la direction Ay avec une vitesse V; constate de 2 m/s. Le

courant de riviere a une vitesse V, constante et de valeur 1 m/s (voir la figure ci-

dessous).

YA
A oo
|
|

L 1
' >
|
i —_—
! V2

AV __________________________

1. Calculer le temps mis par le bateau pour aller d’une rive a ’autre.

2. Calculer sa vitesse résultante V.
3. Trouver I’equation de sa trajectoire et donner sa nature.
4. Identifier les différentes vitesses V;,V, et V.
5. Calculer la distance qui sépare 1’axe (Ay) du point d’arrivée (la déviation).
Solution g
1. Le temps mis par le bateau pour aller d’une rive a l'autre : ¢t 5 = ATB
A partir de la figure : cosa = Bl p=tY
vV 4B v,

LV _L _ 250 _

tAB = Vv, = v, AN tAB 5 125 s

2. Le vitesse résultante V :d’apres la figure

V=V +V,=V = /1/12+VZ2

(2)2+ ()% =224m/s

3. Equation de trajectoire et sa nature :

On choisit un point M quelconque, le vecteur position OM = xT + vy

7 i=5=1 (dx=adt
le vecteur vitesse V = at { X
v, =2

_ dy = 2dt
T at

Vy
W
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x=t
=’{y= p;@t=0x=y=0)=>y=2x

Donc, I’équation de la trajectoire estb une droite de la pente égale a 2.

V, :vitesse relative
4. Identification des vitesses : | V,: vitesse d entrainement
V : vitesse absolue

5. Calcul de la déviation CB

. CB V. LV
D’apr ¢s la figure : tga =— = =2 = (B =—2
L V1 V1

250
AN:CB :T: 125m

64



Chapitre I1I : Dynamique

Chapitre III : Dynamique

II1-1. Définition

La dynamique est I’étude des mouvements en fonction des causes qui les produisent.

II1-2. Quantité de mouvement

La quantité de mouvement P d’une particule est est la grandeur vectorielle définie
comme étant le produit de sa masse m par son vecteur vitesse v.
3 v P B mB e (LT = 1)

> »

Figure I11I-1 : La quantit¢ de mouvement.

La quantit¢ de mouvement est un vecteur ayant la méme direction et le méme sens

que la vitesse et a pour unité S le kg. m.s™1,

II1-3. Lois de Newton
La mécanique newtonienne repose sur trois grandes lois :
II1-3-a. Premiére loi de Newton (le principe d’inertie)

Un point matériel M isolé ou pseudo-isolé (n’est soumis a aucune force c-a-d :

- -
Y. F = 0), soit il reste au repos ou sa vitesse est constante s’il est déja en mouvement
(ce point en mouvement de translation) donc son mouvement rectiligne uniforme (@ =

0)
Remarque : Un référentiel d’inertie (ou galiléen) est un repere dans lequel le principe

d’inertie est réalisé. C'est-a-dire : un point matériel M n’est soumis a aucune force (la
résultante des forces est nulle), sera au repos ou en mouvement rectiligne uniforme.

II1-3-b. Deuxiéme loi de Newton (Principe fondamental de la dynamique)

Dans un référentiel galiléen, la résultante des forces qui s'exercent sur un point
matériel M est égale a la dérivée par rapport au temps du vecteur quantité de

mouvement de ce point.
Z . dP_d
= - a™)

Zﬁ_dm%_l_ dv
BEP TR

Dans la mécanique newtonienne, la masse est une grandeur scalaire constante sa

e d
dérivée par rapport au temps est nulle (d—T = 0). Donc ;

F=mM—=M0 e cerceecre e e v e eve e weee. (1N — 2
mdt ma ( )
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II1-3-c. Troisieme loi de Newton (Principe de I'action et de la réaction)

Lorsque deux corps sont en interaction, ils exercent I’un sur ’autre des forces de signe

opposé en sens mais €gales en intensité et en direction.
ﬁB/A FA/B 5 R

FA/B = _FB/A

A

— FA/B = FB/A

Figure III-2 : Action et réaction.
III-4. Forces

Nous avons deux types des forces : forces a distance et forces de contact, nous
citons ici quelques exemples :

II1-4-1. Forces a distance
I11-4-1-a. Force gravitationnelle

La force gravitationnelle s’exerce entre deux masses, c’est une force a distance. Elle a
¢té énoncée par Newton en 1650. Elle est de la forme :

mym;_,

Frym, = —Fm,ym, =G e oo (I = 3)

7'2
Ou G =6,67.10"11m3 /K gs? est la constante de gravitation universelle, U est le
vecteur unitaire et m, et m, sont deux masses en intéraction séparées par une distante r.

N

ma/m, mi/ms,

Figure I11-3: Forces d’interaction gravitationnelle exercées entre deux corps.

I11-4-1-b. Force électrostatique (force coulombienne)

La force coulombienne (électrostatique) s’exerce entre deux charges ponctuelles g, et
q, séparées par une distance r. Ces deux charges exercent mutuellement 1’une sur
I’autre une force attractive ou répulsive selon le signe de leurs charges. Elle est de la

forme: Fyp,=-F; =K qigzﬁ'

Ou K : la constante de Coulomb (K = ﬁ =9 x 10°N.m2C~?), et U le vecteur
0

unitaire.
+q1 ﬁ1/2 ﬁ2/1 —qz > >
‘ . F2/1 = _F1/2
P > Fap1=Fipp

r

Figure I11-4 : Forces d’interaction coulombienne exercées entre deux charges.
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I11-4-1-c. Force électromagnétique ( force de Lorentz)

La force que subit une charge électrique g, de vitesse ¥ placée dans un champ

¢lectrique E et magnétique B est appelée force électromagnétique ou force de Lorentz:

F=q(E+DAB) oo e e v (11 — 4)
I11-4-2. Force de contact
I11-4-2-a. Réaction de support

On considere un corps solide de masse m posé sur une surface horizontale. La force

de réaction R est I'action du support sur lequel repose le systeme. Cette force
de méme intensité que le poids mais de sens opposé. L objet étant en équilibre :

P+R=02P=-R oo (Il =5)

R

v P uppor
Figure I1I-5 : Force de réaction d’un support.

1I1-4-2-b. Force de frottement

Lorsque un objet en contact et en mouvement par rapport a autre objet , il apparait
une force qui s’appelée force de frottement qui est opposé es au sens de mouvement.

Si les deux objets sont des solides, on parle de fortement solide, si I’un est solide et
I’autre un liquide, on parle de frottement visqueux.

A/ Frottement solide

Considérons posé sur un support horizontal. On pousse horizontalement I’objet a

5
I’aide d’une force F motrice.

e

Mouvement

Figure I11-6 : Force de frottement exercée par un support

sur un objet muni d’une force motrice.

La force de frottement f = ﬁT, son module |§T| = uRy ; ou p est le coefficient de
frottement cinétique.
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B/ Frottement visqueux

Lorsqu’un corps se déplace dans un fluide (liquide ou gaz) a une vitesse relativement

faible, la force de frottement est : ﬁf = —rc7717

ou k est un coefficient li¢ a la forme du corps et n est le coefficient de viscosité du
fluide.

I11-4-2-c. Forces de tension (force de rappel)

Considérons le systeéme masse-ressort. Quand le ressort de raideur k s’allonge, une

force de tension s’exerce sur la masse F = —k (1 — 1y)u, proportionnelle a allongement
du ressort Al pour atteindre un équilibre.

Al =1 — 1, ; Ou avec lyla longueur du ressort a vide et [ sa longueur chargée.

III-5. Moment d’une force

II1-5-1. Moment d’une force par rapport a un point

Considérons un point matériel M dans un référentiel R soumis a une force F. Le moment

d’une force F par rapport & un point O, noté 7, , est un produit vectoriel entre la force
F et le vecteur position OM : Ty = OM AF. .o oo oo oo e (11— 6)

T, c’est un vecteur perpendiculaire au plan contenant les vecteurs OM et F de facon a

ce que le triedre (@, OM, F) soit direct.

A
Uh
OT\./I?'
(A) M

Figure I1I-7 : moment d’une force par rapport a un point.

II1-5-2. Moment d’une force par rapport a un axe

Le moment d’une force F par rapport a ’axe (A), noté 7y, est un produit scalaire

entre moment d’une force par rapport a un point 7, et le vecteur unitaire u.

T(a) ¢’est la projection de T, sur I’axe (A).
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I11-6. Moment cinétique
I11-6-1. Moment cinétique par rapport a un point

Le moment cinétique d’un point matériel M de masse m et de vitesse U, par rapport a
un point fixe O d’un référentiel R, est un produit vectoriel entre le vecteur position

-

OM le vecteur quantité de mouvement P :

Lo=0MAP=0MAMD ececce s eeeeeeeeeeee e aee e e (111 — 8)
A
Z
A N
L¢
Q== >
S g
1
0l /)
o -
X
M m

Figure I1I-8 : Moment cinétique par rapport a un point.

I11-6-2. Moment cinétique par rapport a un axe

Le moment cinétique par rapport a I’axe (A), noté Ly, est un produit scalaire entre
moment cinétique L—(; par rapport a un point et le vecteur unitaire u.

Ly = E.ﬁ ; Lay c’est la projection de L_(; sur ’axe (A).

I11-6-3. Théoréme du moment cinétique

Le théoréme du moment cinétique montre que la dérivée du moment cinétique d’un
point matériel par rapport au temps est égale a la somme des moments des forces

appliquées.

dL, d(OMAP) _ dm/\ﬁ+m/\
at dt S dt dt
dZO_dWA q+mAd(mﬁ)

dac  dr dt

dL ., d@
—O=13/\m13+0M/\mQ

dt %'6—’ dt

dLy — ., ——

7 T OMAMA = OMAF oo (1T = 9)

dLo

F est la résultante des forces extérieures appliquées. Donc ; i To
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II1-7. Exercices

Exercice 01 : Les masses des deux corps A et B sont respectivement my, = 2 kg et
mg = 20kg (voire la figure). Le coefficient de frottement de glissement de corps B

S

avec la surface horizontale est y;, = 0.1

1/ Déterminer la masse m, du corps C, si I’accélération de B est de 2m/s? vers la
droite.

2/ Déterminer la tension dans chaque fil quand B a la méme accélération que dans la

question (1). N

Solution 2 ]
Tz (\: g

=]

T Cy T,
= ‘ ' T e
T/ [- T(
A C
P, P,

1/ La masse m =? si ag = 2m/s?:
En appliquant la 2™ loi de Newton (principe fondamental de la dynamique) pour les

trois masses suivant la direction de mouvement : . F = m.a

Pour la masse my : By + Ty = my. @ ; Projection : Ty — Py = My cvv eev ver e o (111 —10)

Pour la masse mp : € 4+ T4 + T. = mp.d ; Projection : Tp — Ty — C;, = Mp. 4 ... (1 —-11)

avec Cy = Ugg.mp

Pour la masse m. : Py + T, = m¢.d ; Projection : Pp — T, = Mg @ cer eve e e e (1 —-12)
T,
n-12)=>me.g—mea=T,>m, = 7 = e (111 — 13)
(11 -11)=> T, =mg.a+ T, + C, Te = (my +my).a +(my + pgmp). g

En remplacant la relation (I1I-14) dans (I1I-13), on obtient :

B (mp +my).a +(m, +u mg).g
= =4

m, A.N: m, =105 kg
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2/ Les tensions : Ty =?et Tp =?siag = 2m/s?:

(Il —10) Ty =my.(a+ g) = 24N

(111 —13) =T =m.. (g —a) = 84N

Exercice 02 : Deux masses m; et m, (m, > m,) se déplacent sur deux plans inclinés

sans frottement dangle respectifs a et f avec 1’horizontale. Elles sont reliées par un fil
inéxtensible de longueur constante et de masse négligeable.

a - Décrire les équations de mouvement pour m; et my.

b- Exprimer I’accélération du systeme
my

en fonction de mi, mp, a, B et g.
c- Trouver les réaction R et R

a- Trouver la tension du fil.

Solution
a/ Les équations de mouvement pour m; et mp

En appliquant la 2°™ loi de Newton, pour les deux masses suivant la direction de

.
mouvement : ). F = m.d

Pour la masse m, : P, + R, + T; = mq.d

Projection : Ty — Py = M. @ e e e e e e e ee ee ee we e o ([1] — 15)

Pour la masse m, : P, + R, + T, = my.d

Projection : Py — Ty = M. @ cv cev cev eee e eee e e e e ee ee e (L] — 16)
Le fil inéxtensible et de masse négligeable, donc, Ty =T, =T

(Il = 15) =T — m,gsina = my.a
(Il —16) = m,gsinf — T = my.a

b/ Accélération du systeme en fonction de mi, mo, a, P et g.

(111 — 15) + (III — 16) > m,gsinB — mygsina = (my + my).a
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m,sinfS — mysina
>a= .
my + m,

c- Les réaction R; et R,

Pour la masse m, :_131 + ﬁl =0 ; Projection : Ry — mygcosa = 0 > R; = mygcosa

Pour la masse m, :132 + ﬁz =0 ; Projection : R, — mygcosf = 0= R, = m,gcosf

d- La tension du fil : a partir de la relation (III-15) ou bien (III-16) en tire I’expession
de T:

(III —15)=T = my.a + mygsina

m,sinf — mysina

=>T =m,. .g +mygsina
1 M+ m, g 19
mim, , ,
=T = —.(sinf + sina)g
mq + mZ

Exercice 03 : Un pendule simple constitu¢ d’un objet ponctuel M de masse m
accroché a un fil inextensible de longueur /[ et de masse négligeable. Son
mouvement a lieu dans le plan vertical (Oxy) du référentiel fixe R(0, x, y, z).

On écarte le pendule d’un angle 6 de sa position d’équilibre (0 = 0) lache sans vitesse
initiale. Les forces de frottement sont supposées inexistantes. (le champ de pesanteur

terrestrel | est considéré comme uniforme.) 0

y

xV

1) Exprimer les forces appliquées au point M dans la base (€, &, l_c))

2) En appliquant le théoréme des moments cinétiques puis la 2°™ loi de la dynamique
(PFD) dans le référentiel galiléen, établir I’équation différentielle du mouvement dans

le cas de faibles oscillations. 0 >
y

Solution

=~
®y
S

XV R

p
1/ Les forces appliquées au point M dans la base (€,, €y, k)
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e Lepoids: p =mg avec p = mgcos6 é, —mgsinb é.

e Latensiondufil: T=-T §p

2/ L’équation différentielle du mouvement.
e L’application de théoréme des moments cinétiques :
dL,

dt To ( )

Zo : moment cinétique d’un point matériel par rapport un point O.

+ - o+
Lo = l O ml“0 k ... e ee s v e e . (111 = 18)
o mlé o
+ - +
OMAD = I 0 | ol = mglsin® k
mgcosd —mgsing
Ce qui implique que 1’équation (I1I-17) devient :
mi20 k = —mglsinf k = 6 + I in0 =0 (111 - 19)

l

On obtient finalement pour les faible oscillations : 6 + %9 =0
e L’application de la 2°™ loi de la dynamique :
SYF=ma=>P+T=mad
SMGAT = MG e ceeoee oo eee oo ere e e e o (1L = 20)

La projection de 1’équation (III-20) sur les axe des vecteurs €, et €g :

o Suré, :mg.cos@ - T =M Ay e covcee e evr e e eee e s e v een e ([ = 21)
o Sur €g:—MG.SINO = M Ag v cv cer v e vt e e ve e e wee v wee e ([T — 22)

On a : le vecteur position en coordonnées polaires :
OM=pe,=le,

doM _ d(léy)

Le vecteur vitesse ¥ = =108,
dt dt
., dv d(éé - o
Le vecteur accélération a = — = a(8eq) _ [Bey — lezep
dt dt
Accélération radiale : d, = —16%¢, = a, = 162
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Accélération trasversalle : dg = 108y = ag= 10
L’équation (I11-22) devient : —mg.sin6 =mlf = 6 +3sinf = 0

Pour de faibles oscillations sinf =~ 8, donc 1’équation du mouvement est 6 + %9 =0
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Chapitre IV: Travail et énergie
IV-1. Travail d’une force

Dans un référentiel R(0, xyz), on considérant a I’instant 7 un point matériel de masse
m se trouve au point M et se déplagant sous I’action d’une force F sur une trajectoire
de forme quelconque.

A, l’instant (t + dt), le mobile vient en M’, infiniment voisin de M, donc le vecteur
déplacement élémentaire MM =di. Le vecteur force F peut étre considéré

comme constant alors, on définit le travail élémentaire par : dw = F.dl
A

Z
M‘—)
dl
ay M
J/ g
A
) >

y
Figure IV-1 : Travail ¢lémentaire.

X
Si le mobile est déplacé d’un point A a un autre B, le travail total est :

B B
w=f dw=f F.dl
A A
B - - > B
wzf ||F||.||dl||.cos(F,dl) :f F.dl.cosa ... (IV —1)
A A

T
0<ax o) = w > 0,le travail est appelé travail moteur.

T
> < a<m=>w < 0,le travail est dit travail résistant.

SiFLl® , c-a-d que la force F est perpendiculaire a la trajectoire du mobile, alors le
travail w est nul. Le travail w s’exprime en Joules (1] = 1N.m).

Dans référentiel R(O,xyz), le mobile est défini par ces coordonnées cartésiennes
x,y,Z, les composantes de la force F etant F, F, et F; donc le travail ¢élémentaire :

dw = F.dl = (EI+ E,J + Ek).(dxi + dyj + dzk)

dw = Fedx + B, dy + F,dz .. oo v (IV = 2)
Pour un déplacement de A a B, le travail total est :

B XB ¥B Zp
w=jF.dl=f dex+f Fydy+f F,dz

A XA YA zZa
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Si F est constante (en grandeur et en direction), I’expression de w prend la forme
suivante :

XB YB ZB
w= Fxf dx + Fyf dy + sz AZ wo i v v (IV = 3)
XA YA ZA
IV-2. Puissance

La puissance est définie par la dérivée du travail par rapport au temps :

p = aw _ ﬁ'—dz = ﬁ.d—z e R A ¢ | /)

dt dt dt
Donc, la puissance instantanée d'un point matériel M est le produit scalaire de la
résultante des forces qui agissent sur M par la vitesse de ce point. Autrement-
dit, le travail ¢lémentaire fourni par un point matériel se déplagant d'une quantité

finie dl, est donné par : dw = p.dt
IV-3. Energie cinétique

La combinaison de la définition du travail et le princpe fondamentale de le dynamique
appliqué pour une masse constante donne la notion de 1’énergie cinétique. D’apres ses

définitions :
dw = F.dl s .
R dv =>dw =m—.dl
F=m— dt
dt
—)dz) > >
>dw=m.dv— =m.dv.v
dt

=dw = m.d(%.(ﬁ)z) = m.d(%.vz)

1
=>dw=d (—m.vz)
2
S AW = By e oo oo e e e (IV = 5)

La quantité scalaire (%m. v?) s’appelle énergie cinétique E. du point matériel et
s’exprime en Joule.
IV-4. Théoréme de I’énergie cinétique
Apres I’intégration de la relation : dw = dE., on trouve :
5 B 1,1,
w=| dw= d(—m.vz) =-—mvi ——mvi=>w=AE;...... (IV —6)

Le théoreme de I’énergie cinétique peut s’annoncer de la fagon suivante : le travail
¢lémentaire effectué par la force, est égal a la variation de énergie cinétique.
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IV-5. Energie potentielle
IV-5-1. Energie potentielle et les forces conservatives

Une force est dite conservative lorsque le travail produit par cette force est
indépendant du chemin suivi par son point d’application.

Wyp = W1 =W, Wyp = W1 =

AVNAN

Figure I1V-2 : Travail dans deux chemins différets.

IV-5-2. Energie potentielle de pesanteur

considérons une particule de masse m, placée en point M de I’espace en mouvement

dans un plan (Oxy). Elle est soumise au champ de pesanteur g, donc au poids P=
mg
A

y

>
0 X

Figure IV-3 : Travail de la force de pesanteur.

Le travail ¢lémentaire du particule, lors de déplacement du point matériel M

dw:ﬁ.dT:{Ii:PT_ng
dl = dxi + dyj

dw = —mgj. ( dxi + dyj) = —mgdy

Yp
w:fdwzf —-mgdy
Ya

Yp
Yp

w=—mgf dy=-mg.y
Ya

Ya
w=—mg.(y, —y,)=—[mg.ys —mg.y,l
w=—[E,(B) —E,(A)] = —AEp ccc e cev v cve e e (IV = T7)

77



Chapitre IV: Travail et énergie

IV-5-3. Forces conservatives

. = . y . , . .
e Siune force F est conservative, alors elle derive d'une €nergie potentielle E,.

Donc cette force peut s'écrire: F=- gradk,
Dans un repére cartésien : F = F.l + E,J+ A RN ¢ (A )
dE, = —V.E, = (a"+a_’+al_€)E
graciy = =05 = "G "oy Taz )
i 0E,, OE, aEp]_(, W—9
—gra p——axl ay]_az v v (IV—=9)
(p = 9B
| dx
(Iv—-8)=(v-9 4F ad
-8) = -9)> =——
( )2V =5,
| OE,
\= =%
e Pour qu'u ne force F soit conservative, il faut que : rotF =0

[
s = 2 |0 0 0F, O0F 0F, O0F 0F, O0E\- -
TotF =VAF = [— g0l (Z=_TY _(_Z__")j+ Y _“Xlk=0
ox 0y 9z dy 0z X z x y
E F, F

IV-6. Travail d'une force conservative

.
Soit F une force conservative. Son travail étant:

F dE OEp. k
- - = —dJdra = — 1 — —
dl = dxi + dyj + +dzk

—f aE”d aE”d aE"d = —AE IV —10
w= -3 x—ay e T )

Le travail w d'une force conservative pour déplacer un point matériel est égal a la
diminution de son énergie potentielle Ey, .

IV-7. Exercices

Une particule en soumise a une force F = y(y — 6x)T+ x(2y — 3x)] qui la fait
déplacer dans le plan xoy.

1/ Calculer le travail effectué¢ par la force F lors du déplacement de la particule du
0(0,0) au point A(2,4) a travers les chemins suivants :

a/ Le long de la droite joignant les deux points O et A ;

b/ Le long de arc de parabole d’équation y = x?2.
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2/ La force F dérive t-elle d’un potentiel ? si oui, calculer alors I’énergie potentielle
qui lui est associce.

1/ Le travail du particule lorsque se déplace du point O(0,0) au point A(2,4)
. - (F=Fi+Fj
dw = F.dI ={ TS
dl = dxi + dyj
dw = F.dl = Fedx + E,dy

A A
w = f (Fedx + F,dy) = f [y(y — 6x).dx + x(2y — 3x)dy] e v v v e e (IV = 11)
(0] o

a/ Le 1° chemin : le long de la droite joignant les deux points O et A d’équation: y =
2x = dy = 2dx. En remplagant 1’expression de y et dy dans la relation (IV-11) donc,

2 2
wy = f [2x(2x — 6x).dx + x(2.2x — 3x)2dx] = f —6x2.dx
(0] (0]

2
=—16
0

w; = —2x3

b/ Le 2°™ chemin : Le long de arc de parabole d’équation y = x?

y = x? = dy = 2xdx, en remplagant I’expression de y et dy dans la relation (IV-11) donc,

2 2
wy = f [x2(x? — 6x).dx + x(2x? — 3x)2xdx| = f (Sx4 - 12x3).dx
o

0
2

=-16
0

Wi = x5 — 3X4

2/ La force F dérive d’un potentiel car w; = wy; .calculer alors 1’énergie potentielle
associée a cette force :

N R s TR __aEp __(?Ep
Ona:F = —gradE, ;soit F, = x etF, = oy
EF=-225F = [E.dx = 6x).d
= b, =—JFdx=—[y(y—6x).dx

E, = —fy(y — 6x).dx = —fyzdx + f 6xydx
E, = —y*x 4+ 3yx* + C ; C : constante d’intégration

En peut calculer E,, a partir de F; ou bien a partir de F,

0E
Fy — _a_;:>Ep = —nydy: —fx(Zy—Bx)dy

E,=—[2xy.dy+ [3x*dy = —y*x + 3yx* + C
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IV-8. Energie mécanique (totale)

L’énergie mécanique d’un point matériel est la somme des énergies cinétique et
potentielle.

Em = Ec 4 Ep oo oe o et e e e e e e e (IV = 12)

IV-9. Théoréme de I’énergie potentielle

Si une force dérive d’une énergie potentielle (force conservative), son travail entre
deux positions A et B est égal et opposé a la variation de I’énergie potentielle entre
ces deux positions.

Wap = —AE, = E,(A) — Ep(B) e e v v e e . (IV = 13)
IV-10. Principe de conservation de I’énergie mécanique

L’énergie mécanique (totale) d’un point matériel soumis a une force dérivant d’une
énergie potentielle, est conservée.

E,(A) = E,,(B) = Cte ,oubien AE,, =0
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