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Introduction

L’idée du calcul différentiel est d’approcher au voisinage d’un point une fonction f

par une fonction plus simple (ou d’approcher localement le graphe de f par un espace
plus simple). Une fois les notations assimilées, les méthodes et les résultats de calcul
différentiel sont naturels : ce sont les mêmes que pour l’étude des fonctions d’une
variable réelle.
Même les physiciens, ils ont besoin du calcul différentiel. Il permet d’étudier l’évolution
d’un phénomène au voisinage d’un instant donné (sa vitesse, son accélération) lorsque
ci décrit une portion d’un espace dans lequel on a une structure d’espace vectoriel
normé.
L’objectif de ce travail est l’étude de calcul différentiel dans Rp, en citant tous les
théorèmes fondamentaux et en donnant des exemples.
Dans le premier chapitre nous allons étudier plus en détail la topologie des espaces
vectoriels normés sur K, où K est le corps réel ou complexe. L’objet de ce chapitre
est de généraliser la notion des suites et les compacts de Rp. il nous faut pour cela
définir avant tous quelques notions de topologie de Rp.
Le deuxième chapitre consacré aux études de la notion de limite et de continuité dans
l’espace Rp.
Dans le dernier chapitre, on s’intéresse aux fonctions différentielles. Nous allons voir
les dérivées partielles avant d’aborder la notion de différentiabilité, puis la notion
d’extremums.
La fin de ce mémoire, une courte bibliographie des ouvrages de base pour ce travail.
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Chapitre 1

Applications de Rn vers Rp

1.1 Espaces vectoriels normés

L’objet de ce chapitre et de généraliser les notios essentielles : les suites réelles, la
notion de limite et de continuité, celle de dérivabilité d’une foction numérique, etc. il
nous faut pour cela définir avant tout quelques notions de topologie de Rp (p ∈ N∗).
Cependant la plupart de ces notions étant encore valables dans un espace vectoriel
quelconque.

1.1.1 Normes

Soit E un espace vectoriel sur K (K = R ou K = C).

Définition 1.1.1. On appelle norme sur E toute application :

N : E −→ R
x 7−→ N(x) = ‖x‖

vérifiant pour tous vecteurs x, y, ... et scalaires λ,... :

1. ‖x‖ = 0⇔ x = 0E (séparation)

2. ‖λx‖ = |λ|‖x‖ (homogénaité)

3. ‖x+ y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖ (Inégalité triangulaire ou de Minkowiski)
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Définition 1.1.2. on appelle un espace vectoriel normé (en abrégé E,V,N) le couple
(E,N), où N est une norme sur E.

Exemple 1.1.1. Si E = K, on déduit des propriétés de la valeur absolue (cas réel)
ou du module (cas complexe) que :

K −→ R
x 7−→ |x|

est une norme sur K.

Remarque 1.1.1. Avant de donner d’autres exemples, remarquons que :

1. N(−x) = N(−1x) =| −1 | N(x) = N(x) :

∀x ∈ E N(−x) = N(x)

2. 0 = N(x− x) ≤ N(x) +N(−x) = 2N(x) :

∀x ∈ N(x) ≥ O

Exemples 1.1.1. Dans les trois exemples qui suivant, soit E = Kp ; on note x =

(x1, ..., xp) un vecteur de E

1) L’application :

N∞ : E −→ R

x 7−→ N∞(x) = ‖x‖∞ = sup |xi|

est une norme.

2) L’application :

N1 : E −→ R

x 7−→ N1(x) = ‖x‖1 =

p∑
i=1

|xi|

est une norme.
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3) L’application :

N2 : E −→ R

x 7−→ N2(x) = ‖x‖2 =

√√√√ p∑
i=1

|xi|2

est une norme, appelé norme euclidienne .

Remarque 1.1.2. la démonstration de l’inégalité triangulaire pour la norme eucli-
dienne pose problème . Elle dépend de l’inégalité de Schwartz.

Proposition 1.1.1. (Inégalité de Schwartz) Si le produit scalaire euclidien de deux
vecteurs x et y de RP est noté < x, y >, alors :

|< x, y >|≤ ‖x‖2‖y‖2

cette inégalité appelé l’inégalité de Schwartz. Rappelons que < x, y >=
∑p

i xiyi, cette
formule généralisant celle obtenue pour l’expression analytique du produit scalaire de
deux vecteurs du plan ou de l’espace dans une base orthonormée . on a alors de
manière évidente :

∀x ∈ Rp < x, x >= (‖x‖2)2

Preuve 1.1.1. ∀t ∈ R, < x + ty, x + ty >≥ 0. Des propriétés de bilinéarité et de
symétrie du produit scalaire , on a déduit,en dévloppant :

∀t ∈ R, < x, x > +2t < x, y > +t2 < y, y >≥ 0

Si y = 0p, l’inégalité de schwarz est trivialement vérifiée. sinon, l’expression ci-dessus
apparaît comme un polynôme du second degré de la variable réelle t, gardant un signe
constant, celui du coeficient de t2. pour cela , il faut et il suffit que son disciminant
soit négatif. On a donc :

(< x, y >)2 ≤< x, x >< y, y >
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ce que est bien l’inégalité de schwartz.
Revenons maintenant à la démonstration de l’inégalité triangulaire pour la norme
euclidienne :

∀x ∈ E ∀y ∈ E (‖x+ y‖2)2 = < x, x > +2 < x, y > + < y, y >

≤ (‖x‖2)2 + 2| < x, y > |+ (‖y‖2)2

≤ (‖x‖2)2 + 2‖x‖2‖y‖2 + (‖y‖2)2

= (‖x‖2 + ‖y‖2)2

Par la suite, les trois normes précédentes seront appelées normes usuelles sur Rp.

1.1.2 Normes équivalentes

Définition 1.1.3. on dit que deux normes N et N ′ définies sur un même espace
vectoriel normé sont équivalentes, s’il existe deux scalaires α > 0 et β > 0 tels que :

∀x ∈ E N(x) ≤ αN
′
(x) et N(x) ≤ βN(x)

Théorème 1.1.1. toutes les normes définies sur Rp sont équivalentes .

La démonstration générale de ce théoreme fait l’objet de l’exemple suivent . On peut
cependant l’établir plus facilement pour les trois normes usuelles :

1) N∞ et N1.
soit i0 tel que ‖x‖∞ = |xi0|. Alors |xi0 | ≤

∑p
i=1 |xi| donc ‖x‖∞ ≤ ‖x‖1. Comme :

∀i ∈ {1, ..., p}, |xi| ≤ |xi0| on a
∑p

i=1 |xi| ≤ p|xi0|, soit ‖x‖1 ≤ p‖x‖∞ :

∀x ∈ Rp ‖x‖∞ ≤ p‖x‖1 ≤ p‖x‖∞

2) N1 et N2.
Rappelons que si a1, ..., an sont des réels positifs on a :

√
a1 + ...+ an ≤

√
a1 + ...+

√
an

On en tire que :
‖x‖2 =

√
x21 + ...+ x2p ≤

√
x21 + ...+

√
x2p = |x1|+ ...+ |xp| = ‖x‖1

comme :
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∑p
i=1 |xi| =

∑p
i=1 |xi|1 ≤

√∑p
i=1 |xi|2

√∑p
i=1 12

(Inégalité de Schwartz)
on voit que ‖x‖1 ≤

√
p‖x‖2 :

∀x ∈ Rp ‖x‖2 ≤ ‖x‖1 ≤
√
p‖x‖2

3) N∞ et N2.
Comme ci-dessus, i0 est tel que ‖x‖∞ = |xi0| :

x2i0 ≤
∑p

i=1 x
2
i donc ‖x‖∞ ≤ ‖x‖2

De l’inégalité x2i ≤ x2i0 valable pour tout 1 ≤ i ≤ p, on déduit que :∑p
i=1 x

2
i ≤ p|x2i | soit ‖x‖2 ≤

√
p‖x‖∞

∀x ∈ Rp ‖x‖∞ ≤ ‖x‖2 ≤
√
p‖x‖∞

1.1.3 Boules ouvertes ( boules fermées)

Définition 1.1.4. On appelle boule ouverte (boule fermée) d’un E.V.N . de centre
a ∈ E et de rayon r ∈ R∗+ l’ensemble B(a, r) (ou B̄(a, r)) défini par :

B(a, r) = {x ∈ E/‖x− a‖ < r}

( B̄(a, r) = {x ∈ E/‖x− a‖ ≤ r})

Remarque 1.1.3. Une boule dépond donc de la norme choisie sur E, Représentons
la boule unité, c’est-à-dire la boule de centre 0 et de rayon 1, deR2 pour les normes :
(1) x 7−→ ‖x‖1 =

∑2
i=1 |xi|

(2) x 7−→ ‖x‖2 =
√∑2

i=1 |xi|2

3)x 7−→ ‖x‖∞ = sup1≤i≤2|xi|

Les notions suiventes réduisent ce qui a été vu au espace topologique.

1.1.4 Voisinages

On dit qu’une partie V de E, espace vectoriel normé.
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Définition 1.1.5. On appelle un voisinage d’un point a ∈ E si V cointient une boule
ouverte contenant a.

Remarque 1.1.4. Si on note ϑ(a) l’ensemble des voisinages de a, on a donc :
V ∈ ϑ(a)⇔ ∃(x0, r) ∈ E × R∗+ , B(x0, r) ⊂ V et a ∈ B(x0, r)

Alors on a. Nécessairement, un voisinage de a contient a.

Exemple 1.1.2. Une boule, ouverte ou fermée de centre a est voisinage de a.

1.1.5 Intérieurs

Soit A ⊂ E et soit a ∈ E.

Définition 1.1.6. On dit que a est intérieur de A si A est voisinage de a.
L’ensemble des points intérieurs à A est appelé intérieur de A et est noté :

a ∈ ⇔ ∃(x0, r) ∈ E × R∗+, B(x0, r) ⊂ A et a ∈ B(x0, r)

Remarque 1.1.5. Tout point intérieur à A est dans A :

Å ⊂ A

Mais l’inclusion est stricte en général.

1.1.6 Adhérents

Soit A ⊂ E et a ∈ E.

Définition 1.1.7. On dit que a est adhérent à A si tout voisinage de a recontre A.
L’ensemble des points adhérents à A est appelé adhérence de A et est noté Ā :

a ∈ Ā⇔ ∀V ∈ ϑ(a), V ∩ A 6= ∅

Remarque 1.1.6. tout point de A est adhérent à A :

A ⊂ Ā

Mais l’inclusion est stricte en général.
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1.1.7 Points d’accumulations

Soit A ⊂ E et soit a ∈ E.

Définition 1.1.8. On dit que a est point d’accumulation de A si tout voisinage de a
recontre A en d’autres points que a :

∀V ∈ ϑ(a), V ∩ A\{a} 6= ∅

Remarque 1.1.7. Un point d’accumulation est forcément adhérent à A. La réci-
proque est fausse en général.

Un point a qui n’est pas point d’accumulation est dit point isolé :

∀V ∈ ϑ(a), V ∩ A = {a}

1.2 suites de Rp

Comme pour les suites numériques il ya des suites vectorielle on a la définition sui-
vente :

Définition 1.2.1. on appelle suite vectorielle, ou suite à valeures dans Rp, toute
application de [n0,∞]([n0,∞] = [n0,∞] ∩ N) dans Rp.

Une telle suite est dite définie à partir du rang n0. On la note u, ou (un)n≥n0 ou (un)

etc. Le vecteur un ∈ Rp est appelé terme général de la suite.

Proposition 1.2.1. Étant donné une suite vectorielle (un) est un vecteur ` ∈ Rp,
on peut leur associer la suite numérique (xn) définie par : ∀n, xn = N(un − `), N
désignant une norme de Rp. Si N ′ est une autre norme et si la suite (xn) tend vers
0, alors la suite (x

′
n) définie par : ∀n, x′n = N

′
(un − `) converge aussi vers 0.

Preuve 1.2.1. on sait qu’il existe α > 0 tel que :

∀n, N ′(un − `) ≤ αN
′
(un − `)
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De même, si la suite (x
′
n) converge vers 0, il en est de même de la suite (xn).D’où la

définition :
On dit qu’ une suite (un) à valeures dans Rp converge vers ` ∈ Rp si la suite numérique
(xn) définie par :

xn = N′(un − `)

où N désigne une norme quelconque sur Rp, converge vers 0.
Formellement,cela se traduit par :

∀ε ≥ 0, ∃N ∈ N, n > N⇒ ‖un − `‖ < ε

Notation :

lim
n→∞

un = ` ou (un)→ `...

Proprietés 1.2.1. (Propriétés des suites convergentes)
Les principales propriétés des suites numériques convergentes, ne faisant intrvenir
ni l’ordre, ni le produit ou le quotient,se généralisent aux suites vectorielles. Nous
laissons au lecteur le soin de faire les démonstrations qui sont calquées sur celles des
suites réelles en remplaçant la valeur absolue |.| par une norme ‖.‖.

1) Si une suite converge, sa limite est unique.

2) Toute suite extraite d’une suite convergeant vers `, converge également vers `.

3) Si deux suites (un) et (vn) convergent respectivement vers ` et `′,alors la suite
(un + vn) converge vers `+ `

′. Autrement dite :

lim
n→∞

(un + vn) = lim
n→∞

un + lim
n→∞

vn

4) Si une suites (un) converge vers ` et si λ ∈ R alors la suite (λun) converge vers
λ`. Autrement dite :

lim
n→∞

(λun) = λ lim
n→∞

(un)

5) Si une suites (un) converge vers ` alors a suite (‖un‖) converge vers |`|.
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6) En revanche, le théorème suivant est particulier aux suites vectorielles.
Si (un) est une suite de Rp alors son terme général est un p uplet que l’on peut
écrire :

∀n, un = (u1n, u2n, ..., uin, ..., upn)

On définit ainsi p suites numériques (uin)n où 1 ≤ i ≤ p appelées suites coor-
données.
On a l’important résultat suivent : une suite vectorielle un converge vers
`n = (`1, ..., `p) ∈ Rp si et seulement si les p suites numériques (xin)n convergent
vers `i pour tout entier i(1 ≤ i ≤ p) :

lim
n→∞

(x1n, ..., xpn) = (`1, ..., `p)⇔



limn→∞ x1n = `1

.

.

.

limn→∞ xpn = `p

Si (un) −→ `, en choisissant la norme N1, on a :
∀ε > 0, ∃n0 ∈ N, n > n0 ⇒ |x1n − `1|+ ...+ |xpn − `p| < ε

⇒ |x1n − `1| < εet...et|xpn − `p| < ε

les p suites (xin)n 1 ≤ i ≤ p convergent toutes vers `i.
Réciproquement, si chaque suite (xin)n converge vers `i :
∀ε > 0, ∃ni ∈ N, n > ni ⇒ |xin − `i| < ε

p
1 ≤ i ≤ p

si no = sup(n1, ..., np) alors :

n > n0 ⇒ |x1n − `1| <
ε

p
et...et|xpn − `p| <

ε

p

⇒ |x1n − `1|+ ...+ |xpn − `p| < ε

la suite (un) tend donc vers ` (en choisissant la norme N1).
Par exemple la suite (un) à valeurs dans R4 définie par :

∀n ∈ N∗, un =

(
1

n
,
(1 + n)2

n2
,
n+ 1

n
, e−n

)
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converge vers ` = (0, 1, 1, 0) ∈ R4.
En revanche la suite de R2 dont le terme général est

(
1
n
, n
)
n’a pas de limite.

1.3 Parties ouvertes, Parties fermées

Définition 1.3.1. On dit qu’une partie A de E est une partie ouverte ou est un
ouvert, si tout point a ∈ A est centre d’une boule ouverte contenue dans A.

Il revient au même de dire que A est voisinage de chacun de ses points.
Si on note σ l’ensemble de tous les ouverts de E, on a :

A ∈ σ ⇔ ∀a ∈ A, ∃r > 0, B(a, r) ⊂ A

ou encore :

A ∈ σ ⇔ ∀a ∈ A, ∃(x0, r) ∈ E × R∗+, B(a, r) ⊂ A et a ∈ B(x0, r)

En utilisant la notion d’interieur, on a :

A ∈ σ ⇔ = A

Les boules de Rp dépendant de la norme choisie sur Rp, on pourrait croire qu’il en
est de même des ouverts correspondants. Nous allons voir qu’il n’en est rien.

Remarque 1.3.1. Dans Rp, si A est un ouvert pour une norme N , A est un ouvert
pour toute autre norme N ′ définie sur Rp.

En effet, ∀a ∈ A, ∃r > 0, B(a, r) ⊂ A. Cela équivaut à :
∀a ∈ A, ∃r > 0, ∀x ∈ E, N(x− a) < r ⇒ x ∈ A
Mais on sait qu’il existe α > 0 tel que N(x− a) ≤ αN

′
(x− a).

On a alors l’implication :
αN

′
(x− a) < r ⇒ x ∈ A

Le vecteur a est, pour la norme N ′ , centre de la boule ouverte de rayon r
α
incluse

dans A.
Voyons un important exemple d’ouvert. Toute boule ouverte est un ouvert de E.
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Soit A = B(x, ρ) et soit a ∈ A. Il faut trouver r > 0 tel que B(a, r) ⊂ B(x, ρ).
On a ‖x− a‖ < ρ. Si on pose r = 1

2
[ρ− ‖x− a‖](r > 0) alors on a :

∀y ∈ B(a, r), ‖x− y‖ ≤ ‖x− a‖+ ‖a+ y‖ ≤ ‖x− a‖+ r = 1
2
[ρ+ ‖x− a‖] < ρ

On a bien :
B(a, r) ⊂ B(x, ρ)

Le théorème suivant, établi dans le cas particulier où E = R, se généralise sans
problème. Nous invitons le lectur à faire la démonstration à tire d’exercice.

Proprietés 1.3.1. (principales propriétés des ouverts)

1) φ ∈ σ et E ∈ σ. (E et l’ensemble vide sont ouverts).

2) ∀i ∈ I, ∀i ∈ σ ⇒ ∪i∈NAi ∈ σ (toute réunion d’ouverts est un ouvert).

2) ∀i ∈ {1, ..., n}, Ai ∈ σ ⇒ ∩1≤i≤nAi ∈ σ (toute intersection finie d’ouverts est un
ouvert).
On dit qu’une partie A de E est une partie fermée ou est un fermée si son
complémentaire est ouvert.

En notant F l’ensemble des fermés, on a :

A ∈ F ⇔ Ac ∈ σ

Dans Rp la notion d’ouvert ne dépendant pas de la somme choisie, il en est de même
de celle de fermé.
Utilisant la notion d’adhérence, on a aussi :

A ∈ F ⇔ = A

Toute boule fermée est un fermé de E.
Soit A = B̄(x, ρ) et soit a ∈ Ac. On cherche r > 0 tel que B(a, r) ⊂ Ac.
Si r = 1

2
(‖a− x‖ − ρ) montrons que B(a, r) ⊂ Ac ce qui équivaut à :

‖y − a‖ < r ⇒ ‖x− p‖ > ρ

Supposons donc ‖y − a‖ < r. Alors :

‖x− y‖ ≥ ‖x− a‖ − ‖a− y‖ > ‖x− a‖ − r = 2r + ρ− r = r + ρ > ρ
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Proprietés 1.3.2. ( principales Proprietés ) Proprieté des fermés est donnée par :

1) φ ∈ F et E ∈ F ( E et φ sont fermés).

2) ∀i ∈ I, ∀Ai ∈ F ⇒ ∩i∈IAi ∈ F (toute réunion finie de fermés est un fermé).

3) ∀i ∈ {1, ..., n}, Ai ∈ F ⇒ ∪i∈NAi ∈ F ( toute réunion finie de fermés est un
fermé).

De plus la caractérisation des fermés à l’aide des suites établies dans R se généralise
elle aussi.

1.4 Parties compactes de Rp

1.4.1 Parties bornées

Définition 1.4.1. Une partie A de Rp est une partie bornée de Rp (est bornée dans
Rp) si :

∃r > 0 ∀x ∈ A ‖x‖ ≤ r

De l’équivalence des normes dans Rp, on déduit que cette notion est indépendante de
la norme choisie.
Toute boule ( ouverte ou fermée ) est bornée dans Rp.
Soit une boule de centre a et de rayon ρ. Montrons que :

B(a, ρ) ⊂ B̄ (a, ρ) ⊂ B̄(0, ρ+ ‖a‖)

(la première inclusion est triviale).
On a :

x ∈ B̄(a, ρ) ⇔ ‖x− a‖ ≤ ρ

⇒ ‖x‖ − ‖a‖ ≤ ρ

⇒ ‖x‖ ≤ ρ+ ‖a‖

on dit qu’une partie A de Rp est une Partie compacte ( est un compact)de Rp si A
est à la fois fermée et bornée.
D’après ce qui précède, on voit que : toute boule fermée de Rp est un compact de Rp.
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1.5 Utilisation des suites en topologie

1.5.1 Caractérisation des fermés

Une partie A de Rp est fermée si et seulement si toute suite convergente (un) à valeurs
dans A a sa limite dans A.
La démonstration est entièrement calquées, à condition de remplacer les intervalles
ouverts de la forme ]a− ε, a+ ε[ par des boules ouvertes B(a, ε).

1.5.2 Caractérisation des compacts

On caractérise les compacts de Rp par la propriété de Bolzano-Weierstrass :
une partie Ade Rp est compacte si et seulement si de toute suite (un) à valeurs dans
A, on peut extraire une sous-suite convergente.
Supposons donc A compact et soit (un) une suite de A. On a,avec les notations du
2).

∀n un = (x1n, ..., xpn)

La suite (x1n) étant bornée ( dans R) on peut en extraire une sous-suite (x
′
1n)

convergent vers `1 ∈ R.
Notons alors (un) la suite extraite de (un) telle que :

∀n u′n = (x
′

1n, ..., x
′

pn)

La suite (x
′
2n) étant bornée ( dans R) on peut en extraire une sous-suite (x

′′
2n)

convergent vers `2 ∈ R.
La suite (u

′′
n) définie par :

∀n u
′′

n = (x
′′

1n, ..., x
′′

pn)

est une suite extraite de (un) telle que limn→∞x
′′
1n = `1 et limn→∞x

′′
2n = `2.

En réitérant p fois le prossus, on obtient une suite extraite de (un) dont les p suites
coordonnées convergent.
Réciproquement, si de toute suite de A on peut extraire une sous-suite convergent,



22 CHAPITRE 1. APPLICATIONS DE RN VERS RP

alors A est compact. En effet A est borné.
Sinon :

∀n ∈ N ∃un ∈ A ‖un‖ > n

On définirait ainsi une suite (xn) dont on ne peut extraire aucune sous-suite conver-
gente (uϕ(n)) car alors (‖uϕ(n)‖)n convergerait dans R.
A est fermé, car si (un) est une suite convergente de A, toute sous-suite a même limite
et donc limn→∞un ∈ A.



Chapitre 2

Limites et Continuité

Dans cette section E, F , etc, sont des K espaces vectoriels normés (K = R ou K = C)

2.1 limite en un point

soit f : E ⊃ D → F et a adhérent à D. On dit que f tend vers `, (` ∈ F) quand x
tend vers a, ou que f a pour limite ` au point a, ou en a,si :

∀ε > 0, ∃α > 0, (x ∈ D et ‖x− a‖E < α)⇒ ‖f(x)− `‖F < ε

on note alors :limαf = ` ou limx→af(x) = ` ou f(x)→ ` quand x→ a...

Remarque 2.1.1. ‖x− a‖E désigne la norme d’un vecteur de E.
‖f(x)− `‖F désigne la norme d’un vecteur de F .
Désormais, on notera de la même manière, afin de ne pas alourdir les notations, la
norme sur E et celle sur F .
Si E = Rp, la définition précédente ne dépend pas des normes choisies sur E et F .
Si E = F = R, on retrouve la définition donnée pour les fonctions réelles d’une
variable réelle. Les propriétés suivantes se démontrent donc de manière identique, à
condition de remplacer la valeur absolue |.| par la norme ‖.‖ (dans E pour les vecteurs
de l’ensemble de départ, dans F pour ceux de l’ensemble d’arivée).

1) Unicité de la limite : si f admet une limite en a, cette limite est unique.
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2) Limite d’une somme : si f et g sont deux applications de D vers F ,et si a ∈ D̄
alors :

limαf = ` et limαg = m⇒ limα(f + g) = `+m

3) Limite du produit par un scalaire : si f est une application de D vers F Si a ∈ D̄
alors :

limαf = ` ou limaf(λx) = λ` (λ ∈ K)

4) Composition :soit f : D → F et g : 4→ G ; on suppose que f(D) ⊂ 4.
Si a ∈ D̄ et b ∈ 4̄, alors :

limaf = b et limbg = `⇒ lima(f ◦ g) = `

5) Caractérisation séquentielle de la limite : Soit f : D → F et a ∈ D̄. Il ya équiva-
lence entre :
a) limαf = `.
b) Pour toute suite (un) de D de limite a, La suite (f(un)) converge vers `.
Le produit ( ou le quotient) de deux vecteurs n’étant pas défini, Les propriétés
de la limite du produit (ou le quotient) de deux fonctions vectorielles ne se gé-
néralisent pas. De même, ne sachant pas comparer deux vecteurs, on n’a pas de
résultat anologue au théorème des gendarmes, par exemple. Cependant dans le
cas particulier où F = K, Les résultats se transposent sans problème.

Exemple 2.1.1. Soit

f : R2\{(0, 0)} −→ R
(x, y) 7−→ f(x, y) = xy

x2+y2

(0, 0) est adhérent à D = R2\{(0, 0)}.
La suite (un) définie par un =

(
1
n
, 0
)
est une suite de D et :

f(un) = 0 donc f(un)→ 0

De même La suite (vn) définie par vn =
(
1
n
, 1
n

)
est une suite de D et :

f(vn) =
1

2
donc f(vn)→ 1

2

La fonction proposée n’admet pas de limite en (0, 0).
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2.2 Applications coordonnées. Applications par-

tielles

Dans ce paragraphe, E, F , etc. sont des K espaces vectoriels normés de dimensions
finies, que l’on peut identifier à Rp, Rq, etc.

2.2.1 Applications coordonnées

Soit f : Rp ⊃ D → Rq.

Définition 2.2.1. On appelle applications coordonnées de f , Les q applications pi ◦
f(1 ≤ i ≤ q), pi désignant la projection canonique :

pi : Rq −→ R
(x1, ..., xi, ..., xq) 7−→ xi

Remarque 2.2.1. Les applications coordonnées sont des fonctions à valeurs dans R.

Exemple 2.2.1.
f : D −→ R3

(x, y) 7−→ (ex+y, ln(xy), x
√
y)

avec D = {(x, y)/x > 0 , y > 0} ⊂ R2.

a pour fonctions coordonnées :

(x, y) 7→ ex+y

(x, y) 7→ ln(xy)

(x, y) 7→ x
√
y

ce sont 3 fonctions numériques.
On a l’important résultat suivant :
soit f : D → Rq (D ⊂ Rp) et a ∈ D̄.
f admet pour limite ` = (`1, ..., `q) ∈ Rq quand x tend vers a si et seulement si les q
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fonctions coordonnées de f ont pour limites respectives `1, ..., `q quand x tend vers a.
En effet, on a :

‖f(x)− `‖ = ‖p1 ◦ f(x)− `1, p2 ◦ f(x)− `2, ..., pq ◦ f(x)− `q‖

en sur R2 la norme N∞ on a :

‖f(x)− `‖ = supi|pi ◦ f(x)− `i|

Si f(x) → ` (quand x → a) alors chaque fonction coordonnée pi ◦ f(x) a bien pour
limite `i (quand x→ a).
Réciproquement, si chaque fonction coordonnée pi ◦ f(x) tend vers `i (quand x→ a),
alors supi|pi ◦ f(x)− `i| → 0(x→ a).

2.2.2 Applications partielles

Soit f : D → Rq(D ⊂ Rp) et a = (a1, ..., ai, ..., ap) ∈ D.

Définition 2.2.2. On appelle i-ème application partielle associée à f au point a
l’application :

fia : x 7→ fia(x) = f(a1, ..., ai−1, x, ai+1..., ap)

Si aucune confusion n’est possible,l ai-ème application partielle est notée fi au lieu de
fia.

Remarque 2.2.2. Il ne faut bien sûr pas confondre la i-ème application coordonnée
et la application partielle. On va voir en autre que leurs propriétés sont différentes.
Par exemple, Les deux applications partielles en (a, b) , (a > 0 et b > 0) de l’applica-
tion f : (x, y) 7−→ (ex+y, ln(xy), x

√
y) sont :

f1 : D1 → R3

x 7→ (ex+b, ln(xb), x
√
b)

avec D1 =]0,∞[
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et
f2 : D2 → R3

x 7→ (ex+y, ln(xy), x
√
y)

avec D2 =]0,∞[

Soit f : D → Rq(D ⊂ Rp) et a = (a1, ..., ai, ..., ap) ∈ D. Si F admet pour limite
` quand x tend vers a, alors ses applications partielles fi au point a admettent pour
limite ` quand xi tend vers ai.
Si on choisit sur Rp la norme N∞, on voit que :

‖x− a‖ < α⇔ ∀i = 1, ..., p |xi − ai| < α

Il suffit de reprendre la définition de la limite.

Remarque 2.2.3. La réciproque de cette proposition est fausse ; par exemple, soit
f : (x, y) 7→ xy

x2+y2
définie sur R2\{(0, 0)}, à valeurs dans R.

On a vu que cette n’admet pas de limite en (0, 0).
Cependant en (0, 0) :
La première application partielle est f1 : x 7→ f(x, 0) = 0

La seconde application partielle est f2 : y 7→ f(0, y) = 0.

On a : limx→0f1(x) = limy→0f2(y) = 0

Remarque 2.2.4. S’il existe deux applications partielles fi et fi(i 6= j) au point a
telles que limx→aifi(x) = limx→ajfj(x), alors f n’admet pas de limite quand x tend
vers a.

Exemple 2.2.2. La fonction f : D → R
(x, y) 7→ sinx+sin y

x−y définie si (x, y) est tel que x 6= y n’a pas de limite en (0, 0). En ce
point, La première application partielle est :

f1 : x 7→ sinx

x
et f1 → 1 (x→ 0)

La seconde application partielle est :

f2 : y 7→ sin y

y
et f2 → −1 (y → 0)
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2.3 Continuité

Si a ∈ D et si f a pour limite ` au point a, alors nécessairement ` = f(a)

Définition 2.3.1. Soit f : D → F (D ⊂ E) et a ∈ D. On dit que f est continue au
point a si :

limaf = f(a)

en reprenant la définition d’une limite, on a :

∀ε > 0, ∃α > 0, (x ∈ D et ‖xa‖ < α)⇒ ‖f(x)− f(a)‖ < ε

ou en utilisant les voisinages :

∀V ∈ ϑ(f(a)), ∃U ∈ ϑ(a), (a ∈ D et a ∈ U)⇒ f(x) ∈ V

Remarque 2.3.1. Si f est continue en a, on nécessairement a ∈ D, et non pas
seulement a ∈ D̄.
Soit f : D → F (D ⊂ E). On dit que f est continue sur D si f est continue en chaque
point de D.

Proprietés 2.3.1. (propriétés des limites)
On déduit :

1) Si f et g sont continues en a,( sur D) alors f + g est continue en a, ( sur D).

2) Si f est continue en a, ( sur D) alors λf est continue en a, (sur D).

3) Si f est continue en a, ( sur D) et g est continue en b = f(a), ( sur f(D)) alors
g ◦ f est continue en a, ( sur D).

4) Caractérisation séquentielle :f est continue en a si et seulement si pour suite (un)

de limite a , la suite (f(un)) converge vers f(a).
Dans le cas particulier où F = R, on a en outre les deux propriétés suiventes :

5) Si F = R et f et g sont continues en a, ( sur D) alors fg est continue en a, ( sur
D).

6) Si f et g sont continues en a, ( sur D) et si g(a) 6= 0 ( si g n’annuler pas sur D)
alors f

g
est continue en a( sur D).

Si maintenant F = Rp et G = Rq, on a :
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7) Si f est continue en a ( sur D) si et seulemant si ses q application coordonnées
sont continues en a ( sur D).

8) Si f est continue en a, ( sur D) alors ses p application partielles fi(1 ≤ i ≤ p)

sont continues en ai(1 ≤ i ≤ p), ( sur Di(1 ≤ i ≤ p)).

Exemples fondamentaux

1) La i-ème projection pi

pi : Rp → R
(x1, ..., xp) 7→ xi

est continue sur Rp.
En choisissant sur Rp la norme N∞,on a si a = (a1, ..., ap) :

|pi(x)− pi(a)| = |xi − ai| ≤ ‖x− a‖

Si ε > 0 est donné, pour que |pi(x)− pi(a)| < ε, il suffit que ‖x− a‖ < ε.On choisie
α < ε, alors :

∀x ∈ Rp, ‖x− a‖ < α⇒ |pi(x)− pi(a)| < ε

2) Toute fonction monôme, toute fonction polynôme est continue sur Rp.
Rappelons qu’une fonction monôme est de la forme :

Rp → R
(x1, ..., xp) 7→ axi11 ...x

ip
p

avec a ∈ R et i1, ..., ip entiers natureles.
Chaque aplication projection étant cantinue, la fonction monôme est continue sur
Rp ( produit de fonction numériques continues). Une fonction polynôme, somme de
fonctions monômes, est continue sur Rp.
3) Toute fonction rationnelle est continue en tout point n’annulant pas son dénomi-
nateur ( donc sur ensemble de définition D).
4) Toute application linéaire f de Rp vers Rq est continue.
Si x = (x1, ..., xp) ∈ Rp alors :

f(x) = (p1 ◦ f(x), ..., pq ◦ f(x)) ∈ Rq
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avec :

pi ◦ f(x) =

p∑
j=1

qijxj

C’est donc un polynôme, donc une fonction continue. Chaque fonction coordonnée
étant continue sur Rp, f l’est également.

2.4 Propriétés topologiques des applications conti-

nues

2.4.1 Caractérisation

Soit f : D(D ⊂ E)

1) f est continue sur D si et seulement si l’image réciproque de tout ouvert de F est
un ouvert de E.
2) f est continue sur D si et seulement si l’image réciproque de tout fermé de F est
un fermé de E.
1) Supposons f continue sur D et A′ un ouvert quelconque de F. On doit établir que
tout point a ∈ f−1(A′) est centre d’une boule ouverte incluse dans f−1(A’)

a ∈ f−1(A′)⇔ f(a) ∈ A′

donc il existe r > 0 tel que :

‖y − f(a)‖F < r ⇒ y ∈ A′

f étant continue en a, il existe α > 0 (dépendant de r) tel que :

‖x− a‖E < α

x ∈ D

}
⇒ ‖f(x)− f(a)‖F < r

ce qui entraîne :
f(x) ∈ A′ soit x ∈ A′

par conséquent la boule ouverte de centre a et de rayon α est incluse dans F soit un
ouvert de E.Si a ∈ D, il faut montrer que f est continue en a.
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Si ε > 0 est donné,l’image réciproque de la boule ouverte de centre f(a) et de rayon
ε est un ouvert A de E contenant a.
Donc : ∃α > 0, ‖x− a‖E < α⇒ x ∈ A
soit : ∃α > 0, ‖x− a‖E < α⇒ ‖f(x)− f(a)‖F < ε

ce qui est bien la définition de la continuité au point a.
2) Il suffit de passer au complémentaire, en se souvenant de la propriété suivante (ou
en la redémontrant) :

si f : E→ F, alors ∀B ⊂ F, f−1(Bc) = (f−1(B))c

Exemple 2.4.1. L’application dét :

Mn(R) → R
A 7→ detA

est continue
En effet, si on identifieMn(R) à Rn2, dt A est un polynôme des n2 variables

aij(1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ i ≤ n).

Limage réciproque du fermé {0} par l’application dét est donc un fermé deMn(R).
L’ensemble des matrices singulières est fermé.
Naturellement, l’ensemble des matrices régulieres est ouvert.

2.4.2 Image d’un compact

Soit f : D → Rq une application continue sur D(D ⊂ Rp).

Définition 2.4.1. L’image de tout compact A de Rp(A ⊂ D) est un compact de Rp.

Proprietés 2.4.1. 1) Soit (yn) une suite de f(A). Il existe une suite (xn) de A telle
que ∀n, yn = f(xn). A étant compact, on peut extraire de la suite (xn) une sous-suite
(x′n) convergeant vers a ∈ K.
Alors on peut extraire de la suite (yn) une sous-suite (y′n) définie par y′n = f(x′n) qui
converge vers f(a) (puisque f est continue sur D)et f(a) ∈ f(A).
2) L’ensemble f(A) est bien compact (dans Rp).
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Remarque 2.4.1. Cette propriété généralise celle énoncée pour les fonctions réelles
d’une variable réelle : l’image d’un segment par une application continue est un seg-
ment.
On en déduit que toute fonction numérique continue sur un compact est bornée et
atteint ses bornes.



Chapitre 3

Fonctions différentiables

Dans toute cette section, E, F,etc. , sont des espaces vectoriels réels de dimension
finie, qu’on identifiera donc à Rp,Rq, etc.

3.1 Dérivées partielles

Soit f : U → R,U étant un ouvert de Rp.

Définition 3.1.1. On dit que f admet en a = (a1, ..., ai, ..., ap) une i-ème dérivée
partielle, si la i-ème application partielle associée à f au point a, est dérivable en ai.

Notation :
Cette i-ème dérivée partielle est notée :

∂f

∂xi
(a) ou Di(f)(a) f ′xi(a)

Pratiquement, nous n’utiliserons que la première notation.
Si f admet en tout point de U une i-ème dérivée partielle, on définit l’application
notée ∂f

∂xi
ou Di(f) ou f ′xi par :

∂f
∂xi

: U → R
x 7→ ∂f

∂xi
(x)

Soit f : D → R,U étant un ouvert de Rp. On dit que f est de classe C1 sur U, si f
admet en tout point x ∈ U, p dérivée partielles ∂f

∂x1
, ..., ∂f

∂xp
continues sur U.
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L’ensemble des fonctions de classe C1 sur l’ouvert U est noté :

C1(U,R)

Exemple 3.1.1. L’application f : R2 → R

(x, y) 7→

{
xy

x2+y2
si (x, y) 6= (0, 0)

0 si (x, y) = (0, 0)

est continue sur R2\{(0, 0)} (fonction rationnelle) mais n’est pas continue en (0, 0)

(voir section précédente).

∂f

∂x
(x, y) =

y(−x2 + y2)

(x2 + y2)2
et

∂f

∂x
(x, y) =

x(x2 − y2)
(x2 + y2)2

Elle est de classe C1 sur R2\{(0, 0)}.
En (0, 0) :

lim
h→0

f(h, 0)− f(0, 0)

h
= O et lim

k→0

f(k, 0)− f(0, 0)

k
= O

Bien que non continue en (0, 0), elle admet des dérivées partielles en ce point, qui ne
sont cependant pas continues.(par exemple ∂f

∂x
( 2
n
, 1
n
) = −3n

25
→ −∞).

La fonction f admet des dérivées partielles sur R2 et est de classe C1 sur l’ouvert
R2\{(0, 0)}.

Soit f ∈ C1(U,R),U étant un ouvert de Rp.On dit que f admet des dérivées partielles
secondes en un point a ∈ U, si les p dérivées partielles ∂f

∂x1
, ..., ∂f

∂xp
admettent à leur

tour des dériveés partielles en a.
Si i 6= j, on note ∂

∂xi
[ ∂f
∂xj

](a) :

∂2f

∂xi∂xj
(a) ou D2

i,j(f)(a) ou f ′′xjxi(a)

Si i = j, cette dérivée partielle on notée :

∂2f

∂x2i
(a) ou D2

ii(f)(a) ou f ′′x2i
(a)

Si f admet des dérivées partielles secondes en tout point a ∈ U, on qu’elle admet des
dérivées partielles secondes sur U.
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Si de plus, celles-ci sont continues sur U, on dit que f est de classe C2 sur U L’ensemble
des fonctions de classe C2 sur U est bien sûr noté :

C2(U,R)

Remarque 3.1.1. Sous réserve d’existence,f possède donc p2 dérivées partielles.

Exemple 3.1.2.

soit f : U→ R
(x, y) 7→ xy avec U = {(x, y) ∈ R2/x > 0}.

Ces deux fonctions admettent à leur tour des dérivées partielles, et, si (x, y) ∈ U :

∂2f

∂x2
(x, y) =

∂

∂x
[yxy−1] = y(y − 1)xy−2

∂2f

∂y∂x
(x, y) =

∂

∂y
[yxy−1] = xy−1 + yxy−1lnx

∂2f

∂y2
(x, y) =

∂

∂y
[xylnx] = xy(lnx)2

∂2f

∂x∂y
(x, y) =

∂

∂x
[xylnx] = xy.

1

x
+ yxy−1lnx = xy−1 + yxy−1lnx

On constate sur cet exemple que :

∀(x, y) ∈ U,
∂2f

∂x∂y
(x, y) =

∂2f

∂y∂x
(x, y)

Ce résultat peut se généraliser.

Théorème 3.1.1. (Théorème de Schwartz)
Soit f ∈ C1(U,R),U étant un ouvert de Rp. admettent des dérivées partielles secondes
sur U et i et j deux entieres différents compris entre 1 et p :
1) Si ∂2f

∂xi∂xj
et ∂2f

∂xj∂xi
sont continues en a, alors :

∂2f

∂xi∂xj
(a) =

∂2f

∂xj∂xi
(a)

2) Si f est de classe C2 sur U, alors,on a sur U :

∂2f

∂xi∂xj
=

∂2f

∂xj∂xi

Pour ne pas alourdir les notations, on va supposer p = 2. Soit (a, b) ∈ U et (h, k) ∈ R2

tels que (a+ h, b+ k) ∈ U (U est ouvert).
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On évalue de deux façons différentes le réel :

u(h, k) = f(a+ h, b+ k)− f(a+ h, b)− f(a, b+ k) + f(a, b)

1) Soit F (x)= f(x, b+ k)− f(x, b). Alors :

u(h, k) = F (a+ h)− F (a) = hF ′(a+ θ1h) 0 < θ1 < 1

or F ′(x) = ∂f
∂x

(x, b+ k)− ∂f
∂x

(x, b) donc :

u(h, k) = h[
∂f

∂x
(a+ θ1h, b+ k)− ∂f

∂x
(a+ θ1h, b)]

= hk
∂2f

∂y∂x
(a+ θ1h, b+ θ2k) 0 < θ2 < 1

2) Soit G(y)= f(a+ h, y)− f(a, y). Alors :

u(h, k) = G(b+ k)−G(b) = kG′(b+ θ3k) 0 < θ3 < 1

or G′(y) = ∂f
∂y

(a+ h, y)− ∂f
∂y

(a, y) donc :

u(h, k) = k[
∂f

∂y
(a+ h, b+ θ3k)− ∂f

∂y
(a, b+ θ3k)]

= hk
∂2f

∂x∂y
(a+ θ4h, b+ θ3k) 0 < θ4 < 1

On en déduit que :

∂2f

∂y∂x
(a+ θ1h, b+ θ2k) =

∂2f

∂x∂y
(a+ θ4h, b+ θ3k)

Si (h, k)→ (0, 0), Les fonctions dérivées partielles secondes étant supposées cntinues
en (a,b), on aura :

∂2f

∂x∂y
(a, b) =

∂2f

∂y∂x
(a, b)

Remarque 3.1.2. L’existence des dérivées partielles secondes ∂2f
∂xi∂xj

(a) et ∂2f
∂xj∂xi

(a)

ne suffit pas à assurer leur égalité. Il faut de plus qu’elles soient continues en a.
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Exemple 3.1.3. Soit f : R2 → R

(x, y) 7→

{
xy(x2−y2)
x2+y2

si(x, y) 6= (0, 0)

0 si(x, y) = (0, 0)

Un calcul classique amène, pour (x, y) 6= (0, 0) :

∂f

∂x
(x, y) =

y(x4 + 4x2y2 − y4)
(x2 + y2)2

,
∂f

∂y
(x, y) =

−x(y4 + 4x2y2 − x4)
(x2 + y2)2

etde : lim
h→0

f(h, 0)− f(0, 0)

h
= O et lim

k→0

f(k, 0)− f(0, 0)

k
= O

on déduit :∂f
∂x

(0, 0) = 0 et ∂f
∂y

(0, 0) = 0

Poursuivant le calcul des dérivées partielles secondes, on a :

lim
k→0

∂f
∂x

(0, k)− ∂f
∂x

(0, 0)

k
= lim

k→0

−k5

k5
= −1 =

∂2f

∂y∂x
(0, 0)

et : lim
h→0

∂f
∂y

(h, 0)− ∂f
∂y

(0, 0)

h
= lim

h→0

h5

h5
= 1 =

∂2f

∂x∂y
(0, 0)

∂2f
∂y∂x

(0, 0) et ∂2f
∂x∂y

(0, 0) existent mais ne sont pas égales.

Remarque 3.1.3. On pourrait définir les dérivées partielles d’ordre k(k ≥ 2) ainsi
que la fonctions de classe Ck ; le théorème de Schwartz se généralise.
Ainsi,pour une fonction de trois variables dont toutes les dérivées partielles successives
d’ordre ≤ k sont continues, une dérivée partielle d’ordre k s’écrira ∂kf

∂xα∂yβ∂zγ
, α, β, γ

éléments de N tels que α + β + γ = k.

3.2 Fonctions différentiables

Si U est un ouvert de R.

Définition 3.2.1. On applle une application dérivable f : U→ R en un point a ∈ U.

À savoir l’existence de la limite :

lim
h→0

f(a+ h)− f(a)

h
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ne peut s’étendre à une fonction f : U→ Rq (U ouvert de Rp),le quetient du vecteur
f(a+ h)− f(a) ∈ Rq par le vecteur h ∈ Rp n’ayant pas de sens.
Cependant on remarque que, dans le cas numérique, f dérivable en a équivaut à :

∃` ∈ R, f(a+ h) = f(a) + ε(h) et lim
h→0

ε(h) = 0

Sous cette forme, la notion de fonction dérivable peut se généraliser aisément.
Soit f : U→ Rq où U ouvert de Rp.On dit que f est différentiable en un point a ∈ U
s’il existe une application linéaire ` ∈ l(Rp,Rq) telle que :

lim
h→0p

‖f(a+ h)− f(a)− `(h)‖
‖h‖

= 0

(en notant 0p le vecteur nul de Rp).
Bien sûr, dans le quetient ci-dessus, la norme ‖f(a+h)− (f(a)− `(h))‖ est la norme
d’un vecteur de Rq,celle ‖h‖ est la norme d’un vecteur de Rp.
Dans ces conditions, il revient au même de dire qu’il existe une fonction définie au
voisinage de 0p ∈ Rp, à valeurs dans Rq telle que :

f(a+ h) = f(a) + `(h) + ‖h‖ε(h) et lim
h→0p

ε(h) = 0q

Avant de donner quelques exemples, démontrons l’important, résultat suivant :si f
est différentiable en a, l’application linéaire ` est unique.
rentiabilité. Alors par soustraction,on a (notations évidentes) :

`2(h)− `1(h) = ‖h‖(ε1(h)− ε2(h))

ce qui implique :

lim
h→0p

`1(h)− `2(h)

‖h‖
= 0

Si h 6= 0p, on en déduit que l’application :

f :]0,∞[→ Rq

t→ f(t) =
`1(th)− `2(th)

‖th‖



3.2 Fonctions différentiables 39

a pour limite 0 quand t→ 0.
Mais : ∀t > 0, f(t) = t[`1(h)−`2(h)]

t‖h‖ = 0

etdonc : ∀t > 0, f(t) = 0 ⇒ f(1) = 0

⇒ `1(h) = `2(h)

On supposé h 6= 0p.Si ce n’est pas le cas, l’égalité est alors évidente. On pose alors :
Si f est différentiable en a, l’application linéaire ` est différentialle de f au point a.
On la note dfa :

dfa ∈ L(Rp,Rq)

La différentiabilité de f en a se traduit par :

f(a+ h) = f(a) + dfa(h) + ‖h‖ε(h) = 0q

Exemple 3.2.1. Une application linéaire ϕ ∈ L(Rp,Rq) est différentialle en tout
point a ∈ Rp et :

∀a ∈ Rp dfa = ϕ

(ici la fonction ε est la fonction nulle : ε : Rp → Rq).

h 7→ 0q

La proposition suivante ne pose aucune problème à démontrer et constitue un
excellent exemple que nous laissons au lecteur.

Proposition 3.2.1. Soit f, g différentialle en a ∈ U :
1)f est continue en a.
2) f + g est différentialle en a et :

d(f + g)a = dfa + dga

3)αf est différentialle en a et :

d(αf)a = αdfa

Remarque 3.2.1. Il va de soi qu’il n’existe pas de théorème donnant la différentielle
d’un produit, d’un quotient.

Proprietés 3.2.1. Si f est différentiable en tout point de U, on dit qu’elle est
différentiable sur U.
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3.3 Cas particuliers et Matrice jacobinne

1) p = 1 et q = 1, doncf : U → R (U ouvert de R). Alors on a f différentiable en
a ∈ U si et seulement si f est dérivable en a ; de plus :

∀h ∈ R dfa(h) = f ′(a)h

(il suffit de se reporter à la définition de la dérivabilité d’une fonction numérique
en un point a ∈ R.)

2) p = 1 et q quelconque ; donc f : U→ Rq

t 7→ f(t) = (f1(t), ..., fq(t))

U étant un ouvert de R. On a f différentiable au point a ∈ U si et seulement si
les q fonctions coordonnées de f sont dérivables en a ; de plus :

∀h ∈ R dfa(h) = (f ′1(a)h, ..., f ′q(a)h)

Si chaque fonctions coordonnées fi(1 ≤ i ≤ q) est dérivable en a ∈ U alors :

f(a+ h) = (f1(a+ h), ..., fq(a+ h))

= (f1(a) + f ′1(a)h+ |h|ε1(h), ..., fq(a) + f ′q(a)h+ |h|εq(h))

= f(a) + (f ′1(a)h+ |h|, ..., fq(a) + f ′q(a)h+ |h|(ε1(h), ..., εq(h)))

et
lim
h→0

(ε1(h), ..., εq(h)) = 0q

Supposons réciproquement de f différentiable en a.
dfa étant linéaire (dfa ∈ L(Rp,Rq)), il existe q réels `1, ..., `q tels que :

∀h ∈ R dfa(h) = (`1h, ..., `qh)

Notant ε1, ..., εq les applications coordonnées de ε,on aura :

fi(a+ h) = fi(a) + `ih+ |h|ε1(h) 1 ≤ i ≤ q

et : lim
h→0

εi(h) = 0

Chaque fonctions coordonnées est donc dérivable en a et f ′i(a) = `i c’est -à-dire :

dfa(h) = (f ′1(a)h, ..., f ′q(a)h)
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Remarque 3.3.1. Nous voyons donc que la notion de différentiabilité généralise
bien celle de dérivabilité des fonctions numériques et des fonctions vectorielles
(d’une variable réelle).

2) p quelconque et q = 1 ; donc f : U→ R

(x1, ..., xp) 7→ f(x1, ..., xp)

Remarque 3.3.2. f est différentiable en a ; f admet p dérivées partielles en a ; de
plus :

∀h ∈ Rp dfa(h) =

p∑
i=1

∂f(a)

∂xi
hi

Proprietés 3.3.1. dfa étant une forrme linéaire sur Rp, il existe réels α1, ..., αp tels
que, pour tout h = (h1, ..., hp) ∈ Rp, on ait :

dfa(h) =

p∑
i=1

αihi = α1h1 + ...+ αphp

Preuve 3.3.1. Si 1 ≤ i ≤ p,on a :

f(a1, ..., ai + hi, ..., ap) = f(a1, ..., ai, ..., ap) + dfa(0, ..., hi, ..., 0) + |hi|ε(0, ..., hi, ..., 0)

= f(a1, ..., ai, ..., ap) + αihi + |hi|εi(hi)

avec limh→0 εi(hi) = 0. Cela prouve que la i-ème application partielle est dérivable en

a = (a1, ..., ai, ..., ap)

et que ∂f
∂xi

(a) = αi.

Notons cependant que la réciproque de la proposition précédent est fausse.
Si ; f admet p dérivées partielles en a, elle n’est pas forcément différentiable en a.

Exemple 3.3.1. on vu que l’application f : R2 → R

(x, y) 7→

{
xy

x2+y2
si(x, y) 6= (0, 0)

0 si(x, y) = (0, 0)

admettait des dérivées partielles en (0, 0) :

(
∂f

∂x
(0, 0) =

∂f

∂y
(0, 0) = 0)

mais n’étant pas continue en (0, 0) ne peut être différentiable en ce point.
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Cependant si f admet p dérivées partielles continues en a, alors f est différentiable
en a et sa différetielle est donnée par :

∀h ∈ Rp dfa(h) =

p∑
i=1

∂f

∂xi
(a)hi

On a, avec des notations évidentes :

f(a+ h)− f(a) = f(a1 + h1, a2 + h2, ..., ap−1 + hp−1, ap + hp)

− f(a1, a2, ..., ap−1, ap)

= f(a1 + h1, a2 + h2, ..., ap−1 + hp−1, ap + hp)

− f(a1, a2 + h2, ..., ap−1 + hp−1, ap + hp)

+ f(a1, a2 + h2, ..., ap−1 + hp−1, ap + hp)

− f(a1, a2, ..., ap−1 + hp−1, ap + hp)

......................................................

+ f(a1, a2, ..., ap−1 + hp−1, ap + hp)

− f(a1, a2, ..., ap−1, ap + hp)

+ f(a1, a2, ..., ap−1, ap + hp)− f(a1, a2, ..., ap−1, ap)

On applique le théorème des accroissements finies à chaque différence ci-dessus,il
vient :

f(a+ h)− f(a) = h1
∂f
∂x1

(a1 + θ1h1, a2 + h2, ..., ap−1 + hp−1, ap + hp)

+ h2
∂f
∂x2

(a1, a2 + θ2h2, ..., ap−1 + hp−1, ap + hp)

..............................................................

+ hp−1
∂f

∂xp−1
(a1, a2, ...,+ap−1θp−1hp−1, ap + hp)

+ hp
∂f
∂xp

(a1, a2, ...,+ap−1, apθphp)

avec 0 < θi < 1 pour tout i, 1 ≤ i ≤ p. Chaque dérivée partielle ci-dessus étant
continue en a = (a1, ..., ap) on a :

f(a+ h)− f(a) = h1[
∂f
∂x1

(a1, a2, ..., ap−1, ap) + ε1(h)]

+ h2[
∂f
∂x2

(a1, a2, ..., ap−1, ap) + ε2(h)]

+ hp−1[
∂f

∂xp−1
(a1, a2, ..., ap−1, ap) + εp−1(h)]

+ hp[
∂f
∂xp

(a1, a2, ..., ap−1, ap) + εp(h)

=
∑p

i=1 hi
∂f
∂xi

(a) +
∑p

i=1 hiεi(h)
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avec limh→0εi(h) = 0(1)(1 ≤ i ≤ p).
Si h 6= 0p,soit ‖h‖ = sup(1≤i≤p)|h| = |hi0|,alors :

|
p∑
i=1

hiεi(h)| = |hi0 | = ‖h‖ε(h)

avec : |ε(h)| = |
p∑
i=1

hi
|hi0 |

εi(h)| ≤
p∑
i=1

hi|εi(h)| → 0 (quand h→ 0p)

on a donc,pour h 6= 0p :

f(a+ h) = f(a) +

p∑
i=1

hi
∂f

∂xi
(a) + ‖h‖ε(h) et limh→0ε(h) = 0

3) p et q quelconques ;donc f : U→ Rq

(x1, ..., xp) 7→ f(x1, ..., xp)

U étant un ouvert de Rp.
On note f1, ..., fq les q fonctions coordonnées,autrement dit :

si : (x1, ..., xp) ∈ U, f(x1, ..., xp) = (f1(x1, ..., xp), ..., fq(x1, ..., xp))

on a alors f différentielle en a si et seulement si ses q fonctions coordonnées le sont,de
plus :

∀h ∈ Rp dfa = (d(f1)a(h), ..., d(fq)a(h))

écrivement dfa(h) et h sous formes de vecteurs colonnes :

dfa(h) =



∑p
i=1 hi

∂f1(a)
∂xi

.

.

.∑p
i=1 hi

∂fq(a)

∂xi


=



∂f1(a)
∂x1

h1+ . . . +∂f1(a)
∂xp

.

.

.
∂f1(q)
∂x1

h1+ . . . +∂fq(a)

∂xp
hp


Supposons f différentielle en a.Alors :

f(a+ h) = f(a) + dfa(h) + ‖h‖ε(h)
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D’où pour chaque coordonnée :

fi(a+ h) = fi(a) + ϕi(h) + ‖h‖ε(h)

ϕi étant une forme linéaire sur Rp,et limh→0ε(h) = 0.
Ceci prouve que chaque fonction coordonnée est différentiable en a et que :

(dfi)a(h) = ϕi(h) = (dfa)i(h)

Réciproquement,si chaque fonction coordonnée fi est différentiable au point
a,alors si ` ∈ L(Rp,Rq) est définie par :

`(h) = ((df1)a(h), ..., (dfq)a(h))

On vérifie facilement que cette application convient comme différentielle de f en a.
Si f est différentiable en a,on appellematrice jacobienne de f en a la matrice,notée
jf (a)définie par :

jf (a) = (
∂fi
∂xi

(a)) 1 ≤ i ≤ q et 1 ≤ i ≤ p

ou :

jf (a) =



∂f1
∂x1

(a) . . . ∂f1
∂xp

(a)

. .

. .

. .
∂fq
∂x1

(a) . . . ∂fq
∂xp

(a)



On a donc,si h =



h1

.

.

.

hi


: dfa(h) = jf (a)



h1

.

.

.

hp


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3.4 Composition

3.4.1 Théorèmes de composition

Avant de donner ces théorèmes, écrivons la définition suivante, qui généralise celle
vue au début de ce chapitre.
Soit f : U→ Rq,U étant un ouvert de Rp.

Définition 3.4.1. On dit que f est de classe C1 sur U si ses p applications coordon-
nées sont de classe C1 sur U(c’est-à-dire admette des dérivées partielles continues sur
U).

L’ensemble des fonctions de classe C1 sur U est noté :

C1(U,Rq)

On a l’important théorème de composition :

Théorème 3.4.1. Soit f : U→ Rq et g : V→ Rs,U étant un ouvert de Rp et V un
ouvert de Rq,tels que f(U) ⊂ V :
1) si f est différentiable en a et g différentiable en f(a) alors g ◦ f est différentiable
en a et :

d(g ◦ f)a = d(g)f(a) ◦ dfaouencore : jg◦f (a) = jg(f(a))jf (a)

2) si f est différentiable sur U et g différentiable sur V, alors g ◦ f est différentiable
sur U.
3) si f est de classe C1 sur U et g sur V,alors g ◦ f est de classe C1 sur U.

Proprietés 3.4.1. 1) La différentiabilité de f et celle de g s’expriment par :

f(a+ h) = f(a) + dfa(h) + ‖h‖ε1(h) et lim
h→0p

ε1(h) = 0q

g(b+ k) = f(b) + dfb(k) + ‖k‖ε2(k) et lim
k→0q

ε2(k) = 0s

Posons k(h) = f(a+ h)− f(a) + dfa(h) + ‖h‖ε1(h).Alors :
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g ◦ f(a+ h)− g ◦ f(a) = g[b+ k(h)]− g(b)

= dgb[k(h)] + ‖k(h)‖ε2[k(h)]

= dgb[dfa(h) + ‖h‖ε1(h)] + ‖k(h)‖ε2[k(h)]

= dgb[dfa(h)] + ‖h‖dgb(ε1(h)) + ‖k(h)‖ε2[k(h)]

(dgb étant linéaire). On a donc :

g ◦ f(a+ h)− g ◦ f(a) = dgb[dfa(h)] + ‖h‖ε(h)

avec : ‖h‖ε(h) = dgb[ε1(h)] +
‖k(h)‖
‖h‖

ε2[k(h)] h 6= 0p

Il reste à prouver que limh→0p ε(h) = 0q.
Comme limh→0p ε1(h) = 0p,on a,puisque dgb est linéaire,donc continue :

lim
h→0p

dgb(ε1(h)) = 0s

Il suffit donc d’établir que ‖k(h)‖‖h‖ ε2[k(h)]→ 0,quand h→ 0q.Or :

‖k(h)‖
‖h‖

=
‖dfa(h) + ‖h‖ε1(h)‖

‖h‖
≤ ‖dfa(h)‖

‖h‖
+ ε1(h)

Si on choisie la norme N∞ sur Rq,alors :

‖dfa(h)‖ = sup1≤i≤p|
∂fi
∂x1

(a)h1 + ...+
∂fi
∂xp

(a)hp|

= |∂fi0
∂x1

(a)h1 + ...+
∂fi0
∂xp

(a)hp| ≤
p∑
j=1

|∂fi0
∂xj

(a).|‖h‖

Par cnséquent :

|‖k(h)‖
‖h‖

ε2[k(h)]| ≤ [

p∑
j=1

|∂fi0
∂xj

(a)|+ ‖ε1(h)‖]ε2(k(h))

ce qui permet de conclure.
Les paragraphes 2) et 3) sont évidents.
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3.4.2 Cas particuliers

1) p = q = s = 1

Alors on a : ∀h ∈ R, (g ◦ f)′(a)h = g′(f(a))f ′(a)h

On retrouve ainsi le théorème de dérivation des fonctions composées :

(g ◦ f)′(a) = g′(f(a))f ′(a)

2) p = s = 1. On a (notations évidentes) :

t 7−→ x x(t) = (x1(t), ..., xq(t))

F ↘ ↓ f
f [x1(t), ..., xq(t)]

(t ∈ U ⊂ R) et f(x1(t), ..., xq(t)) ∈ R
Ici, jx(a) = (x′1(a), ..., x′q(a))

et jf (b) =



∂f
∂x1

(b)

.

.

.
∂f
∂xq

(b)


donc :F ′(a) = jf (b)jx(a) = ∂f

∂x1
(x(a))x′1(a) + ...+ ∂f

∂xq
(x(a))x′q(a)

F ′(a) =

q∑
i=1

∂f

∂xi
(x(a))x′i(a)

3) p = q (Application aux changements de variables).
On est dans la situation suivante :

u = (u1, ..., up) 7−→ x x(t) = (x1(t), ..., xq(t))

↘ F ↓ f
(f1(ϕ(u)), ..., xp(ϕ(u))) = (x1(u), ..., xp(u))

En un point a ∈ U ⊂ Rp donné, on a jF (a) = jf (ϕ(a))jϕ(a)



48 CHAPITRE 3. FONCTIONS DIFFÉRENTIABLES

soit :

∂F1

∂u1
(a) . . . ∂F1

∂up
(a)

. .

. .

. . .
∂Fs
∂u1

(a) . . . ∂Fs
∂up

(a)


=



∂f1
∂x1

(ϕ(a)) . . . ∂f1
∂xp

(ϕ(a))

. .

. .

. . .
∂fs
∂x1

(ϕ(a)) . . . ∂fs
∂xp

(ϕ(a))





∂x1
∂u1

(a) . . . ∂x1
∂up

(a)

. .

. .

. . .
∂xp
∂u1

(a) . . . ∂xp
∂up

(a)


D’où :

∂Fi
∂uj

(a) =

p∑
k=1

∂fi
∂x1

(ϕ(a))
∂xk
∂uj

(1 ≤ i ≤ s, 1 ≤ j ≤ s)

soit :
∂F1

∂uj
(a) =

∂fi
∂x1

(ϕ(a))
∂x1
∂uj

(a) + ...+
∂fi
∂xp

(ϕ(a))
∂xp
∂uj

(a)

Exemple 3.4.1. Passage en coordonnées polaires.Soit f : U→ R(U ⊂ R2).

On est dans la situation :

(r, θ) 7−→ (x, y) = (r cos θ, r sin θ)

↘ ↓ f
F (rθ) = f(r cos θ, r sin θ)

La formule encadrée ci-dessus s’écrite :{
∂F
∂r

= ∂f
∂x

∂x
∂r

+ ∂f
∂y

∂y
∂r

∂F
∂θ

= ∂f
∂x

∂x
∂θ

+ ∂f
∂y

∂y
∂θ

⇒

soit : {
∂F
∂r

= cos θ ∂f
∂x

+ sin θ ∂f
∂y

∂F
∂θ

= −r sin θ ∂f
∂x

+ r cos θ ∂f
∂y

3.5 Formules de Taylor

On ne considère maintenant que des fonctions numériques, définies sur un ouvert U
de Rp.
Rappelons que si a et b sont deux vecteurs de Rp, le segmant [a, b] est l’ensemble des
vecteurs x ∈ Rp tels qu’il existe un réel t ∈ [0, 1] verifiant x = a+ t(b− a) :

[a, b] = {x ∈ Rp/∃t ∈ [0, 1], x = a+ t(b− a)}



3.5 Formules de Taylor 49

Bien sûr,]a, b[ est défini par :

]a, b[= [a, b]/{a, b} = {x ∈ Rp/∃t ∈]0, 1[, x = a+ t(b− a)}

3.5.1 Théorème des acroissements finis

Soit f une fonction de classe C1 sur un ouvert U ⊂ Rp à valleurs réelles.

Théorème 3.5.1. pour tous vecteurs a, b de U tels que [a, b] ⊂ U,il existe c ∈]a, b[

vérifiant :

f(b) = f(a) + dfc(b− a)

ou encore,posant b = a+ h,il existe θ ∈]0, 1[ vérifiant :

f(a+ h) = f(a) + dfa+θh(h)

Remarque 3.5.1. On voit que pour p = 1, on retrouve le théorème étudié en 1 année.

Compte tenu de l’exprission de la différentielle d’une fonction numérique définie sur
un ouvert de Rp,les deux formules ci-dessus peuvent s’écrire :

f(b) = f(a) +

p∑
i=1

(bi − ai)
∂f

∂xi
(c)

ou :

f(a+ h) = f(a) +

p∑
i=1

hi
∂f

∂xi
(a+ θh)

Pour établir ce théorème, considérons la fonction F définie par :

F : [0, 1] → R
t 7→ f(a+ t(b− a))

l’application t 7→ a+ t(b− a) étant de classe C1 (affine) et :

∀t ∈ [0, 1] F ′(t) =

p∑
i=1

∂f

∂xi
(a+ t(b− a))(bi − ai)

on en déduit (par composition) que F est de classe C1 sur [0, 1].
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Proprietés 3.5.1. On peut lui appliquer le théorème des acroissements finis établir
pour les fonctions numériques d’une variable réelle :

∃θ ∈]0, 1[ F (1) = F (0) + F ′(θ)

soit : ∃c ∈]a, b[ f(b) = f(a) +

p∑
i=1

∂f

∂xi
(c)(bi − ai)

Rappelons qu’un ouvert U est dit convexe si ∀a ∈ U,∀b ∈ U, [a, b] ⊂ U.
Alors,si f est de classe C1 sur un ouvert convexe U de Rp et si ses p dérivées partielles
sont nulles en tout point de U,alors f est constante sur U.
En effet,on a alors ∀a ∈ U∀b ∈ U, f(a) = f(b).

3.5.2 Formule de Taylor-Lagrange à l’ordre 2

Soit f une fonction de classe C2 sur un ouvert U de Rp à valeurs réelles.

Définition 3.5.1. pour tous vecteurs a et b de U tels que [a, b] ⊂ U,il existe c ∈]a, b[

vérifiant :

f(b) = f(a)+

p∑
i=1

(bi−ai)
∂f

∂xi
(a)+

1

2
(

p∑
i=1

(bi−ai)2
∂2f

∂x2i
(c)+2

∑
1≤i<j≤p

(bi−ai)(bj−aj)
∂2f

∂xi∂xj
(c))

ou encore,posant b = a+ h,il existe θ ∈]0, 1[ vérifiant :

f(a+h) = f(a)+

p∑
i=1

hi
∂f

∂xi
(a)+

1

2
(

p∑
i=1

(hi)
2∂

2f

∂x2i
(a+θh)+2

∑
1≤i<j≤p

hihj
∂2f

∂xi∂xj
(a+θh))

La démonstration se fait, là aussi, en appliquant la formule de Taylor-Lagrange à
l’ordre 2 à la fonction numérique F définie dans la preuve du théorème des acroisse-
ments finis. beginepour p = 2,on obtient :

f(a+h, b+k) = f(a, b)+[h
∂f

∂x
+k

∂f

∂y
](a, b)+

1

2
[h2

∂2f

∂x2i
+2hk

∂2f

∂x∂y
+k2

∂2f

∂y2
](a+θh, b+θk)
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3.6 Extremums

Théorème 3.6.1. Soit f : U→ R,U étant un ouvert de Rp et soit a ∈ U.
On dit que f :
1) présente en a un maximum relatif s’il existe une boule ouverte B de centre a(B ⊂ U)

telle que : ∀x ∈ B, f(x) ≤ f(a)

2) présente en a un minimum relatif s’il existe une boule ouverte B de centre a(B ⊂ U)

telle que : ∀x ∈ B, f(x) ≥ f(a)

3) présente en a un extremum relatif si a est maximum ou minimum relatif.

Dans le cas où f est un ouvert de Rp, on a l’important résultat suivant :
Soit f : U→ R, U étant un ouvert de Rp,différentiable en un point a ∈ U.
Si f présente un extremum relatif au point a, alors dfa est l’application linéaire nulle :

dfa = 0L(Rp,R)

ou encore :

∀i ∈ {1, ..., p} ∂f

∂xi
(a) = 0

Exemple 3.6.1. f présente un maximum. Il existe r > 0 tel que B(a, r) ⊂ U et :

‖x− a‖ < r ⇒ f(x) ≤ f(a)

Alors l’application F , de la varible réelle t définie dans un voisinage de 0 par :

F (t) = f(a+ th)

présente un maximum relatif en 0. Étant différentiable (par composition) on doit avoir
nécessairemant F ′(0) = 0.
Or :

F ′(t) =

p∑
i=1

hi
∂f

∂xi
(a+ th)

donc :

F ′(0) =

p∑
i=1

hi
∂f

∂xi
(a) = dfa(h)
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Proprietés 3.6.1. Si f différentiable en a, on appelle point critique tout point a ∈ U
tel que :

∀i ∈ {1, ..., p} ∂f

∂xi
(a) = 0

Les éventuels extremums sont donc à recharcher :
1) aux points où f n’est pas différentiable (s’il ya en a).
2) aux points critiques (s’il ya en a).

Remarque 3.6.1. La réciproque de la proposition ci-dessus est fausse. Si toutes les
dérivées partielles de f en a s’annulent,f n’a pas forcément d’extremum relatif en a.

Par exemple,(0, 0, 0) est un point critique (il n’est pas le seul) de
f : (R3 → R
(x, y, z) 7→ xyz

mais f ne présente pas d’extremum en ce point puisque par
exemple ( 1

n
, 1
n
, 1
n
) ≥ 0 et ( 1

n
, 1
n
, 1
n
) ≤ 0.

Le théorème général établissant des cnditions suffisantes d’existence d’un extremum
fait intervenir les formes quadratiques que nous étudierons ultérieurement. Nous nous
contenterons donc de l’énoncer dans le cas où p = 2.
Soit U un ouvert de R2. Si (a, b) ∈ U, on pose, si f est de classe C2 sur U :

p = ∂f
∂x

(a, b) q = ∂f
∂y

(a, b)

r = ∂2f
∂x2

(a, b) s = ∂2f
∂x∂y

(a, b) t = ∂2f
∂y2

(a, b)

Il s’agit là de la notation dite notation de Monge.
On a alors :
1) Pour que f admette un extremum relatif en (a, b), il faut que :

p = q = 0

2) Dans ces conditions :
si s2 − rt < 0 et r < 0,f présente en (a, b) un maximum relatif.
si s2 − rt < 0 et r > 0,f présente en (a, b) un minimum relatif.
si s2 − rt > 0, f ne présente pas d’extremum relatif en (a, b).
1) n’est que l’adaptation au cas particulier que nous tirons du théorème général
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précédent.
2) La formule de Taylor-Lagrange à l’ordre 2 donne :

f(a+ h, b+ k) = f(a, b) +
1

2
[h2

∂2f

∂x2
+ 2hk

∂2f

∂x∂y
+ k2

∂2f

∂y2
](a+ θh, b+ θk)

= f(a, b) +
1

2
(rh2 + 2shk + tk2) + ε(h, k)

avec :

ε(h, k) =
1

2
(h2

∂2f

∂x
+ 2hk

∂2f

∂x∂y
+ k2

∂2f

∂y2
)(a+ θh, b+ θk)− 1

2
(rh2 + 2shk + tk2)

Soit ε > 0,f étant de classe C2,il existe α > 0 tel que :

‖(h, k)‖ < a⇒


|∂2f
∂x2

(a+ h, b+ k)− r| < ε

| ∂2f
∂x∂y

(a+ h, b+ k)− s| < ε

|∂2f
∂y2

(a+ h, b+ k)− t| < ε

puisque 0 < θ < 1, ‖(h, k)‖ < α⇒ ‖(θh, θk)‖ < α et donc :

ε(h, k) ≤ 1

2
[h2 + 2|h||k|+ k2]ε ‖(h, k)‖ < α

soit :
‖(h, k)‖ < α⇒ |ε(h, k)| < ε

2
(|h|+ |k|)2

Si on choisit sur R2 la norme 1,on a alors |ε(h, k)| < ε
2
(‖(h, k)‖)2 ce qui prouve

,ε étant quelconque ,que :
ε(h, k) = o(‖h, k‖2)

Si (h, k) est assez proche de (0, 0) le signe de f(a + h, b + k) − f(a, b) est donc
celui de rh2 + 2shk + tk2.Une étude élémentaire du signe de ce trinôme en h amène
la conclusion.

Exemple 3.6.2. Soit f définie par f(x, y) = x(ln2 x+ y2).
Ici U = {(x, y) ∈ R2/x > 0}{

∂f
∂x

(x, y) = ln2 x+ y2 + 2 lnx
∂f
∂y

(x, y) = 2xy
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Tout point critique est solution de

{
y = 0

ln2 x+ 2 lnx = 0
⇔


(x, y) = (1, 0)

ou

(x, y) = ( 1
e2
, 0)

∂2f

∂x2
(x, y) = 2

lnx

x
+

2

x

∂2f

∂x∂y
(x, y) = 2y

∂2f

∂y2
(x, y) = 2x

en (1, 0) : r = 2, s = 0, t = 2, s2 − rt = −4 et r = 2 > 0 ; c’est un minimum.
en ( 1

e2
, 0) : r = −2e2, s = 0 ; t = 2

e2
, s2 − rt = 4 ; pas d’extremum.
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