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Notations

Nous adopterons les notations ci-dessous dans les différents chapitres de ce ma-

nuscrit.

E (Y]X)
Var(Y]X)
Cov(X,Y)
B(z, h)

b2 ()

Uy = Uy OU Uy = Uy
Up, = o(vy,)
un, = O(vy,)
Un = 0p(Un)

Ed

Abréviations et Symboles

Espace semi-métrique.

Semi-métrique sur §.

Variable aléatoire fonctionnelle, (v.a.f).

Echantillon de v.a.f.

Observations de v.a.f.

Variable aléatoire réelle, (v.a.r).

Espérance mathématique de la variable aléatoire X.
Variance de la variable aléatoire X.

Définition d'une quantité.

Espérance conditionnelle de Y sachant X.

Variance conditionnelle de Y sachant X.

Covariance entre les variables aléatoires X et Y.

Boule de centre x et de rayon h dans l'espace (§, d).
Mesure de probabilité ou la probabilité de concentration.
Distribution conditionnelle de v.a.r. Y sachant v.a.f. X; = z.
Convergence en distribution.

Convergence en probabilité.

Convergence presque stre.

Fonction indicatrice.

Constantes positives réelles.

Existence de deux constantes C' et C’ telles que : 0 < C' v, < u,, < C' v,.

Un, n——+o0o

Existence d'une constante C' > 0 telle que : u,, < Cv,.
- 2, 0, avec u,, et v, deux suites aléatoires.
Un, n—-+o0o

Partie entiere de z.
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Résumé

La problématique abordée dans cette thése concerne la loi limite des estimateurs
localement linéaires de certains modeles conditionnels, lorsque la variable explica-
tive est de type fonctionnel et la variable réponse est réelle. Notons que la consé-
quence pratique de cette propriété asymptotique est la construction des intervalles

de confiance ou la réalisation des tests statistiques.

Nous supposons pour commencer que 1’échantillon que nous étudions est constitué
de variables indépendantes et identiquement distribuées. Nous avons fixé comme
objectif I’établissement de la normalité asymptotique des estimateurs localement li-
néaires de la fonction de répartition conditionnelle, la densité conditionnelle et ses
dérivées ainsi que le mode conditionnel. Les résultats obtenus sont également appli-

qués sur des données simulées puis réelles.

Dans la deuxieme partie de ce manuscrit, nous généralisons nos résultats dans le
cas ou les observations sont fortement mélangeantes. Nous estimons la fonction de
répartition conditionnelle par la méthode locale linéaire. Ensuite, nous étudions la
normalité asymptotique de cet estimateur sous des hypotheses de concentration de
la loi conjointe des observations et des hypotheses sur les coefficients de mélange.

Ce résultat peut étre utilisé pour le probleme de la prévision en série chronologique.

Dans la troisieme partie de cette these, nous considérons le méme type de dépendance
des observations que le cas précédent, en s’intéressant a I’estimation du mode condi-
tionnel par la méthode locale linéaire, pour lequel nous avons établi sous certaines

conditions, une propriété statistique qui concerne la loi limite de cet estimateur.

Mots clés : Modeles conditionnels, polynémes locaux, analyse de données fonction-

nelles (FDA), estimation non paramétrique, probabilité de petite boules.



Summary

The problem addressed in this thesis concerns the limit law of locally linear es-
timators of some conditional models, when the explanatory variable is of functional
nature and the response variable is real. Note that the practical consequence of this

asymptotic property is the construction of confidence intervals or statistical tests.

First, we consider a sequence of independent and identically distributed observations.
We establish the asymptotic normality of the conditional distribution function es-
timators and the conditional density and its derivatives as well as the conditional

mode. The established results were applied on both simulated and real data.

In the second part of this manuscript, we generalize our results in cases where the
observations are strongly mixed. We estimate the conditional distribution function
by the linear local method. Next, we study the asymptotic normality of this estima-
tor under concentration assumptions of the joint law of observations (X;, X;) and
assumptions about the mixing coefficients. This result can be used for the time series

prediction problem.

In the third and last part of this thesis, we consider the same type of dependence of
the observations as the previous case, by focusing on the estimation of the conditio-
nal mode by the linear local method, for which we have established under certain

conditions, the limit law of this estimator.

Key words : Conditional models, local polynomial fitting, functional data analysis

(FDA), nonparametric estimation, small ball probability.
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Chapitre

Introduction et présentation

1.1 Statistique non paramétrique pour des don-

nées fonctionnelles

L’analyse des données fonctionnelles est devenue ces derniers temps un outil im-
portant dans la recherche en statistique. Notons que la statistique fonctionnelle est
étroitement liée a 1’étude d’ensembles de données dans lesquelles les observations
sont des courbes ou des surfaces. Il s’agit de données de dimension infinie, c¢’est a
dire rentrant dans le champ de "grande dimension". Elles apparaissent de plus en
plus fréquemment dans de nombreux domaines scientifiques grace aux progres tech-
niques, a l'augmentation des capacités de stockage de 'information, a I’amélioration
de l'outil informatique et de ses capacités de traitement, ainsi qu’a la multiplication
des systeémes de monitoring et le perfectionnement des capteurs.

Ces nouvelles technologies récentes facilitent la collecte des données sur des grilles
de plus en plus fines. Pratiquement les données sont représentées sous la forme d’'un
vecteur (X;(t1), ..., Xi(tip) )1<i<n, OU (ti1, - - . , tip) est une suite ordonnée et n la taille
de I'échantillon. Intuitivement, on peut considérer ce type de données comme réali-
sations d’'un processus stochastique {X; }er, ou T est un ensemble continu pouvant
représenter par exemple un intervalle de temps ou un spectre de longueurs d’ondes.
On parle alors d’analyse statistique de courbes ou d’analyse de données fonction-
nelles. La littérature consacrée a ’étude des données fonctionnelles s’est considé-
rablement développée. Historiquement les premiers développements statistiques sur

les variables aléatoires fonctionnelles reviennent a la contribution de Rao [73] et celle
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de Tucker [15] ; ces auteurs se sont intéressés a I’analyse en composantes principales.
Frank et Friedman [17] ont comparé différentes méthodes de régression paramétrique
pour variables fonctionnelles afin de développer la regression ridge (dont le principe
a été posé par Hoerl et Kennard [51]). Helland [70] s’est intéressé a la régression des
moindres carrés partiels, cet article fut suivi d’'un commentaire de Hastie et Mallows
[18] qui ont remarqué que ces méthodes, qui ne prennent pas en considération la
nature fonctionnelle des données, ne sont pas adaptées lorsque les courbes ne sont
pas lisses ou mesurées avec des erreurs lorsque la discrétisation des courbes n’est
pas réalisée aux mémes points, ce qui est souvent le cas en pratique. Par la suite,
plusieurs auteurs ont proposé des modeles qui tiennent compte de la nature fonc-

tionnelle des variables (voir Ramsay et Silverman [72], Cardot et al. [13], Bosq [12]).

Le traitement non paramétrique des données fonctionnelles est beaucoup plus récent
que 'analyse paramétrique. Dans cette direction les premiers ouvrages dans ce sujet
ont été introduits par Ferraty et Vieu [32]. Ces auteurs ont étudié certaines proprié-
tés asymptotiques de l'estimateur a noyau de I'opérateur de régression dans le cas
de données a dimension fractale. Ces résultats ont été étendus par Ferraty et al. [34]
aux problémes non standards de la régression telle que la prévision dans le contexte
des séries chronologiques. Une année plus tard, Ferraty et Vieu [72] ont également
fourni une nouvelle approche en modele de régression pour une variable explicative
a valeurs dans un espace semi-métrique, ils ont établi des résultats asymptotiques
en utilisant de nouvelles méthodes sur I'estimateur de Nadaraya-Watson dans le cas
dépendant. En suite, Dabo-Niang et Rhomari [17] se sont focalisés sur la conver-
gence en norme [P de l'estimateur a noyau de la régression non paramétrique. La
convergence presque complete pour le cas fortement mélangeant a été étudié par
Ferraty et al. [30]. Plus généralement, il faut noter que la contribution de Ferraty et
Vieu [38] peut étre considérée comme déterminante dans le cadre non paramétrique
fonctionnel. Ces auteurs ont montré la convergence presque complete des estima-
teurs a noyau de la plus part des modeles conditionnels en précisant leurs vitesses
de convergence dans le cas ou les observations sont i.i.d. En 2007, Dabo-Niang et
Laksaci [18] ont ajouté des résultats sur la convergence en norme L de l'estimateur
a noyau du mode conditionnel dans le cas i.i.d. Laksaci et Maref [54] ont traité la
convergence presque complete de 'estimateur a noyau de la fonction de répartition
conditionnelle et les quantiles conditionnels, dans le cas de variables fonctionnelles

spatialement dépendantes. En 2011 Dabo-Niang et al. [21] ont étudié la convergence

7 Bouanani Oussama
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presque stire d’un estimateur a noyau pour la fonction de régression. Une année plus
tard, Laksaci et al. [50] ont établi la convergence presque complete de I'estimateur
local linéaire de la fonction de répartition conditionnelle et des dérivées successives
de la densité conditionnelle. Tandis que la fonction de hasard conditionnelle a été
étudiée par Ferraty et al. [39], en établissant la convergence presque compléte d'un

estimateur a noyau de ce modele non paramétrique.

Récemment, et en utilisant des conditions sur I'uniformité de 'intégral de ’entropie,
Kara-Zaitri et al. [53] ont étudié la convergence uniforme par rapport au parametre
de lissage en estimation non paramétrique de plusieurs modeles statistiques telles
que la régression, la densité conditionnelle, la fonction de hasard conditionnelle et

la fonction de répartition conditionnelle.

En ce qui concerne la normalité asymptotique des estimateurs a noyau du mode
conditionnel et des quantiles conditionnels, plusieurs auteurs se sont intéressés a
cette propriété asymptotique, nous nous référons a Ezzahrioui et Ould-said [25, 20,

| qui ont traité les deux cas i.i.d et dépendant. Un estimateur alternatif des quan-
tiles conditionnels a été proposée par Lemdani et al. [59], ces auteurs ont traité les
quantiles conditionnels comme un modele robuste appartenant a la classe des M-
estimateurs. Les résultats asymptotiques de cet article sont la convergence presque
complete et la normalité asymptotique dans le cas i.i.d. La fonction de hasard condi-
tionnelle a été étudiée par Quintela-Del-Rio [71] en considérant des observations a-
mélangeantes, cet auteur a établi la convergence presque complete et la normalité
asymptotique et a illustré ces résultats asymptotiques par une application sur des
données sismiques. Cette propriété asymptotique pour le cas de la régression robuste
a été étudiée par Attouch et al. [3]. Dabo-Niang en collaboration avec Laksaci [19]
ont généralisé leur résultats sur la convergence en norme I? de I'estimateur a noyau
du mode conditionnel pour des données fortement mélangeantes. Notons que parmi
les contributions les plus récentes sur ce sujet, nous pouvons citer Ardjoun et al [2]
qui ont établi la normalité asymptotique de I'estimateur a noyau récursive du mode

conditionnel dans le cas ergodique.

La littérature sur le cas d’une variable réponse fonctionnelle est tres restreinte en
statistique fonctionnelle. On citera, dans ce contexte I'article de Van Keilegom en col-
laboration avec Ferraty et Vieu [15] pour la normalité asymptotique de I'estimateur
de la fonction de régression, lorsque les observations sont indépendantes et identi-

quement distribuées. Le cas dépendant a été récemment considéré par Ferraty et al.

8 Bouanani Oussama
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[13]. Dans ce travail, les auteurs ont établi la convergence presque complete de I’esti-

mateur a noyau de 'opérateur de régression pour des observations S-mélangeantes.

D’un point de vue pratique, les données fonctionnelles se retrouvent dans de nom-
breuses applications. Parmi les plus fameuses, nous pouvons citer : Miiller et al. [6]
sur des données biologiques, Chiou et al. [14] sur des données démographiques, ’ana-
lyse des mouvements en biomécanique par s¢rensen et al. [76], 'étude des profils de
croissance par sauder et al. [75], ainsi que I’étude de 1'évolution des taux d’intérét

au cours de temps par laurini [57].

1.1.1 Quelques exemples sur les données fonctionnelles

Le premier exemple concerne des données spectrométriques, (voir Ferraty et al.
[33]). La spectroscopie dans le proche infrarouge est une technique analytique basée
sur le principe d’absorption des rayonnements par la matiere organique en utilisant
un spectrometre. Cette méthode d’absorption est utilisée pour estimer la composi-
tion chimique des aliments (fourrages, viandes,...). On s’intéresse a un échantillon
de 215 morceaux de viandes finement hachées contenant chacun un certain taux de
matiére grasse (lipide). Pour chaque morceau, on observe le spectre dans le proche
infrarouge pour 100 longueurs d’onde (\;),=1,.. 100 réparties entre 850 et 1050 nano-
metres avec un pas constant (Figure 1.1). On observe donc pour chaque morceau
i, une famille " discréte " X< = {Xi(A\j)}j=1...100, que I'on peut considérer comme
une version discrétisée de la variable fonctionnelle X; = {X;(A) }aejsso;1050- En outre,
pour chaque unité ¢, nous avons la matiere grasse de y; qui est obtenue par un traite-
ment chimique analytique. Le fichier https:\npfda-spectrometric.dat contient
le couple (x;,¥;)i=1,. 215 Ces données réelles ont été utilisées dans le cas ou les
variables sont indépendantes.

Un deuxieme exemple est tiré des relevés de consommation d’électricité men-
suelle des secteurs résidentiels et commerciaux des Etats-Unis, entre janvier 1973 et
février 2001. Chacune des 28 courbes (Figure 1.2) est alors composée de 12 points
représentants les relevés de chaque année. Ces données réelles ont été utilisées dans
le cas ou les variables sont dépendantes, et leurs descriptions sont disponibles sur le
site du centre de prévision du climat américain : http://www.cpc.ncep.noaa.gov/
data/indices/.

Le troisieme exemple concerne I’étude du phénomene El Nino : El Nino désigne

9 Bouanani Oussama
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Absorbances
a

80 90 %0 1000 1050

Longueurs dlondes

F1GURE 1.1 — Courbes spectrométriques.

2
L

consommation électrique
o.0
L

—o.2
L

Mois

F1GURE 1.2 — Consommation d’électrique mensuelle au USA entre janvier 1973 et
février 2001.

a l'origine un courant cotier saisonnier chaud au large du Pérou et de I'Equateur
mettant fin a la saison de péche. Le terme désigne maintenant par extension un

phénomene climatique particulier, différent du climat usuel, il se caractérise par des
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températures anormalement élevées de I’eau dans la partie Est de 'océan Pacifique
Sud, représentant une extension vers le Sud du courant chaud péruvien. Il a été relié
a un cycle de variation de la pression atmosphérique globale entre 1’est et I'ouest du
Pacifique, nommé 1'oscillation australe, et les deux phénomenes sont réunis sous le
titre de ENSO (El Niflo / Southern Oscillation).

Ce jeu de données dont nous disposons est constitué de relevés de température
mensuels de la surface océanique effectués depuis 1950 dans une zone située au
large du nord du Pérou (aux coordonnées 0 — 10° Sud, 80 — 90° Ouest) ou peut
apparaitre le courant marin El Nino (Figure 1.3) . Ces données et leurs descriptions
sont disponibles sur le site du centre de prévision du climat américain : http:

//www.cpc.ncep.noaa.gov/data/indices/.

30
L

28
L

26
L

Températures

24
L

7
=~

22
L

20
L

Nois

F1GURE 1.3 — Courbes correspondantes au phénomene El Nifo.

1.1.2 Génération des données fonctionnelles

Deux exemples de simulation sont étudiés, le premier correspond au cas i.i.d.
En pratique 'expression fonctionnelle des courbes observées est inconnue et nous
avons uniquement acces aux observations discretes mesurées a des temps précis.

Nous simulons 250 variables a; (respectivement, w;) indépendantes, uniformément
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distribuées sur 'intervalle [1.5 | 2.5], (respectivement, [0.2 , 2] ). Nous supposons que
ces courbes sont observées sur une grille formée d’une discrétisation en 100 points

de l'intervalle [0, 7]. Considérons les courbes explicatives suivantes :

J
X;(t) = a;* cos(w; *t;) + > Wy, i=1,...,250et j=1,...,100,
k=1

ol les variables W, sont indépendantes, et distribuées selon la loi normal N(0,0.01).

La simulation de ces courbes est illustrée a la Figure 1.4

AT

I XA N

é ¥ IS

l/y(‘ i‘ XN
/]

AR A
N T R
7

A

i
(A

vy

FIGURE 1.4 — Courbes X;, pour ¢ =1,...,250.
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L’autre exemple considéré correspond au cas dépendant. Nous récoltons des ob-

servations a—mélangeantes générées a 1’aide du processus suivant :

1
bi: 7*()1'_ —|—ZZ, 1= 1,...,200,
N
ou les variables b; (respectivement, Z;) sont distribuées selon la loi normal N (1,0.4),
indépendamment de Z; (respectivement, normal A (0,1)). Nous simulons 200 va-
riables a; uniformément distribuées sur [0, 47/3|. Ensuite, nous créons pour chaque

a; et b; un vecteur (X;(t;));=1... 200, généré par :

t — exp (ai*t2+sin (bi*(t— g)) , 1=1,...,200, t € [0,7/3].
Les courbes X; sont représentées régulierement sur une grille de discrétisation de
200 points dans l'intervalle [0, 7/3]. La simulation de ces courbes est illustrée a la

Figure 1.5

100
L

80
L

6o
L

a0
L

20
L

F1GURE 1.5 — Courbes X;, pour i=1,...,200.

1.1.3 Présentation sur la proximité des objets fonctionnels

L’une des difficultés de 'approche statistique fonctionnelle vient de la nécessité

de définir une mesure de proximité (i.e., distance) entre deux objets fonctionnels.
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En effet, dans un espace de dimension finie toutes les distances sont équivalentes,
cette propriété n’est plus valable dans un espace fonctionnel (i.e., dans un espace
de dimension infinie). Ainsi, l'utilisation d’une distance standard peut provoquer
I’apparition du "fléau de la dimension". Dans ce qui suit, nous rappelons quelques
semi-métriques souvent utilisées dans le contexte non paramétrique fonctionnel. En

considérant un espace fonctionnel §, une semi-métrique d est une application définie

sur § X § et a valeurs dans R™ telle que :
— Vz € 3§, d(x,z) =0,

— V(z,2) € § x §, d(z, %) = d(£,x),

— V(z,£,2") € FXFxF, 0(x, %) < d(x,2") +d(x", ).
Ainsi, une distance peut-étre vue comme une semi-métrique qui vérifie également
I’axiome :

V(z,t) € FxF, d(x,f) =0 =z = 7.

Par exemple, dans le cas d'un espace §,,=C™|0, 1], ie., 'ensemble des fonctions m
fois continiment différentiables sur [0,1], m > 0; et la semi-métrique d(.,.) est

définie comme :

1 m m 2
Ay (21, 29) = \//0 (xg )(t) —xé )(t)> dt, x1,T9 € Fpm,

ou z7" et x3" désignent les dérivés d’ordre m de z; et xy, respectivement. Dans le
cas ott m = 3, on déduit facilement que si z1(t) = t, zo(t) = t*, ¢t € [0,1] alors

ds(x1,22) = 0. Donc (§3,d3) est un espace semi-métrique.

L’utilisation d'une semi-métrique au lieu d'une distance revient alors a réduire la
dimension de I'espace fonctionnel, ce qui nous permet de limiter 'impact du fléau

de la dimension .

Les trois principales familles de semi-métriques les plus utilisées dans la littérature
statistique fonctionnelle sont respectivement basées sur la dérivation, I’analyse en
composantes principales (voir Jolliffe, I [52]) et la semi-métrique de modele d’indice
fonctionnel. A titre d’exemple motivant I'introduction de cette premiére famille de

pseudo-métriques, de nombreuses études présentant des applications sur des don-

nées spectrométriques ont constaté que de bien meilleurs résultats pouvaient étre
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obtenus en considérant comme variable explicative fonctionnelle la dérivée seconde

des courbes brutes (voir Zhou, L et al). [35]).

La famille de semi-métriques d%"™ basée sur la dérivation se définit ainsi :

dyer (i, ;) = J / (@) — 2 1),

ou x;" désigne la dérivée d’ordre m de la fonction x;. Ainsi, cette famille de semi-

métriques est indexée par un entier m. Nous pouvons remarquer que la distance L?
est un cas particulier de cette famille lorsque m = 0. Le calcul répété des dérivées
successives d'une fonction étant numériquement tres sensible, il est préférable d’opé-
rer une décomposition préalable des fonctions x; et x; dans une base de fonctions

dont on connait les dérivées exactes, comme par exemple la base B-spline.

La deuxiéme famille de semi-métriques d’P** basée sur l'analyse en composantes
principales fonctionnelles et indexée par un entier ¢ indiquant les ¢ premiers vec-
teurs propres de I'opérateur de variance-covariance empirique, associés aux ¢ plus
grandes valeurs propres.

() = Ji </ xj(t))vk(t)dt)Q.

ou vy,...,v, sont déduits de I'analyse en composantes principales de la variable
fonctionnelle dont les x; sont les réalisations. Cette méthode consiste a décompo-

ser la variable fonctionnelle x selon des directions orthonormées vy, vs, ..., v, telles

e: Var (/ vy (t) z(t) dt) est maximale pour j = 1,...,¢ — 1, /vj(t)vq(t) = 0.

Plus précisément cette technique maximise la variance expliquée par le sous-espace

vectoriel engendré par vy, ..., v,.

Cette famille de semi-métriques peut étre utilisée seulement si les données sont
équilibrées (les courbes sont observées aux mémes points). Ceci pourrait apparaitre
comme un inconvénient pour l'usage d’un tel genre de cette famille mais, son avan-

tage principal est d’étre utilisée méme si les courbes son irrégulieres.

La troisieme famille c¢’est la semi-métrique de modele d’indice fonctionnel : pour

une variable fonctionnelle x dans un espace de Hilbert H muni du produit scalaire
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< .,. >, on définit la semi-métrique de modele d’indice fonctionnel par :
Ve, 0,y e H L do(z,y) =|<z—y,0>|

Par des techniques de type validation croisée on pourrait estimer 6 qui donne la

"meilleure" prédiction.

1.2 Originalité et modernisation de la méthode

des polynémes locaux

1.2.1 Cas vectoriel

La modélisation locale linéaire est une approche statistique alternative a la mé-
thode de Nadaraya-Watson [83, (9], elle possede de nombreux avantages par rapport
a cette derniere, notamment la plupart des estimateurs qui dépendent d’un para-
metre de lissage, ce qui aboutit a une vitesse de convergence sur les points aux
bords plus faible que ceux de I'intérieur. Dans la littérature, ce probléeme est désigné
par l'effet de bord. Il est donc utile de faire quelques modifications pour traiter ce
probleme. La régression polynomiale locale est encore attractive dans ce cas la, Tib-
shirani et Hastie [79] ont remarqué empiriquement que la régression locale linéaire
corrige automatiquement les effets de bord. Ce fait a été montré théoriquement par
Fan et Gijbels [29]. Ruppert et Wand [741] qui ont étendu ce résultat au cas des

estimateurs polynomiaux locaux.

Historiquement, les premieres applications de l'estimation polynomiale locale re-
viennent a Stone [77], cette contribution est déterminante aussi bien sur la mo-
délisation locale linéaire que sur l’analyse non paramétrique d’une maniere plus
générale. En effet, Stone [77] a déterminé la vitesse de convergence minimax d’une
famille d’estimateurs construits a partir d’une fonction de poids, puis il a donné
les conditions nécessaires et suffisantes permettant d’obtenir la consistance de ces
estimateurs. Lejeune [58] a étudié le comportement de I’erreur moyenne quadratique
et il a montré une équivalence entre la régression polynomiale locale et la régres-

sion par noyaux optimaux, qui toutes les deux éliminent le biais jusqu’a un ordre
donné et sont de variance minimales. Tsybakov [$0], a étudié 'optimisation de la
vitesse de convergence de la méthode des polyndmes locaux dans le cas de I'esti-

mation robuste. Miiller [67] quant & lui, a étudié 'efficacité de I'estimation par la
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méthode des polynémes locaux. Fan [28] a étudié I'estimateur local linéaire de la
régression en établissant la vitesse de convergence de 'erreur quadratique moyenne
conditionnelle et celle de I’erreur quadratique moyenne conditionnelle intégrée. Dans
ce méme article, Fan a montré que le lissage local linéaire est asymptotiquement plus
efficace que tout autre lissage, que ce soit par 'estimation a noyau, par projection
orthogonale ou par des splines. Par ailleurs, concernant les propriétés minimax de
Iestimateur local linéaire de la fonction de régression, nous nous référons a Fan
[30]. La généralisation de ces derniers résultats ont été établis par Ruppert et Wand
[74] au cas ou la variable explicative (covariable) est multidimensionnelle. Deux ans
plus tard Fan et Gijbels [31] ont montré que la régression polynomiale locale pré-
sente plusieurs avantages sur les autres méthodes de régression non paramétriques.
Dans cette monographie, ces auteurs ont remarqué que la capacité de la méthode
des polynomes locaux a contourner le principal inconvénient des méthodes a noyau
classique en corrigeant automatiquement les effets de bords tout en conservant les
propriétés d’optimalité théoriques. Dans la méme année, Masry [02], a repris ce tra-
vail en étudiant la convergence forte et la normalité asymptotique de 'estimateur de
la fonction de régression lorsque les observations sont fortement mélangeantes. Pour
I'estimation locale linéaire des dérivées de la fonction de régression, nous référons

aussi a Masry et Mielniczuk[63].

En résumé les vingt dernieres années ont été marquées par un développement intéres-

sant de I'estimation polynomiale locale, tant au point de vue théorique qu’appliqué.

1.2.2 Cas fonctionnel

La modélisation des polynomes locaux dans le cadre fonctionnel a été abordée
tres récemment. Les premiers ouvrages sur ce sujet reviennent a Baillo et Grané
[4]. Tls ont introduit une nouvelle technique de régression non paramétrique. Cette
approche consiste a proposer un estimateur local linéaire de l'opérateur de régres-
sion lorsque la variable explicative prend ses valeurs dans un espace de Hilbert, ils
ont étudié son comportement asymptotique en déterminant son biais ainsi que sa
variance. Dans le méme cas hilbertien, Berlinet et al. [7] ont construit un autre esti-
mateur local linéaire de la fonction de régression basé sur I'inverse de I'opérateur de
covariance. En outre il ont donné une majoration de I'erreur quadratique moyenne
de cet estimateur. Dans le cas Banachique, Barrientos-Marin et al. [5] ont proposé

une version alternative facile a utiliser méme quand la covariable appartient a un
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espace semi-métrique, et ils ont prouvé la convergence presque complete de ’estima-
teur construit, ils ont également obtenu sa vitesse de convergence. Depuis ce temps
I’estimation polynomiale locale de la fonction de régression a connu un grand succes
en dimension infinie. Cette technique a été appliquée pour 'estimation des autres
modeles conditionnelle. Citons, Demongeot et al. [20] qui ont obtenu des estima-
teurs locaux linéaires de la densité conditionnelle quand la réponse est scalaire et la
variable explicative est a valeurs dans un espace semi-métrique. Puis sous certaines
conditions, ils ont montré la convergence presque compléte ponctuelle et uniforme
de l'estimateur construit et ils ont précisé la vitesse de convergence pour chaque
mode. De plus, il ont utilisé les résultats obtenus pour donner quelques propriétés
asymptotiques de I'estimateur local linéaire du mode conditionnel. La convergence
en moyenne quadratique de I'estimateur local linéaire de la fonction de répartition
conditionnelle a été établie par Demongeot et al. [22]. Tous les résultats précités ont
été obtenus dans le cas ou les observations sont i.i.d. Dans le cas ou les données
sont spatialement dépendantes, Chouaf et Laksaci [15] quant a eux, ont généralisé
les résultats dus a Barrientos et al.[5]. Laksaci et al. [55], ont montré également la
convergence presque complete des estimateurs locaux linéaire de plusieurs modeles
non paramétriques conditionnels, tels que la fonction de répartition conditionnelle,
la densité conditionnelle, ainsi que le mode conditionnel. En 2015, Messaci et al . [00]
ont étudié I'estimation locale linéaire des quantiles conditionnels, en établissant la
convergence presque complete de 'estimateur construit. Récemment Demongeot et
al. [23] ont étudié I'estimation non paramétrique de la fonction de régression, lorsque
la variable réponse et la covariable sont fonctionnelles. Ces auteurs ont construit un
estimateur local linéaire de 'opérateur de régression, il ont évalué son erreur d’es-
timation ensuite ils ont montré la convergence presque complete et uniforme de
Iestimateur construit puis, ils ont précisé sa vitesse de convergence. Notons que la
vitesse de convergence de cet estimateur dépend des parametres liés a la structure
topologique de I’espace fonctionnel des variables et/ou a la méthode de construction
de cet estimateur. Ces résultats confirment la supériorité de la méthode locale li-
néaire sur la méthode a noyau. En effet, la méthode a noyau fournit un biais d’ordre
O(h). En revanche, avec la méthode locale linéaire, on obtient un biais d’ordre O(h?).
Par ailleurs, sur la partie variance on a la méme constante que dans le cas multi-
dimensionnel, mais dans le cadre fonctionnelle, le terme de variance est exprimé en
fonction de la concentration ¢(h). Dans [24] les mémes auteurs ont étudié 1'estima-

tion non paramétrique du méme estimateur, lorsque la variable explicative est dans
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un espace semi-métrique et la variable réponse est dans un espace de Hilbert. Il ont
montré la convergence presque complete et uniforme dans le cas ou les observations
sont i.i.d. Plus précisément, la vitesse de convergence est obtenu sous des conditions
usuelles et elle est exprimée en fonction de la régularité du modele, de la concentra-
tion de la variable fonctionnelle, ainsi que de I’entropie de I’espace fonctionnel. Dans
la méme année Leulmi et al. [60] ont étudié I'estimation locale linéaire de la fonction
de régression généralisée dans le cas d’une variable réponse scalaire et d’une variable
explicative a valeurs dans un espace semi-métrique et ils ont montré la convergence

presque complete ponctuelle puis uniforme de I'estimateur construit.

En ce qui concerne les travaux de la normalité asymptotique, nous nous referons
a Zhou and Linal [80]. Ces auteurs ont établi sous des conditions de régularité, la
normalité asymptotique de I'estimateur local linéaire de l'opérateur de régression.
Belarbi et al. [0] ont étudié I'estimation robuste du modele de régression linéaire local
fonctionnel et ils ont établi la convergence presque complete ainsi que la normalité
asymptotique de ’estimateur construit. Tous les résultats précités ont été obtenus
dans le cas ou les observations sont i.i.d. En 2017 Xianzhu et al. [31], ont établi la
normalité asymptotique d’un estimateur local linéaire de la densité conditionnelle

dans le cas ou les observations sont a—mélangeantes.

1.3 Organisation du manuscrit

Cette these se décompose en quatre chapitres.
Nous avons commencé par un chapitre introductif, en s’intéressant d’abord aux
notions élémentaires sur la statistique non paramétrique pour des données fonction-
nelles. Cette partie a été suivie par une présentation de quelques exemples d’appli-
cations pour donner une idée sur la simulation des données réelles et des données
générées par une fonction. Ensuite nous avons exposé un bref descriptif historique
sur la méthode des polynomes locaux dans les deux cas vectoriel et fonctionnel.
Enfin, cette introduction s’acheve par une derniere partie incluant une synthese mé-
thodologique et une synthese des résultats originaux obtenus dans cette these. Nous

y offrons de nombreuses références bibliographiques sur le sujet.

Dans le deuxiéme chapitre nous traitons le cas ou les observations sont indépen-
dantes et identiquement distribuées. Comme résultats asymptotiques nous établis-

sons la normalité asymptotique des estimateurs localement linéaires de la fonction de
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répartition conditionnelle, la densité conditionnelle et ses dérivées ainsi que le mode
conditionnel. Notons que la loi limite de ces estimateurs est donnée en fonction de la
propriété de concentration de la variable fonctionnelle étudiée sur des petites boules.
Nous avons illustré notre méthode par une application sur des données simulées et
sur des données réelles, I'objectif est I’étude comparative entre la méthode locale
constante et la méthode locale linéaire, et a travers la normalité asymptotique de
ces estimateurs nous obtenons les intervalles de confiance pour nos valeurs prédites.
Ce travail a fait 'objet d’une publication parue dans la revue internationale Beha-

viormetrika.

Dans le troisieme chapitre nous étudions la méme propriété asymptotique pour la
fonction de répartition conditionnelle dans le cas des observations fortement mélan-
geantes. Plus précisément nous construisons un estimateur local linéaire adapté a
cette situation pour lequel nous avons établie la normalité asymptotique. Ensuite
nous déterminons une forme explicite de 'intervalle de confiance construit. Ce travail
a fait I'objet d’'une publication parue dans la revue internationale Arabian Journal
of Mathematics.

Le quatrieme chapitre est consacre au probleme de l'estimation locale linéaire du
mode conditionnel. On suppose qu’on dispose des observations fortement mélan-
geantes et on établit la loi limite de notre estimateur. Les résultats de ce chapitre
ont été publiés dans la revue internationale Indian Journal of Pure and Applied

Mathematics.

L’annexe est consacré aux outils mathématiques et techniques utilisées tout au long
de cette these. Nous achevons ce manuscrit par une conclusion générale ainsi que
quelques perspectives de recherche permettant d’étendre et parfois de généraliser les

résultats de cette these.

1.4 Breve présentation des résultats

Nous donnons dans cette section une breve présentation des résultats obtenus

dans cette these.

1.4.1 Présentation des modeles et ses estimateurs

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires a valeurs dans § x R, ou § est

un espace semi-métrique. On note d la semi métrique sur §. On désigne par F* la
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fonction de répartition conditionnelle de Y sachant X = x défini par

VeedF, VyeR, F'(y)=PY <y|X =ux).
On suppose que cette distribution conditionnelle de Y sachant X est absolument
continue par rapport a la mesure de Lebesgue dont on note f* sa densité. On désigne

par f*9) la dérivée d’ordre j de cette densité conditionnelle.

Soit (X, Y;)ien+ des couples aléatoires ayant la méme loi que (X,Y), On construit
un estimateur de la fonction de répartition conditionnelle notée F* = & solution du
probléme des moindres carrés pondérés suivant :

n

> (H(hy'(y = Vi) — a— bB(X;, 2)) K (hi'o(x, X3)), (1.1)

i=1
ou f(.,.) et o(.,.) sont des opérateurs connus de § x § dans R, tels que Vz € F,

B(z,z) =0et |4(.,.)] =d(.,.). La fonction K est un noyau, H est une fonction de

répartition et hx = hg,, (resp. hy = hpy,,) est une suite de nombres réels positifs.

Formellement, I’estimateur fonctionnel local linéaire est défini par

wa th Y;)) ZAjKH

Foly) =" == , (1.2)
> wy > AJK;
ij=1 j=1

ot wi; = B (B — B) KGK; et A; = Kfl (i%’j) = Zn:@QKi - (Zﬂz )53,
i=1 i=1
avec 3; = B(X;,x), K; =K (h}l (5(x,XZ-))) et H;=H (h (y — Y))

De méme, nous proposons de définir ’estimateur local linéaire de la densité condi-
tionnelle et ses dérivées fx(j) de f*9) par fx(j) = a obtenu par la minimisation

de :
Z(h TEHUY (R (y — 7)) — a = bB(XG, 1)) 2K (hi o (w, X5)).

i=1

Cet estimateur peut étre écrit sous la forme :

Z Wik (2) HUD (B (y — Vi) > A Ky HIT
(i ik —_
Fri(y) =7 — ==l )
WS Wig(w) W ST ALK,
ik k=1
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En ce qui concerne l'estimation du mode conditionnel on suppose qu’il existe un

compact S ot le mode est unique. On note par 6 ce mode. On estime ce dernier par

I’approche locale linaire par la variable aléatoire 0 solution du probleme d’optimisa-

tion suivant :

o~

Fo(0()) = sup f*(y)- (1.4)

yeS

Dans la section suivante, nous expliciterons les résultats de la normalité asympto-

tiques de ces parametres conditionnels.

1.4.2 Résultats : Cas i.i.d.

Nous supposons que les variables aléatoires fonctionnelles sont i.i.d. Pour une
meilleure lisibilité, nous commencons par citer ’ensemble des notations et des hy-
potheses nécessaires pour établir la normalité asymptotique des estimateurs (1.2),
(1.3) et (1.4).

Notations générales et hypotheses :

Dans ce qui suit, nous fixons z (resp. y) dans § (resp. R), et nous désignons par V,
(resp. V,) un voisinage de z (resp. y) et ¢, (r1,r2) = P(ry < d(z, X) < ry).

Avant d’établir nos principaux résultats, nous introduisons les quantités M; et

N(a,b), qui apparaitront dans les termes dominants du biais et de la variance :
. 1 .
My = K1) = [ ) xe(u)du ot j = 1,2,
-1
et pour tous a > 0 et b=2,4, N(a,b) = K*(1) — / (W’ K*(u)) xa(u)du.
1

De plus, nous notons

Fi(y) & (y)
Fry) = 22 et fr(y) = 2522,
Fp Fp
B 1 - 0(5) 1 - (+1)
F¥ =— > AK.H; J = 4 AK HY
ou N(y) HE(A1K1)J§ kA5 4d4, fN (y) nh?lIE(AlKl) kz::l g k4L ’
A 1 n
Ff=——— > AK,
D nIE(AlKl) ];1 7
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et

o) = L 1(6) = E(X.0) — ) BCX, ) = ] avec € . +2),

Pour énoncer le résultat concernant la loi limite de l'estimateur (1.2), nous avons
utilisé les hypotheses suivantes :

(H1) Pour tout r > 0, ¢,(r) := ¢(—r,7) > 0, et il existe une fonction y,(-) telle

«(thi, h
que, pour tout t € [—1,1], hliIEO W = Xa(t)-
K z\ /LK

(H2) La fonction de répartition conditionnelle F** est telle que : il existe
by >0, by >0, V(y1,92) € Vy XV et V(z1,22) €V, XV,

Fo () — F*(g2)] < C (18, 2)]" + Iy — 1el)

ou C' est une constante positive dépendante de .

(H3) Les fonctions d(.,.) et S(.,.) sont telles que :

(i) Vz € §,|0(x, 2)| = d(z, 2) et Cy|0(x, 2)| < |B(x, 2)| < Ca|d(z, 2)|
Of101>0,02>0.
(ii) sup [B(u,x) —d(z,u)| = o(r).
u€B(z,r)
(H4) Le noyau K est une fonction positive, différentiable de support [—1,1] et
pour lequel la dérivée premicre K’ satisfait
1

K2(1) — / (K2(w)) o (w)du > 0.

-1

(H5) Le noyau H est une fonction différentiable, telle que :
/|t|b2H’(t)dt < o0.
(H6) Les parametres de lissage satisfaites : il existe un entier positif ng, tel que,

Vn > ng :

1
¢m<hK)

/_11 o (2hi, hK)dd (K (2)) dz > Cs > 0,

z
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1
lim hge =0, lim hy =0, lim — > =0,

n—00 n—00 n¢x(hK)
et

hic B(u, z)dP(u) = o ( /B o B0 dp(u)>

B(z,hk) z,hi)

ou dP(x) est la distribution cumulative de X.

Nous avons donc établi le résultat suivant.

Théoréme 1.1. [9] Sous les hypotheses (H1)-(H6), on a :

. (hic) (F(y) — F(y) — Bu(x,y)) = N(0, Virx (2, 1)),

Vak(r,y) = j‘j;my)(l—m»,
et
By(z,y) = ]EH(E(];%)) — F*(y)

Pour établir la loi limite de f*U )(y) nous aurons besoin des hypothéses du Théo-
reme (1.1) et et les hypotheses supplémentaires suivantes :
(H1") V1 € {j,j + 2}, la quantité 1/19(0) existe, ol 1/11(2) désigne la seconde de

dérivée de 1.

logn
H6') lm —————— =
(HE) B, nhi ™ 6z (hi)

(H7) (i) 1l existe une constante positive C' telle que, pour tout (yi,ys) € R?
[HY* (y1) — HI ()] < Clyr — gel.

(ii) Il existe une constante positive x tel que, pour tout j' < j,

lim |y|"**|HY" (y)] = 0.

Y—00

(iii) HUY est une fonction bornée, et/(H(l)(t))”dt <ooouv >l

On établit le résultat suivant.
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Théoréme 1.2. [9] Si les hypothéses (H1’), (H2)-(H5), (H6’) et (HT7), sont vérifiées,

oIl a

Vg 6. (i) (F79(y) — 29 (y) — Bu(z,y)) 2 N(0, Vi g (2, 1)),

Vinse(o.) = 37270) [ (O (0)
et
7 (f)
B.(s.y) = IE(IE NA$($>) F20)(y)

Afin d’établir la normalité asymptotique de é(x), nous avons introduit les hypo-
theses supplémentaires suivantes :
(H9) 11 existe un entier 7 > 0, tel que, f* soit j-fois continiment différentiable
par rapport a y sur [# — &, 0 + £] pour £ > 0.
OO =0 si 1<1<j,
(H10)
F*9(@)] > 0.

(H11) Le parametre de lissage hy satisfait 1_131 nhé.(hg) = 0.

Théoréeme 1.3. [9] Sous les hypothéses du Théoréme 1.2 et si les hypotheses (H9)-

(H11) sont vérifiées, on obtient

( nhd e (hi) (f72(0(2)))?

1/2
Vire(z,0(2)) ) (6(x) — 0(x) = Bu(x,0(x))) = N(0,1),

B(x,0(x)) = Bu(x,0(x))hi; + Bi(,0(x))hi + o(h3y) + o(hi),

avec

Bue,6(r) = o) [PHO@,

By(z.0(x)) = ~¢{(0)
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et

Vi (2, 0() = ]\Ajjzf%e(x)) [ )yar

Une discussion sur les hypothéses et les détails de la démonstration des Théorémes
(1.1), (1.2) et (1.3) sont exposés au Chapitre 2.

1.4.3 Reésultats : Cas a-mélangeant

Afin de généraliser les résultats obtenus dans le cas i.i.d. a des observations dé-
pendantes, nous renforcons les hypotheses précédentes, en ajoutant des hypotheses
sur la concentration de loi conjointe du couple (X;, X;) et sur le coefficient de mé-
lange.

Notations générales et hypotheses :

| | fx
LT
Gi(s) = E[a(X,y) — gi(w, 9)|B(z, X) = 5], Mi(s) = E[M(X,y) — Mi(z,9)|B(z, X) = s].

En suite, nous avons imposé les conditions suivantes afin d’établir la normalité

On note Pour tout [ € {0,2,3}, par : g/(z,y) = et

asymptotique de l'estimateur local linéaire de la fonction de répartition condition-
nelle (1.2).

(F1) Pour tout [ € {0,2} la quantité Gl(Q)(O) existe.
(F2) supP((X;, X;) € B(x,hy) x Bz, hy)) < Yu(hi), ott ¥y (hy) = O(¢2%(hx))-
i#]

(F3) Les coefficients de a—mélangeant de la suite (X;, Y;);ea~ vérifient les condi-
tions :
(i) Is>1, Je>0: VneN; a(n) <cn?,
00 1 1
(i) Y K (a(k))? < oo, avec p >0 et § > —.
k=1 D

(F4) Le parametre de lissage hy vérifie :

(i) lim n¢l'(hg) =400, pourm=1,2,

n—-+oo

(ii) lim n°¢.(hg) =0, pour ¢ = 2,3,

n—-+o0o

(iii) 3C, >0, Co >0, Con'™? < dp(hyg) < C’lnﬁ pour p > 2.
(F5) Il existe deux suites positives (v,) et (r,) tendant vers 'infini avec n et

satisfaisant :
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NI

) v = 0 ((n 6u(h))?) et lim_ ( %(hK)) o) = 0,

(i) guvn = 0 ((n@a(hi))

N

n—+o0o

2
) et lim g, <¢(nh)> a(v,) = 0, ou g, est un
x K

entier tel que ¢, (r, + v,) = O(n).

Nous avons donc établi le résultat suivant :

Théoréme 1.4. [10] Sous les hypothéses du Théoréme 1.1 et si les hypotheses (F1)-

F(5) sont vérifiées, on obtient :

s (hie) (F(y) — F*(y) — Bu(z,y)) % N(0, Virge (2, ),

ou

Virk () = A”j;mwu ~F(y)),

et

B, (z,y) = E(F"(y)) — F*(y) = Br(z,y)h% + Br(z,y)h% + o(h) + o(hZ),

ou
162F$(y) 277/
Bul,y) = 2 N(/lt;(t)dt,
Be(,y) = 5608 (0) =7

la discussion sur les hypotheses et les détails de la démonstration du Théoréme 1.4
serons donnés au Chapitre 3 de cette these.

Pour obtenir la normalité asymptotique de 'estimateurs (1.4)dans le cas dépendant,
on garde les hypotheses (H9), H(10) et (F3(i)) et on remplace (F1), (F2) et (F4)

par les hypotheses suivantes :

(F1’) Pour tout [ € {0,2,3} la quantité AI(Q)(O) existe.
(F2") supP((X;, X;) € B(x,hg) x B(z,hy)) < ¢,(hy), ot Yy (hy) est telle que
i#]
a+1
Je 6]07 7}7 0< wz(hK) = O<¢i+6(hK))

a—1
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(F4’) Le parametre de lissage hy satisfait :
E'Cl > 0, Cy > 0, C’in_“ < ¢x(hK> < C’lnﬁ avec a > 1

log(n)

On établit le résultat suivant :

Théoréeme 1.5. [11] Sous les hypotheses (H9), H(10),(F2’), (F3(i)), (F3’) et (F4’)

nous avons :

nhd b (hi) (F7 (0))*\ ' 15 .
( Vir (7, 0()) ) (0(z) - 0(x)) == N(0,1),

ou

Vin(,0(a)) = 3.7 (0() [ (11(0) .

La preuve de ce résultat et le détail des conditions imposées serons donnés dans le
Chapitre 4.
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Abstract : This paper deals with the convergence in distribution of estimators
of some conditional parameters in the Functional Data Analysis framework. In fact, we
consider models where the input is of functional kind and the output is a scalar. Then,
we establish the asymptotic normality of the nonparametric local linear estimators of (i)
the conditional distribution function and (ii) the successive derivatives of the conditional
density. Moreover, as by product we deduce the asymptotic normality of the local linear
estimator of the conditional mode. Finally, in order to show interests of our results, on
the practical point of view, we have conducted a computational study, first on a simulated

data and, then on some real data concerning the forage quality.
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2.1 Introduction and motivations

The purpose of this paper is linked to FDA, and more precisely, to statistical models for
which co-variables are of functional type (eventually of infinite dimension) and responses
are scalars. It should be noticed that the scope of this topic is no longer justified given

the large number of scientific publications dealing with all aspects related to the FDA. We

therefore refer to Ramsay and Silverman [27], Ferraty and Vieu [17], Demongeot et al. [9]
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and [10] and references therein, for a summary on theoretical and practical motivations
on this subject.

Recall that the study of conditional models, in nonparametric FDA, is among the most im-
portant statistical analysis methods. Such investigation is essentially used to explore and
to model the relationship between a scalar response variable and a functional regressor.
Moreover, the consistency and the asymptotic normality of some statistical parameters

estimators are two fundamental asymptotic properties.

Thus, we aim to extend studies on the local linear functional nonparametric regression
estimation method. This latter is essentially based on an extension of the well known
Nadaraya-Watson (N-W) kernel estimator to the FDA case. Recall that the nonparametric
kernel estimator when functional data are available has been considered by many authors.
Ferraty et al. [15] derived the mean squared convergence and the asymptotic distribution

for the N-W estimator, while Ferraty et al.[18] established its uniform almost-complete

convergence (a.co.'). Meanwhile, the nonparametric k Nearest-Neighbours (kNN) estima-
tor, in FDA, has also been investigated (see, for instance, recent works by Kudraszow
and Vieu [20], Kara-Zaitri et al. [21, 22] and references therein). The case when both the
response and the predictor variables are of functional kind is also investigated (see Ferraty
et al., [19]).

It should be noticed that, to the best of our knowledge, first results on the local linear
modeling in the FDA setup were established by Baillo and Grané [1] and Berlinet et al. [1]
to cite a few. These papers focus on the local linear estimation of the regression operator
when the regressor takes values in a Hilbert space. The case where the explanatory va-
riable takes values in a semi-metric space, has been considered in Barrientos et al. [2] and
El methni and Rachdi [11]. In these two last works, authors obtained the almost-complete
convergence with rates, of the proposed estimator. Then, we can cite Boj et al. [5] for an

other alternative version of the functional local linear modeling.

In this paper, we are concerned with the asymptotic normality of local linear estimators of

some statistical parameters i.e., the conditional cumulative distribution, conditional den-

1. Let (zn)nen be a sequence of real random variables. We say that (z,) converges almost-

o0

completely (a.co.) toward zero if, and only if, for all € > 0, Z IP(|zn| > €) < 00. Moreover, we say
n=1

that the rate of the almost-complete convergence of (z,) to zero is of order w, (with n — 0) and

o0

we write z, = Oq.co.(uy) if, and only if, there exists € > 0 such that Z P(|zn| > €uyp) < co. This
n=1

kind of convergence implies both the almost-sure convergence and the convergence in probability.
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sity derivatives and the conditional mode. Recall that, consistencies, in mean square and
a.co., of these estimators have been shown in Demongeot et al. [9] and [10] and Laksaci et
al. [23], whereas the asymptotic normality of the N-W kernel estimators of the conditional
mode was established and confidence bands were proposed (see Ezzahrioui and Ould-Said
[12] for independent and identically distributed data (i.i.d.) and Louani and Ould-Said
[24], Masry [25] and Delsol [3] for the strong mixing case). Notice also that Ezzahrioui and
Ould-Said [13] and [11]), studied the asymptotic normality of the N-W kernel estimator

of the conditional quantile for i.i.d. and strong mixing cases.

This paper is organized as follows. In section 2, we study the asymptotic normality of the
conditional distribution function. In section 3, we focus on the conditional density and
its successive derivatives. The asymptotic normality of the local linear estimaor of the
conditional mode is treated in section 4. Then, in order to show the practical interest of
our results, we have conducted, in section 5, a computational study on (i) a simulated
data and, (2) on a real data concerning the forage quality. Finally, the proofs of the main

results are given in Section 6 and the appendix is reserved to some technical auxiliary

results.

2.2 Conditional cumulative distribution estima-
tion

Let (X;,Y;) be a sequence of i.i.d. random vectors where the random variable (r.v.) X;
belongs to a semi-metric space (§,d) and Y; is a real-valued r.v. For a fixed z € §, we

denote the conditional probability distribution of Y; given X; = x, by
forally e R, F*(y)=1P(Y; <ylX; =x).

The functional local linear estimator of F*(y) is based on the minimization, with respect
to (a,b), of

n

> (H(hy'(y = Y5)) — a = bB(X;,2)) 2K (hi (@, Xi)), (2.1)
i=1

where 3(.,.) and §(.,.) are known functions from § x § into R, K is a kernel, H is a
distribution function and hy := hg, and hy = hp, are chosen as a sequences of positive

real numbers. More precisely, the local linear estimator F*(y) of F*(y) is @ which is the

first component of the pair (a,b) solution of the minimization problem (2.1). However, if
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the bi-functional operator § is such that, for all z € §, f(z, z) = 0, then ﬁ””(y) is explicitly
defined by

S wgH(hy' (y—Y;) > AK;H;
~ ij=1 i=1
Fr(y) =~ = , (2.2)

n

> wi > AK;

1,j=1 j=1

Where wij == 61 (Bz — ﬁj) KlKJ and Aj = K;l (zn: wij> == zn:ﬂZQKZ - (zn: ﬁle) 6_7'7 With
=1

i=1 =1

B; = B(Xi,x), Ki = K (hi! (3(x, X,))) and H; = H (h'(y - 7).

2.2.1 Assumptions and notations

In what follows we denote by z (resp. y) a fixed point in § (resp. R), N (resp. NV,) a fixed
neighborhood of z (resp. of y) and ¢, (r1,7r2) = P(re < §(X,z) < r1). Then, in order to
establish our results the following assumptions will be needed.

(H1) For any r > 0, ¢g(r) := ¢z(—r,7) > 0, and there exists a function y,(-) such

z(thi, h
that, for all t € [—1,1], hhmo W = Xa(t)-
K— LK

(H2) The conditional distribution function F'* satisfies that there exist some positive

constants by and by, such that : for all (z1,z2,y1,y2) € Np X Ny x Ny x N :

™ (1) = F™ ()] < C (161, 22)|" + [y — 12]?)

where C is a positive constant depending on .
(H3) The functions §(.,.) and 5(.,.) are such that :

(i) forall z € F,|0(x,2)| =d(z,2) and C1 |0(x, z)| < |B(z,2)| < C2|d(x, z)| where
Cy and Cy > 0.

(i)  sup |B(u,x)—0d(x,u)| = o(r), where B(z,r) = {z € F/|0(z,x)| < r} denotes
u€B(z,r)

the closed-ball centered at = and of radius r.
(H4) The kernel K is a positive function which is supported within [—1, 1], differen-
tiable and for which the first derivative K’ satisfies :

2 _ ! 2 !
K2%(1) / (K2%(u)) xa(u)du > 0.
-1
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(H5) The kernel H is a differentiable function and its first derivative H' is symmetric
and such that : /\t\bQH’(t)dt < 0.

(H6) The bandwidths are such that : there exists a positive integer ngy for which

1 1 d
- e(zhi, hi)— (22K de> Ca> 0 f .
¢z(hK) /_1 ¢z(2hi, K)dz (Z <2)) z>C3>0forn > ng
i = i _ . logn
nhﬁ\nc}o hk = nlgrgo hg =0 and nlglgo W — 0,

and

hK /B(wth) ﬂ(u’ x)dP(U) —° </B(w,hK) ﬁQ (U7 LU) dP(u)) 7

where dP(u) is the cumulative distribution of X.

2.2.2 Comments on the assumptions

The assumptions listed above are standard in the FDA context. In particular, assumptions
(H1) and (H2) are adaptations of assumptions H1 and H3 in Ferraty et al. [15], when one
replaces the semi-metric d by some bi-functional operator §. The assumption (H1) charac-
terizes the concentration property of the probability measure of the functional variable X,
which permits to control the effect of the topological structure in the asymptotic results
(see Ferraty et al. [16]), while the assumption (H2) is a regularity condition which charac-
terizes the functional space, of our model, and is needed to evaluate the bias term in the
asymptotic results. Then, assumption (H3) has been introduced and commented, first, in
Barrientos et al. [2] and it plays an important role in our methodology, particularly when
we will compute exact constant terms involved in the asymptotic result. Moreover, the first
and the third parts of the assumption (H6) are common in the setting of functional local
linear fitting (see for instance Laksaci et al. [10]) and Rachdi et al. [26]). The rest of the
hypotheses are imposed for a sake of brevity of our results’s proofs. Moreover, one could
find in Ferraty and Vieu [17] some examples of kernels K and H satisfying assumptions

(H4) and (H5).
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2.2.3 Main results

Before enouncing our main results, we introduce the quantities M; and N(a,b), which will

appear in the bias and variance dominant terms :

) 1 .
M; = K1) —/_I(K](u))'xw(u)du where j = 1,2,

1
and for all @ > 0 and b= 2,4, N(a,b) = K%(1) — / (WK% (1)) xo (u)du.
-1

Moreover, let

z FR(y
Feiy) = W),
FD
j=1 j=1

Then, we have the following theorem.

Theorem 1 Under assumptions (H1)-(HG6), we obtain

Vs (hic) (B2 (y) — F(y) — Ba(z,)) 2 N (0, Virxe (2, y)),

where
Vi (r,y) = AAZZF%y)(l—Fm(y)), (2.3)
and
Bu(e.y) = W—Fw (2.4)
D

with 2 denoting the convergence in distribution.

Remark 2 As mentioned in Demongeot et al. [I], the function ¢, (t) can be empirically

estimated by

b= U Bl <)

where #(A) denotes the cardinality of the set A. So, if we take advantage of the following

assumption,

(H7) Jgrgoy/n¢x(hK)Bn(x,y) =0,
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we can cancel the bias term and obtain the following corollary.

Corollary 3 When the assumptions (H1)-(H7) hold, we have the following asymptotic

result

n(gx(hK) [ x D
W(F (y) — F¥(y)) = N(0,1).

2.3 Conditional density and its derivatives

In this section, similar results, to Theorem 1, will be derived for the local linear estimator

of the j** order derivative, fx(j)(y), of the conditional density f*(y) of the real r.v.Y =y
given ther.v. X =z € §.

The local linear estimator of f*9)(y) is given by fx(j)(y) = a corresponding to the first
component of the solution vector of the minimization problem :
n

. . 2
min 3 (hi T HU (g (y - Yi) - a— bB(Xi,2)) K (hi'o(x, X,)).
(a,p)eR? 5]

This estimator is explicitly given by :

Z Wz’k(@H(‘jH)(h;l(Z/ - Yk)) Z AkKkH,E,jH)

(i i#k =
PO =F—s DT —
WS Wik(2) R ST ALK
i#k k=1

Notice that this estimator was already introduced by Demongeot et al. [9] who established
its a.co. (pointwise and uniform) consistency when data are i.i.d. Then, a spatial version

of this estimator was studied by Laksaci et al. [10].

2.3.1 Assumptions and main result

In order to establish the asymptotic convergence of fA’x(j )(y) we need some notations and
assumptions.
Firstly we denote, for [ € {j,7 + 2}, by

lr.
ai9) = S5 and in(s) = Bl (X) — o) (X 2) = o]
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Secondly, in addition to the assumptions introduced along the previous section, we need

the following conditions :

(H1’) The second derivative at 0, for [ € {j, 5 + 2}, wl(Q)(O) exists.
(H6’) Assumption (H6) is changed by replacing the last part by

i _logm
n=-+oo nh%“@c(h[{)

(H7) (i) There exists a positive constant C' such that, for all (y1,y2) € R?,

|HUHD (y1) — HUFD ()| < Clyr — wo

(ii) There exists a positive constant » such that, for all j’ < j,

lim [y|" ¥ HU*D (y)] = 0.

Y—0o0

(iii) HY*Y is a bounded function, and/(H(l)(t))”dt < 0o where v > 1.

Remark 4 Remark that, assumption (H1’) enables to get exact expressions of the constants
in the asymptotic results, and assumption (H7) is a technical condition (see Ezzahrioui

and Ould-Said [10] for more comments).

Similarly to the conditional cumulative function estimator, let

7 (y) = M where J?x(j)<y) _ 1 zn:A-K'H,(jJ"l)
Fg N nhg+1)]E(A1K1) i=1 Z

Then, we have the following asymptotic result.

Theorem 5 Under assumptions (H1’), (H2’), (H3), (H4), (H5), (H6’) and (H7), we have

nh3 6, () (F*O (y) — £79 (y) = Bu(x,9)) 2 N0, Vi (2, 9)),

where
Vink (o) = 30 [ D (0)%d
and
Bu(x,y) = ]E(]gv(il()y)) — £*U)(y) with E(FE) = 1.
)
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Remark 6 If we impose the following additional assumption

(H8) lim \/nh3 ™6, () Ba(,y) = 0,

we can cancel the bias term and obtain the following corollary.

Corollary 7 Assume that hypotheses of Theorem 5 are satisfied. If assumption (HS)

holds, then we obtain

nhH " 0u(hic) | 7ais) ) D
J‘ZI,K(WU Dy) - 70 () 2 N (0,1),

where qu(hK) denotes the empirical counterpart of ¢, (h).

2.4 Conditional mode estimation

We focus on the local linear estimation of the conditional mode. For this aim, we assume
that f*(.) is unimodal. Then, its conditional mode, that we denote by 0(z), is defined by
fr(6(z)) = sup f*(y),

yeSs
where S is a “compact” set such that the mode 0(z) of f* is assumed to be uniquely

defined within.
A local linear estimator 8(z), of 6(x), is defined by

~

F¥(0(x)) = sup f*(y)

yes

~

In order to establish the asymptotic normality of f(x), with a suitable normalization, we
need to introduce the following additional smoothness conditions.
(H9) There exists some integer j > 0, such that, f* is j-times continuously differen-
tiable with respect to y on (6 — &,0 + &) for £ > 0.
OO =0 if 1<1<y,
(H10)
1179 (6)] > 0.
(H11) The bandwidth hp satisfies lim nh3;¢.(hg) = 0.
n—-+o0o
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Theorem 8 Under the hypotheses of Theorem 5, if assumptions (H9) and (H10) hold,

we obtain

nhd @922\ /2 -
( ity k2l ) () ~ 0(z) ~ Bat,0(a))) 2 M(0,1),

where
B(z,0(2)) = Bu(, 0())h; + Bic(x,0(2))W +o(hy) + ohi),
with
Bu(e,0) = 3/O0@) [2HO0a,
Brle,0@) = o052,
and

M.
Vit ie(2,6() = 33 7(0(@)) [(HO (1))t
i
Remark 9 Under additional assumptions on the function ¢5(.) and the bandwidths hy
and hy, we can get rid of the bias term By (z,y).

Corollary 10 Under the hypotheses of Theorem 8, if the bandwidths hyx and hy and the

function ¢.(.) satisfy 7%11_>r1go(hK + hy)\/nh3,¢.(hk) = 0, we obtain

nh3 z(2) )))2 1/2 ~
(i) o) 5 x0

2.5 Computational studies

We aim to evaluate, on a finite sample, performances of the asymptotic normality of both
functional models (the conditional distribution and the conditional density functions) on
simulated data and on a real data-set. In particular, our main purpose is to show how we
can implement easily and fastly these estimators in practice. Of course, the applicability of
our asymptotic normality result requires a practical estimation of the asymptotic bias and
variance. For a sake of shortness, we neglect the bias term and we use a plug-in approach
to construct an estimator of the asymptotic variance. For the conditional distribution

function :

@(ﬂQy) _ ngz(hi) 2icy [izzFx(yQ)(l _ Fx(y))’
(i KG)
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and, for the conditional density function :

— o noR2fr
Vi i (2, y) = n%(h(K) n Z:[l([)(éf W
i=11

/(H(l)(t))%lt.

2.5.1 On simulated data

In order to test the effectiveness of the two asymptotic normality results, we generate the
data by the model Y = r(z)+e¢, where e ~ N (0,0.5). The explanatory functional variables

are constructed by :
Xi(t) =2xcos(t « W1,)/(2+ cos(t * Wy,)) + 0.2« W5, fori=1,...,n =100,

where W (resp. Wa) is a uniformly distributed random variable on [0, 7/2] (rep. [7/2,7])
and Wj is generated from a gaussian distribution N (0,0.2). All the curves X;’s are gene-

rated from 100 equispaced measurements in (0, 1), and are plotted in Fig. 2.1.

<
i

1.5

1.0

0.5

Time

FIGURE 2.1 — A sample of 100 curves

On the other hand, for ¢ = 1,...,n = 100, the scalar response Y; is computed by conside-

ring the following operator :

1 dt
@ = [
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Recall that, the conditional distribution of Y given X = z corresponding to this mo-

1 dt
del is explicitly given by the law of ¢; shifted by / —_—
o 1+4[z(t)|

. Then, the corresponding

conditional density f*(y) is

ffy) =

e (5l —r@)?).

and the conditional mode is

L dt
9(33):7«(9;):/0 e

Elsewhere, as it is well known in FDA, the choice of the metric and the smoothing pa-
rameters have crucial roles in the computational issues. To optimize these choices in this
illustration, we use (i) the local cross-validation procedure method on the kNN for choo-
sing smoothing parameters, (ii) regarding the shape of the curves Xj, it is clear that the
PCA-type semi-metric (see Benhenni et al., [3]), is well adapted to this kind of data.
Then, we point out that, we opted for a quadratic kernel which is supported within (0, 1)
and taken K = H’. To sum things up, we have followed the following steps for the three
models :

— Step 1 : We generate m independent replications of (X, Y;)i=1,. n

— Step 2 : We compute the mean curve X" of (Xj)i=1..n«m by the routine func.mean

of the R-package fda.usc.

— Step 3 : We compute the asymptotic variances @(X, 0) and ‘71{;(2(, 0) for both
models

— Step 4 : We compute the quantities

nd)x(hK) ﬁx _F® and nhH¢$(hK) T _ sz
AT (x’y)( (v) () Treley) (f*(y) = f*(y))

— Step 5 : We estimate the densities for both m-samples by the kernel method
— Step 6 : We compare these densities to the standard Gaussian distribution

The obtained results are shown in Fig. 2.2.

It appears clearly that, asymptotic distributions have good behaviors with respect to the
standard normal distribution. This conclusion is confirmed by the Kolmogorov-Smirnov
test which, for n = m = 100, gives 0.84 as a P-value for the first model and 0.77 for the
second one.
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Conditional distribution Conditional density
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FIGURE 2.2 — The asymptotic distribution : conditional distribution (left plot) and
the conditional density (right plot)

2.5.2 Real data application

We apply our approach to the forage quality data. In practice, the analysis of this kind
of data is very important for the food industry. In fact, it intervenes in many food pro-
ducts such as milk quality, dairy products, meat quality, . ... Notice that, there are three
fundamental parameters in the study of the forage quality that are (i) the concentration
of crude protein (CP), (ii) the acid detergent fiber (ADF) and (iii) the neutral detergent
fiber (NDF). The classical analytical procedures are time-consuming and very expensive.
That is why we propose a new approach based on the functional local linear approach.
More Precisely, we use the conditional mode to predict the level of the concentration of
crude protein (CP) given the spectrometric curves of the sheepgrass hay. Moreover, we use
the conditional distribution function and the conditional density to construct a predictive
region of this parameter. Notice that data are collected from sheepgrass fields of the hay
factories in Heilongjiang Province of Northeast China. We refer to Chen et al. (2015), for

a complete description of this data-set. We consider a sample of size 150 and the near-
infrared spectra were recorded at 5 nm intervals from 950 to 1650 nm. These functional

curves are plotted in Fig. 2.3.

In order to highlight our models, we consider two prediction problems (i) the single-point

prediction by the conditional mode and (ii) the predictive region. For the first purpose,
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FI1GURE 2.3 — Near-infrared spectra curves

we compare the local linear approach method to the kernel method in the prediction
by the conditional mode function, while for the second method we propose two predictive
regions. The first one results from the asymptotic normality of the conditional mode which

is expressed by :

Vi (2, 0(x)) )” ’
(@))?

a = 5; —11_ X = =
' e (nhmwmﬁ@ (0

[al, bl] with and

Vi (z,0(x)) )” ’
()2

bi =0, +t (3 X < ==~
27\ i be(hie) F2 O (0

where t;_¢/5 denotes the 1—(/2 quantile of the standard normal distribution. The shortest

conditional modal interval is :
[ag, bo] = arg min{ Leb([c, d]) such that F*(d) — F*(c) > a} )

where Leb(C') denotes the Lebesgue measure of the set C.

For a practical purpose, we randomly split our data into two subsets. The first sample,

of size n = 130, will be used to calculate our estimators on the 20 remaining curves.
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The estimators are computed by using the B-spline semi-metric of the first derivative
and the bandwidths parameters are selected by the local cross-validation technique on
the number of nearest neighbors. On the other hand, we consider the quadratic kernel
K(z) = 0.75(1 — 2%)if € [~1,1], which is supported within [—1,1], and the function H
is chosen as the primitive of the kernel K. Then, the single-point prediction results are

presented in Fig. 2.4.

Local linea Method Kernel Method
< _]
3 8 o |
3 3 -
© © (e}
> >
5 5 °
(0] [0)
o o
3 g 29 Jo°
o o
O
o0 — (o)
O
I I I I I I I I
8 10 12 14 8 10 12 14
Teste.values Teste.values

FIGURE 2.4 — Predicted values (y-axis) versus Test values (x-axis) results : local

linear method (left plot) and the kernel smoothing approach (right plot)

The comparison of both scatterplots indicates that the local linear approach (on the left
plot) gives better prediction results than the classical kernel method (on the right plot).
This is confirmed by the mean squared error which is equal 0.27 versus 0.46. On the other

hand, we give in Table 2.1 the 90% predictive intervals of the concentrations of crude

protein of the 10 values in the sample test.
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The true value | [a; — by ] l[ay — by ]
7.26 6.68 890 | [7.42 8.56]
7.33 6,78 876] | [6.91 8.23]
7.58 [6.77 8.40] | [7.02  8.36]
7.47 [7.58 8.19] | [7.36  8.55]
15.27 [12.29 18.05] | [13.98 17.34]
12.75 [10.37 12.98] | [11.02 12.56]
10.15 [8.58 11.75] | [9.71 11.16]
10.71 0.038 12.76] | [10.76 11.03]
11.38 [11.58 14.02] | [10.85 13.82]
12.83 [10.43 13.54] | [11.99 13.51]
11.83 [11.18 13.39] | [12.01 13.37]

TABLE 2.1 — The 90% predictive intervals

It appears clear that both predictive intervals are equivalent. This statement is confirmed
by the coverage probability (C.P.) where, we have 10% for the first one versus 11% for the

second predictive interval. This conclusion shows the good performance of our asymptotic
normality because, it is well known that, the shortest conditional modal interval is of the

smallest width among all predictive intervals.
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2.6 Proofs

In what follows, when there is no confusion, we denote by C or/and C’ any generic positive
constants. For a sake of shortness, we give full details for the proof concerning Theorem
1. Proofs of the other cases follow the same lines and are therefore presented in a much

more synthetic way, but they may be obtained on request.

Proof of Theorem 1. Remark that

F*(y) — F*(y) — By(z,y) =

If we denote by

Qu(z,y) = F(y) - F*(y)Fp — B (Fi(y) - F*(y)Fp) 25)
= FN(y) — F*(y)Fp — Ba(z,y)
since
Fi(y) = F*(y)Fp = Qu(,y) + Bu(z,y),
then, the proof of this theorem will be complete from the following expression
Ax x anﬂy _an7y ﬁm_]EAx
Fe(y) = F(y) — Bu(o.y) = Sl = Bnle IR ZBUED) - o )

i
FD

and the following auxiliary results which play a main role and for which proofs are given

in the appendix.

Lemma 2.6.1 (see [2] and [77]).
Under assumptions (H1)-(H6), we have
(a) IE(K{) = M;¢u(hi) for j =1,2.
(b) IE(KYB1) = o(hk¢z(hk)) for all a > 0.
(c) IE(K{B%) = N(a,b)hbde(hi) + o(hbepu(hic)) for all a >0 and b= 2, 4.

(@) 17—“75117(_1?1) = B(wiz) = N(1,2) Mih% 62 (hi) + o(hxdu(hy)).

(¢) For all (k1) € N* x N, (K} [B1]') < C hoa(hic).

(1) B(K1 BY) < C hkou(hi).
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Lemma 2.6.2 Under assumptions (H1)-(H5), we have

where £ denotes the convergence in probability.

Lemma 2.6.3 Under assumptions (H2), (H4) and (H5), as n — oo, we have

E (Kf Var (H (y —hY1> |X1>> — (K2 F*(y)(1 — F(y)).

Lemma 2.6.4 (see [10]). Under assumptions (H1)-(H5), we have
I E(Ff(y)) — F*(y) = Bu(z,y)h¥ + Brc (2, y)hk + o(hk) + o(hk),

1T Var(B(y)) = CEE@:Y) 1>,

e (hk) ney(hi)
1 ConF ). F ) =0 ()
IV Var(F3(y)) = o (W)
where
2w
Buley) = 37 [CH O Blo) = 39002
and

Mo

Vik(z,y) = F*(y) (1 = F(y)) 5 -
i

So, Lemma 2.6.2, implies that F5 — 1. Moreover, By (x,y) = o(1) as n — oo because of

the continuity of F*. Then, we obtain that

F(y) — F(y) - Balr,y) = 2289 (1 4 o,1)).
Fp
So, it suffices to show that
no(hi)Qn(w,y) = N (0, Virk (2, 9)) (2.7)
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where Vg (z,y) is defined by (2.3). For this, notice that on one side, we have

ngz(hi)Qn(z,y)
. vn¢x(hK z i -
~ nlE(AK)) (JZlA Uy = B (z_: U = ))>) ’

which, combined with (2.5) implies that

n¢z(hK)Qn (l" y)

1 Vo (hi)E(BIK) .
= IE( K1)252K QSIE(ZlKl/)BI ) ZKJ(HJ'_F (v)

=1

noz(hi)IE(B1K1)
o S

E(A K)) j:1'BJKJ(Hj — F*(y))
Y P \/WIE BK7) & o
E( nB(57 K1)ZB E(ALK7) ]Z:lKJ(H] F (y)))
1 Voo (hi)E(BLK1) o
o ((ﬂlKl)Zﬁ B(A K jzlﬁ]Kg(Hj F (y))) :
Denote by
_ # 2 Vo, (hi)E(BiK1) & .
T = (5%1{)261( , Ty= E(A /) ;KJH — F*(y))
Vo (hi)E(B1 K1) )
T3 = /81K1 Zﬂz ; and Ty = E(A K Z S(Hj — F*(y)).
Then

noz(hi)Qn(z,y) = (TiTy — 13Ty — IE(TVTy — T5T}))
= (T, — E(TTy)) — (T5Ty — E(T5Ty)).

Hence, by the Slutsky’s theorem, to show (2.5), it suffices to prove the following two

claims :

Ty — E(TVTs) 2 N (0, Virk (2,9)) (2.8)

TsTy — E(T5Ty) S 0, (2.9)
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Proof of (2.8). We can write that
T\Ty — B(TTy) = (Ts — (D)) + (T1 — 1)Ts — B((T1 — 1)T)).

Again by the Slutsky’s Theorem, (2.8) can be deduced from the too following intermediate

results,
(Ty = )Ty — B(Ty — 1)Ty) 50, (2.10)

and

Ty — E(Ty) 2 N (0, Vi (2,1)).- (2.11)

Concerning the proof of (2.10), by applying the Bienaymé-Tchebychev’s inequality, we
obtain for all £ > 0
B(|(Ty — 1)1, — E(Ty — 1)T3)|)

P(|(T1 — 1)T2 — ]E((Tl — 1)T2)’ > 6) < B .

Then, the Cauchy-Schwarz inequality implies that

E|(T} — 1)T5 — B(T) — 1)T3)] < 2E|(Ty — 1)T3] < 2,/ E((T1 — 1)2)/E(13).

On one side, by using Lemma 2.6.1’s result, we obtain

1

Wﬁ%[ﬁ)n Var(,@%Kl)

E (7 -1)%) = Var(Th) =

1
S WO (hy)))

E(3{K?) = 0 (M) ,

and on the other side, we obtain

2
n 2012 n
E (1)) = %(Igf()il(f;m)m (;ZIKJ-(HJ'—Fx(y)))

= SOty (MO (i) + nln — Do(ef (k)

= O(Q) + o(ngz(hK)).

Thus

E|(Ty - DT~ E(T1 - DT) < 2/E(T1 - 1)2)/E(T})

1
< 2%} (W) (0(1) + o(néu(hic))) = o(1),
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which implies that (77 — 1)75 — IE((T1 — 1)T2) = 0p(1). Then, as n — oo, we get

E(] (Th — )Ty — E(Ty — 1)T) |)
9

— 0.

P(‘ (T1 — 1)T2 — ]E((T1 — 1)T2) ‘> E) <

Therefore, to prove (2.8), we just need to prove (2.11). For that we denote

R, = T,—TE(Ty)

Wwﬁxif(bgfﬁ ZKJ (Hj — F*(y)) — E(K;(H; — F*(y))
=1

n
= Z Snj(.’L', y)v
7j=1

where

Vg (i) E(BT K1) . .
Enj = E(glm)l VK (Hy — F*(y)) — E(K;(Hj — F*(y)).

By the fact that ,;(x,y) are i.i.d., it follows that

n2¢, 2/ 32
Var(Ry(z,y)) = ¢ I(E})LQIE)AI]?IéﬁlKl) Var(eni(z,y))
n?.(hi )IE*(B1 K1)
IEQ(AlKl)l E(ﬁil(fﬂa Y)).
Thus
Var(Ry(z,y)) (2.12)
n2é, 2( Q2
_n’¢ ](Eigl(()A?K(lﬁ;Kl)(]E ((Hl _ Fx(y))QK%) (B ((Hy — F*(y))K1)?).

Concerning the second term on the right hand side of (2.12), we have
(I ((Hy = FE()K)* = (B (B(H = F* () K1|X1))”
= (E(KE((H]X) - F7 ()",

where
IE((Hl\Xl) —F*(y)) -0 as n— 0. (2.13)
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Now, let us return to the first term of the right hand side of (2.12). We have

n’ ¢ (h )]E2(62K) T
g (- PR

n2 2( 12
e (B ()P )% K)

n*¢, (hi)IE® (BT K1)
AR I (Var(th | X)) K)

n2 . 2(n2
e B R (1 e((an 30) — () K2

By using (2.13), that allows to have, as n — oo

n?¢, (hi)E*(BIK1)
E*(AK,)

(I (B((H1| X1) = F*())* K7 ) — 0.

Combining Lemma 2.6.1 with Lemma 2.6.2’s results, we obtain, as n — oo
E (Var(Hi| X1)K}) = B(KD)F"(y)(1 = F*(y)) = MaF*(y)(1 = F*(y)) 60 (hic)-
Therefore, by using Lemma 2.6.1’s result, equation (2.12) becomes

n2 2 (h , h2 s 2 z x

Var(R,(x,y))

n? M.
= mlﬂ(w(l - F*(y))
> AP W) = Vi(ay) s 0o

Now, in order to end the proof of (2.8), we focus on the central limit theorem. So, the
proof of (2.8) is completed if the Lindeberg’s condition is verified. In fact, the Lindeberg’s

condition holds since, for any n > 0

. 1IE (Eij]l(\ﬁnjbn)) = nlE (Eilﬂﬂembm) =1 ((*/ﬁ Enl)?ﬂﬂﬁsmbﬁm) =0
iz

as

E((vien)?) = nTE(e2,) — A]‘jfzw(y)u ~F(y)).
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This last equation allows to finish the proof of (2.8).

Proof of (2.9). To use same arguments as those invoked to prove (2.8), let us write
5Ty — E(T5Ty) = (Ty — E(Ty)) + (T5 — 1)Ty — IE(T5 — 1)Ty)).
By applying the Bienaymé-Tchebychev’s inequality we obtain, for all € > 0

(| T5Ty — B(T5T.
P TTy — B(TyTy) |> £) < 2UBT : (T3Ty) |)

and the Cauchy-Schwarz’s inequality implies that

E|(T5 — )Ty — E((Ts - VTy)| < 2 | (Ts - )Ty |< 2/ E (T3 - 1)2)/E(T}).

By the same kind of arguments, and by using Lemma 2.6.1’s result, we get

n

BT = 17%) = VarlTs) = s ey

Var(f1K1)

1
S OMLa(hK)

B(5{KD) = 0 (s ).

On the other hand

2

n 2 n

B(1}) = %%L;(()A]]?If)ml)ﬂﬂ(ZﬁjKj(Hj—F’”(y)))
j=1

oz (hi)O(hi 47 (hi))
(n — 1)?0(hjc 63 (hr)

+n(n — DIE2 (81 K1 (Hy — F*())))

= o(l) +o(ngz(hK)).

(PIE(B) Ky (Hy — F* (y)))?

It remains to show

E|(T; - DTy~ E(Ts - VT) < 2/E((T5 - 1)2)/E(T}) = o(1),
which implies that IE(| (75 — 1)Ty — IE((T3 — 1)T4) |) = 0p(1). Therefore,

E(| 137, — IE(T3Ty)) |)
e

P(| T5Ty — IB(T5TY) |> ) < — 0 as n — oco.
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So, to prove (2.9), it suffices to show Ty — IE(T}) = o(1), while

n2 2
BT~ () = Varl) = P (s~ )

We arrive finally at

Var(BuE(Hy — F*(y))) = F*(y)(1 = F*(y))B(TK7).

This last result together with Lemma 2.6.1 lead directly to

n?¢. (hi)E*(B1 K1)
E?(A1Kq)

= (F* ()1 = F*(y)))o(1),

E (T; - E(Ty))? (F*(y)(1 = F* () B(AK7)

which allows to finish the proof of Theorem 1.
|

Proof of Theorem 5. The proof of this theorem rely on the following auxiliary lemmas

for which the proofs are given in the appendix.

Lemma 2.6.5 Under the hypotheses of Theorem 5, we have
E(fZ ) - 9@) = Bulw,y)h} + Br(z,9)hk + o(h) + o(hk),

where

_ 1R (y)
o 2 ayj+2

/tzH(l)(t)dt and Bg(z,y) = ;1/,](?)(0)]\[(1’2).

B

Lemma 2.6.6 Under the hypotheses of Theorem 5, we have

2 - V(@) S
Va’f’( N (y)) - nh§_§+1¢x(h1() 0 <nh§_}+1¢x(h[()> .

Lemma 2.6.7 Under assumptions (H1’), (H5) and (H7), as n — oo, we have

ot (3 v (V) 3 ) o MR () [ (U0
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Let

n nh2 ¢, (hi) , .
S, =S (Z; —E(Z;)) where Z; = Y— AGKG(HOUTY — patt gz )y,
Z;( (Zi)) W FTR(A LK) ( u [°W)

Obviously, we have
Sn = \nhid " bu(hie) (Fi(y) = 1" ) Fp — B (Fiy) — F*w)Fp)) - (2.14)
Thus, to show the asymptotic normality

Sn 2 N (0, Vi (2,7)). (2.15)

on one side, we have

2j+1 n
_ nV”.hH 9a(x) <ZAkKk(H<J+1> W (y )>>

n

(2.16)

Combining (2.14) with (2.16) imply that

Sp = (818 — S381 — IE (S1S — S354))
= (518 — E(S152)) — (S3S1 — IE(S354))

where
S = LY B
nIB(B2K) =
nhH ™ o (hi)E(BT K1) & G 4
Sy = . K (HY™Y — B o (y)),
2 hgrlIE(AlKl) g k( k H f (y))
Sy = K,
3 BlKl Zﬁk k

nhil ™ ¢g (hic)IE(B1EK 1) G41) gl
and S; = : B p (HI ™ — niF1 pe(y)).
W E(ALK) Z
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So, to show the asymptotic normality (2.15), we only need to show the following two

claims :
19y — IB(S152) 2 N(0, Vi e (z,y)) and S35 — IE(S554) = 0,

which follows the same proof’s steps as for proving claims (2.8) and (2.9), but to save
space, these details are omitted, nevertheless they can be obtained on request. This is

enough /sufficient to complete the proof of Theorem 5.

Proof of Theorem 8. From assumption (H7), we can use a Taylor expansion of fm(l)(.)

in the neighborhood of 6(z). By assuming f*2) (0(z)) # 0 and f*? ((z)) # 0, we get

FrO0() = FFO0(x)) + (0(z) - 0(2)) F* (O (),

where ¢ (z) is between 8(z) and 6(x).

By using the fact that fx(l)(y) = ﬁv(l)(y)/ﬁﬁ, we can write

o) — 6(a) = — 720 () _ _f]wv(l)(e(g:)) - E (7\,(1)(6(:@)) E (ﬁcv(l)(@(x)))
20 @) e (g () FErT

Hence, to show (2.17), by the Slutsky’s Theorem it suffices to prove the following two

claims :

(s (hic) (T (0() =B (F3 (0@)) ) ) 2 N (O, Virx (1, 9) (2.18)

and

V(e (b E (i (0(2))) £ 0 (2.19)
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Proof of (2.18). Let

Sn = Z(A’ —IE (AZ)) where A, =
=1

Obviously, we have

Su =\ (b (hie) (T3 (0(2) — E (3 (6(2))) ) -

Thus, to prove the asymptotic normality of S, it is sufficient to apply the Lindeberg’s

central limit theorem on A; for which it suffices to show that

Va5 S (AL, . Vars,)) — 0, forall e > 0.

i=1

Since

C\/nh$P ba(hi) )

Var(Sy) = nh' ¢ (hic) Var(F20 (0(x))),

and by Lemma 2.6.6’s result, we obtain

(1) _ Vuk(z,0(x)) 1
Va?“( N (9(93))) = a3 6n(hr) C <nh§{¢x(h1()> '

Then
Var(Sy) = Vy k(x,0(x)),

a1 Cy/nhiy éu(hi)
1=

(n — DI 0(hg 0% (hi))’

and since

that leads to

1 n n

2
Va5 ;IE (Aiﬂmme Var(sn)) < C;Pﬂ A; |> eVar(Sy)).

On the other hand, when n — oo, we have

| A; | C
<

Var(S) = Vi (o 0@)h 2 (n(n — D20k (i) 72 ’
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So, for any e > 0, if n is great enough, then IP (|A;| > ¢ Var(S,)) = 0, which implies that

1 n
Var(S,) ZIE (A?1|Ai\>a Var(Sn)) =0,

=1

which yields to the proof of (2.18).
Proof of (2.19). On one hand we have

1 n E (A1 K B(H{” | X7))

= S EAKHY) =
nh%[IE(AlKl); ( v ) h%IIE(AlKl)

E(fy" (6(x)))

On the other hand, by using an integration by parts followed by a change of variable, we
get

o (47 ix) - [0 () o

H

s /R HO (1) f O (g(z) — thy)d.
Now, by using a two order Taylor expansion of f M) around f(x) we can deduce that

(nhy o (EGRO@) =/ nlyon(h) [ HO® [f9 0()at
0ty ()) [ HOW) [thi OO0 ()]
hfyonh) [ EHO@ O @ @)t

Then (2.19) is a straightforward consequence of this last result with assumptions (H10)

and (H11). ]

2.7 Appendix

Proof of Lemma 2.6.2. By applying the Bienaymé-Tchebychev’s inequality, as n — oo,

we obtain, for all e > 0

~

Var(Fp) _ 1
—Qa D2 <720 (n¢x(hK)> — 0.
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[ ]
Proof of Lemma 2.6.5. We start by writing
E (70 - " E (A K HIY 2.20
(fN (y)) nhglE(AlKl) ( 1K1 Hy ) (2.20)
1 .
_ E ((n—1)Wi B (HV[x1)),

WE ((n = 1)Why)

where
E(HV%) = wy [ HOW 70— hat) dt.

Then, by using a Taylor expansion, of order two, of f*! () and under assumption (H2’),

we obtain
) . h +2 oit2 X1
E (Hl(J—H)’Xl) _ hgl (le(] H /Hl ay.f]+2(y) —|—0(h%{)> )

Then

IE (ﬁv(j)(y)) = IE(1W12) (IE (lefX1 G) (Z/))

h2. 42 8j+2fX1 y
1 /Hl(”(t)dt E <W12ayj+2() +o(h¥) |,

and by assumption (H1"), we get

E (/37 w) = M(E(lew(&,y))

h3?

1
[ HY O (Wiagssa(X1.) + (b)),
Since E (f1Wi2) = 0, from assumption (H1’) with I € {j,j + 2,}, and the fact that
¥(0) = 0, we obtain

IE (Wiapi(X1,y))
= @, 9)EWi2) + E (WiE (p(X1,y) — wi(z,9)|8(X1, 7)) ,

= e y)E (Wis) + S0f? O (Wia(5(X0,2)%)) + 0 (B (Wn(B(X1,2)))).
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Thus

_ 2(h) Wy 972 (y) O E(B(X1,xz)Wi2)
= Uy + 2H oy /tQ (t)dt + o (h%[ T (Wha) )

1 @) E (B (X1, 2) W) o IE (8(X1,2)Wi2)
+3¢ (0) T (W) + ( T (Who) )

2
Elsewhere, it is clear that IE (52()(1, x)ng) —E (Klﬁ%) —E(K.5)E (Klﬁi’). Then,
by using Lemma 2.6.1°s result, we find
E(8*(X1,2)Wis) = N(1,2)hioe(hi)? = olhicdu(hic)O(hbu(hi),  (2:21)

and IE(le) = N(l Q)Mlh d)x(hK) (2.22)
Finally, by combining (2.21) and (2.22) we obtain

E (82(X2, )W) _ h. N(1,2)

IE(ng) My

+ o(h%).

Proofs of Lemmas 2.6.3 and 2.6.7. We have
N (Kf Var (HU“) (y — Yl) \X1>>
h h
H
1 : -Y1\\?
= —1E (KllE ((HU“) (yhl» yX1>> (2.23)
H

A o (K%IE2 (JHU“) (T) |X1>> . (2.24)
H

Concerning the term (2.23), under assumptions (H5) (for j = —1 and [ = 0) and (H7) (for
j > 0and ! =1) and by an integration by parts followed by a change of variable, we get

(o CRE ) = o ()
= ngt [ (020~ thi)at

= hit /]R (HUD () 2dFX1(y — thy)dt.
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- Y - Y]
Proof of Lemma 2.6.3. For j = —1 and [ = 0, by noting HO (y 1) =H (y 1),

hy hy
we have

&=
—
5
P
NS
§“ |
=
~—
>
~——
Il

[ HAOAF (g~ tha)
= [2HOVH®) (FX -~ tha) - F(y) d
R
+ /R 21 (1)) H () F* (y)dt.
Since / 2HW (8) H(t)F*(y)dt = F*(y), as n — oo, we deduce that
R

E (Ksz (thYl> |X1> — B(K7)F*(y),

and

E (H (y;Hyl) yX1> — F*(y) — 0.

So, the term (2.24) tends to (F*(y))? as n tends to infinity. Then

w (w2 (1 (U0 130) ) - B (R0 0)2) = B (R2) (7).

Finally, as n — oo, we have

E (Kl%ar (H (y _hyl) |X1>) L E(K2)F(y) (1= F*(y).

Proof of Lemma 2.6.7. For j > 0 and [ = 1, we have

T ((H<j+l> C=o) ;Xl) = [HOD@ (£ - thi) - 57y d

+ [ @) ).

Remark that (fX1 (y —thy) — fg”(y)) — o(1) as n — oo. Then, as n — oo, we deduce
that

thIE ((H““) (y,;fl))z !X1> — f(y) / (HYD (1)) dt,
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and
E(HV%) = [ AU - ) )
J

= =Y h [HOE gy — )00 ()]
=1

h, /]R HO (ht (y — 2))£59) (2)dz. (2.25)

—00

So, assumption (H7) allows to cancel the first term on the right side of (2.25). Then, by

using a Taylor expansion followed by a change of variable, we obtain

1 : o
E]E (Hfﬁl)(y) ] Xl) - h%{fxlm(y) —0 as n— oc.

Proof of Lemma 2.6.6. We have that

Var fm(j)(y) = ,1 Var( Y Wi H(j+1)>
(A760) (n(n — DRGE (W) i;g;l o

= ! 5 (n(n— D (WhHY")

(n(n = DAY B (W)

+n(n — 1)E (W12W21H§j+1)H§j+l))>

+n(n—1)(n - 2)IE (W12W13H§j+1)H§j+l))

+n(n —1)(n — 2)IE (W12W23H§j+1)H?()j+l))

+n(n—1)(n - 2)IE (W12W31H§j+1)H{j+l))

+n(n —1)(n — 2)E (W12W32H§j+1)2) (2.26)

—n(n — 1)(4n — 6) (IE (W12H§j“>))2 .

Observe that

E((fIK Ky — 51ﬁ2K1K2)H1(j+1))
E(82K)).EH]{T K1) = O(hi ' h% 02 (hi)).

E (Wi HY)
(2.27)

A
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Then

1 B (Wwftff]+ )) _ 1 ARG TAWS) =0(1)
R E (W) 2 O dh(hx)) '

By some simple manipulations and by using Lemma 2.6.1’s result, we get

E (W3 H§j+1)2) = Olhichnd’(h)).
E (WyaWo I gt ) = O hH 22 (hy)),
IE(W12W1 ]+1 g+1> — O Kh2j+2¢3(hK))7
E <W12W23H J+1) H(J+1 ) = Ok h2y+2 3(hi))
E (ngngH ]+1 g+1 ) — O h23+2¢3(hK))
I (WisWp Y ") = (B (82)) PE (KPHT ) 4+ Ohichu i (i),
E (Wit ™)’ = O 262 hic).
(2.28)
Therefore, the leading term in the expression of Var ( 7V(j )(y)) is
nn = 1)(n ~2) sk V2 (K2 (002
(n(n — 1)hg11E(W12))2E GRS (Kl (#") ) '
Combining equations (2.26)-(2.27) with (2.28), we obtain
var (v () = ’ <K% (Hfjﬂ))Q) + ! 2.29
AT AT ( hiton(h >> | 22
Remark that
i (17 (1)) = (st (1170 ) ).
Hence, from Lemma 2.6.4’s proof, as n — oo, we obtain
E (K% (7Y’ (y,;HYl> |X1> > hB(K) () [ HO (1), (2.30)

Combining equations (2.29) and (2.30), leads to

v (9 ) = )l (H(j+1)(t))2dt% Yo <1> , (2.31)

N nhi by (i) M nhi ¢y (hic)
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Abstract : This paper investigates a conditional cumulative distribution of a scalar res-
ponse given by a functional random variable with an a-mixing stationary sample using
a local polynomial technique. The main purpose of this study is to establish asymptotic
normality results under selected mixing conditions satisfied by many time-series analysis

models in addition to the other appropriate conditions to confirm the planned prospects.

AMS Classification : 62G05, 62G08, 62G20, 62G07, 62G30. 62H12.

3.1 Introduction and motivations

With the evolution of the measuring instruments and the growth of research studies
mainly since the publication of the pioneer paper of Ferraty and Vieu [19], functional data
analysis (FDA) has attracted the attention of many works as in the recent monograph
of Horvath and Kokoszka [23]. On the other hand, alternative conditional predictions of
the classical regression have also gained a considerable interest in basically all fields of
statistics, especially for estimating conditional models by using the kernel approach (or
local constant) as investigated in the paper of Ferraty et al. [18], Dabo-Niang and Laksaci

[7] or the paper of Ezzahrioui and Ould-Said [15].

Reminding that in numerous nonparametric statistic problems, the estimation of a condi-
tional distribution function (CDF) constitutes a key aspect of inference. Accordingly, the
present study employs a specific CDF model for constructing prediction intervals that
can be involved in many applications such as the survival analysis and reliability,. . . etc.
Interestingly, it is well known that the CDF has the advantage to completely characterize
the conditional law of the considered random variables. The determination of the CDF
allows, in fact, to obtain the conditional density and conditional hazard functions. Mo-

reover, several prediction tools can also be implemented for the nonparametric statistics
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modeling, taking the example of conditional mode, median, or quantile. In addition, an
extensive literature including various nonparametric approaches has taken a place in the
conditional estimation of independent samples and dependent observations in finite- and
infinite-dimensional spaces, (see for instance, Berlinet et al. [3], Honda [22], and Ferraty
and Vieu [17]). In many situations, the kernel approach cannot adequately estimate the
conditional models for the reason that this technique suffers from a large bias particularly

at the boundary region.

However, the kernel approach can be improved using local polynomial smoothers, and es-
pecially local linear smoothers, because they correct the asymptotic bias that is adversely
affected at the boundaries (see Fan and Gijbels [16] for more discussions on this subject in
the real case ). In recent years, there has been a strong interest in local linear smoothers
in the infinite-dimensional space (see, for instance, Baillo and Grané [1] and Barrientos-
Marina et al.[2]. And it should noted that the last precursor work has been extended in
many directions, including asymptotic properties (see Demongeot etal. [ 1, 12] and Zhou
and Lin [37]), nature of the variables (see Demongeot et al. [11]), or the dependenc type

(see Demongeot et al. [10] and Laksaci et al. [27]).

In this regard, our interest in this paper is to give a result concerning the limit in distribu-
tion of the estimate of the CDF', by the local linear fit. More precisely, we consider the case
when the observations (Xj, Y;)i>o are strongly mixing. We prove the asymptotic normality
of a local linear estimator of the CDF by utilizing the appropriate form of Bernstein’s
blocking arguments and a reduction analysis leading to the Lindeberg—Feller central li-
mit Theorem. We point out that this contribution has a potential impact in practice as
well as in the theory. Indeed, from a practical point of view, this asymptotic property is
used to derive confidence intervals or to make statistical tests. On the other hand, from a
theoretical point of view, the asymptotic normality is a basic ingredient to determine the

mean quadratic error or to study the uniform integrability of the estimator.

Accordingly, this work is mainly structured as follows : Sect 2 will present the model se-
lected for study, describe the estimation method through giving the explicit solution to
the minimization problem, and provide some basic assumptions and notations. Sect 3 will
state the main asymptotic normality results achieved by the conditional distribution func-
tion estimator, indicating that their accuracy will lead to interesting perspectives. Finally,
Sect 4 will discuss the applicability of the provided asymptotic results on some statistical
problems such determination of confidence intervals. Detailed proofs of the main results

will be consequently postponed to the appendix.
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3.2 The model

The model is defined in the following way. Assuming that (X;,Y;)1<i<p is stationary
a—mixing process. The X; are random variables with values in a functional space § where
the random variables Y; are real. In all the sequel §, a semi-metric space endowed with
a semi-metric d(.,.) is taken into consideration. For x € §, the conditional probability

distribution of Y; which is given by X; = x is classically written as :
Yy eR, F(y) =P(Y; <y|lX; = x).

This distribution is absolutely continuous with respect to the Lebesgue measure on R.

3.2.1 The estimate

The conditional cumulative distribution function F'* is estimated by @ where the couple

-~

(a,b) is obtained by the optimization rule :

n

> (H(hy'(y—Y3)) — a—bB(Xi,2))K (hi'6(z, X)), (3.1)
=1

where f3(.,.) and (., .) are known functions from § into R, K is a kernel, H is a cumulative

distribution function, and hx and hj are the bandwidths parameters. However, if the bi-

functional operator f is such that, Vz € §, 8(z, z) = 0, then the quantity F® (y) is explicitly
defined by the following :

S wiiH(hy'(y—Y;) > AK;H;
~ ij=1 i=1
Foy) =2 =7 , (3.2)

n

> wi Z AjK;

i,j=1 j=1

n

With wij = Bz (61 —ﬂj) KZ‘KJ', Aj = KJ_I(Zw”) = Zﬁ?Kl — (Z BZK,L)BJ, Where
=1 i=1

i=1
Bi = 5(Xi7x)a K; = K(h;1 ((5(%,X1))) , and Hj - H(h;l(y - Y]))
Several asymptotic properties of this estimation are recently obtained. It turns out that
the existing literature addresses either the statement of almost-complete consistencies or

a mean-square error (see Demongeot et al. [12]).
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3.2.2 Assumptions and notations

In what follows, x (resp. y) will denote a fixed point in § (resp. in R), N, (resp. N,)
will denote a fixed neighborhood of = (resp. of y) and ¢, (r1,r2) = P(ro < §(X,z) < 1),
and let G be the real valued function defined as for any I € {0,2} :

9'F*(y)
oyt
We now state some conditions which ensure asymptotic normality of (3.2) :

(H1) (i) For any r > 0, ¢g(r) := ¢z (—r,7) > 0, and there exists a function ¥,(-) such

that :

Gi(s) =E[q(X,y) — ai(=,y)|8(x, X) = s] with gi(z,y) =

w(thic, h
for all ¢ S [_17 1}7 hEIEOW

(ii) For any [ € {0, 2}, the quantities Gl(2) (0) exist.
(H3) Sl;pp((szXj) € B(z,hx) x B(x, hg)) < ¥(hk), where 1, (hg) = O(ﬁbi(hk))
i#j

= W, (t).

(H4) The coefficients of a-mixing sequence (Xj, Y;);en+ satisfy the following two condi-
tions :
(i)Is>1, Jc¢>0: VneN; a(n) <en %,

+oo

1 1

(ii) Z k:‘s(oc(k)); < oo for some p >0 and 6 > s
k=1

(H5) The bandwidth h satisfies :
(i) lm n¢'(hg) =400, form =12,

n—-+00

(ii) lim n°¢y(hx) =0, for¢=2,3,

n—-+o00

(i) 30, >0, Cy>0, Con'™ < ¢u(hx) < CinTF for p > 2.
(H6) The locating operator (3 satisfies the following two conditions :

(i) Vz € §, C1|0(x, 2)| < |B(z,2)| < Csld(x, 2)| where C1 > 0, Cy > 0,
(i) o / B(u, 2)dP(u) = 0 ( / 8(u, z) dp(u)> ,where B(z,r) = {2 € 3/|6(z,2)| <1}
B(z,hg) B(z,hk)

and dP(z) is the cumulative distribution of X.

(H7) (i) K is a positive, differentiable function with support [—1, 1].

(ii)H is a positive, bounded, and Lipschitzian continuous function, satisfying that

/|t|b2H’(t)dt < oo,

/H’(t)dt =1 and /HQ(t)dt < o0.
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(H8) Let (r,) and (v,) be sequences of positive integers tending to infinity, such that
(Tn + 'Un) = O(n)v and

() v = 0 (s ) and tim (i) o) =0,

1
.. B 1 . n 2 B .
(ii) gnvn = o ((n¢x(hx))2) and nEIJIrlOO n (¢x(hK)> a(v,) = 0, where ¢, is the

largest integer, such that ¢, (r, + v,) = O(n).

Comments on the assumptions

It is observed that the assumptions listed above are standard in the FDA context. In
particular, hypotheses (H1) and (H6) are not unduly restrictive and are common in the
setting of the functional local linear fitting (see Barrientos-Marina et al. [2], and Demon-
geot et al. [12] among others). Concerning the first part of (H1), the reader will find, in
Ferraty and Vieu [19] a deep discussion concerning the links between this assumption, the
semi-metric d and the small ball concentration properties. Moreover, this hypothesis in-
tervenes to compute the exact constant terms involved in the asymptotic expansions. For
example, the previous hypothesis is proposed to evaluate the constant M; = E(K {), where
J € (1,2). However, the second part of (H1) is needed to evaluate the bias of estimation in
the asymptotic result. To avoid the expression of covariance in the rate of convergence, as-
sumptions (H3) and (H4) are required ; in addition, hypothesis (H3) can be differently seen
based on the idea of the maximum concentration between the quantities P(X; € B(x, hy))

and P(X; € B(z, hx)) (see Ferraty et al. [18]). Concerning the hypothesis (H4), it is used

to insure the absolute convergence of the series Z Cov(Xo, X). Conditions on the smoo-
keZ

thing parameters hy, and hy are standard and will be stated along the theorem below. The
boundedness of the Kernel K in (H7)(i) is standard ; also assumptions (H7)(ii) and (H8)
constitute technical conditions for brevity proofs. Furthermore, the role of assumption
(H8) is to use Bernstein’s big-block and small-block techniques to prove the asymptotic
normality for the a—mixing sequence ; nonetheless, the choice of the sequences (r,) and

(vn) in hypothesis (H8) is not surprising. Another choice can be found in Masry [31].
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3.3 Main Results

Before announcing the main results, the quantities A; and N (a,b) are introduced to

provide bias and variance dominant terms.

) 1 .
M; = K9(1) —/_1(K1(u))/\11x(u)du, where j = 1,2,

1
N(a,b) = K*(1) — / (WP K (w))' W (u)du, For all a >0, and b = 2,4.
—1

. Fe ~ 1
Moreover, let F*(y) = ﬁ, where Fy(y) = ————~ > A;K;H;
(v) Fr M) = AR Z
and Fp) = A1K1 Z::
Theorem 11 Under assumptions (H1)-(H8), we have
T x d
ny(hi) (F(y) — F*(y) — Bu(z,9)) = N(0, Vak (2, y)), (3.3)
where
My x x
Vik(z,y) = WF () (L = F*(y)), (3.4)
i
and

Bu(z,y) = E(F"(y)) — F*(y) = Bu(x,y)h% + B (z,y)h% + o(h%) + o(h%),  (3.5)

where
LPF™(y) [ 2,
Bu(s,y) = 2 o (/ t ff(t)dt,
N(1,2
B — —oW) 2
K(xay) 2G0 ( ) ]\41
Remark 12 I If we impose the additional assumption :

(Hg) nh—>H<}o n¢x(hK)Bn($) y) =0,
and, in addition, if we replace the function ¢, (hy) by its empirical estimator defined

by the following :

#{i: 16(Xi,2)| < hic}
n )

ng(hk) —

the bias term can be canceled to obtain the following Corollary :
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Corollary 13 When the assumptions (H1)-(H9) are held, the following asympto-

tic result is achieved :

nqu(hK) Ll oz d
7@@&)(1’ (y) = F*(y)) = N(0,1).

3.3.1 Proof of Theorem 11

Starting by

F*(y) — F*(y) — Bu(z,y) =

Fp
Denote by
Qnlx,y) = Fi(y) = F*W)ES — BE{ (y) - F* () Fp) (36)
= Fy(y) — F*(y)Fp, — Ba(z,y),
then
Foy) — Fo(y) — By, y) = 2nl®:9) = Bu(@, y)(Fp = B(Fp)) (3.7)

il
FD

The relationship (3.7) is important to establish the asymptotic normality of F? (y); mo-

reover, the continuity of F* insures the asymptotic negligibility of B,(z,y) and if ﬁ’ﬁ

converges in probability to 1 as n — oo, then

F* ()~ () ~ Balo) = L2014 0,0)),

D

is obtained. The proof of Theorem 11 will be completed from the above expression and

the following results for which proofs are given in the appendix.

Lemma 3.3.1 Under the assumptions of Theorem (11), we have

noz(hi)Qn(z,y) 4, N (0, Vi (z,y)), as n— oo,

where Vi (z,y) is defined in (3.4).
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Lemma 3.3.2 Under the assumptions (H3), (H5), we have
FE -, IE(FE) =1, as n — .

Lemma 3.3.3 (see/!2]) Under the assumptions (H1), (H5) and (H7), we have the follo-

wing :

By (,y) = Bu(z,y)hf; + Bi (2, y)h + o(h) + o(hi), as n— oo.

3.4 Confidence Intervals

In parallel, the precise form of (3.3) is very useful to construct confidence intervals for

F*(y) based on the normal-approximation method that requires to estimate the quantities

]\//\[1, and ]\/472 by the following empirical estimators :

_ 5(Xi, ,
M; = ( E:KJ<| x”), where j=1,2.
- h

To show the asymptotic (1 — &) confidence interval of F*(y), where 0 < £ < 1, it is

necessary to consider the estimator of @(w, y) as follows

i S K0 - Fo(y)
= (i, Ko)?

In addition, a kernel K and a distribution function H are chosen satisfy the condition (HT7)
by selecting the bandwidths hx and hy through adapting the cross-validation method.
Choosing the locating functions 3(.,.) and J(.,.) constitutes an important parameter for
the practical utilization of the employed approach. There are several ways permitting to
choose the operators (3(.,.) and J(.,.) (see Barrientos-Marina-Marina et al. [2] for some
examples), but the appropriate choice is determined with respect to the shape of the curves

and depends on the purpose of the statistical study. For example, if the functional data

are smooth curves, one can try to use the following family of locating functions :

B(w1, ) = /O L@ (1) — 2D @)dt and (a1, w9) = \/ / — 29 (1))2dt,

where 29 denotes the gth derivative of the curve z and 6(t) is the eigenfunction of the

1 & e e
empirical covariance operator — Z(Xi(q) — X@) (Xi(q) — X (@) associated with the ¢-
n 4
i=1

greatest eigenvalue.
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Finally, by Corollary (13), the asymptotic (1 — &) confidence interval of F*(y) is given by

e VHK e VHK
2 n¢x 2 n¢x

where \¢ is the g quantile of the standard normal distribution.
2

the following

3.5 Appendix

3.5.1 Proof of Lemma 3.3.1.

Let us first note that, in view of (3.6), we have

n¢x(hi)@n(z,y) = Yie(h) (ZA K (Hj — F*(y)) — E (i A K;(H; —F’”(y)))) :

nE(AlKl) j=1

In the same way, using the definition of A;, this equality can be rewritten as follows

1 S E(B2 1) & )
n¢:c<hK)Qn($ay) = TLIE(,B%Kl)Zﬁ mKlﬁl 1 Z:lK] H F ))
=
_ Vo (hi)IE(B1K1) -
ﬁlKl Z/B’ TTER(AK) ]Zﬁﬂ i(Hj = Fy)
1 o - V102 (hi)E(BT K1) -
— E(E( %K)ZBK E(A Ky jZIK]H — F( )))

V1o (hi)E(B1K)1) e
+ IE( E(5K:) Zﬁz i E(A K Jz:lﬁ]K](Hj F(Z/)))

Denote by
\/ (h ]Eﬁ n
Ty, = 2K, T ndx (e K;(H; — F*(3)),
b ﬁ%Kl Zﬁ 25 E(AK)) ]; iH; W)
1oz (hi)IE(B1K1) < .
T3,1 ﬂlKl Zﬁz ) and T4j (AlKl) Zﬂ]KJ(Hj F (y)),
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and thus
NGz (hi)Qn(z,y) =T1To; — T3:Ts; — (T To; — T3,Ty ;)
=T To; — IE(T1 1o ;) — (T3,T4; — IE(T3,Ty;)).
Finally, the rest of the proof is based on the following statements :
Ty To; — B(T1i T ;) —2 N(0, Virg (2, y)). (3.8)

P
T3’Z'T4’j — E(Tg,iTz;’j) — 0. (39)

Proof of (3.8).
Let us write the left—hand side of (3.8) as follows :

T, Tey — (T, Th ) = Toy — IE(Toy) + (Th — DTy — E((Th: — 1)T2,))-

Hence, by Slutsky’s Theorem (see Theorem 11.1.5 in [25]), (3.8) is straightforward conse-

quence of the following two claims :

Ty — E(Th,) —%5 N (0, Vi (2, 7). (3.10)

(Tyi — )Ty — B((Ty; — 1)T;) —— 0. (3.11)

Proof of (3.10).
As a matter of fact, we need to evaluate the variance of (75 ;). For this, we have the

following :

nos (hie) B (BT K1)

Var(Ts ;) = n Var(Ts1)+2 (A K)

cov(Ki(Hi—F*(y)). K (H;~ F*(3))).

1<i<j<n

Therefore, to prove that lim Var(Ty;) = Vuk(x,y), it is necessary to establish the

n—-+oo

following results :

nll}riloon Var(Ty) = A]%Fm(y)(l — F*(y)). (3.12)
. n¢x(hK)IE2(62K1) x (IT. x _
Jim ( WA D o — ). K~ F <y>>>) —0. (313)
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Proof of (3.12). One has

n?¢q (hi)IE?(BEK1)
E3(AK))

n Var(Tpy) = (B(KE(H) — F=(y))?) — B2 (K (Hy — F*()))) -

(3.14)

Concerning the second term on the right-hand side of (3.14), we have the following :
E(K\(Hi — F*(y))) = E* (K (E(H1/X1) — F*(y)))
and by the continuity of F* we deduce that :
E(H,/X1)—F*(y) — 0 as n — 0. (3.15)
Now, we turn to the first term on the right-hand side of (3.14). Let us begin with writing :

n2¢,(hi)E2(BFK) n?¢, (h)IE* (B K1)

E*(A 1K) I ((Hl B Fx(y))QKlg) - E2(ALK)) £ (IE((HI - Fw(y))Q/Xl)K%)
n2¢,(hyx)IE?(BIK 1)
B(anky Vet X)K)
n2¢.(hi)IE*(BIKY)
EQ(AlKl)l = (3.16)

X

E ((B(H1/X1) = F*(4))°KY).

In view of (3.15), classical computations of the second term on the right—hand side of

(3.16) give :

n*¢s (hi ) B (67 K1)
E?2(A1KY)

E ((B(H1/X1) - F*(y))*K}) — 0 as n— oc.

Concerning the first term on the right-hand side of (3.16), we use the following definition

of the conditional variance :
Var(Hy/X1) = E(H?/X,) — IE*(H,/X)). (3.17)

Thus, using an integration by parts followed by a change of variable, we get :

IE <H2 (y;%) /X1> = /R2H’(t)H(t)(F(X”(y—thH) —Fx(y))dt+/RZH(t)’H(t)F”"(y)dt.

H
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Remark that / 2H'(t)H (t)F* (y)dt = F*(y), and by the continuity of F* we deduce that
R

]E<H2<y;Y1>/X1>—>Fz(y) as n —» oo.

H

Therefore, the second term on the right-hand side of (3.17) tends to (F%(y))? as n tends
to infinity.
Finally, we have the following :

E (Kf Var (H (y - Yl) /X1)> — B(KY)F (y)(1 — F(y)) as n — 0.

H

Next, by using Lemma A.1 of [37], we get :

n2¢,(hyx)IE?(BIK

Hag (- Pw)r)

n Var(Typ) =

n2
= m_lﬂffwl’m(y)(l —F*(y) — %Fﬂ”( )(1 — F2(y))

= Vuk(z,y) as n— oo.

Proof of (3.13).
First, the set F1 and F» are defined by setting

E,={(i,7) € {1,2,...,n} such that 1 <|i—j|<m,},

Ey ={(i,5) € {1,2,...,n} such that m, +1<|i—j|<n—1},

where m,, is a sequence of integers, such that m,, — 400 as n — +oc.
Now, denote by

Li = Kz(Hl - Fx(y)) and Lj = Kj(Hj - Fx(y)),
then

COU(Tl,i,Tl,j) LlaL

_ n¢x(hK ]E2 ﬁ%Kl Z
E2 A1K1 B

n¢x(hk E2 B%Kl Z
E2(A1 K1)

=: Al,n + Agm.

v(Li, Lj)
B

Having the sum of covariance over the set E1, by stationarity :
Cov(L;, Lj) = E(K;K;E((H; — F*(y))(H; — F"(y))/(Xi,Y5))) (3.18)

— E*(K1(Hi— F*(y))).
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Under (H7)(ii), Having |H;(y) — F*(y)| < 1, according to (H3), the following inequality is

obtained as follows :

| Cou(L;, Lj) | < E(K;K;)+E*(K)),

IN

CP((Xi, X;) € B(x, hx) x B(x, hi)) + M2¢2 (hy),
< Ctulhuc) + M7 (hic).

Now, by the application of Lemma A.1 [37], we have the following :

=S () )

=

1
It follows that, by (H5)(iii) and taking m, = ( 1) we obtain A;, =
(¢x(hi)logn)r

o(1) as n — +o0.

Concerning the sum over the set Es, the proposition A.10 (ii) of [19] is used to get :

S [Cou(Li, L) < 3 Clalj —il)7 (E|Li|7)7 (B|L,[")" .
E2 E2

First, we evaluate the quantity E(|L;|?). Conditioning on X;, and using the fact that
| Hi — F*(y) |< 1, we obtain :

E(|Li|7) = E(KITE(|H; — F*(y)|"/X1)),
< O(alhn))i.

Again, using Lemma A.1 of [37], we have :

Cn? (i) 17~
e S Al (i

1

p 5 1

L > K (a(lk])?.
|k|>mp

Finally, the obtained result is combined with assumptions (H4)(ii) and the sequence m,,

previously chosen to get : Ay, = o(1). Now, the asymptotic normality of the condi-

tional cumulative distribution estimation is established dealing with dependent random

variables :

NPz \ Nk 2 =
Ty, - B(fyy) = VUSRS ety - o) - B0, - P )
J=1

> (Z; — E(Z)))
N

=: Sy,

87 Bouanani Oussama



3. LOCAL LINEAR CONDITIONAL CUMULATIVE DISTRIBUTION FUNCTION WITH MIXING DATA

where

7 — W) E(BT K1)
I E(A1K;)

(K (Hj — F*(y)) — E(K;(Hj — F*(y))) -
Remark that (3.13) implies that :

Z Cov(Z;, Zj) = o(n).

1<i<j<n
Therefore, it suffices to show the following result :

Sp —5 N0, Vi (2, 1)) (3.19)

Bernstein’s big-block and small-block procedure is employed following similar arguments
to those involved in Theorem 3.1 of Liang and Baek [29]. (1,2,...,n) is splitted into 2k, +1

subsets with large blocks of size (r,) and small blocks of size (v,) and by putting

=
K= .
Tn + Un

Assumption (HS8)(ii) permits to define the large block size as follows :

-]

Moreover, some easy computations are obtained using the same hypothesis :

im =0, lim =0, lim ——" _ —0, (3.20)

n—+00 1y, n—+oo N n—+o0o /nqﬁx(hK)

and it can easily be deduced that, as n — +o0

KUp, n Un, Un, Un,
n Tm+Un/ N Tn + Un Tn

In addition, if v,, is replaced by r,, we obtain

. RTn
lim — =1.
n—4+o0o N

The sum S, is then splitted in the following way :
The set I; = {j(r+v)+1,...,j(r+v)+r} contains r elements for each j € (0,1,2...,k—
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1), and the set
li={jtr+v)+r+1,...,(j+1)(r+v)} contains v elements for each j € (0,1,2...,k—1).

The following random variables are defined by the following :

J(rto)+r N (G+1)(r+0) n
Y= Y  Z T; = >z, R,= >  Z (3.21)
i=j(r4+v)+1 i=j(r+v)+r+1 i=r(r+v)+1

It is clear that :

Then, (3.19) will be obtained as soon as the following assertions are checked :

[So. + S3.n] —— 0, (3.22)
and
Sim =2 N(0, Vi (2, 1)) (3.23)

Proof of (3.22).
By Markov’s Inequality, it remains to establish for all € > 0

P(|S2n |> €) < E<<5€227n> ), (3.24)
P(| Sy |> ¢) < X)) (3.25)

To prove (3.24), it is clearly observed that :

= B L
E((S2,)?) == T,) +2 Y, T,
((52, )7) n (]go Var( ]) + O<i<]z<k1 Co( ]))
=: A + As.

Noting also that, by the second-order stationarity, it will be retained :

_ (+D)(r+v)
Var(Y;) = Var Z Z;

i=j(r+v)+r+1

= vy Var(Z1) + 2 Z Cov(Z;, Z;).
i#]
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Consequently :
A 2 k—1 Un
Lo Var(Zy) + — Z Z Cov(Z;, Zj)
" " =0

IN

KV 2 &
—2 Var(Z)+=Y Cou(Z;, Z;) .
- ar( 1)+nz ov( )

Vi (z,y) 7

o(n)

By the assumption (H8), it is clear that :
A
lim —% —0.

n—-4oo N

Concerning As, it has :

Covu(Zg 41,2 +f)’

Si

which leads to

For (3.25), we have the following :

E((S30)2) = Var(R,)

u 2 &
=== Z - Z’MZ )
- Var(Z1)) + - i;j Cov( )

o(n)
where p, =n — kn(r, + vy,), and by the definition of k,, we have u, < r, + v,. Hence

Tn + Un

E(S3,) <

Var(Zy) 4o(1).
—_——

Vi ($7y)

90 Bouanani Oussama



3. LOCAL LINEAR CONDITIONAL CUMULATIVE DISTRIBUTION FUNCTION WITH MIXING DATA

And, again hypothesis (H8), we get
E((S3,,)?) — 0 as n — +o0.

Proof of (3.23).
Making use of Volkonskii and Rozanovs’s Lemma [36] and the fact that the process (X;, Y;)

is strong mixing; and that Y, is .AZ;‘ measurable with i, = a(r, + v,) + 1 and j, =

itY;

NG

|]E (exp (ztf}%)) — ’i:[:]E (exp (zt}%))‘ — 0 as n — +o0. (3.26)
j=

Consequently, according to formula (3.26), T; are asymptotically independent. Therefore,

a(ry + vy) + 75 hence with V; = exp( ) we have the following :

for the variance of S;, we have the following :

Var(S1,) = En Var(Zy) .
N N———
Vuk (z,y)
Furthermore, from assumption (HS), Bn s lasn— ~+00.
n
Finally, we get
1 k—1
= ZE[T?] — Vuk(z,y) as n — 4o0.
n “
7=0

Now, to end the proof of (3.23), we focus on the central limit Theorem due to Linderberg.
More precisely, by applying the Linderberg’s version of central limit Theorem on T;, it

suffices to show that for any € > 0,

1 k1 )
- ZOE {Tj]lrjpa nVHK(oc,y)] — 0 as n — +oo.
J:

In view of the first summation of (3.21), classical computations give

T

<n | Z1].
n n

Next, the application of Lemma A.1 of [37] together with (H5), leads to |Z1| — 0

as n — 400, and noting that this last result combined with (3.20) ensures that — 0

-J
n
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as n — +o00. Therefore, for all € and if n is great enough, the set {|Y;| > e\/nVur(z,y)}
becomes empty ; and the proof of (3.23) is therefore, complete.
Proof of (3.11).
By Bienaymé—Tchebychev’s Inequality, it is sufficient to show that, for all € > 0
BT, = DT - E(Thi — 1)Ts,)|

P(|(T1; — )T — E((T1; — 1)T25)| > ¢) < . :

In addition, Cauchy—Schwarz’s Inequality entails

E|(T1; — )Ty — E((T1; — )T,)| < 2E | (Ti; — )Ty |< /E((Th; — 1)2) /E(T3,).
Then, (3.11) is a straightforward consequence of the following results :
E((Ty; —1)%) — 0, asn — +oo, (3.27)

E(Tg,j) — Vur(x,y), asn — +oo. (3.28)

Proof of (3.27).

First, we can write
E((Tv; —1)?) = n Var(Ti1) + 2 Cov(Ty ;, Ty )
For the first term on the right—hand side of this equality, we have the following :

n Var(,@%Kl)
7’L2E( %Kl)

= ()

Concerning the second term of the previous equality, we have the following :

nVar(Tv 1) =

1 n n
Cov(Ty 3, T1,) R PR Z; lz: Cov(B2K;, P K)). (3.29)
i=11=1
i#1

The proof of this result is very close to the proof of (3.13). Specifically, by keeping the same
notations as those used in (3.13), and by splitting the sum into two separate summations

over the sets Fq and Es :

E,={(:,1) €{1,2,...,n} such that 1 <|i—1|<m,},
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Ey, ={(i,1) €{1,2,...,n} such that m, + 1 <|i—1|<n—1},

where the sequence m,, is chosen, such that m, — +o00 as n — +o00. Denoting now by

A1, and Ay, the sum of covariances over Ey and E» respectively, so

_ 1 27 a2
Al,n = W Ezl COU(@' K;, Bl Kl)y

_ 1 27 2
A2,n = WB%KQ %2: Cov(B; Ky, B K7).

By stationarity, we have :
Cou(B; Ki, B Ki) = B(B7 K; B K1) — E*(B{ K1),

then
|Cov(B2K;, BT K))| < |E(B2K; BEK))| + E*(BKY).

Moreover, assumptions (H1) and (H6) imply that :
K |Bi)? hii? < CKi|6(z, X;)*hi? < CK;.
On the other hand, we may apply Jensen’s Inequality and assumption (H3) to obtain :
[E(87 K BPEQ)| < EIBTK; B,
< OhE(KK),
< Chitpu(huc).
In the next step, we use the technical Lemma A.1 of [2] to get :

1

< 4 222 -

Cmy, Yz(hg) my

nO(1) ¢3(hx) ~ n

Va (i)
ZAWN)

Then, choosing m,, = v/n and since

is bounded from assumption (H3), we arrive

at :

Ay — 0 as n — oo.

Let us now treat the sum over Es. The application of the inequality for bounded mixing

processes [see Proposition A.10(i) in [19]], for all I # i leads to :

| Cou(37 Ki, B K1) < Chiy a(]i — 1]).
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On the other hand, using the fact that Z j ¢ < / u "t = ((1 — S)US_l)i , and
j>z41 u>x

under (H4)(i), it is easy to get :

IN

> Y agi-m < M

=1 mp+1<]i—1|<n—1

Finally, we have :
C (mp)t=* 1
=1 O(n¢i(hg))

We use the same choice of m,, as before, and using assumption (H5)(i), we obtain :

|A2,n| S

Ay — 0 as n — o0,

Proof of (3.28).
We start by writing

E((Ty;)?) = Var(Ty;) + E*(Tz,). (3.30)

The first term on the right—hand side of (3.30) tends to Vi (x,y) as n tends to infinity,
and the proof of this result was shown in (3.13). Concerning the second term on the

right—hand side of (3.30), we have have the following :

s (huc) E* (BT K1)
E?2(A1KY)

E*(Ty;) = E? (K\(Hy — F*(y))),

where

ELH/Xi) = [ Hi = )5 (2)dz.
with an integration by parts followed by the change of variables t = %, allows to write :
E(H, /X)) = /R H (6)FX (y — hygt)dt.
Moreover, the latter integral can be rewritten as follows :
E(H,/X,) / H'(t FXI (y — hyt) — F*(y / H'(t)F*(y

Now, under assumption (H7)(ii), and by the continuity of F* we have the following :

E(H1/X1)— F*(y) — 0 as n — oo. (3.31)
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B4 (BT K
In addition, by applying the technical Lemma A.1l in [37], we get ngrfoo EQ((AlKll)) =0.

Finally, assumption (H5)(ii) allows us to deduce that :

lim E*(Ty,) = 0.

n—-+40o

Proof of (3.9). By following the same ideas as those used in (3.11), we show that :

E|Ty; ~E(Tij)] =0 as n - +oo, (3.32)
E ‘(Tg,i — 1)T4’j — E((Tgﬂ — 1)T47j)| —0 as n  — +00. (333)

Proof (3.32).

To show the required result (3.32), it suffices to prove the L?-consistency of Ty

FE ((T47j — E(T47j))2) =N VCLT‘(T4’1)

n¢z(hK)E2 x x
B 20/3 (Hs = F* (), 355 (H; = F*(3).

(3.34)
Concerning the first term on the right-hand side of (3.34), we have the following :

NQx (N 2
n Var(Ty1) = ¢ I(E};<)AIE1[(£;K1) n Var(B1 K1 (Hy — F*(y))),

NQz(Nk)o ?{ 326 K r x
RO )" W0~ FW)0030.0)

= F*(y)(1 = F*(y)) o(1).

On the other hand, by exactly the same arguments at (3.13), the second term on the
right—hand side of (3.34) tends to 0 as n tends to the infinity, and the desired result
(3.32) is obtained.

Proof (3.33).
The Cauchy-Schwarz’s inequality implies that :

E[(T5; — V)Ta; — E((T5,; — D)Tay)| < 2E [ (T3, — 1)1y |< 2\/E((T3,z' —-1)?) \/E(Tij)-
In a first attempt, we have the following : :

E((T&i — 1)2) =n VCL?”(T3’1) + 2 COU(TgJ,Tgl).
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Hence :

n Var(81 K1)
n2E2(B1 K1)’

E(BiK?)
nE2(61 K1)’

= ()

Next, we use similar ideas as those used in (3.29) to deduce that :

n Var(Ta ) =

IN

Cov(T5;,T5;) — 0 as n — +oo.

3.5.2 Proof of Lemma 3.3.2
By the definition of ﬁ,% we have the following : :

n

I 1
_ ZW{ZE( lKl)Z Zﬁz i Zﬁj

j:l
~ nE(BiK1)E(K, ) &
B ( 1K1) 5%K Zﬁz Z

=1
nE*(BiK1) , .# K
E(A1K7) nE(ﬁlKl) ;&KZ nE(S1K71) jzlﬁjKj

Let us write
Fp=: A Ti; T — A T3, Ty 5,

where
1 n n
Tii=—m— Y BKi, Ty =
B 2 2 j 2
T i — RN XY Ty ;
3 nE( ,81K1 Zﬁ 45 nlE( 51K1 2::
_ “E(ﬂ%Kl) (Kl) _ nE*(B1K1)
A= ; Ay =
E(A1 K1) E(A1K7)

Finally, the claimed result will be obtained as soon as the two following claims have been
checked :

claim 1

TMLI as n— +oo  for [ €{1,3,4}.
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claim 2

P P.S
Ty; — 1 as n — +oo, Ay ——— 1 as n — +oo,

and A =o(l) as n — +oc.

Proof of claim 1
By combining the sufficient convergence condition in probability with (3.27), we obtain
the following : :

nll)rfoo E(T;;) =1 and ngrﬁ)o Var(T;;) = 0 for | € {1,3,4}.

Proof of claim 2

By following the same ideas as those used in claim 1, we show that : lirf Var(T> ;) = 0.
n—-—+0o0

First, we have the following :

VGT(TQJ‘) = VaT‘(TgJ) +2 CO’U(TQ’i, TQJ‘)’

where
_ 1 2 2
Var(Ty1) = W2 () (E(Kl) —E (K1))
_ B(xp) 1
nEQ(Kl) n'
Second, we use the technical Lemma A.1 of [2], to get :
E(K?) Mo

nE2(K))  MZng,(hg)’
then by the assumption (H5)(i) we have the following : :

lim Var(Tz;) = 0.

n——+o0o

Moreover :
1 n n
Cov(Ts;,15:) = ————— Cov(K;, K;).
( 271 2,]) nQEQ(Kl) ;]:21 ( K3 .7)
i#]

Let us now define the sets E7 and E5 as follows :

Ey={(z,5) € {1,2,...,n} such that 1 <|i—j|<m,},
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Ey={(i,7) € {1,2,...,n} such that m, +1<|i—j|<n-—1},

where the sequence m,, is chosen, such that m, — +o00 as n — 400, and we denote by

A1, and Ay, the sum of covariances over Fq end E3 respectively, then

1
ALn == W(I{l) %1: CO'U(Ki, K])

By stationarity and assumption (H3), we have the following : :

|Cou(Ky, Kj)| < |E(K;K;)| +E*(K1),
< Cip(hy) + E2(K).

Now, we use the technical lemma A.1 of [37], to obtain :

1

’Al,n‘ < nmn(¢m(hK)+E2(K1))W(I(I)

Cmy, Yz(hg) = mp

Min ¢2(hg)  n

Yz (i)

The fact that
o2 (hi)

is bounded by assumption (H3), and by the choice m,, = v/n permits

to get :
A1p — 0 as n — oo.

Concerning the sum over Es, by following the same ideas as those used in (3.29) we get :

1 C (my)'=* 1
= 3y K, Kj)| < :
n2E2(K1)§|COU( I VE ST

|A2,n

We use the same choice of m,, as before, and by assumption (H5)(i), we obtain the follo-
wing :

Az — 0 as  n — oo.

Finally, to show that A; P59 and As = o(1) as n — +oo, it suffices to apply the

technical Lemma A.1 of [37].
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4.1 Introduction and motivations

Nonparametric estimation in models containing functional data has been the subject of
many studies over the last decade. This area of statistical research, called non-parametric
functional data analysis (NFDA), is concerned with non-parametric modeling of data in
the form of curves, images or objects. For a general overview on this subject, one can refer
to the monographs by Ferraty and Romain [20] and Ferraty and Vieu [19] as well as to

the references therein.

It is very common in NFDA that the statistical prediction of a scalar response from a
functional explanation variable is performed by estimating the conditional expectation of
Y given X. However, the regression function is not efficient enough in some situations. For
example, when the conditional density is asymetric or it is multi-modal. In this situation,
the conditional mode would be more efficient than the regression function. Motivated by

this importance, the study of the conditional mode has attracted the attention of many
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researchers (see Ferraty et al. [13], Khardani et al. [21] and Ould-Said and Tatachak [30],
and more recently Dabo-Niang et al. [3], for more discussion and motivation). Let’s point

out that in the above works the classical Nadaraya-Watson estimator of the conditional

mode has been considered, but it is well known that the local linear estimation method
has more advantages than the latter (see Fan and Gijbels [17] in the finite dimensuonal
framework). In fact, this type of estimator makes it possible, among other things, to im-
prove the term of the bias of the Nadaraya-Watson estimator and to avoid its boundary
effects. Notice that the local linear estimation of the conditional mode was introduced in
NFDA by Demongeot et al. [9], who proved the almost-complete convergence of the local
linear estimator of the conditional mode for independent and identically distributed (i.i.d.)
data. We also return to Laksaci et al. [22] for the case of spatial functional data. Notic
also that some authors have been interested in the linear local estimation of the regression

operator in NFDA (see, for instance, Baillo and Grané [1| who dealt with the case where

the regressor is in a Hilbert space, and El Methni and Rachdi [14], Ouassou and Rachdi
[? ] and Boj et al. [3] for alternative versions of the linear local estimator).
On the other hand, Barrientos et al. [2] studied a so-called fast functional version of the

linear local estimator when the regressor belongs to a semi-metric space. In this paper,
we will use this last approach to construct a conditional mode estimator. Our main goal
would be to study its asymptotic properties when data are dependent. In addition, in
order to use the conditional model as a predictor in time series analysis, we will focus

on the strongly mixing data framework. This case has attracted the attention of several

researchers in the finite dimensional statistics (see, for instance, Collomb et al. [(] for the
strong convergence of the kernel estimator of the conditional mode, Ould-Said [29] for the
conditional mode prediction for ergodic processes, as well as Bouzebda et al. [5], for the

latest advances and references).

In fact, in this article, we prove, under certain standard conditions, the asymptotic nor-
mality of the local linear estimator when we approach the problem of the prediction of
a functional time series by estimating the conditional mode. For this purpose we will
construct, in section 2, the linear local estimator of the conditional model. In section 3, we
will introduce and discuss necassary conditions for establishing the asymptotic normality
of the estimator. Finally, details of technical lemmas of the proof of the main result are

given in the appednix (see Section 4).
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4.2 Local linear estimator construction

Let (X;,Y:)1<i<n be a stationary a-mixing process taking values in § x R where § is
a semi-metric space equipped with the semi-metric d(-,-). We assume that there exists a
regular version of the conditional probability of Y given X and that, for a given = € §,
there is some compact subset S = [0 — &,0 + £, £ > 0, such that the conditional density
of Y given X = x has a unique mode 6(z) in S, which is defined by

f7(0(x)) = sup f*(y).

yes
A local linear estimator of §(z) is defined by
¥ (0(2)) = sup f*(y), (4.1)
yes

where the conditional density function estimator is “a”, the minimizer of the following

criterion

n

2
min 3 (b HO(hy' (y = i) — a = b8(Xs,0) ) K (hico(w, X)), (4.2)
(a,b)eR? =

where (-, -) and §(-,-) are a known bi-functional operators which are defined from §* into
R such that |§(z, 2)| = d(x, z) and § = ¢() where ¢ is a measurable function, K is a ker-
nel function, H (1) is the first derivative of a given distribution function H and hx = hg,

(resp. hy = hy.,,) is a sequence of positive real numbers.

More precisely, the local linear estimator fx (y), of f*(y), is then @ which is the first

component of the pair (a,b) solution of the minimization problem (4.2). However, if for

all z € §, B(z,2) =0, then fx(y) is explicitly defined by

where Wi (z) = B(X;, x) (B(X;,x) — B(Xp, x)) K (hz'6(z, X)) K (h'6(x, Xg)), with the

convention 0/0 = 0 (see Barrientos et al. (2010), for some details).
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By reducing the double sum in (4.3) into a single one, and set

Ap:=K 'Y Wy =Y BKi— Y BiKiBr,
=1

=1 i=1

with 8 = B(X;,2), K; = K(h'd(z,X;)) and HY = HO(h Yy — Y3)), we get the

following simple formula of f‘” (y)

S AKRHY
R —
hir Y ApKy,
k=1
Furthermore, by defining
Frly) = S — zn:AkKkH(l) and ff) = S — zn:AkKk
N nhyE[A K] &= k P nElAK)] &~ ’
we can write
J’c\m(y) _ f&(y)
)

4.3 Main result

4.3.1 Assumptions and notations

In what follows, = (resp. y) is a fixed functional element in the space § (resp. R), N,

(resp. V) will denote a fixed neighborhood of x (resp. of y) and
G (r1,m2) = P(ra < 6(X,2) <7r1).

Moreover, we will set, for any [ € {0,2}

d'f*(y)

Al(s) =E [)‘I(Xa y) - )\l(x¢y)|/8($vX) = ‘9] where )\l(l',y) = 8yl

In order to establish our asymptotic results we need the following hypotheses.
(H1)
(i) For any 7 > 0, ¢4 (1) := ¢z(—r,r) > 0 where hII(l) ¢z(r) = 0.
r—
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(ii) There exist a function W,(-) such that

Lo Oalthuc, )

Pl ) _ g (4) for all ¢ € [~1,1].
L My (t) for all ¢t € | ]

(H2) For any [ € {0,2}, the quantities AI(Q) (0) exist.

(H3)
ssz((Xi,Xj) € B(z,hg) x B(z,hg)) < ¥y (hg),
i#]

1
where 1, (hg) is such that there exists € € ]0, a+1] for which

0 < tulhic) = O (65" (hc) ) -

(H4) The stochastic process (X;,Y;)ien is a-mixing whose coefficient verifies that
there exist a > 1, C' > 0 such that for all n € N
a(n) < Cn™°.

(H5) There exist some positive constants C7 and Cy sucht that the bandwidths
satisfy

1
Conl™® < hygé(he) < CinT7 and  Tim 28"

e\
n——+o0o nh?l’qu(hK) ’

with a > 1.
(H6) The bi-functions ¢ and 3 satisfy that, there exist some positive constants C;

and Cy such that, for all z € §
C1l(z, 2)| < [B(w,2)| < Cald(w, 2)].

(HT)
(i) The kernel K is a positive and differentiable function, for which the support
is within (—1,1).
(ii) The jth order derivatives H @) for j = 1,2, are bounded and Lipschitzian

functions.

Before enouncing the main result, we introduce the following quantities in order to provide

bias and variance dominant terms of f*(y).

. 1 .
M; = Ki(1) —LI(KJ(U))’Wm(u)du where j = 1,2,

1
N(a,b) = K*1)— / (WP K (w))Y' W (w)du for all a > 0 and b = 2,4.
—1
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4.3.2 Comments on the assumptions

Observe that assumptions (H1)-(H2) and (H6) are not unduly restrictive, and are com-
mon in the setting of functional local linear fitting (see, for instance, Barrientos et al. [2]
and Demongeot et al. [11] among others). Concerning the first part of the assumption
(H1), the reader will find in the book by Ferraty and Vieu [19] a deeper discussion on
the links between this assumption, the semi-metric d and the small ball concentration
properties, whereas the second part, of this assumption, will play a key role in our me-
thodology, in particular when we will have to compute the exact constant terms involved
in our asymptotic result. In order to quantify the expression of the covariance term we
need the assumption (H3). Notice also tha the conditions on the smoothing parameters
hx and hy are standard. On the other hand, the boundedness of the kernel K in the
assumption (H7)(i) is also standard; and assumptions (H5)-(H7)(ii) are some technical
conditions which make the theorem proof fast and brief.

We are now ready for enouncing the asymptotic normality of the estimator g(x) Notice
that despite there are already various asymptotic results on the asymptotic behaviour of
the classical kernel method (see, for instance, Dobo-Niang and Laksaci [7], Ezzahrioui and
Ould-Said [16] or Ferraty et al. [18]), to the best of our knowledge this constitues the first

result on the asymptotic normality of the local linear estimator of the conditional mode

for functional strongly mixing processes.

Theorem 14 Under assumptions (H1)-(HS8), we have

nh3 z(2)(9(2)))2 1/2 ~
(gt v

where

M xX
wm@ﬁgnzﬁgfw@»ﬂﬂ®@ﬁﬁ
i
and 2 denoting the convergence in distribution.

4.3.3 Proof of Theorem 14.

Based on the Taylor expansion of f$(1)(.) in the neighborhood of #(x) and according
to the assumptions (H2) and (H3), we have

S POe@) A ew)
o) =0 = FFOO@) P 0() (44
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where 6(z) is between 8(z) and 6(x).

By using (4.4), we obtain the following decomposition

nhidalh) (R @) (06) )

= \nha(hie) [Fi0(@) = IR 0@)]] + \/nbn (he)E [ 3D (0(2))]

= J+J.

Then, the rest of the proof of this theorem is based on the following lemmas for which

proofs are given in the appendix.

Lemma 4.3.1 (see Rachdi et al. [71]) Under the assumptions (H2), (H3) and (H5)(ii)-

(H7)(ii), we have

J =0 as n — +00o.

Lemma 4.3.2 Under the assumptions of Theorem 14, we have

J 2 N0, Vi (2, 0(x)).

Lemma 4.3.3 Under assumptions (H5), (H7)(ii) and (H3)(i), we have

e 0(x)) £ 17 (0()),

where L3 denotes the convergence in probability.

4.4 Appendix

Proof of Lemma 4.3.2. Denote

nhi; () | P37 (0(2) = BIF (0(2)]]

1
(nh3;¢0(hi))Z &

= Li(x
nh2 AlKl) ;

where

Li(z,0(x)) = AZ'KiHi(Q) — E[AiKiHi@)].

Sn,
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Then, we consider the following decomposition

Sp =T ;T — E[T) (T3] — (Ta T — E[Th 1 To4])

where
nhi’qqﬁx(h,() n
T T ;=
1,k — B%Kl Z 5 ) 1, h2 [AlKl z:l
nh3; ¢z (hi ) E[B1 K] 2)
T K d Ty, = BGH?®.
2k = ﬁ1K1 Z BrKy an 2, A K 2

Obviously, the result in Lemma 4.3.2 can be deduced directly from the following state-

ments.
Claim 1.

Ty kT — IE[T T ) 2, N0, Vi (z,0(x))).

Claim 2.
T To; — BTy 15 ,] 0.

The rest of this proof will be devoted to the demonstration of these two claims.
Proof of Claim 1. We can write

Ty T — BT T )
=T — E[Ty ]+ (Tir — V)T — E[(Tyk — 1)T1))-

So, it suffices to prove the following two results
((Trp = VT = B(Tip — DTi) = 0. (4.6)
D
Ty — E[T1;] = N(0, Vi (2, 6(x))). (4.7)
Proof of (4.6). Firstly, by using the Cauchy-Schwartz inequality we obtain that

E|(T\y—1)T;—E(Ti,— 1T, < 2E|(Tix—1)

< VE(Tu,— 17 \JE[T7].

Then, all it remains to prove is

E[(Tyx — 1)?] = 0, as n — +oo. (4.8)
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IE[Tfl] — Vi (x,0(x)), as n — +oo. (4.9)
Proof of (4.8). Firstly, we can write
E[(Ty x — 1)%] = n Var[T11] + 2 Cov(Ty 4, T1y). (4.10)

For the first term on the right hand side of (4.10), we have

n Var(Ti 1] n Var|fiK,]

n?IE? (8K ]

= ()

Next, before computing the second term of (4.10) we treat the general case of
Cou(Tjy,Tj;) where j € {1,2}. So, by denoting for ¢ = 2, j = 1 and for ¢ = 1,

7 =2, we have

1 n
— N B, =T
W] A e = T
Then
CO'U(T' k T; l) ; Z Cov(ﬁgKk ﬂchl) (4.11)
e n?IE? [ K] kAl ,
In order to adopt the same technique as in Masry [20], we define the sets F; and

E5 as follows
E,={(k,1) €{1,2,...,n} such that 1 <|k—1|<m,},
and
Ey ={(k,1) € {1,2,...,n} such that m, + 1 <| k-1 |<n -1},

where the sequence m,, is chosen such that m,, = 400 as n — 4o0.

Let A;, and Az, be the sum of covariances over the sets Ey and E» respectively

1
Al,n = o221 acm 1 CO(U(B]?K/{H BZCKI)7
n2IE2[B5 K] %1:

and

> Cou( 7Ky, B ).

1
Agp = ——5—
B X CT
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For the sum Ay ,, from the stationarity property, we have
| Cou(BR K, B{E)| < B[ B K1 Ky | + IB2[B7 K ).
Moreover, assumption (H6) implies that
for all (k,¢) € (N*,N): KF |3i|° hg¢ < CK¥|6(z, X3)|°h S,
and from the Jensen’s inequality and under assumption (H3), it follows that

E[B;.0] Ki Ki]| < IE[|B; B Ki Kil],
< Ch%u(hg).

Then
| Cov(BL K, B K1)| < C h3 y(hi) + E?[B{K).

This last result together with the technical lemma A.1 in [2] lead directly to

’Alm‘

IN

C ¢ 1
O (H2 ) + BB e

Cmy,
n‘bx(hK)l_e'

For the sum Aj,, we use the inequality for the bounded mixing processes (see

Proposition A.10(i) in [19]). This leads, for all [ # k, to

| Cov(Bi Ky, BFK)| < Ch2¢ a(|k — ).

On the other hand, by using the inequality Z je< / u~?, we get

jza+l e
n 1—a
S Y a(k—1) < Cnlma) % (4.12)
k=1 E; a—1
Finally, we arrive at
C (mn)l—a
Ay, < =2
A2l = 2 G0

Then, by choosing my, = (¢:7(hx)) ™%, we get

Ai — 0 and Az, — 0 as n — oo.
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Consequently, in the case where ¢ = 2 and j = 1, we have
nll)rfoo Cou(Ty ,Th ;) = 0.
Proof of (4.9). We start by writing
E[Tﬁl] = VaT[TM} + Ez[TM]. (4.13)

The first term on the right hand side of (4.13) tends to Vg (x,6(z)) as n — oo
and details will be given in the proof of result (4.7). For the second term on the
right hand side of (4.13), we use similar ideas as those used by Ezzahrioui and

Ould-Said [15] (see Lemma 2) to deduce that

K H?

] — 0 as n — 4o00. (4.14)

Thus, it remains to check that

lim IE[T? il = Vak(z,0(x)).

n—-4o0o

Proof of (4.7). First, we calculate Var(1y ;)

n(z)z(hK ]E2 /BlKl
hyIE2[A K]

ZC’ ov(K, H(Q))
i#]

Var(Ty ;] = nVar(T1 1] + 2

So, to prove lim Var[Ti ;] = Vugk(x,0(x)), it is necessary to establish the follo-

n——+oo

wing results

i Var{Ty ) = 12 £ (0(x)) / (H® (1))2dt, (4.15)
Nz (hi) IE2 )

Co H 0. 4.16

n—)r_{-loo hHIEZ[AlKl ; 7} ) ( )

Notice that the proof of (4.16) is very close to the proof of (4.8). So, we focus only
n (4.15). To do that we use the technical Lemma A.1 in Zou and Lin [37], to have

2 o (hx IE2 2K

it = e e e ()]
E2[B?K 1] n ¢2(hi) o ; K1H1(2)
T b Vst |- (447)
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Then, it follows from (4.14), that the second term on the right hand side of (4.17)

tends to 0. Hence

1 (hae ) IE*[B7 K1

n Var(Ty ] = helE2 (ALK

2
E [K7E[(H)? | X]].
On one hand we have
LIE (H(Q) <y—Y1>>2 | X
hir R !

= [(HO@P G~ thr) - 7l + [ (HO0) 5 @)t
R R

and by the continuity of f* we deduce that

E [K% (H<2> (y}:Hyl))Q | X1] s B[KY 7 (y) / (H)($))2dt as n — oo.

On the other hand, by using again the technical Lemma A.1 in Zou and Lin [32]

we obtain

n2¢, (hi)E[B? K] 1
IEQ[AlKl] — 7¢m(hK)M]? as n — +o0.

Finally, we arrive at

lim VarTy,) = Af‘jlg £ (0(2) / (H®(1))2dt.

n—-+o00

Now to establish the asymptotic normality of the conditional mode estimator dea-

ling with dependent random variables, we start by writing

nh3.¢ (hg)IE[ %Kl] n
. N H"= 7g® _ @
Ty, —E(T,;) = AN g 1 (KZHz E[K;H; ])

2

n

= > Li(z,0(x)),

i=1

where

Li(a, 0(2)) = ( 1 M)z AZ (ken® — w{H2))
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We base ourselves on the CLT by Liebscher [24] (see Corollary 2.2, Page 196),

which rests on the asymptotic behavior of the quantity

Jim S B2, 0(0), (1.9
i=1

in addition to the assumptions

There exists a sequence 7, = o(y/n) such that

~1
Tn < ( max C’i> where C; = ess sup |L;(x, 6(x))] (4.19)
i=1,...,n we
and a(er,) — 0 for all € > 0,
Tn

and

There exists a sequence (m,,) of positive integers tending to oo such that
nmpy, = o(1) where 7, := max (IE[|I~/,(33, 9(1:))Ej(a:, 9(x))|])

1<iZj<n
and S oal) | DY Ci=o(1).
j=ma+1 i=1
(4.20)
It follows that
iy S 0] = Vi, 02) (421)
1
Concerning (4.19), the boundness of H and K allows to obtain C; = O | ——— |.
nhH¢x(hK)
nhH¢x(hK)

Therefore, we can take 7, = .
logn

Furthermore, this choice gives, for all € > 0

ﬁ a(ETn) < C’(nl_(aﬂ)ﬂ(hH(bz(hK))_(a+1)/2(logn)(“+1)/2>

Tn

Cnl—(a+1)/2+(a+1)/2(a—1) (log n) (a+1)/2

IA

< Cn(3“*a2)/2(“*1)(10g n)@t/2 0 since a > 3.

Let us derive (4.20). On one hand, by using assumption (H5) and since a > 1, we

obtain

n

P (2.0 hH¢x(hK)> .
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Next, by using the fact that

s wr=[e-ve] (4.22)

ja+1 uzr
we get
> & l1—a
alj) = a'</ todt =~
j=§+l V) J:XmZn )= t>my, a—1
thus,
S al)| Y a—o(mt [
j=mn+1 i=1 ' a—1 hH¢I(hK) ’

hHﬁszc(hK

)\ M (20-a)
We choose m,, = ( log ) , where |.| denotes the function integer
n logn

part. It is clear that under assumption (H5), m, — oo. In addition, if we replace

m,, by its expression, we obtain

3" a(j) Y. Ci=0(logn)"/? = o(1),
j=mn+1 i=1

and again, under assumption (H5), we have

My < Cn VY@= g (h, )Y/ Q(0=a) (160 1) =1/(2(1-a))

IN

n(—3+2a)/(2(1—a) (hH¢x(hK))(3_2a)/(2(1_a) (IOg n)—l/(2(1—(z))

< n—(2—3a)/(2(1—a) (]og n>_1/(2(1_a)) =0 (Tl_l) .

Finally, Claim 1 can be easily deduced from (4.18)-(4.20) and Corollary 2.2 by
Liebscher [24].

Proof of Claim 2. Following the same approach as the one used to show Claim 1,

we show that
IE|T5; — IE[T5 ;]| 20 as n— +o00, (4.23)

and
E |(T2,k — I)Tgﬂ' — IE[(TZ,k — 1)T2,l]| — 0 as n — +oo. (424)
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Proof of (4.23). In order to show (4.23), it suffices to prove the L2-consistency of

T5 ;. For this, we have

E [(Ty, - B[T,])*]

ng. (hi)E?[BIK1]
hgIE?[A K]

ZCOU(,BZ‘KZ‘HZ»@) y ,BjKjH](Q)). (4.25)
7]

=nVarT 1] + 2

On one hand, we have

n? ¢ (hic) IE?[B1 K]

nVar(T 1] hHIEQ[AlKl]

(BB KT (HP)) - B3 K, HY))

Also, by using Lemma A.1 by Zhou and Lin [32] we prove that

lim nVar(Tz:] = o(1).

n——+o0o

On the other hand, using exactly the same arguments as for showing (4.16), we
show that the second term on the right hand side of (4.25) tends to 0 as n — oc.
With this the result (4.23) is thus proved.

Proof of (4.24). Following the same steps as those used to get (4.11) and (4.6), we
get

]E[(Tg kE— 1) ] Var[ﬁlKﬂ + QCOU(TQJC, TQ’Z).

nIE? (51 K]
The result (4.24) may then be directly obtained since, firstly

1 1 271721 1
R k] | S g EATRT = O (mbx(hK)) '

and secondly, by (4.11) and for ¢ =1, j = 2, we get

Cov(Ty,T>;) = 0 as n — +oo.

Proof of lemma 4.3.3. Observe that for n large enough

F29@@) - FOD ()| < sup|[ 7Py - FO@ ).

yeSs
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By following the same ideas as those used by Laksaci et al. [22] in Lemma 7, we get
Zlég ‘f](\?)(x)(y) - f(2)(m)(y)‘ 2.0 as n — +oo. (4.26)
So, the proof of this lemma is a consequence of (4.26). [ |
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Annexe : Quelques outils de

probabilités

Dans ce chapitre, nous allons rappeler quelques définitions et théoremes utilisés dans

ce manuscrit.

4.5 Notions de convergence

Définition 4.1. (Définition A.1.[38]).
Soit (Xp,)nen une suite de variables aléatoires réelles définie sur un espace de probabilité
(©; A; IP). On dit que la suite (X,)n,en converge presque complétement (p, co.) vers X une

variable aléatoire réelle définie sur le méme espace, si et seulement si si

o
Ve>0, Y IP(|X,—X|>e€) < oo,
n=0

;. P,co.
et nous écrivons X,, — X.
n—-+4o0o

Définition 4.2. (Définition A.3.[38]).
Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires réelles, (uy)nen une suite de nombres réelles.

On dit que X,, = O(uy,) en p, co. si est seulement

o0
Ve >0, Y IP(|Xn| > eun) < oo.
n=0
Définition 4.3. (Proposition A.5.[38]).

Supposons que lim wu, =0, X, = Opco.(up)et lim Y, =1 (p,co.)oul est un nombre
n—-+o0o n—-+oo

réel. Nous avons :
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I XYy = Opeo ().

X
I 7" = Op,co.(un), & condition que [ # 0.
n

Théoréme 4.1. [25].

Soit (X )nen et (Yn)nen deux suites de variables aléatoires définies sur un espace proba-
bilisé (2; A;IP) et X. une variable aléatoire.

Si X,, converge en loi vers X, et si Y, converge en probabilité vers une constante c alors

I X,+Y, 2 X+te

—+00

ImX,xY, 2 e¢xX.

n—-+o0o

X X
m = 2 —, avec ¢ # 0.
Y,

n—4+oo ¢C

4.6 Quelques inégalités utiles

Théoréme 4.2. (Jensen)[70].

Soient X une variable aléatoire réelle et ¢ une fonction convexe. Alors
P(E(X) < E(p(X)).

Théoréme 4.3. (Markov)[10].

Soient X une variable aléatoire réelle. Alors, pour tout a > 0 ,

P(|X|>a) < IE(‘GXD.

Théoréme 4.4. (Bienaymé-Tchebychev)[s].
Soient X une variable aléatoire réelle. Alors, pour tout a > 0 :

Var(X)

P(IX — BEX)| > a) < —

Théoréme 4.5. (Inégalité de Hdélder)[l].

Soit X et Y deux variables aléatoires telles que X € LP(Q; A;TP) et Y € LY(Q; A;IP) avec
1

1 1
=—+4+—-etp>1,q>1, Alors :
r p dq

(E(|IXY|7) < B(|X[")7 E(X|%)1,
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Sip =2 et ¢ =2, nous obtenons L’inégalité de Cauchy-Schwarz.

Théoréme 4.6. (Inégalité de Minkowski)[!].
Soit X et Y deux variables aléatoires telles que X et Y € LP(Q; A;IP) avec p > 1. Alors,
X +Y € LP(Q; A; IP) et,

E(X + Y[P)7 < B(X[) + E(Y[)s.

Définition 4.4. Soit (X;);>1 une suite de variables aléatoires. Pour tout entier naturel

non nul n, on définit le coefficient d’alpha-mélange par :

a(n) = sup{|P(AN B) ~ P(AP(B)| : Ae AF(X) et B € A%, (X)}.

Af (X) désigne la tribu des évenements engendrés par les X, ;4 < j < k. La suite est
dite a—mélangeante ou fortement mélangeante si le coeflicient d’alpha-mélange vérifie :

a(n) — 0, quand n — oc.

Théoréme 4.7. Inégalités de covariance (Proposition A.10.[35]).

Soit (X, )nez une famille de variables aléatoires a— mélangeantes. Etant donnée la variable
aléatoire X (resp. Y') qui, pour tout k € Z, est o(X;,—0o < i < k)-mesurable (resp.
o(Xi,n+k < i< +oo)-mesurable).

I Si X et Y sont bornées, alors :

C >0, Cov(X,Y) < Ca(n).

—_

1 1
II Si pour quelques nombres réels positive p, g et r tel que : — + — 4+ — =1, on a
P r

LS

E(X?) < oo et E(Y?) < o0, alors :
30 >0, Cou(X,Y) < E(X|P)7 E(Y[P)r a(n).

Lemme 4.1. (Volkonskii et Rozanov 1959)[30].

Soit V1,..., V., une suite de variables aléatoires fortement ou a—mélangeante mesurables

par rapport aux tribus (3‘]1

Z-l,..

,&J::L) avec 1 <i1<j1 <,...,< Jm <mn,

i1 —j1 > w>1et |Vi| <1 pour tout I, k =1,2..,m, alors :

< 8(m — 1)a(w),

FH%—HHW
j=1 j=1

ot §2 = o{Via < i < b} et a(w) est le coefficient de mélange.
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4.7 Théoreme central limite

Théoréme de Lindeberg [16] :
Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires définies sur le méme espace de probabilité,

indépendantes. Supposons que, pour n > 1, X, ait une espérance finie u, et un écart-type

n

2
fini oy, et posons S;, ;az, n = S—n ;

n
Si, pour tout € > 0, h —22 [ — 1) 1{|Xi—ui|>esn}:| = 0, alors la loi de Z,
n i—1

converge vers une loi normale centrée réduite N (0, 1).

Théoréme de Liebscher (2001) :

Soit (X;);en+ une suite de variables aléatoires centrées, a—mélangeantes, et

n
n ; i- Notons 1’ = mar ( ) et lgiﬁgfi#j Cov(X;, X;)
o0
Condition C(p) : Supposons, 2 < p < co : I';, = O(n™1), Z k=220 (k) < oo, et
k=1

E(|X?|)*/? < 0o pour tout i € N. Il existe une suite de nombres réels positifs m,, qui tend

vers oo telles que :

=2/p
nMy Y = o(1 ( Z 7P % ) SCE(XP)P = o(1).

j=mn+1 i=1
Théoréme 4.8 ([61]).
Supposons que la condition C(p) est vérifiée pour un certain p > 2 et qu'il existe une suite
de nombres réels positifs T, avec T, = o(\/n), tel que

n

> E(X)1 (x>t = 0(1),

i=1
et

n
Ve >0, —aler,) — 0.
Tn n—-+oo

De plus, supposons que

lim ZIE (X7) =

n—ao0

alors

T, 25 N(0,02).
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Conclusion et perspectives

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés aux aspects théoriques et pratiques de
I’estimation non paramétrique des parametres fonctionnels conditionnels comme la fonc-
tion de répartition conditionnelle, la densité conditionnelle et ses dérivées ainsi que le
mode conditionnel ; quand la variable explicative est fonctionnelle en utilisant la méthode
locale linéaire. Notons que la modélisation locale linéaire est une approche alternative a
lestimation de Nadaraya-Watson (NW), qui a plus d’avantages sur cette derniére (voir
[31]). En particulier, le plus grand avantage de la méthode des polynémes locaux sur la

méthode du noyau est la réduction considérable du biais de I'estimateur.

Comme résultat asymptotique, nous établissons la normalité asymptotique de ces esti-
mateurs, dans le cas ou les observations sont indépendantes et identiquement distribuées
ainsi que le cas dépendant. Cela a été réalisé grace aux hypotheses qui sont détaillées dans
les Chapitres 2, 3, 4 et I'usage de quelques outils probabilistes et les théorémes central
limite cités dans I'annexe 4.4. Notons que cette propriété asymptotique est un sujet tres
important en statistique. Elle est utilisée pour la construction des intervalles de confiance

ou de faire des tests statistiques comme les tests de normalité.

Il est & noter que 'originalité de cette étude est aussi dans la liste des perspectives qu’elle

offre. A cet objectif nous présentons ci-dessous plusieurs projets de recherche qui se situent

dans la continuité des études effectuées dans le cadre de cette thése.

Estimation des constantes

Dans notre contribution nous avons estimé les constantes M et Ms qui interviennent
dans les termes dominants du biais et de variance par la méthode plug-in. Il est possible

d’utiliser une autre méthode par exemple les techniques de bootstrap.
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Méthode d’estimation par polynomes locaux

Comme il est mentionné par Fan et Gigbels [17], si on augmente le degré du polynoéme
on réduit le biais de ’estimateur, cette réduction peut étre plus importante si I’on considere
une approximation par un polynéme des degrés supérieurs a un, notamment entre deux
polyndémes de degré consécutifs, celui & degré impair constituera un meilleur estimateur,

au sens du biais.

Choix du parametre de lissage

Le parametre de lissage est un parametre crucial en estimation non paramétrique car ce
parametre intervient dans toutes les propriétés asymptotiques qu’on a étudié. La sélection
des parametres de lissage est un autre sujet de recherche. Nos résultats asymptotiques
constituent une étape préliminaire indispensable permettant d’envisager cette perspective
de recherche, dans les deux cas déterministe et le cas de 'uniformité de la largeur de

fenétre.

Choix de la semi-métrique

Il est clair que le choix de la semi-métrique joue un role déterminant notamment dans

I’amélioration des vitesses de convergence en augmentant la concentration de la mesure.

A notre connaissance il n’existe aucune méthode automatique qui offre un choix optimal

de la semi-métrique.

Normalité asymptotique

Il est bien possible de généraliser nos résultats au cas de données incomplétes (tron-

quées, censurées), ergodiques ainsi qu’a des données spatiales.
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Résumé

La problématique abordée dans cette thése concerne la loi limite des estimateurs localement linéaires de
certains modeles conditionnels, lorsque la variable explicative est de type fonctionnel et la variable réponse est
réelle. Notons que la conséquence pratique de cette propriété asymptotique est la construction des intervalles
de confiance ou la réalisation des tests statistiques.

Nous supposons pour commencer que 1’échantillon que nous étudions est constitué de variables indépendantes
et identiquement distribuées. Nous avons fixé comme objectif I’établissement de la normalité asymptotique des
estimateurs localement linéaires de la fonction de répartition conditionnelle, la densité conditionnelle et ses
dérivées ainsi que le mode conditionnel. Les résultats obtenus sont également appliqués sur des données
simulées puis réelles.

Dans la deuxieme partie de ce manuscrit, nous généralisons nos résultats dans le cas ou les observations sont
fortement mélangeantes. Nous estimons la fonction de répartition conditionnelle par la méthode locale linéaire.
Ensuite, nous étudions la normalité asymptotique de cet estimateur sous des hypotheses de concentration de
la loi conjointe des observations et des hypothéses sur les coefficients de mélange. Ce résultat peut étre utilisé
pour le probleme de la prévision en série chronologique.

Dans la troisieme partie de cette theése, nous considérons le méme type de dépendance des observations que le
cas précédent, en s’intéressant a I'estimation du mode conditionnel par la méthode locale linéaire, pour lequel
nous avons établi sous certaines conditions, une propriété statistique qui concerne la loi limite de cet
estimateur.

Mots clés: Modeles conditionnels, polynémes locaux, analyse de données fonctionnelles (FDA), estimation non
paramétrique, probabilité de petite boules.

Abstract

The problem addressed in this thesis concerns the limit law of locally linear estimators of some conditional
models, when the explanatory variable is of functional nature and the response variable is real. Note that the
practical consequence of this asymptotic property is the construction of confidence intervals or statistical tests.

First, we consider a sequence of independent and identically distributed observations. We establish the
asymptotic normality of the conditional distribution function estimators and the conditional density and its
derivatives as well as the conditional mode. The established results were applied on both simulated and real
data.

In the second part of this manuscript, we generalize our results in cases where the observations are strongly
mixed. We estimate the conditional distribution function by the linear local method. Next, we study the
asymptotic normality of this estimator under concentration assumptions of the joint law of observations
(Xj, X;) and assumptions about the mixing coefficients. This result can be used for the time series prediction
problem.

In the third and last part of this thesis, we consider the same type of dependence of the observations as the

previous case, by focusing on the estimation of the conditional mode by the linear local method, for which we
have established under certain conditions, the limit law of this estimator.

Key words: Conditional models, local polynomial fitting, functional data analysis (FDA), nonparametric
estimation, small ball probability.
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