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Introdution

Le comportement asymptotique, plus précisemment convergence, des va-
riables aléatoires, trés important en statistique (théorie de I'estimation et des
tests), est définit trés naturellement dans des espaces tels que LP. Les autres
modes de convergence, souvent utilisés, sont : La convergence en loi (corres-
pond & la convergence étroite des mesures de probabilités), la convergence
stochastique (en probabilités), et la convergence presque sire. En particu-
lier, la convergence dite vague est aussi a la base des tests asymtotiques
en statistique mathématique, elle concerne la distribution limite d’une suite
d’applications, définies sur des espaces probabilisés & valeurs dans un méme

espace probabilisable, vers une application parteillement définie.

Il est intéressant de mentionner ici que la définition d’'un mode de conver-
gence (vague ou étroite) pour les mesures se fait de la maniére la plus com-
mode en mettant en dualité ’espace des mesures avec un espace de fonctions

continues, ce qui est un resultat, trés important, établi par Riesz en 1938.

Dans le présent polycopié, nous nous basons sur I'étude de convergence
étroite des mesures bornées. En suite nous utiliserons les principaux résultats
pour donner une définition légére des différents modes de convergence, nous

signalerons aussi les relations qui existent entre elles.



4 TABLE DES MATIERES

Le polycopié est divisé en deux chapitres dépendants. Un premier im-
portant chapitre, qui est I’'objet de notre travail, sera consacré a ’étude des
convergences faibles et étroites de suites de mesures bornées, tandis qu’un
deuxiéme chapitre sur les modes de convergence qui est un chapitre complé-
mentaire ou d’application de la convergence étroite de mesures bornées dans

la définition et ’étude de ces modes de convergence.



Chapitre 1

Convergence Etroite de Mesures
Bornées

Soit X un espace topologique muni de sa tribu borélienne B. Le cone
des mesures positives et bornées sur (X,B), identifié & un sous-espace du
dual topologique de 'espace Cy(X) des fonction réelles continues et nulles
a 'infini, est muni d’une topologie particuliére appelée topologie faible. Une
mesure p est alors considérée comme une forme linéaire sur Cy(X) et une
suite (in,n > 0) de mesures positives et bornées, converge pour cette topolo-
gie, si la suite (p,(f),n > 0) converge pour tout fonction fde Cy(X), auquel
cas, on dit que (p,,n > 0) converge faiblement. Cependant, il est constaté
que pour cette topologie, la famille P des lois probabilités sur (X,B) n’est pas
fermé. On recourt alors une topologie plus fine que la topologie faible et pour
laquelle P serait fermé. Cette topologie est dite la "topologie étroite" et
une suite convergente pour cette topologie est dit étroitement convergence.
Cette partie consacré a I'étude des topologies faibles et étroite et de plusieurs

critéres de convergence étroite.

1.1 Rappels et notation

Soit X un espace métrique localement compact et dénombrable & 1'in-
fini (i.e X posséde un recouvrement au plus dénombrable de parties com-

pactes).On note
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Cy(X) l'espace vectoriel des fonctions réelles continues et bornées sur X.
C(X) Pespace vectoriel des fonctions réelles continues a support compact.
Co(X) I'espace vectoriel des fonctions réelles continues et nulles a U'infini (i.e
f tend vers 0 a l'infini si, pour tout € > 0, il existe un compact K tel que
|f(z)| < e sur K°).

On a bien sure
Cr(X) C Cy(X) C Cy(X) et on a égalité si X est compact.

Nous commencons par rappeler le résultat suivant :

Théoréme 1.1.1. L’espace Cy(X) muni de la norme de la convergence uni-
forme

Il f|| = sup, | f(x)| est un espace de Banach, l’espace Co(X) est un sous-espace
ferme de Cy(X) et est par suite complet. L’espace Ci(X) est un sous-espace
dense dans Ck(X), de plus il existe une suite( f,,n > 1) de Cy(X), dense
dans Co(X). On dit que Ci(X) est séparable.

Démonstration

Soit (f,,n > 1) une suite de Couchy dans C,(X). Cette suite étant bornée,
il existe alors un réel positif a tel que :||f,|| < a. D’autre part, la suite (f,)

est convergente et la convergence est uniforme. Par suite lim f, (z) existe
n—-4o0o

pour tout x et définit une fonction continue f, laquelle satisfait

[f(z)] < sup|f(z)] < a,

d’ou [|f]| < a et donc fe Cy(X).
Soit maintenant (h,,n > 1) une suite convergente de fonctions continues

dans X et nulles a I'infini, et notons A la fonction lim A,. La fonction h est
n—+00

continue et bornée sur X. Voyons si elle nulle & 'infini ?

Pour un e > 0, soit ng 'entier positif tel que :||h, — h|| < § pour tout n > ny.
D’autre part, on sait que pour tout n > 1 et pour tout € > 0, il existe un
compact K = K(n,¢) tel que si z € K, on ait |h,(7)| < 5, et par suite, si
rze K

()] < [ha(2) = B(2)] + [hn(2)] < e
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Comme ceci vrai est pour tout € > 0, on déduit que A est nulle & I'infini, et
par conséquent Cy(X) est un sous-espace fermé de Cy(X).
Soit f € Cy(X). Pour un ¢ > 0, soit K un compact tel que |f(z)| < ¢ dans

Ke¢. D’aprés le théoréme d’Urysohn, il existe une fonction ¢ € Ci(X) telle
que :

0<P(r) <1 et P(x)=1 sur K.

Par suite, la fonction h = f.® est continue et a support compact et de plus

If = Al =70 = @) <[l <e

Par ailleurs, d’aprés le théoréme de Stone-Weierstrass, Ci(X) est séparable.
En effet, soit K un compact de X et Cx(X) le sous-espace de fonction conti-
nues & support dans K. Pour toute fonction f € Cy(X), f est limite d’une
suite (f,,) de polynomes (Stone-Weierstrass) de plus K étant métrique et com-
pact, ceci assure que les polyndmes f, sont nécessairement a support dans
K, n>1.

Ainsi, C(X) est séparable puisque 1’ensemble des polynémes a la puissance
de N, et comme X est dénombrable a l'infini, il s’ensuit que Cy(X) est sé-

parable.

Notons M (resp. M?) I'ensemble des mesures positives bornées ( resp.

bornées par b) définies sur I'espace mesurable (X,B).

Proposition 1.1.1. Soit p une mesure positive bornée sur (X,B). L’appli-
cation @, de Co(X) dans R. définie par :

D,(f) = /X f(@)du(z),

pour tout [ € Co(X), est une forme linéaire positive, continue de norme
1(X).

Démonstration
Observons que @,(f) a un sens. puisque toute fonction f continue et nulle a

I'infinie est bornée, ainsi que la mesure pu. Il est claire que ®,(f) est linéaire
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et positive (i.e : ©,(f) > 0si f> 0), et |D,(f)| < |[f]]-1(X), Vfe Co(X), ce
qui assure que ®, est continue au point f= 0, et que par conséquent, elle est

continue partout dans Cy(X). De puls, I'inégalité

|‘1’H“ﬂ(lf)| < u(X) pour toute fonction f € Cy(X) telle que ||f] < 1 fait que

|P,]] < p(X), et pour montrer 'inegalité inverse, considérons la suite des
fonctions (f,,n > 1) de Cy(X), définie par :

Fo(2) = [1 = nod(z, Kn)] Ay k,)< 1 (7)

ou (K,,n > 1) est une suite croissante de compactes qui recouvre X et
vérifient {z: d(z, K,,) < %} CK,i1.
Notons que f, s’écrit encore f,(z) = ¢(n.d(z, K,,)) avec

si d(z,K,) =0
plx)=< 1—=x si dz,K,) > ¢
0 si x>1

qui est manifestement continue et tend vers 0 lorsque z — +o0.

Cette écriture de f, confirme bien siire que f, est continue, nulle a I'infini
(en effet, Ve > 0, 3 un compact K', prendre K’ = K,, ;1 par exemple, et tel
que |f,(z)] < e, vue que f, (2) = 0 sur K¢, et [|f,|| <1 car [|¢ <1). La
suite (f,) est en outre croissante et étant bornée, elle est donc convergente,
et converge d’ailleurs simplement vers 1x. Il résulte alors par la propriété de

Beppo-Lévy que :

n n—-4oo

M(X):/Xliminf( r)du(z) < lim /f Vdp(z) < ||P(2)].

Cette seconde inégalité jointe & la premiére, montre que la norme de ®,, est
bien égale a p(X).
Rappelons le théoréme suivant :

Théoréme 1.1.2. (Théoréme de Riesz)

Pour toute forme linéaire positive ® sur Cy(X), il existe une mesure positive
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w sur lespace (X, B ), unique et vérifiant :
1. ®(f) = fX fdu, pour toute fonction f € Cr(X),
2. w(K) < +o0 pour tout compact K de X,
3. w(B) = inf{u(U)/B C U,U ouvert de X}
1(B) = sup{u(K)/B D K,K compact de X}, pour tout B € B.

Proposition 1.1.2. L’application ® de M dans C§(X) (C§(X) étant le dual
topologique de Co(X) ), faisant correspondre a toute mesure p de M, la forme
linéaire ®,,, est une isométrie de M sur le cone positif (C5(X))t des formes
linéaires positives bornées. M étant muni de la norme définie par : ||u|| =

w(X) et C§(X) de la norme de la convergence uniforme.

Démonstration
C{(X) est I'espace vectoriel des formes linéaires continues sur Cy(X) et le

cone positif (CH(X))™ est une partie convexe de Cj(X), stable pour les ho-
mothéties positives.

L’application ® est bien sire additive et homogéne d’ordre 1, de plus elle est
injective, car si ®, = 0 pour une mesure g de M, alors ||®,|| = u(X) =0, ce
qui n’est possible que si pu = 0.

Et donc @ est un isomorphisme de M dans ®(M).

Montrons que ®(M) = (C§(X))"?

L’inclusion ®(M) C (C§(X))™ est une conséquence de la proposition (1.1.1).
Soit maintenant une forme linéaire positive [ sur Cy(X). La restriction de I

a Cg(X) deéfinit (Théoréme de Riesz) une mesure unique 1, telle que

;L(f):/de,ul, pour tout fé€ Cr(X).

On a ||l|| > | [y fdw| pour toute fonction fe C(X) et ||f]] < 1.
Par suite , si (f,,n > 1) est la suite de fonctions dans Cy(X) vue dans la

proposition 1.1.1, alors

n—--+o00o

w(X) = tim [ L= Tm 1) <)
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et par conséquent p; € M, ce qui confirme la deuxiéme inclusion
(CH(X))* € (M).
Prouvons maintenant que®,, = [7

Pour toute fonction g € Cy(X), il existe une suite (g,,n > 1) dans Cg(X)

telle que :
g= lim g, dans Co(X) et g, < [lg], Vn > 1
n—-+oo

(prendre par exemple g, = g¢.f,,).

D’aprés le théoréme de la convergence dominée, on obtient

lim 9n A = / gduy
X X

n—-+00

et la continuité de [ assure que

lim I(g,) = (g)

n—>-+o00

Comme ®,,(g,) = [y gndpu, il vient alors :

n—>-4o0o n—>-4oo

(g) = lim Ig,) = lim 9l = / gdu, = ®,,(9)
X X

d'ou [ = ®,,. Et enfin, ||{|| = ||®,/| = w(X).

1.2 Topologie faible et Convergence faible

1.2.1 Topologie faible

Définition 1.2.1.1. On appelle topologie faible sur M, la topologie associée
a la structure uniforme de la convergence simple sur Co(X), lorsque les élé-

ments de M sont considérés comme des formes linéaires sur Co(X).

1.2.2 Convergence faible

Définition 1.2.2.1. On dit qu’une suite (pu,,n > 0) de mesures positives

bornées sur (X) converge faiblement vers une mesure p de M, si pour toute
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fonction continue f sur X, et nulle a l'infini, on a :

lim fd,un:/ fdu (1.1)
X

Une base de voisinage de 1 € M pour cette topologie est donnée par les

parties Vi, 5. () de M caractérisées par la propriété : v € Vi, fuse (1) =

77777

sup | | fidp —/ fidv] < e, ou f; € Co(X) et e > 0.
X

1<i<n JX

C’est une topologie séparée car si  # n, il existe f € Co(X) telle que
Jx fdu# [ fdv et pour e = M, les voisinages Vi.(p) et Vio(v)
séparent alors | et v.

Notons que la topologie faible est la topologie la moins fine rendant continue

les applications p — fx fdu de M dans R pour toute fonction f € Cy(X).

Théoréme 1.2.1. Lensemble M® des mesures positives bornées sur (X,B),

de norme b, muni de la topologie faible est un espace métrique compact.

Démonstration

Prouvons que M? est un espace métrique ?

Considérons Papplication d de M’ x M dans R*, définie par :

1
) = 3 5o [ tuin= [ g (1.2

ou (f,,n > 0) est une suite de fonction dense dans Cy(X).

L’application d est bien définie, puisque la série (1.2) est convergente ( étant

majorée par la série convergente E ), et il est aisée de vérifier que cette

n>0

b
2n—1
application est une distance sur M.

Notons 74 la topologie induite sur M” par la métrique d.

74 est plus fine que la topologie faible sur M’ :

En effet, soit V un voisinage de p pour la topologie faible, de la forme :
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ve Ve sup| | gdu —/ g;dv| < e, ou g; € Cy(X),
0<is<n JX X

it=1,nete>0.

Pour tout ¢ = 0, n, choisissons f,, € Co(X) telle que :

9
. — < min(1, —).
lg: = £l < min(1, )

[ sdn= [ sl <) [ 0= goml+) [ dda- [ f

HL%—@Ms%mﬁmqu@w—Amw.

Or, s'il existe n(e) > 0 tel que d(p,v) < n(e), alors nécessairement d’aprés

(2.1) :
[ dudn= [ vl <n2b s
X X
et par suite, on a pour tout i = 0,n :
I/ gidu—/ gidv| < 2b.\lg; = fi | + 028\ £,
X X

< S anlhl2Y <e

DO | ™

avec N = sup{k; : i = 0,n}, et il suffit de choisir alors

1
1+ sup||gl)’

n(e) < o

car [|fi, |l < llg; — fii, | + llg:ll <1 +OS<U£) l19:1)-

Par conséquent,
Ve > 0,3n(e) > o/ siv e B(p,n(e)), alors v € V.
Ainsi la topologie 74 est plus fine que la topologie faible sur M.
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Réciproquement, soient n > 0, 1 € M’ et B(y,v) la boule de centre y et de
rayon 7, dans MP. Tl existe ko tel que :

Z‘fxfnd:u_fondV’ gVI/GMb

= 2°(| £l
Soit alors
V={veM: sup | fdu /fdz/|<—. inf |I£,1l}.
0<n<ko <n<ko

Alors V est contenu dans B(u,n) et donc B(u,n) est un voisinage de p pour
la topologie faible sur M’.

Ainsi, 74 et la topologie faible sur M? sont donc équivalentes.

Montrons maintenant que M est compacte ?

Une condition nécessaire et suffisante pour que M soit compacte et que de

toute suite (f,,n > 0) de M’ on peut extraire une sous-suite convergente.
Soit (f,,m > 0) une suite partout dense de Co(X) et (u,,n > 0) une suite
dans M°.

La suite ([, fidun,n > 0) est bornée dans R, il existe donc une sous-suite
convergente (y,,n > 0) de (y,n > 0) telle que ([, fiduy, n > 0) est une
sous-suite convergente de la suite ([ fidun,n > 0). De nouveau, la suite
([x Joduy,,n > 0) est bornée dans R, il existe alors une sous-suite (u2,n > 0)
de la suite (u,) telle que les suites ( [ fdu2)n>o0 et ([ fodp2)n>o sont conver-
gentes. En réitérant de nouveau cette opération, on trouve a la k-iéme étape,
une sous-suite (uf,n > 0) de la suite ("~ ',n > 0) telle que les suites
([x fidpi)n>0, (1 < i < k) sont convergentes. La suite (u?,n > 0) est alors

telle que la suite ([, f,dup,n > 0) est convergente pour tout p € N.

Par conséquent, lim / fdur existe pour tout f € Cy(X), car il existe une

n——+o00 X

sous-suite (f,.,7 > 0) de (f,,n > 0) telle que : lirp Jo, = 1
n—-+0oo

Soit alors W I'application de Cy(X) dans R telle que :

V() = lim / Ju, quelque soit f e Cy(X).
X

n—-+oo
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U est linéaire et positive, il existe alors d’aprés le théoréme de Riesz , une

mesure p € M telle que :
U(f) = [y fdu, pour tout fe Cy(X).
Et comme Cy(X) est dense dans Cy(X), on obtient alors

im_ [ i = [ s,
n—400 X X

pour tout f€ Cy(X).

Et par conséquent, M? est faiblement compacte.
Remarque

L’ensemble P des probabilités sur (X,B) n’est pas fermé pour la topologie

faible sur M*.!
En effet, considérons la suite (u,,n > 0) ou u, est la mesure de Dirac en n.

Pour toute fonction f € Cy(X), on a
[ Jdp, = f(n) et par conséquent

li du, =
Jm /X Jdp, =0,

soit, (u,) converge vers la mesure identiquement nulle.

On est amené alors & définir une topologie plus fine que 74 sur M° et par

rapport a laquelle P est fermée. On pose alors,

1.3 Topologie étroite sur M’ et Convergence
étroite

1.3.1 Topologie étroite sur M’

Définition 1.3.1.1. On appelle topologie étroite sur M®, la topologie la moins
fine rendant continues toutes les applications u — fx fdy de M® dans R, pour

tout f € Cy(X)

1. M' : Pensemble des probabilités



1.3.2 Convergence étroite 15

1.3.2 Convergence étroite

Définition 1.3.2.1. On dit que la suite (ju,,n > 0) de M® converge étroite-

lim / Sy = / Fdu,
n—-+o0o X X

pour toute fonction f € Cy(X).

ment vers ;1 € M?, si

Proposition 1.3.1. Soit (ju,,n > 0) une suite de M” et € M, telles que :

lim / fdu, —/ fdu, pour toute fonction f € Cr(X).
X

n——+00

2. lim p,(X) = w(X). Alors, la suite (u,,n > 0) converge étroitement

n—+400

VErs L.
Démonstration
Montrons que hrf fdu,, = / fdu, pour toute fonction fe Cy(X)?

Soit f e Cp(X) est soit € > 0 et ¢ € Cr(X) telle que :
HSOH <let fx(l )dﬂ < 4Hﬂ|

Alors, f.p € Cr(X), il existe un entier positif N; tel que pour tout n > Nj :

€
\/stodun—/xfgodul <7 (1.3)

Par ailleurs,

lim [ (1= ¢)du, = lim {p.(X) ~ /X pdpy} = p(X) — /X pdp

n—-4o0o X

Soit,

lim [ (1= )du, = /X(1 — o)du. (1.4)

n—-+0o X

[ o [ sl <1 [ (- gy,

Comme
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+|/Xf<,0dun—/stod/~L|+|/X(f90—f)du|

<Al [ (1= o)+ /X Fopdin — /X Fod

AL / (1- (L5)

Il résulte alors des relation (1.3), (1.4), (1.5), 'existence d’un entier positif

[ = [ gl <
X X
pour tout n > N, avec

ey

N tel que :

Remarque
1)La condition 1 de la proposition (1.3.1) est appelée "la convergence vague"

de la suite (u,) :

la convergence vague : lim / fdu, = / fdp. fe Cr(X)
n—-+0o00 X X

la convergence faible : lim fdun / fdu. € Cy(X)
X

n—-4o00

la convergence étroite : lim fdun = / fdu. f € Cy(X)
X

n—-+o0o

et
{1 = p} & {pn = et lim g1, (X) = p(X)}.

n—-+o0o

2)L’ensemble P des probabilités sur (X,B) est fermé pour la topologie étroite,

et donc la topologie étroite est en générale plus fine que la topologie faible

sur ]Wb

Les résultats suivants fournissent des critére de convergence étroite.

Théoréme 1.3.1. Soit(pu,, n > 0) une suite de M et u € M°. Les proposi-

tions suivantes sont équivalentes :
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1. (pin,m > 0) converge étroitement vers p.

2. lim / fdu, = / fdu, pour toute fonction funiformément continue
X X

n—4o00
et bornée.

3. limsupp, (F) < p(F), pour tout fermé F de X.

4. liminfu, (U) > w(U), pour tout owvert U de X.

5. lm p,(A) = u(A), pour toute partie A de X telle que n(0A) =0, 0A

n—-+00

étant la frontiére de A (on dit que A est un ensemble de p-continuité).

Démonstration
L’implication 1 = 2 résulte de la définition méme de la convergence étroite.

2=3:
Soit F un fermé de X. F est une intersection d’une suite décroissante d’ou-
verts, et donc pour tout réel 9 > 0, il existe un ouvert G contenant F et il

existe € > 0 tels que :
G={z:dz,F)<e} et pG)<ulF)+o.

Soit ¢ la fonction uniformément continue et bornée associée a F (démons-
tration de la proposition (1.1.1)) : p(z) = 1 sur F, p(z) = 0 sur G et
0 < p(r) <1, Vze X. On a par hypothese

lim sodunz/sodm
n—-+o00 X X

mais,

un(F)z/sodunS/wdun et /soduz/ pdp = p(G) < p(F) + 0.
F X F G
D’ot,

lim supy, (F) < lim sodunz/cﬂdu<u(F)+5,
X X

n n——+oo

ceci Vo > 0. Par suite,
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lim supp, (F) < u(F) pour tout fermé F de X.

n

3=1:
Soit f € Cy(X); par homothétie on peut considérer f de norme ||f]] < 1.

Supposons d’abord f positive et pour tout & € IN* considérons les parties
Fy = f ([}, +oo]) de X, 0 < i < k.

Les parties Ff sont bien stre fermées et recouverent X (puisque les intervalles

L
% x

VEM:

[,1 <i <k, recouvrent l'intervalle [0, 1]) on a alors pour toute mesure

ko |
;z ; 1(V(F§) —v(F)) < /deV < Z%(V(Ff) —u(F")

ce qui conduit a

Comme par hypothése, on a limsuppu,(F¥) < u(F¥), pour tout k € N et

+=0,1,..., k, remplacons alors v par u, dans l'inégalité de droite et v par pu

dans I'inégalité de gauche, on trouve pour tout k € N* :

k
b1
lim sup / fp, < -+ 5> _lim suppiy (FY)
X i=1 "

n

b 1 b
<24z by < 2 .
_k+k;u(@)_k+/xfdu

Et faisant tendre ensuite k vers +o0o, on obtient :

lim sup / fpn < / fdin < / fiu.
n X X X
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En remplagons dans cette inégalité f par —f, on obtient

lim inf / fdu, > / fdu.
" X X

Soit pour tout f€ Cy(X), on a

im_ | fin, = [ sin
n—-+4oo X X

ce qui exprime que p, converge étroitement vers p.

3=4:
On a pour tout ouvert G de X :

liminf(G) = lin}linf{,un(X) — 1 (G}

n

= lim infy, (X) — lim suppu, (G°)

> (X)) = p(G)
ce qui assure que liminf(G) > u(G).

L’implication réciproque 4 = 3 se démontre de la méme facon.
3=5:
Soit A une partie de X telle que p(0A) = 0. On a par hypothése

w(A) > limsupp, (A) > liminfu, (A)

> liminfy, (A) > p(A),
ol A est la fermeture de A et f& son intérieur.

Comme A = A\ A est un ensemble de p—continuité, on a alors

lim supp, (A) = liminfu, (A) = u(&) = u(A).

n

5= 3:

Soit F une ensemble fermé de X et soit (d,,n > 0) une suite de nombres
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réels positifs décroissante vers 0, et notons

Fs = {z/d(z,F) < ¢} la partie associée au réel positif 6. On a

F=(\F, et pF)= lim p,(F,).

n—-+0o0o
n>1

Considérons maintenant la fonction h définie sur R par : h(d) = u(Fs). h
est croissante et bornée, il existe alors un ensemble I fini ou dénombrable

telle que A soit contenu dans le complémentaire de 1. Soit § € I¢, on a alors :

Fs = 0F;s + UF(;_;

n>1

puisque l'intérieur de Fy est égale a UF(L;. Il en résulte alors que
n>1

u(Fs) = 0.

Par conséquent, on peut trouver une suite (Jx, k > 0) convergeant vers 0 et

telle que pour tout k € IN : u(Fs) = 0. On a alors

lim supp, (F) > lir+n pn(Fr) = u(Fg), pour tout k> 0.
n—-+0o0

n

La proposition (1.3.1) résulte alors de ce que klim (Fr) = u(F).
—+00

Remarque
Si la partie A n’est pas un ensemble de p—continuité, la condition

lim p,(A) = p(A), ne saurait suffire pour garantir la convergence étroite
n—-+o0o

de py,. Pour illustrer ceci examinons l’exemple suivant : Soit E = [0, 1] et
Ly = % Z 0i, oud: est la mesure de Dirac en %
1<i<n " "

On a pour tout fe Gy[0,1] :

i [ = tim Y0 = [ e

1<i<n
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Par conséquent, la suite (j,,) converge étroitement vers la mesure de Lebesgue
[ sur [0.1]. Cependant, on remarque que
pn(QNE)=1,Yn>1et (QNE) =0, et donc

im0, (QNE) # (QNE)

puisque (QNE) = E et QN E n’est pas un ensemble de [continuité.
Le méme exemple montre qu’il peut y avoir inégalité stricte dans la propo-
sition 4 du théréme, il suffit de prendre G contenant Q N [0, 1] de mesure

Lebesgue strictement supérieur a 1.
Nous donnons maintenant des conditions suffisantes de convergence étroite.

Théoréme 1.3.2. S’il existe une famille C d’éléments de B stable par inter-
section finie et telle que tout ouvert de X soit réunion finie ou dénombrable

d’éléments de C, alors la condition lir+n tn(G) = p(G), pour tout G € C,
n—-+0oo

implique la convergence étroite de la suite (p,,n > 0) vers la mesure .

Démonstration
Montrons par exemple que la proposition 4 du théoréme (1.3.1) est satisfaite.

Soit donc un ouvert G de X. Il existe alors une famille finie ou dénombrable

(G;,i € 1) de C telle que : G = UGi' Alors pour tout £ > 0, il existe une
i€l

partie finie J C I telle que :

wG) > u(l JGi) > n(G) —e.

Or, pour toute mesure positive et bornée v, on a :

v(lUJG) =D wG)— D> wGinG))+ ..

i€J ieJ (3,)€J2 /i<y

H=) (G

i€
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ou |J| désigne le nombre d’éléments de J. C étant stable par intersection
finie, et on remplagons v par u, et p respectivement, dans ’égalite ¢i-dessus,

il vient alors compte tenu de '’hypothése lirf 1n(G) = n(G), VG € C, que
n—-—+0oo

Jim g (G = JG).

icJ icl
On obtient alors :

wG) —e <p(JGi) = lim p,(|JGi) < lim infu,(G)
€] e i€eJ "
d’ou
1(G) < liminfy, (G),

ce qui veut dire que (u,,) converge étroitement vers p.

Corollaire 1.3.1. Soit C une famille de B stable par intersection finie.On
suppose que Y € X,Ve > 0, il existe G € C tel que x ECOJQ G C B(x,e), ou

CO} désigne Uintérieur de G. Si X est séparable, la condition lim pu,(G) =

n—-+00
w(@), pour tout G € C, implique la convergence étroite de la suite (y,,n > 0)

vers la mesure .

Démonstration
Il s’agit de montrer que C vérifie les hypothéses du théoréme (1.3.2) ¢i-dessus.

Soit G un ouvert de X. Pour tout z € G, il existe €, > 0 tel que B(z,e,) C G.
Alors, il existe G, € C tel que

v €G,C G, C B(x,2,) C G.

D’ou G = U G,. Mais pour que X soit séparable, il faut et il suffit que
zeG

de tout recouvrement ouvert d’une partie de X, on puisse extraire un sous-

recouvrement dénombrable. Donc, il existe une suite (x,,n € IN) C G telle
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que :G = U G, - Il en résulte que G = U G, , ce qui achéve la démons-

n>1 n>1

tration.

Corollaire 1.3.2. Si X est séparable et si pour tout C intersection finie de

boules ouvertes vérifiant w(0G) = 0 et liI+n tn(G) = (@), alors la suite
n—-+0oo
(ttn,m > 0) converge étroitement vers la mesure f.

Démonstration
Soit C l'ensemble des parties G qui s’écrivent intersection finie de boules

ouvertes, telles que u(0G) = 0. Si G et Gy sont deux éléments de C, on a
#(0(Gr N Gr)) < p(9Gh) + u(0G2) =0

car 9(G1 N Gy) C 9G; U JG,. C est donc stable par intersection finie. Par
ailleurs, Vx € X, I'application ¢ — p(B(z,¢)), étant décroissante et bornée,

un raisonnement identique a celui de I'implication 5) = 3), du théoréme 1.3.1

montre que :
Ve>0,dn:0<n<e telqgue p(0B(x,n))=0.

Nous sommes en mesure alors d’appliquer le corollaire (1.3.1) ¢i-dessus.

1.4 Convergence étroite et convergence simple
des fonctions de répartition

n u X = nvergence étroi mesur itiv
Dans le cas ou X = RP, la convergence étroite des mesures positives et

bornées est caractrisée par la convergence de leur fonction de répartition. Si

1 € M°(RP), on note F, sa fonction de répartition, définie par :
F.(X)=p{yeRF:y <z}),VoeRP,
avec < l'ordre partielle habituelle sur R?. Et posons e = (1,1,...,1) € RP.

Définition 1.4.1. On dit que F,, est continue supérieurement (resp. infé-

rieurement) en z, si pour tout € > 0, 36 > 0 telle que :

r<y<xz+die(respr—de<y<z)=I|F,(z)-F,(y)| <e.
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Notons pour que F, soit continue en z, il faut et il suffit que F, soit

continue supérieurirement en x.

Théoréme 1.4.1. Pour que la suite (u,,n > 0) converge étroitement vers
, il faut et il suffit que F,, converge vers F,, en tout point de continuité de

F, (F, désigne la fonction de répartition associée a la mesure i, ).

Démonstration
Montrer que la suite F,,(x) converge simplement vers F,,(z) en tout point de

continuité de F,, revient & montrer que 'ensemble {y € RP/y < z} est un

Iz
ensemble de p-continuité si et seulement si, x est point de continuité de F,.
Or, I, est continue en x si et seulement si

F,(z) =inf{F,(r+d.e): 6 € Qet § >0} et
inf{F,(x+0e):0€Qet >0y =pu( [| {yeR 1y <z+de})

0€Q:6>0

=pu({y € R?/y < =}).

Ny eRPJy <z} ={yeR/y <z}\{y € R’ /y < x},

alors

pofy e R?/y < a}) =0,
et on conclut alors par la proposition 5 du th (1.3.1) ,que la suite F,, converge
simplement vers F,, en tout point de continuité x de F,.
Réciproquement , soient a et b deux points de RF tels que a < b (ie. a; <
b;j,1 < j < p, avec au moins une inégalité stricte).
On note [a,b[={y € R? : a <y < b}, ce pavé est entiérement déterminé par
les 2p hyperplans qui contiennent ses faces. Soit alors C I’ensemble des pavés
la,b[,a < b, pour lesquels tous les hyperplans soient de mesure g—nulles. C

est stable par intersection finie et pour tout G € C' on a lirf wn(G) = p(G).
n—-+0oo

En effet, si S est 'ensemble des 2P sommets de [a,b] , on a :

pn(a,0) = Y Fa(z) et p(la,b]) = Y Fu(x).

€S €S
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Ces sommets étant des points de continuité de F,(hypothése), alors ([, b[)
converge vers p([a, b[). Il est ensuite aisé de conclure la convergence étroite

de p, vers p en utilisant le corollaire (1.3.2).

1.5 Convergence étroite et convergence des trans-
formées de Fourier

Dans le cas ou X est un espace vectoriel normé de dimension finie mis en
dualité avec un espace X* par une forme bilinéaire séparante, la convergence
étroite de la suite (p,,n > 0) C MP(X) est traduite en terme de convergence

de leur transformée de Fourier.

D’abord nous commencons par le résultat suivant :

Proposition 1.5.1. Soit X un espace vectoriel de dimension finie mis en
dualité avec X* par une forme bilinéaire séparante. Soit (p,,n > 0) une
suite de mesure de M(X) et si p est une mesure sur (X,B), on note (p,) sa
transformée de Fourier.

Si la suite (w,) converge étroitement vers u, alors la suite des transformées

de Fourier (v,,) converge simplement vers ¢,

Ceci résulte immédiatement de ce que les fonctions cos(tx) et sin(tzx) sont
continues et bornées sur X, et de la caractérisation 2(Théorémel.3.1) de la

convergence étroite de la suite (u,,n > 0) vers la mesure p.

Afin d’étblir la réciproque de ce résultat, il est utile de rappeler la notion
de mesure tendue et donner quelques propriétés des suites de mesures bor-
nées convergent étroitement, lorsque X est un espace métrique localement

compact, dénombrable & 'infini et complet.

Définition 1.5.1. une famille (p1;,7 € 1) de mesures bornées sur (X,B) est
dite tendue si,

Ve > 0, il existe un compacte K tel que : suppu;(K¢) <e.
i€l
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Nous rappeluos aussi le résultat important suivant :

Lemme 1.5.1. Si X est un espace topologique séparable et complet (en par-
ticulier si X est un espace vectoriel normé de dimension finie), alors toute

mesure i bornée sur X est tendue. Il en est de méme de toute famille de

mesures bornées surX.

Proposition 1.5.2. Soit X un espace séparable complet. Toute suite

(fin,n > 0) € M(X), convergente étroitement vers une mesure i, est tendue.

Démonstration

Pour un € > 0, soit K" un compact dans X tel que :u(K’®) < £. Et considérons
la suite des ouverts Gy (k> 1) de X, définie par :

Gp={z/d(z,K') < 1}. On a

£
3

lim supp, (GY) < u(GY)

n

Donc, il existe une suite croissante d’entiers ny telle que :
€
VE>1, Vn>mn: pn(Gy) < p(GP) + 3

Pour n tel que : np < n < ngyq, la restriction de la mesure u, a Gy est

tendue, il existe donc un compact K/ C Gy, tel que pour tout n tel que

nr < n < ngypoon ait p,(GR\K/) < 5+ Soit K, = K’ [J( U K), Kg
e <n<ngi1

est compact et si n, < n < nyy 0 GR\Ky € GR\K',, de laquelle on tire

fin(Gr\Ky) <

pour tout n:myp < n < ngg.

Wl ™

Comme K¢ = (G;\Ky) + (G1)¢ et que (Gy)¢ € K, on obtient pour n/n;, <

n< Nggr :

S — S
() < 5 4 pn(G)° < 25 + u(K°),
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Soit pour tout n : n, < n < mpyp on a p,(K§) < e. Considérons alors la
partie K = UKk Pour tout n > ny, soit k tel que ny < n < ngyq, on a
k>1

alors :
,Un<KC) < Nn(Kz) <e.

Reste a démontrer que K est compact ?

Soit (x,,n > 0) une suite d’éléments de K. Si cette suite est contenue dans
K, alors cette suite contient une sous-suite convergente. Sinon, il existe une
sous-suite (x,,,7 > 0) et une suite d’entiers r; telles que r; > i et z,, €

K, (K, C G,,). Par suite,

Or, K’ étant compact, la suite (z,,,7 > 0) est donc convergente et par consé-
quent K est compact. La famille (u,,, n > ny) est donc tendue, la famille finie
(ttn,n < my) étant tendue elle aussi (lemme 1.5.1), il s’ensuit alors que la

suite (un,n > 0) est tendue.

Théoréme 1.5.1. (Théoréme de Continuité (LEVY)) Soit X un espace
vectoriel de dimension finie mis en dualité avec X* par une forme bilinéaire
séparante. Soit (fin,n > 0) une suite de mesure de M°(X) et si p est une
mesure sur (X,B), on note p, sa transformée de Fourier. Si la suite (p,,)
des transformées de Fourier des mesures |,, converge simplement vers une
fonction ¢ continue en 0 . alors la fonction ¢ est la transformee de Fourier
d’une mesure bornée p sur X et la suite (pu,) converge étroitement vers p.

En fait, la convergence de @, vers ¢, est uniforme sur tout compact da X.

Démonstration
Soit (gn, n > 0) une suite de mesures bornées telles que la suite des transfor-

mées de Fourier (¢,,,n > 0) correspondante, converge simplement vers une
fonction ¢ continue en 0.

Comme sup||p,|| = sup||p,, || = b < +oo , et compte tenu que M°(X) est
n n
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faiblement compact, on peut extraire une sous-suite (g, .,k > 0) de (pn)
convergant faiblement vers une mesure positive y bornée par b. Il s’agit alors
de montrer que (u,, ) converge étroitement vers 11?7 o sera alors la transfor-
mée de Fourier de p I'injectivité de la transformée de Fourier assurera ensuite
que la limite p sera la méme pour toutes les sous-suites extraites de (i, ).

11 suffit donc de vérifier que toute sous-suite (u,)k>0 de (fin)n>0 convergent
faiblement vers p € M’(X), converge étroitement vers p. Soit A la mesure de
Lebesgue sur (R?, Bry) et v € M°(RP). Pour tout £ > 0, soit K. = [0, ¢]P. Le

théoréme de Fubini permet d’écrire :

/E 0, (t)dA(t) = /}RP(/E et dN(t)) dy ().

Or,
eitjmj -1

1 <t,x> _ itjxj o
/ e d\(t) = H /0 e"itidt; = H—ixj :

€ 1<j<p 1<j<p

exp(it;.z;) — 1)

I'application z H ( étant un élément de Cy(IRP), il ré-

1< WL

<j<p

sulte alors que :
[ pu 0 = [ pnie (16)
n o KS 6

et ceci, Ve > 0, puisque (u},) converge faiblement vers p.
De plus,
[ (V)] < supliy, (0)] < b < +o0,

fait que le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue appliqué & (1.6)

donne

/K Jm g (8)dA(E) =/ p(t)d\(t), Ve >0,

soit

e_p./ ©(t)dA\(t) :e_p./ 0, (t)d\(t), Ve >0.

€
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¢ et @, étant continues en 0, il vient

lim gpu%(O) = (0) = ©,(0)

k—+o0

car

e—0 e—0

©0,(0) = lime_p./ 0 (t)dA(t) = lime_p./ o(t)dA(t) = »(0),

£

d’ou
p(R?) = lim 4 (R") = lim ¢, (0).

k—+4o00 k—4o00

La suite (u},) converge donc étroitement vers p dont la transformée de Fou-
rier est justement ¢ (unicité de la transformée de Fourier). Enfin, le résultat

suivant permet de conclure que (u,) converge étroitement vers f.

"Pour que la suite (u,) converge étroitement vers p, il faut et il suffit que
de toute sous-suite de (u,,), on puisse y extraire une sous-suite convergeant

étroitement vers pu'".

Soit € M°(IRP), on a pour tout compact K de R? :

| (t) = pu(t’) "<t — <" dp()|

=
RP
< 2,U/(KC) +/ ’ei<t,m> . €i<t/,x>‘d,u(x)
K

< 2.u(K°) +/ | <t—t x> |du(x)
K

d’ou
|0u(t) — )] < sup(fl[)- ¢ = ] (RP) + 2.00(K).
Par suite, si la suite (u,,n > 0) converge étroitement vers u, alors pour tout

o €
e > 0 il existe un compact K. tel que : suppu, (K¢) < 3 Il résulte alors que
n
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pour tout t et t’ tels que ||t — ¢'[| < 3b.sup(||z]|), on ait
K.

Ainsi, la suite ¢,,,, est équi-uniformément continue sur R? (i.e. Ve > 0, . >

0 tel que si ||t — || < n. alors suplpm, (t) — om, ()] < e.)

Et comme une suite équi-uniformément continue convergent simplement,

converge uniformément sur tout compact, la proposition en résulte.

Enfin, nous terminons cette partie en étudiant le comportement de la
suite de mesures images par une application mesurable d’une suite de mesures

bornées convergent étroitement.

1.6 Convergence étroite de mesures images par
une application mesurable

Soient X et Y deux espaces métriques localement compacts dénombrables
a 'infini, munis de leurs tribus boréliennes By et By respectivement. soit h
une application mesurable X dans Y et notons D, ’ensemble des points de
discontinuité de h.

Si u € M°(X), on note k() = po h™' la mesure image de p par h,
h(u) € M°(Y).

Lemme 1.6.1. D}, appartient a Bx pour toute application h de X dans Y

(h non nécessairement mesurable).

Démonstration
Pour tout € > 0 et 6 > 0, soit A.s la partie composée des éléments z € X

tels que I(x,y) € X% : d(z,y) < 0 et d(z,z) < § et d(h(y),h(z)) > €. Alors

la partie Dy, s’écrit sous la forme D;, = UEEQ+ ﬂ66Q+ Acs.

Or, Acs = U yexza@y)se By, 0)B(2,0) ot B(y, )



1.6 Convergence étroite de mesures images par une application
mesurable 31

est la boule ouverte de centre y et de rayon ¢. Par suite, A5 est un ouvert
et donc Dy, € Bx.

Proposition 1.6.1. Soit (p,)n>0 une suite de mesures bornées contenues

dans M°(X), convergent étroitement vers une mesure p € M(X), et h une
application mesurable de (X, Bx) dans (Y,By), et Dj, l'ensemble de ses
points de discontinuité. Si u(Dy) = 0, alors la suite (h(w,),n > 0) de mesures

bornées sur (Y, By) converge étroitement vers h(p) € M°(Y).

Démonstration
Soit F une partie fermée de Y. On a

lim suppi, (1 (F)) < lim supye, (5~ (F)) < (A" (F)).

n n

Or, u(h™*(F)) = u(h™'(F)), en effet : soit z € h™'(F), on a soit z € D, soit
X est un point de continuité de h. Dans ce dernier cas , il existe une suite
(xn,m > 0) d’élements de X telle que la suite (h(x,),n > 0) est contenue

dans F et lim z,, = .
n—-+o0o

Mais alors,
lim h(z,) = h(zx)

n—-+o0o

et comme F est fermé, alors h(z) € F, et par conséquent, € h™'(F). Il en

résulte alors que :

R 1(F)C D, UL (F)

et par conséquent,

lim supye, (B~ (F)) < u(h™(F))

et donc la suite (h(p,)) converge étroitement vers h(u).

Théoréme 1.6.1. Soit X un espace métrique localement compact dénom-

brable a l'infini, muni de sa tribu borélienne Bx. Soit h une application de

X dans R. Soit (pin,n > 0) une suite de mesures bornées dans M°(X) et
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p € MY (X). Alors :

1. Si la suite (p,) converge étroitement vers p, la suite (h(p,)) converge

étroitement vers h(p) pour tout application mesurable h telle que u(Dy) = 0.
2. Si la suite (h(pn),n > 0) converge étroitement vers h(u) pour toute appli-

cation h continue et bornée, alors la suite (f,)n>0 converge étroitement vers
L.
3. Si la suite (pu,,n > 0) converge étroitement vers u et si h est mesurable

bornée telle que u(Dy) = 0, alors

lim hdun:/ hd .
X X

n—-+o0o

Démonstration
1. L’énoncé 1 résulte de proposition (1.5.2).

2. Soit, f € Cy(R). 11 résulte de I'hpothése et du théoréme d’intégration par

rapport & une mesure image que :

lim /fohdun:/thdu
n—+oo [y X

pour toute fonction h € Cy(R). Si h est bornée par «, on prend f € Cy(R)

définie par :

—Q si t < —«
flty=4qt si —a<t<a
« si t>a

Il résulte alors que

lim hdun:/ hdy.
X

n—-+o0o X

ce qui traduit que (p,,n > 0) converge étroitement vers .

3. Elle résulte de la proposition (1.1.1) avec f définie comme ¢i-dessus.



Chapitre 2

Les modes de Convergence

2.1 Convergence en loi

Soit X un espace métrique localement compact dénombrable a I'infini
muni de sa tribu borélienne Bx. Les v.a considérées ici sont supposées a
valeurs dans (X, Bx).

Définition 2.1.1. On dit que la suite de variables aléatoires (X,,)n>0 converge
en loi si la suite de distributions (Px,,n > 0) des v.a X,, convrege élroitement

vers une loi de probabilité P sur (X, Bx).

Si la suite (X,,,n > 0) de v.a sur X, converge en loi, et si X est une v.a de
loi la loi limite (au sens de la convergence étroite) de la suite de distributions

(Px,,n > 0), on dit que la suite (X,,) converge en loi vers la v.a X. On note

(X,) = X.

Important!
Il va de soit que tous les critéres de convergence étroite de mesures bornées
se traduisent en terme de convergence en loi de suite de v.a. En particulier,

on a le résultat important suivant :

Théoréme 2.1.1. Soient X et Y deux espaces métriques, localement compact
et dénombrables a l'infini, muni de leurs tribus boréliennes respectives Bx et
By, et soit h une application mesurable de X dans Y. Soit (X,,n > 0) une

suite de v.a & valeurs dans (X, Bx) et X une v.a & valeurs dans (X, Bx).

33
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Si la suite (X,,) converge en loi vers X et si Px(Dy) = 0, alors la suite
(h(X,),n > 0) converge en loi vers h(X), (Dy, désigne l’ensemble des points
de discontinuité de h).

Exemples
Soit (X,,n > 0) et (Y,,n > 0) deux suites de v.a a valeurs dans (R”, Bg»).
On suppose que la suite ((X,,Y,),n > 0) converge en loi vers la v a (X,Y).
Alors :

1. (X, +Y,,n > 0) convergence en loi vers la v.a X +Y.

2. Sip=1,X,.Yn,n > 0) converge en loi vers la v.a X.Y.

3. Sip=1etsiPyx(Rx0)=0, alors (%, n > 0) converge en loi vers la
X

v.a v

Nous terminons ce paragraphe en donnant une condition nécessaire et

suffisante de convergence en loi de v.a discrétes.

Proposition 2.1.1. Soit (X,,,n > 0) une suite de v.a & valeurs dans IN.

Pour que la suite (X,,n > 0) converge en loi vers une v.a X a valeurs dans
IN, il faut et il suffit que :

lim P(X,=7r)=P(X=r), Vrel.

n——+oo

Démonstration
Si (X,,) converge en loi vers X, on a pour toute fonction f continue et a

support compact dans |r — %, r+ %[ telle que f(r) #0:

n—-+o00 X X

Mais comme
/ JdPx. = f(r) P(X, = 1) et / JdPx = f(r) P(X = 1)
X X

On déduit que

lim P(X, =7)=PX=r), Vrel.

n—-+o0o
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Réciproquement, si lim P(X,, = r) = P(X = r), pour tout entier positif r.
n—-+o0o

On a alors en tout point de continuité x de Fyx ([z] < < [z] +1):

Fx,(z) =) P(X,=7r) = > PX=r)=Fx(x)

r<x r<x
soit, Fx, converge vers Fx en tout point de continuité de Fx.

Remarque

. L . ) . "
Si X, — X = Gy, converge uniformément vers Gy sur le disque unité

fermé, Gx désignant la fonction génératrice de la v.a X.
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