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Introdution

Le comportement asymptotique, plus précisemment convergence, des va-

riables aléatoires, très important en statistique (théorie de l'estimation et des

tests), est dé�nit très naturellement dans des espaces tels que Lp. Les autres

modes de convergence, souvent utilisés, sont : La convergence en loi (corres-

pond à la convergence étroite des mesures de probabilités), la convergence

stochastique (en probabilités), et la convergence presque sûre. En particu-

lier, la convergence dite vague est aussi à la base des tests asymtotiques

en statistique mathématique, elle concerne la distribution limite d'une suite

d'applications, dé�nies sur des espaces probabilisés à valeurs dans un même

espace probabilisable, vers une application parteillement dé�nie.

Il est intéressant de mentionner ici que la dé�nition d'un mode de conver-

gence (vague ou étroite) pour les mesures se fait de la manière la plus com-

mode en mettant en dualité l'espace des mesures avec un espace de fonctions

continues, ce qui est un resultat, très important, établi par Riesz en 1938.

Dans le présent polycopié, nous nous basons sur l'étude de convergence

étroite des mesures bornées. En suite nous utiliserons les principaux résultats

pour donner une dé�nition légère des di�érents modes de convergence, nous

signalerons aussi les relations qui existent entre elles.
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Le polycopié est divisé en deux chapitres dépendants. Un premier im-

portant chapitre, qui est l'objet de notre travail, sera consacré à l'étude des

convergences faibles et étroites de suites de mesures bornées, tandis qu'un

deuxième chapitre sur les modes de convergence qui est un chapitre complé-

mentaire ou d'application de la convergence étroite de mesures bornées dans

la dé�nition et l'étude de ces modes de convergence.



Chapitre 1

Convergence Étroite de Mesures
Bornées

Soit X un espace topologique muni de sa tribu borélienne B. Le cône

des mesures positives et bornées sur (X,B), identi�é à un sous-espace du

dual topologique de l'espace C0(X) des fonction réelles continues et nulles

à l'in�ni, est muni d'une topologie particuliére appelée topologie faible. Une

mesure µ est alors considérée comme une forme linéaire sur C0(X) et une

suite (µn, n ≥ 0) de mesures positives et bornées, converge pour cette topolo-

gie, si la suite (µn(f), n ≥ 0) converge pour tout fonction f de C0(X), auquel

cas, on dit que (µn, n ≥ 0) converge faiblement. Cependant, il est constaté

que pour cette topologie, la famille P des lois probabilités sur (X,B) n'est pas

fermé. On recourt alors une topologie plus �ne que la topologie faible et pour

laquelle P serait fermé. Cette topologie est dite la "topologie étroite" et

une suite convergente pour cette topologie est dit étroitement convergence.

Cette partie consacré à l'étude des topologies faibles et étroite et de plusieurs

critéres de convergence étroite.

1.1 Rappels et notation

Soit X un espace métrique localement compact et dénombrable à l'in-

�ni (i.e X possède un recouvrement au plus dénombrable de parties com-

pactes).On note
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Cb(X) l'espace vectoriel des fonctions réelles continues et bornées sur X.

Ck(X) l'espace vectoriel des fonctions réelles continues à support compact.

C0(X) l'espace vectoriel des fonctions réelles continues et nulles à l'in�ni (i.e

f tend vers 0 à l'in�ni si, pour tout ε > 0, il existe un compact K tel que

|f(x)| < ε sur Kc).

On a bien sure

Ck(X) ⊂ C0(X) ⊂ Cb(X) et on a égalité si X est compact.

Nous commençons par rappeler le résultat suivant :

Théorème 1.1.1. L'espace Cb(X) muni de la norme de la convergence uni-

forme

‖f‖ = supx |f(x)| est un espace de Banach, l'espace C0(X) est un sous-espace

ferme de Cb(X) et est par suite complet. L'espace Ck(X) est un sous-espace

dense dans Ck(X), de plus il existe une suite( fn,n ≥ 1) de Ck(X), dense

dans C0(X). On dit que Ck(X) est séparable.

Démonstration
Soit (fn,n ≥ 1) une suite de Couchy dans Cb(X). Cette suite étant bornée,

il existe alors un réel positif a tel que :‖fn‖ ≤ a. D'autre part, la suite (fn)

est convergente et la convergence est uniforme. Par suite lim
n−→+∞

fn(x) existe

pour tout x et dé�nit une fonction continue f, laquelle satisfait

|f(x)| ≤ sup
n
|f(x)| ≤ a,

d'ou ‖f‖ ≤ a et donc f ∈ Cb(X).

Soit maintenant (hn, n ≥ 1) une suite convergente de fonctions continues

dans X et nulles à l'in�ni, et notons h la fonction lim
n−→+∞

hn. La fonction h est

continue et bornée sur X. Voyons si elle nulle à l'in�ni ?

Pour un ε > 0, soit n0 l'entier positif tel que :‖hn− h‖ < ε
2
pour tout n ≥ n0.

D'autre part, on sait que pour tout n ≥ 1 et pour tout ε > 0, il existe un

compact K = K(n, ε) tel que si x ∈ K, on ait |hn(x)| < ε
2
, et par suite, si

x ∈ K

|h(x)| ≤ |hn(x)− h(x)|+ |hn(x)| < ε.
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Comme ceci vrai est pour tout ε > 0, on dèduit que h est nulle à l'in�ni, et

par conséquent C0(X) est un sous-espace fermé de C0(X).

Soit f ∈ C0(X). Pour un ε > 0, soit K un compact tel que |f(x)| < ε dans

Kc. D'aprés le théoréme d'Urysohn, il existe une fonction Φ ∈ Ck(X) telle
que :

0 ≤ Φ(x) ≤ 1 et Φ(x) = 1 sur K.

Par suite, la fonction h = f.Φ est continue et à support compact et de plus

‖f− h‖ = ‖f(1− Φ)‖ ≤ ‖f‖ ≤ ε

Par ailleurs, d'aprés le théoréme de Stone-Weierstrass, Ck(X) est séparable.

En e�et, soit K un compact de X et Ck(X) le sous-espace de fonction conti-

nues à support dans K. Pour toute fonction f ∈ Ck(X), f est limite d'une

suite (fn) de polynômes (Stone-Weierstrass) de plusK étant métrique et com-

pact, ceci assure que les polynômes fn sont nécessairement à support dans

K, n ≥ 1.

Ainsi, Ck(X) est séparable puisque l'ensemble des polynômes a la puissance

de N, et comme X est dénombrable à l'in�ni, il s'ensuit que C0(X) est sé-

parable.

Notons M (resp. Mb) l'ensemble des mesures positives bornées ( resp.

bornées par b) dé�nies sur l'espace mesurable (X,B).

Proposition 1.1.1. Soit µ une mesure positive bornée sur (X,B). L'appli-

cation Φµ de C0(X) dans R. dé�nie par :

Φµ(f) =

∫
X

f(x)dµ(x),

pour tout f ∈ C0(X), est une forme linéaire positive, continue de norme

µ(X).

Démonstration
Observons que Φµ(f) a un sens. puisque toute fonction f continue et nulle à

l'in�nie est bornée, ainsi que la mesure µ. Il est claire que Φµ(f) est linéaire
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et positive (i.e : Φµ(f) ≥ 0 si f ≥ 0), et |Φµ(f)| ≤ ‖f‖.µ(X), ∀f ∈ C0(X), ce

qui assure que Φµ est continue au point f = 0, et que par conséquent, elle est

continue partout dans C0(X). De puls, l'inégalité

|Φµ(f)|
‖f‖ ≤ µ(X) pour toute fonction f ∈ C0(X) telle que ‖f‖ ≤ 1 fait que

‖Φµ‖ ≤ µ(X), et pour montrer l'inegalité inverse, considérons la suite des

fonctions (fn, n ≥ 1) de C0(X), dé�nie par :

fn(x) = [1− n.d(x,Kn)].1{y/d(y,Kn)≤ 1
n
}(x)

où (Kn, n ≥ 1) est une suite croissante de compactes qui recouvre X et

véri�ent {x : d(x,Kn) ≤ 1
n
} ⊂ Kn+1.

Notons que fn s'écrit encore fn(x) = ϕ(n.d(x,Kn)) avec

ϕ(x) =


1 si d(x,Kn) = 0
1− x si d(x,Kn) ≥ ε
0 si x > 1

qui est manifestement continue et tend vers 0 lorsque x −→ +∞.

Cette écriture de fn con�rme bien sûre que fn est continue, nulle à l'in�ni

(en e�et, ∀ε > 0, ∃ un compact K′, prendre K′ = Kn+1 par exemple, et tel

que |fn(x)| < ε, vue que fn(x) = 0 sur Kc
n+1 et ‖fn‖ ≤ 1 car ‖ϕ‖ ≤ 1). La

suite (fn) est en outre croissante et étant bornée, elle est donc convergente,

et converge d'ailleurs simplement vers 1X. Il résulte alors par la propriété de

Beppo-Lèvy que :

µ(X) =

∫
X

lim
n

inf(x)dµ(x) ≤ lim
n−→+∞

∫
X

fn(x)dµ(x) ≤ ‖Φ(x)‖.

Cette seconde inégalité jointe à la première, montre que la norme de Φµ est

bien égale à µ(X).

Rappelons le théorème suivant :

Théorème 1.1.2. (Théorème de Riesz)

Pour toute forme linéaire positive Φ sur Ck(X), il existe une mesure positive
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µ sur l'espace (X,B), unique et véri�ant :

1. Φ(f) =
∫
X
fdµ, pour toute fonction f ∈ Ck(X),

2. µ(K) < +∞ pour tout compact K de X,

3. µ(B) = inf{µ(U)/B ⊆ U,U ouvert de X}
µ(B) = sup{µ(K)/B ⊇ K,K compact de X}, pour tout B ∈ B.

Proposition 1.1.2. L'application Φ de M dans C∗0(X) (C∗0(X) étant le dual

topologique de C0(X)), faisant correspondre à toute mesure µ de M, la forme

linéaire Φµ, est une isométrie de M sur le cône positif (C∗0(X))+ des formes

linéaires positives bornées. M étant muni de la norme dé�nie par : ‖µ‖ =

µ(X) et C∗0(X) de la norme de la convergence uniforme.

Démonstration
C∗0(X) est l'espace vectoriel des formes linéaires continues sur C0(X) et le

cône positif (C∗0(X))+ est une partie convexe de C∗0(X), stable pour les ho-

mothéties positives.

L'application Φ est bien sûre additive et homogène d'ordre 1, de plus elle est

injective, car si Φµ = 0 pour une mesure µ de M, alors ‖Φµ‖ = µ(X) = 0, ce

qui n'est possible que si µ = 0.

Et donc Φ est un isomorphisme de M dans Φ(M).

Montrons que Φ(M) = (C∗0(X))+ ?

L'inclusion Φ(M) ⊆ (C∗0(X))+ est une conséquence de la proposition (1.1.1).

Soit maintenant une forme linéaire positive l sur C0(X). La restriction de l

à Ck(X) dé�nit (Théorème de Riesz) une mesure unique µl, telle que

µ(f) =

∫
X

fdµl, pour tout f ∈ Ck(X).

On a ‖l‖ ≥ |
∫
X
fdµl| pour toute fonction f ∈ Ck(X) et ‖f‖ ≤ 1.

Par suite , si (fn, n ≥ 1) est la suite de fonctions dans Ck(X) vue dans la

proposition 1.1.1, alors

µl(X) = lim
n−→+∞

∫
X

fndµl = lim
n−→+∞

l(fn) ≤ ‖l‖
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et par conséquent µl ∈ M, ce qui con�rme la deuxième inclusion

(C∗0(X))+ ⊆ Φ(M).

Prouvons maintenant queΦµl = l ?

Pour toute fonction g ∈ C0(X), il existe une suite (gn, n ≥ 1) dans Ck(X)

telle que :

g = lim
n−→+∞

gn dans C0(X) et ‖gn‖ ≤ ‖g‖, ∀n ≥ 1

(prendre par exemple gn = g.fn).

D'aprés le théorème de la convergence dominée, on obtient

lim
n−→+∞

∫
X

gndµl =

∫
X

gdµl

et la continuité de l assure que

lim
n−→+∞

l(gn) = l(g)

Comme Φµl(gn) =
∫
X
gndµl, il vient alors :

l(g) = lim
n−→+∞

l(gn) = lim
n−→+∞

∫
X

gndµl =

∫
X

gdµl = Φµl(g)

d'où l = Φµl . Et en�n, ‖l‖ = ‖Φµl‖ = µl(X).

1.2 Topologie faible et Convergence faible

1.2.1 Topologie faible

Dé�nition 1.2.1.1. On appelle topologie faible sur M, la topologie associée

à la structure uniforme de la convergence simple sur C0(X), lorsque les élé-

ments de M sont considérés comme des formes linéaires sur C0(X).

1.2.2 Convergence faible

Dé�nition 1.2.2.1. On dit qu'une suite (µn, n ≥ 0) de mesures positives

bornées sur (X) converge faiblement vers une mesure µ de M, si pour toute
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fonction continue f sur X, et nulle à l'in�ni, on a :

lim
n→+∞

∫
X

fdµn =

∫
X

fdµ (1.1)

Une base de voisinage de µ ∈ M pour cette topologie est donnée par les

parties Vf1,...,fn;ε(µ) de M caractérisées par la propriété : ν ∈ Vf1,...,fn;ε(µ)⇔

sup
1≤i≤n

|
∫
X

fidµ−
∫
X

fidν| < ε, où fi ∈ C0(X) et ε > 0.

C'est une topologie séparée car si µ 6= n, il existe f ∈ C0(X) telle que∫
X
fdµ 6=

∫
X
fdν et pour ε =

|
∫
X fdµ−

∫
X fdν|

4
, les voisinages Vf ;ε(µ) et Vf ;ε(ν)

séparent alors µ et ν.

Notons que la topologie faible est la topologie la moins �ne rendant continue

les applications µ→
∫
X
fdµ de M dans R pour toute fonction f ∈ C0(X).

Théorème 1.2.1. L'ensemble Mb des mesures positives bornées sur (X,B),

de norme b, muni de la topologie faible est un espace métrique compact.

Démonstration

Prouvons que Mb est un espace métrique ?

Considérons l'application d de Mb ×Mb dans R+, dé�nie par :

d(µ, ν) =
∑
n≥0

1

2n‖fn‖
|
∫
X

fndµ−
∫
X

fndν| (1.2)

où (fn, n ≥ 0) est une suite de fonction dense dans C0(X).

L'application d est bien dé�nie, puisque la série (1.2) est convergente ( étant

majorée par la série convergente
∑
n≥0

b

2n−1
), et il est aisée de véri�er que cette

application est une distance sur Mb.

Notons τd la topologie induite sur Mb par la métrique d.

τd est plus �ne que la topologie faible sur Mb :

En e�et, soit V un voisinage de µ pour la topologie faible, de la forme :
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ν ∈ V⇐⇒ sup
0≤i≤n

|
∫
X

gidµ−
∫
X

gidν| < ε, où gi ∈ C0(X),

i = 1, n et ε > 0.

Pour tout i = 0, n, choisissons fki ∈ C0(X) telle que :

‖gi − fki‖ ≤ min(1,
ε

4b
).

On a

|
∫
X

gidµ−
∫
X

gidν| ≤ |
∫
X

(gi − fki)dµ|+ |
∫
X

fkidµ−
∫
X

fkidν|

+|
∫
X

(fki − gi)dν| ≤ 2b.‖gi − fki‖+ |
∫
X

fkidµ−
∫
X

fkidν|.

Or, s'il existe η(ε) > 0 tel que d(µ, ν) < η(ε), alors nécessairement d'aprés

(2.1) :

|
∫
X

fkidµ−
∫
X

fkidν| ≤ η.2ki .‖fki‖

et par suite, on a pour tout i = 0, n :

|
∫
X

gidµ−
∫
X

gidν| ≤ 2b.‖gi − fki‖+ η.2ki .‖fki‖

≤ ε

2
+ η.‖fki‖.2

N ≤ ε

avec N = sup{ki : i = 0, n}, et il su�t de choisir alors

η(ε) <
1

2N+1(1 + sup ‖gi‖)
,

car ‖fki‖ ≤ ‖gi − fki‖+ ‖gi‖ ≤ 1 + sup
0≤i≤n

‖gi‖).

Par conséquent,

∀ε > 0,∃η(ε) > o/ si ν ∈ B(µ, η(ε)), alors ν ∈ V.

Ainsi la topologie τd est plus �ne que la topologie faible sur Mb.
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Réciproquement, soient η > 0, µ ∈ Mb et B(µ, ν) la boule de centre µ et de

rayon η, dans Mb. Il existe k0 tel que :

∑
n≥k0

|
∫
X
fndµ−

∫
X
fndν|

2n‖fn‖
≤ η

2
,∀ν ∈ Mb.

Soit alors

V = {ν ∈ Mb : sup
0≤n≤k0

|
∫
X

fndµ−
∫
X

fndν| <
η

2
. inf
0≤n≤k0

‖fn‖}.

Alors V est contenu dans B(µ, η) et donc B(µ, η) est un voisinage de µ pour

la topologie faible sur Mb.

Ainsi, τd et la topologie faible sur Mb sont donc équivalentes.

Montrons maintenant que Mb est compacte ?

Une condition nécessaire et su�sante pour que Mb soit compacte et que de

toute suite (µn, n ≥ 0) de Mb on peut extraire une sous-suite convergente.

Soit (fn, n ≥ 0) une suite partout dense de C0(X) et (µn, n ≥ 0) une suite

dans Mb.

La suite (
∫
X
f1dµn, n ≥ 0) est bornée dans R, il existe donc une sous-suite

convergente (µ1
n, n ≥ 0) de (µn, n ≥ 0) telle que (

∫
X
f1dµ

1
n, n ≥ 0) est une

sous-suite convergente de la suite (
∫
X
f1dµn, n ≥ 0). De nouveau, la suite

(
∫
X
f2dµ

1
n, n ≥ 0) est bornée dans R, il existe alors une sous-suite (µ2

n, n ≥ 0)

de la suite (µ1
n) telle que les suites (

∫
X
f1dµ

2
n)n≥0 et (

∫
X
f2dµ

2
n)n≥0 sont conver-

gentes. En réitérant de nouveau cette opération, on trouve à la κ-iéme étape,

une sous-suite (µκn, n ≥ 0) de la suite (µκ−1
n , n ≥ 0) telle que les suites

(
∫
X
fidµ

κ
n)n≥0, (1 ≤ i ≤ κ) sont convergentes. La suite (µnn, n ≥ 0) est alors

telle que la suite (
∫
X
fndµ

n
n, n ≥ 0) est convergente pour tout ρ ∈ N.

Par conséquent, lim
n→+∞

∫
X

fdµnn existe pour tout f ∈ C0(X), car il existe une

sous-suite (fni , i ≥ 0) de (fn, n ≥ 0) telle que : lim
n→+∞

fni = f.

Soit alors Ψ l'application de C0(X) dans R telle que :

Ψ(f) = lim
n→+∞

∫
X

fµnn, quelque soit f ∈ C0(X).
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Ψ est linéaire et positive, il existe alors d'aprés le théorème de Riesz , une

mesure µ ∈ M telle que :

Ψ(f) =
∫
X
fdµ, pour tout f ∈ Ck(X).

Et comme Ck(X) est dense dans C0(X), on obtient alors

lim
n→+∞

∫
X

fdµnn =

∫
X

fdµ,

pour tout f ∈ C0(X).

Et par conséquent, Mb est faiblement compacte.

Remarque

L'ensemble P des probabilités sur (X,B) n'est pas fermé pour la topologie

faible sur M1. 1

En e�et, considérons la suite (µn, n ≥ 0) ou µn est la mesure de Dirac en n.

Pour toute fonction f ∈ C0(X), on a∫
X
fdµn = f(n) et par conséquent

lim
n→+∞

∫
X

fdµn = 0,

soit, (µn) converge vers la mesure identiquement nulle.

On est amené alors à dé�nir une topologie plus �ne que τd sur Mb et par

rapport à laquelle P est fermée. On pose alors,

1.3 Topologie étroite sur Mb et Convergence

étroite

1.3.1 Topologie étroite sur Mb

Dé�nition 1.3.1.1. On appelle topologie étroite sur Mb, la topologie la moins

�ne rendant continues toutes les applications u 7→
∫
X
fdµ de Mb dans R, pour

tout f ∈ Cb(X)

1. M1 : l'ensemble des probabilités
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1.3.2 Convergence étroite

Dé�nition 1.3.2.1. On dit que la suite (µn, n ≥ 0) de Mb converge étroite-

ment vers µ ∈ Mb, si

lim
n→+∞

∫
X

fdµn =

∫
X

fdµ,

pour toute fonction f ∈ Cb(X).

Proposition 1.3.1. Soit (µn, n ≥ 0) une suite de Mb et µ ∈ Mb, telles que :

1. lim
n→+∞

∫
X

fdµn =

∫
X

fdµ, pour toute fonction f ∈ Ck(X).

2. lim
n→+∞

µn(X) = µ(X). Alors, la suite (µn, n ≥ 0) converge étroitement

vers µ.

Démonstration

Montrons que lim
n→+∞

∫
X

fdµn =

∫
X

fdµ, pour toute fonction f ∈ Cb(X) ?

Soit f ∈ Cb(X) est soit ε > 0 et ϕ ∈ Ck(X) telle que :

‖ϕ‖ ≤ 1 et
∫
X

(1− ϕ)dµ < ε
4‖f‖ .

Alors, f.ϕ ∈ Ck(X), il existe un entier positif N1 tel que pour tout n ≥ N1 :

|
∫
X

f.ϕdµn −
∫
X

fϕdµ| < ε

4
. (1.3)

Par ailleurs,

lim
n→+∞

∫
X

(1− ϕ)dµn = lim
n→+∞

{µn(X)−
∫
X

ϕdµn} = µ(X)−
∫
X

ϕdµ

Soit,

lim
n→+∞

∫
X

(1− ϕ)dµn =

∫
X

(1− ϕ)dµ. (1.4)

Comme

|
∫
X

fdµn −
∫
X

fdµ| ≤ |
∫
X

(f− f.ϕ)dµn|
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+|
∫
X

fϕdµn −
∫
X

f.ϕdµ|+ |
∫
X

(fϕ− f)dµ|

≤ ‖f‖.
∫
X

(1− ϕ)dµn + |
∫
X

f.ϕdµn −
∫
X

f.ϕdµ|

+‖f‖.
∫
X

(1− ϕ)dµ. (1.5)

Il résulte alors des relation (1.3), (1.4), (1.5), l'existence d'un entier positif

N tel que :

|
∫
X

fdµn −
∫
X

fdµ| ≤ ε,

pour tout n ≥ N, avec∫
X

(1− ϕ)dµn ≤
∫
X

(1− ϕ)dµ+
ε

4‖f‖
.

Remarque

1)La condition 1 de la proposition (1.3.1) est appelée "la convergence vague"

de la suite (µn) :

la convergence vague : lim
n→+∞

∫
X

fdµn =

∫
X

fdµ. f ∈ Ck(X)

la convergence faible : lim
n→+∞

∫
X

fdµn =

∫
X

fdµ. f ∈ C0(X)

la convergence étroite : lim
n→+∞

∫
X

fdµn =

∫
X

fdµ. f ∈ Cb(X)

et

{µn
é⇒ µ} ⇔ {µn

V⇒ µ et lim
n→+∞

µn(X) = µ(X)}.

2)L'ensemble P des probabilités sur (X,B) est fermé pour la topologie étroite,

et donc la topologie étroite est en générale plus �ne que la topologie faible

sur Mb.

Les résultats suivants fournissent des critère de convergence étroite.

Théorème 1.3.1. Soit(µn, n ≥ 0) une suite de Mb et µ ∈ Mb. Les proposi-

tions suivantes sont équivalentes :
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1. (µn, n ≥ 0) converge étroitement vers µ.

2. lim
n→+∞

∫
X

fdµn =

∫
X

fdµ, pour toute fonction f uniformément continue

et bornée.

3. lim sup
n

µn(F ) ≤ µ(F ), pour tout fermé F de X.

4. lim inf
n

µn(U) ≥ µ(U), pour tout ouvert U de X.

5. lim
n→+∞

µn(A) = µ(A), pour toute partie A de X telle que µ(∂A) = 0, ∂A

étant la frontiére de A (on dit que A est un ensemble de µ-continuité).

Démonstration
L'implication 1⇒ 2 résulte de la dé�nition méme de la convergence étroite.

2⇒ 3 :

Soit F un fermé de X. F est une intersection d'une suite décroissante d'ou-

verts, et donc pour tout réel δ > 0, il existe un ouvert G contenant F et il

existe ε > 0 tels que :

G = {x : d(x,F) < ε} et µ(G) < µ(F) + δ.

Soit ϕ la fonction uniformément continue et bornée associée à F (démons-

tration de la proposition (1.1.1)) : ϕ(x) = 1 sur F, ϕ(x) = 0 sur Gc et

0 ≤ ϕ(x) ≤ 1, ∀x ∈ X. On a par hypothèse

lim
n→+∞

∫
X

ϕdµn =

∫
X

ϕdµ,

mais,

µn(F) =

∫
F

ϕdµn ≤
∫
X

ϕdµn et

∫
F

ϕdµ =

∫
G

ϕdµ = µ(G) < µ(F) + δ.

D'où,

lim sup
n

µn(F) ≤ lim
n→+∞

∫
X

ϕdµn =

∫
X

ϕdµ < µ(F) + δ,

ceci ∀δ > 0. Par suite,
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lim sup
n

µn(F) ≤ µ(F) pour tout fermé F de X.

3⇒ 1 :

Soit f ∈ Cb(X) ; par homothétie on peut considérer f de norme ‖f‖ < 1.

Supposons d'abord f positive et pour tout k ∈ N∗ considérons les parties

Fki = f−1([ i
k
,+∞[) de X, 0 ≤ i ≤ k.

Les parties Fki sont bien sûre fermées et recouverentX (puisque les intervalles

[ i−1
k
, i
k
[, 1 ≤ i ≤ k, recouvrent l'intervalle [0, 1[) on a alors pour toute mesure

ν ∈ Mb :

k∑
i=1

i− 1

k
(ν(Fki )− ν(Fki−1)) ≤

∫
X

fdν ≤
k∑
i=1

i

k
(ν(Fki )− ν(Fki−1))

ce qui conduit à

1

k

k∑
i=1

ν(Fki ) ≤
∫
X

fdν ≤ 1

k
ν(Fk0) +

1

k

k∑
i=1

i

k
.ν(Fki )

≤ b

k
+

1

k

k∑
i=1

ν(Fki ).

Comme par hypothèse, on a lim sup
n

µn(Fki ) ≤ µ(Fki ), pour tout k ∈ N et

i = 0, 1, ..., k, remplaçons alors ν par µn dans l'inégalité de droite et ν par µ

dans l'inégalité de gauche, on trouve pour tout k ∈ N∗ :

lim sup
n

∫
X

fdµn ≤
b

k
+

1

k

k∑
i=1

lim sup
n

µn(Fki )

≤ b

k
+

1

k

k∑
i=1

µ(Fki ) ≤
b

k
+

∫
X

fdµ.

Et faisant tendre ensuite k vers +∞, on obtient :

lim sup
n

∫
X

fdµn ≤
∫
X

fdµn ≤
∫
X

fdµ.
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En remplaçons dans cette inégalité f par −f, on obtient

lim inf
n

∫
X

fdµn ≥
∫
X

fdµ.

Soit pour tout f ∈ Cb(X), on a

lim
n→+∞

∫
X

fdµn =

∫
X

fdµ,

ce qui exprime que µn converge étroitement vers µ.

3⇒ 4 :

On a pour tout ouvert G de X :

lim inf
n

(G) = lim inf
n
{µn(X)− µn(Gc)}

= lim inf
n

µn(X)− lim sup
n

µn(Gc)

≥ µ(X)− µ(Gc)

ce qui assure que lim inf
n

(G) ≥ µ(G).

L'implication réciproque 4⇒ 3 se démontre de la même façon.

3⇒ 5 :

Soit A une partie de X telle que µ(∂A) = 0. On a par hypothèse

µ(A) ≥ lim sup
n

µn(A) ≥ lim inf
n

µn(A)

≥ lim inf
n

µn(
◦
A) ≥ µ(

◦
A),

où A est la fermeture de A et
◦
A son intérieur.

Comme ∂A = A\
◦
A est un ensemble de µ−continuité, on a alors

lim sup
n

µn(A) = lim inf
n

µn(A) = µ(
◦
A) = µ(A).

5⇒ 3 :

Soit F une ensemble fermé de X et soit (δn, n ≥ 0) une suite de nombres
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réels positifs décroissante vers 0, et notons

Fδ = {x/d(x,F) ≤ δ} la partie associée au réel positif δ. On a

F =
⋂
n≥1

Fn et µ(F) = lim
n→+∞

µn(Fn).

Considérons maintenant la fonction h dé�nie sur R+ par : h(d) = µ(Fδ). h

est croissante et bornée, il existe alors un ensemble I �ni ou dénombrable

telle que h soit contenu dans le complémentaire de I. Soit δ ∈ Ic, on a alors :

Fδ = ∂Fδ +
⋃
n≥1

Fδ− 1
n

puisque l'intérieur de Fδ est égale à
⋃
n≥1

Fδ− 1
n
. Il en résulte alors que

µ(Fδ) = 0.

Par conséquent, on peut trouver une suite (δk, k ≥ 0) convergeant vers 0 et

telle que pour tout k ∈ N : µ(Fδ) = 0. On a alors

lim sup
n

µn(F) ≥ lim
n→+∞

µn(Fk) = µ(Fk), pour tout k ≥ 0.

La proposition (1.3.1) résulte alors de ce que lim
k→+∞

µ(Fk) = µ(F).

Remarque

Si la partie A n'est pas un ensemble de µ−continuité, la condition

lim
n→+∞

µn(A) = µ(A), ne saurait su�re pour garantir la convergence étroite

de µn. Pour illustrer ceci examinons l'exemple suivant : Soit E = [0, 1] et

µn = 1
n

∑
1≤i≤n

δ i
n
, ou δ i

n
est la mesure de Dirac en i

n
.

On a pour tout f ∈ Cb[0, 1] :

lim
n→+∞

∫
X

fdµn = lim
n→+∞

1

n

∑
1≤i≤n

f(
i

n
) =

∫
X

f(x)dx.



1.3.2 Convergence étroite 21

Par conséquent, la suite (µn) converge étroitement vers la mesure de Lebesgue

l sur [0.1]. Cependant, on remarque que

µn(Q ∩ E) = 1,∀n ≥ 1 et l(Q ∩ E) = 0, et donc

lim
n→+∞

µn(Q ∩ E) 6= l(Q ∩ E)

puisque ∂(Q ∩ E) = E et Q ∩ E n'est pas un ensemble de l-continuité.

Le même exemple montre qu'il peut y avoir inégalité stricte dans la propo-

sition 4 du thérème, il su�t de prendre G contenant Q ∩ [0, 1] de mesure

Lebesgue strictement supérieur à 1.

Nous donnons maintenant des conditions su�santes de convergence étroite.

Théorème 1.3.2. S'il existe une famille C d'éléments de B stable par inter-

section �nie et telle que tout ouvert de X soit réunion �nie ou dénombrable

d'éléments de C, alors la condition lim
n→+∞

µn(G) = µ(G), pour tout G ∈ C,

implique la convergence étroite de la suite (µn, n ≥ 0) vers la mesure µ.

Démonstration
Montrons par exemple que la proposition 4 du théoréme (1.3.1) est satisfaite.

Soit donc un ouvert G de X. Il existe alors une famille �nie ou dénombrable

(Gi, i ∈ I) de C telle que : G =
⋃
i∈I

Gi. Alors pour tout ε > 0, il existe une

partie �nie J ⊂ I telle que :

µ(G) ≥ µ(
⋃
i∈J

Gi) ≥ µ(G)− ε.

Or, pour toute mesure positive et bornée ν, on a :

ν(
⋃
i∈J

Gi) =
∑
i∈J

ν(Gi)−
∑

(i,j)∈J2/i<j

ν(Gi ∩Gj) + ...

+(−1)|J|−1ν(
⋂
i∈J

Gi)
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où |J| désigne le nombre d'éléments de J. C étant stable par intersection

�nie, et on remplaçons ν par µn et µ respectivement, dans l'égalite çi-dessus,

il vient alors compte tenu de l'hypothèse lim
n→+∞

µn(G) = µ(G),∀G ∈ C, que

lim
n→+∞

µn(
⋃
i∈J

Gi) = µ(
⋃
i∈J

Gi).

On obtient alors :

µ(G)− ε ≤ µ(
⋃
i∈J

Gi) = lim
n→+∞

µn(
⋃
i∈J

Gi) ≤ lim inf
n

µn(G)

d'où

µ(G) ≤ lim inf
n

µn(G),

ce qui veut dire que (µn) converge étroitement vers µ.

Corollaire 1.3.1. Soit C une famille de B stable par intersection �nie.On

suppose que ∀x ∈ X,∀ε > 0, il existe G ∈ C tel que x ∈
◦
G⊆ G ⊆ B(x, ε), ou

◦
G désigne l'intérieur de G. Si X est séparable, la condition lim

n→+∞
µn(G) =

µ(G), pour tout G ∈ C, implique la convergence étroite de la suite (µn, n ≥ 0)

vers la mesure µ.

Démonstration
Il s'agit de montrer que C véri�e les hypothèses du théorème (1.3.2) çi-dessus.

SoitG un ouvert deX. Pour tout x ∈ G, il existe εx > 0 tel queB(x, εx) ⊆ G.

Alors, il existe Gx ∈ C tel que

x ∈
◦
Gx⊆ Gx ⊆ B(x, εx) ⊆ G.

D'où G =
⋃
x∈G

◦
Gx. Mais pour que X soit séparable, il faut et il su�t que

de tout recouvrement ouvert d'une partie de X, on puisse extraire un sous-

recouvrement dénombrable. Donc, il existe une suite (xn, n ∈ N) ⊂ G telle
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que :G =
⋃
n≥1

◦
Gxn . Il en résulte que G =

⋃
n≥1

◦
Gxn , ce qui achève la démons-

tration.

Corollaire 1.3.2. Si X est séparable et si pour tout C intersection �nie de

boules ouvertes véri�ant µ(∂G) = 0 et lim
n→+∞

µn(G) = µ(G), alors la suite

(µn, n ≥ 0) converge étroitement vers la mesure µ.

Démonstration
Soit C l'ensemble des parties G qui s'écrivent intersection �nie de boules

ouvertes, telles que µ(∂G) = 0. Si G1 et G2 sont deux éléments de C, on a

µ(∂(G1 ∩G2)) ≤ µ(∂G1) + µ(∂G2) = 0

car ∂(G1 ∩ G2) ⊂ ∂G1 ∪ ∂G2. C est donc stable par intersection �nie. Par

ailleurs, ∀x ∈ X, l'application ε 7→ µ(B(x, ε)), étant décroissante et bornée,

un raisonnement identique à celui de l'implication 5)⇒ 3), du théorème 1.3.1

montre que :

∀ε > 0,∃η : 0 < η < ε telque µ(∂B(x, η)) = 0.

Nous sommes en mesure alors d'appliquer le corollaire (1.3.1) çi-dessus.

1.4 Convergence étroite et convergence simple

des fonctions de répartition

Dans le cas ou X = Rp, la convergence étroite des mesures positives et

bornées est caractrisée par la convergence de leur fonction de répartition. Si

µ ∈ Mb(Rp), on note Fµ sa fonction de répartition, dé�nie par :

Fµ(X) = µ({y ∈ Rp : y < x}),∀x ∈ Rp,

avec < l'ordre partielle habituelle sur Rp. Et posons e =t (1, 1, ..., 1) ∈ Rp.

Dé�nition 1.4.1. On dit que Fµ est continue supérieurement (resp. infé-

rieurement) en x, si pour tout ε > 0, ∃δ > 0 telle que :

x ≤ y < x+ δ.e(resp.x− δ.e < y ≤ x)⇒ |Fµ(x)− Fµ(y)| ≤ ε.
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Notons pour que Fµ soit continue en x, il faut et il su�t que Fµ soit

continue supérieurirement en x.

Théorème 1.4.1. Pour que la suite (µn, n ≥ 0) converge étroitement vers

µ, il faut et il su�t que Fn converge vers Fµ en tout point de continuité de

Fµ (Fn désigne la fonction de répartition associée à la mesure µn).

Démonstration
Montrer que la suite Fn(x) converge simplement vers Fµ(x) en tout point de

continuité de Fµ, revient à montrer que l'ensemble {y ∈ Rp/y ≤ x} est un
ensemble de µ-continuité si et seulement si, x est point de continuité de Fµ.

Or, Fµ est continue en x si et seulement si

Fµ(x) = inf{Fµ(x+ δ.e) : δ ∈ Q et δ > 0} et

inf{Fµ(x+ δ.e) : δ ∈ Q et δ > 0} = µ(
⋂

δ∈Q:δ>0

{y ∈ Rp : y < x+ d.e})

= µ({y ∈ Rp/y ≤ x}).

comme

∂{y ∈ Rp/y ≤ x} = {y ∈ Rp/y ≤ x}\{y ∈ Rp/y < x},

alors

µ(∂{y ∈ Rp/y ≤ x}) = 0,

et on conclut alors par la proposition 5 du th (1.3.1) ,que la suite Fn converge

simplement vers Fµ en tout point de continuité x de Fµ.

Réciproquement , soient a et b deux points de RP tels que a < b (i.e. aj ≤
bj, 1 ≤ j ≤ p, avec au moins une inégalité stricte).

On note [a, b[= {y ∈ Rp : a ≤ y < b}, ce pavé est entiérement déterminé par

les 2p hyperplans qui contiennent ses faces. Soit alors C l'ensemble des pavés

[a, b[, a < b, pour lesquels tous les hyperplans soient de mesure µ−nulles. C
est stable par intersection �nie et pour tout G ∈ C on a lim

n→+∞
µn(G) = µ(G).

En e�et, si S est l'ensemble des 2p sommets de [a, b[ , on a :

µn([a, b[) =
∑
x∈S

Fn(x) et µ([a, b[) =
∑
x∈S

Fµ(x).
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Ces sommets étant des points de continuité de Fµ(hypothèse), alors µn([a, b[)

converge vers µ([a, b[). Il est ensuite aisé de conclure la convergence étroite

de µn vers µ en utilisant le corollaire (1.3.2).

1.5 Convergence étroite et convergence des trans-

formées de Fourier

Dans le cas ou X est un espace vectoriel normé de dimension �nie mis en

dualité avec un espace X∗ par une forme bilinéaire séparante, la convergence

étroite de la suite (µn, n ≥ 0) ⊂ Mb(X) est traduite en terme de convergence

de leur transformée de Fourier.

D'abord nous commençons par le résultat suivant :

Proposition 1.5.1. Soit X un espace vectoriel de dimension �nie mis en

dualité avec X∗ par une forme bilinéaire séparante. Soit (µn, n ≥ 0) une

suite de mesure de Mb(X) et si µ est une mesure sur (X,B), on note (ϕµ) sa

transformée de Fourier.

Si la suite (µn) converge étroitement vers µ, alors la suite des transformées

de Fourier (ϕµn) converge simplement vers ϕµ

Ceci résulte immédiatement de ce que les fonctions cos(tx) et sin(tx) sont

continues et bornées sur X, et de la caractérisation 2(Théorème1.3.1) de la

convergence étroite de la suite (µn, n ≥ 0) vers la mesure µ.

A�n d'étblir la réciproque de ce résultat, il est utile de rappeler la notion

de mesure tendue et donner quelques propriétés des suites de mesures bor-

nées convergent étroitement, lorsque X est un espace métrique localement

compact, dénombrable à l'in�ni et complet.

Dé�nition 1.5.1. une famille (µi, i ∈ I) de mesures bornées sur (X,B) est

dite tendue si,

∀ε > 0, il existe un compacte K tel que : sup
i∈I
µi(K

c) ≤ ε.
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Nous rappeluos aussi le résultat important suivant :

Lemme 1.5.1. Si X est un espace topologique séparable et complet (en par-

ticulier si X est un espace vectoriel normé de dimension �nie), alors toute

mesure µ bornée sur X est tendue. Il en est de même de toute famille de

mesures bornées surX.

Proposition 1.5.2. Soit X un espace séparable complet. Toute suite

(µn, n ≥ 0) ⊂ Mb(X), convergente étroitement vers une mesure µ, est tendue.

Démonstration
Pour un ε > 0, soitK′ un compact dansX tel que :µ(K′c) ≤ ε

3
. Et considérons

la suite des ouverts Gk (k ≥ 1) de X, dé�nie par :

Gk = {x/d(x,K′) < 1
k
}. On a

lim sup
n

µn(Gc
k) ≤ µ(Gc

k)

Donc, il existe une suite croissante d'entiers nk telle que :

∀k ≥ 1, ∀n ≥ nk : µn(Gc
k) ≤ µ(Gc

k) +
ε

3
.

Pour n tel que : nk ≤ n ≤ nk+1, la restriction de la mesure µn à Gk est

tendue, il existe donc un compact K′n ⊆ Gk tel que pour tout n tel que

nk ≤ n ≤ nk+1 on ait µn(Gk\K′n) ≤ ε
3
. Soit Kk = K′

⋃
(

⋃
nk≤n≤nk+1

K′n), KK

est compact et si nk ≤ n ≤ nk+1 : Gk\Kk ⊆ Gk\K′n, de laquelle on tire

µn(Gk\Kk) ≤
ε

3
pour tout n : nk ≤ n ≤ nk+1.

Comme Kc
k = (Gk\Kk) + (Gk)

c et que (Gk)
c ⊆ K′c, on obtient pour n/nk ≤

n ≤ nk+1 :

µn(Kc
k) ≤

ε

3
+ µn(Gk)

c ≤ 2
ε

3
+ µ(K′c).
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Soit pour tout n : nk ≤ n ≤ nk+1 on a µn(Kc
k) ≤ ε. Considérons alors la

partie K =
⋃
k≥1

Kk. Pour tout n ≥ n1, soit k tel que nk ≤ n ≤ nk+1, on a

alors :

µn(Kc) ≤ µn(Kc
k) ≤ ε.

Reste à démontrer que K est compact ?

Soit (xn, n ≥ 0) une suite d'éléments de K. Si cette suite est contenue dans

Kk, alors cette suite contient une sous-suite convergente. Sinon, il existe une

sous-suite (xni , i ≥ 0) et une suite d'entiers ri telles que ri ≥ i et xni ∈

Kri , (Kri ⊆ Gri). Par suite,

d(xni ,K
′) ≤ 1

ri
≤ 1

k
.

Or, K′ étant compact, la suite (xni , i ≥ 0) est donc convergente et par consé-

quent K est compact. La famille (µn, n ≥ n1) est donc tendue, la famille �nie

(µn, n ≤ n1) étant tendue elle aussi (lemme 1.5.1), il s'ensuit alors que la

suite (µn, n ≥ 0) est tendue.

Théorème 1.5.1. (Théoréme de Continuité (LEVY)) Soit X un espace

vectoriel de dimension �nie mis en dualité avec X∗ par une forme bilinéaire

séparante. Soit (µn, n ≥ 0) une suite de mesure de Mb(X) et si µ est une

mesure sur (X,B), on note ϕµ sa transformée de Fourier. Si la suite (ϕµn)

des transformées de Fourier des mesures µn, converge simplement vers une

fonction ϕ continue en 0 . alors la fonction ϕ est la transformèe de Fourier

d'une mesure bornée µ sur X et la suite (µn) converge ètroitement vers µ.

En fait, la convergence de ϕµn vers ϕµ est uniforme sur tout compact da X.

Démonstration
Soit (µn, n ≥ 0) une suite de mesures bornèes telles que la suite des transfor-

mées de Fourier (ϕµn , n ≥ 0) correspondante, converge simplement vers une

fonction ϕ continue en 0.

Comme sup
n
‖µn‖ = sup

n
‖ϕµn‖ = b < +∞ , et compte tenu que Mb(X) est
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faiblement compact, on peut extraire une sous-suite (µnk , k ≥ 0) de (µn)

convergant faiblement vers une mesure positive µ bornée par b. Il s'agit alors

de montrer que (µnk) converge étroitement vers µ ? ϕ sera alors la transfor-

mée de Fourier de µ l'injectivité de la transformée de Fourier assurera ensuite

que la limite µ sera la même pour toutes les sous-suites extraites de (µn).

Il su�t donc de véri�er que toute sous-suite (µ′k)k≥0 de (µn)n≥0 convergent

faiblement vers µ ∈ Mb(X), converge étroitement vers µ. Soit λ la mesure de

Lebesgue sur (Rp,BRp) et ν ∈ Mb(Rp). Pour tout ε > 0, soit Kε = [0, ε]p. Le

théorème de Fubini permet d'écrire :∫
Kε

ϕν(t)dλ(t) =

∫
Rp

(

∫
Kε

ei<t,x>dλ(t))dν(x).

Or, ∫
Kε

ei<t,x>dλ(t) =
∏

1≤j≤p

∫ ε

0

eitjxjdtj =
∏

1≤j≤p

eitjxj − 1

ixj
.

l'application x 7→
∏

1≤j≤p

(exp(itj.xj)− 1)

ixj
étant un élément de C0(Rp), il ré-

sulte alors que :

lim
n→+∞

∫
Kε

ϕµ′k(t)dλ(t) =

∫
Kε

ϕµ(t)dλ(t) (1.6)

et ceci, ∀ε > 0, puisque (µ′k) converge faiblement vers µ.

De plus,

|ϕµ′k(t)| ≤ sup
n
|ϕµn(0)| ≤ b < +∞,

fait que le théorème de la convergence dominée de Lebesgue appliqué à (1.6)

donne ∫
Kε

lim
n→+∞

ϕµ′k(t)dλ(t) =

∫
Kε

ϕ(t)dλ(t), ∀ε > 0,

soit

e−p.

∫
Kε

ϕ(t)dλ(t) = e−p.

∫
Kε

ϕµ(t)dλ(t), ∀ε > 0.
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ϕ et ϕµ étant continues en 0, il vient

lim
k→+∞

ϕµ′k(0) = ϕ(0) = ϕµ(0)

car

ϕµ(0) = lim
ε→0

e−p.

∫
Kε

ϕµ(t)dλ(t) = lim
ε→0

e−p.

∫
Kε

ϕ(t)dλ(t) = ϕ(0),

d'où

µ(Rp) = lim
k→+∞

µ′k(R
p) = lim

k→+∞
ϕµ′k(0).

La suite (µ′k) converge donc étroitement vers µ dont la transformée de Fou-

rier est justement ϕ (unicité de la transformée de Fourier). En�n, le résultat

suivant permet de conclure que (µn) converge étroitement vers µ.

"Pour que la suite (µn) converge étroitement vers µ, il faut et il su�t que

de toute sous-suite de (µn), on puisse y extraire une sous-suite convergeant

étroitement vers µ".

Soit µ ∈ Mb(Rp), on a pour tout compact K de Rp :

|ϕµ(t)− ϕµ(t′)| = |
∫
Rp

[ei<t,x> − ei<t′,x>]dµ(x)|

≤ 2.µ(Kc) +

∫
K

|ei<t,x> − ei<t′,x>|dµ(x)

≤ 2.µ(Kc) +

∫
K

| < t− t′, x > |dµ(x)

d'où

|ϕµ(t)− ϕµ(t′)| ≤ sup
K

(‖x‖).‖t− t′‖.µ(Rp) + 2.µ(Kc).

Par suite, si la suite (µn, n ≥ 0) converge étroitement vers µ, alors pour tout

ε > 0 il existe un compact Kε tel que : sup
n
µn(Kc

ε) ≤
ε

3
. Il résulte alors que
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pour tout t et t' tels que ‖t− t′‖ ≤ 3b.sup
Kε

(‖x‖), on ait

sup
n
|ϕmn(t)− ϕmn(t′)| ≤ ε.

Ainsi, la suite ϕmn est équi-uniformément continue surRp (i.e. ∀ε > 0, ∃ηε >
0 tel que si ‖t− t′‖ ≤ ηε alors sup

n
|ϕmn(t)− ϕmn(t′)| ≤ ε.)

Et comme une suite équi-uniformément continue convergent simplement,

converge uniformément sur tout compact, la proposition en résulte.

En�n, nous terminons cette partie en étudiant le comportement de la

suite de mesures images par une application mesurable d'une suite de mesures

bornées convergent étroitement.

1.6 Convergence étroite de mesures images par

une application mesurable

SoientX et Y deux espaces métriques localement compacts dénombrables

à l'in�ni, munis de leurs tribus boréliennes BX et BY respectivement. soit h

une application mesurable X dans Y et notons Dh l'ensemble des points de

discontinuité de h.

Si µ ∈ Mb(X), on note h(µ) = µ ◦ h−1 la mesure image de µ par h,

h(µ) ∈ Mb(Y).

Lemme 1.6.1. Dh appartient à BX pour toute application h de X dans Y

(h non nécessairement mesurable).

Démonstration
Pour tout ε > 0 et δ > 0, soit Aε,δ la partie composée des éléments x ∈ X
tels que ∃(x, y) ∈ X2 : d(x, y) < δ et d(x, z) < δ et d(h(y), h(z)) > ε. Alors

la partie Dh s'écrit sous la forme Dh =
⋃
ε∈Q+

⋂
δ∈Q+ Aε,δ.

Or, Aε,δ =
⋃

(x,y)∈X2;d(x,y)>εB(y, δ)B(z, δ) où B(y, δ)
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est la boule ouverte de centre y et de rayon δ. Par suite, Aε,δ est un ouvert

et donc Dh ∈ BX.

Proposition 1.6.1. Soit (µn)n≥0 une suite de mesures bornées contenues

dans Mb(X), convergent étroitement vers une mesure µ ∈ Mb(X), et h une

application mesurable de (X,BX) dans (Y,BY), et Dh l'ensemble de ses

points de discontinuité. Si µ(Dh) = 0, alors la suite (h(µn), n ≥ 0) de mesures

bornées sur (Y,BY) converge étroitement vers h(µ) ∈ Mb(Y).

Démonstration
Soit F une partie fermée de Y. On a

lim sup
n

µn(h−1(F)) ≤ lim sup
n

µn(h−1(F)) ≤ µ(h−1(F)).

Or, µ(h−1(F)) = µ(h−1(F)), en e�et : soit x ∈ h−1(F), on a soit x ∈ Dh soit

x est un point de continuité de h. Dans ce dernier cas , il existe une suite

(xn, n ≥ 0) d'éléments de X telle que la suite (h(xn), n ≥ 0) est contenue

dans F et lim
n→+∞

xn = x.

Mais alors,

lim
n→+∞

h(xn) = h(x)

et comme F est fermé, alors h(x) ∈ F, et par conséquent, x ∈ h−1(F). Il en

résulte alors que :

h−1(F) ⊆ Dh ∪ h−1(F)

et par conséquent,

lim sup
n

µn(h−1(F)) ≤ µ(h−1(F))

et donc la suite (h(µn)) converge étroitement vers h(µ).

Théorème 1.6.1. Soit X un espace métrique localement compact dénom-

brable à l'in�ni, muni de sa tribu borélienne BX. Soit h une application de

X dans R. Soit (µn, n ≥ 0) une suite de mesures bornées dans Mb(X) et
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µ ∈ Mb(X). Alors :

1. Si la suite (µn) converge étroitement vers µ, la suite (h(µn)) converge

étroitement vers h(µ) pour tout application mesurable h telle que µ(Dh) = 0.

2. Si la suite (h(µn), n ≥ 0) converge étroitement vers h(µ) pour toute appli-

cation h continue et bornée, alors la suite (µn)n≥0 converge étroitement vers

µ.

3. Si la suite (µn, n ≥ 0) converge étroitement vers µ et si h est mesurable

bornée telle que µ(Dh) = 0, alors

lim
n→+∞

∫
X

hdµn =

∫
X

hdµ.

Démonstration
1. L'énoncé 1 résulte de proposition (1.5.2).

2. Soit f ∈ Cb(R). Il résulte de l'hpothèse et du théorème d'intégration par

rapport à une mesure image que :

lim
n→+∞

∫
X

f ◦ hdµn =

∫
X

f ◦ hdµ

pour toute fonction h ∈ Cb(R). Si h est bornée par α, on prend f ∈ Cb(R)

dé�nie par :

f(t) =


−α si t ≤ −α
t si −α ≤ t ≤ α
α si t ≥ α

Il résulte alors que

lim
n→+∞

∫
X

hdµn =

∫
X

hdµ.

ce qui traduit que (µn, n ≥ 0) converge étroitement vers µ.

3. Elle résulte de la proposition (1.1.1) avec f dé�nie comme çi-dessus.



Chapitre 2

Les modes de Convergence

2.1 Convergence en loi

Soit X un espace métrique localement compact dénombrable à l'in�ni

muni de sa tribu borélienne BX. Les v.a considérées içi sont supposées à

valeurs dans (X,BX).

Dé�nition 2.1.1. On dit que la suite de variables aléatoires (Xn)n≥0 converge

en loi si la suite de distributions (PXn , n ≥ 0) des v.a Xn convrege étroitement

vers une loi de probabilité P sur (X,BX).

Si la suite (Xn, n ≥ 0) de v.a sur X, converge en loi, et si X est une v.a de

loi la loi limite (au sens de la convergence étroite) de la suite de distributions

(PXn , n ≥ 0), on dit que la suite (Xn) converge en loi vers la v.a X. On note

(Xn)
L−→ X.

Important !

Il va de soit que tous les critères de convergence étroite de mesures bornées

se traduisent en terme de convergence en loi de suite de v.a. En particulier,

on a le résultat important suivant :

Théorème 2.1.1. Soient X et Y deux espaces métriques, localement compact

et dénombrables à l'in�ni, muni de leurs tribus boréliennes respectives BX et

BY, et soit h une application mesurable de X dans Y. Soit (Xn, n ≥ 0) une

suite de v.a à valeurs dans (X,BX) et X une v.a à valeurs dans (X,BX).

33
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Si la suite (Xn) converge en loi vers X et si PX(Dh) = 0, alors la suite

(h(Xn), n ≥ 0) converge en loi vers h(X), (Dh désigne l'ensemble des points

de discontinuité de h).

Exemples

Soit (Xn, n ≥ 0) et (Yn, n ≥ 0) deux suites de v.a à valeurs dans (Rp,BRp).

On suppose que la suite ((Xn,Yn), n ≥ 0) converge en loi vers la v a (X,Y).

Alors :

1. (Xn + Yn, n ≥ 0) convergence en loi vers la v.a X + Y.

2. Si p = 1,(Xn.Yn, n ≥ 0) converge en loi vers la v.a X.Y.

3. Si p = 1 et si PY,X(R× 0) = 0, alors (Xn
Yn
, n ≥ 0) converge en loi vers la

v.a X
Y
.

Nous terminons ce paragraphe en donnant une condition nécessaire et

su�sante de convergence en loi de v.a discrêtes.

Proposition 2.1.1. Soit (Xn, n ≥ 0) une suite de v.a à valeurs dans N.

Pour que la suite (Xn, n ≥ 0) converge en loi vers une v.a X à valeurs dans

N, il faut et il su�t que :

lim
n→+∞

P(Xn = r) = P(X = r), ∀r ∈ N.

Démonstration
Si (Xn) converge en loi vers X, on a pour toute fonction f continue et à

support compact dans ]r − 1
2
, r + 1

2
[ telle que f(r) 6= 0 :

lim
n→+∞

∫
X

fdPXn =

∫
X

fdPX.

Mais comme∫
X

fdPXn = f(r).P(Xn = r) et

∫
X

fdPX = f(r).P(X = r)

On déduit que

lim
n→+∞

P(Xn = r) = P(X = r), ∀r ∈ N.
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Réciproquement, si lim
n→+∞

P(Xn = r) = P(X = r), pour tout entier positif r.

On a alors en tout point de continuité x de FX ([x] < x < [x] + 1) :

FXn(x) =
∑
r<x

P(Xn = r)→
∑
r<x

P(X = r) = FX(x)

soit, FXn converge vers FX en tout point de continuité de FX .

Remarque

Si Xn
L−→ X ⇒ GXn converge uniformément vers GX sur le disque unité

fermé, GX désignant la fonction génératrice de la v.a X.
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