s A WUNIVERSITY
(777 of SAIDA

MOULAY TAHAR

République Algérienne Démocratique et populaire

Ministere de l'Enseignement Supérieur et de la Recherche
Scientifique

Université Dr. Moulay Tahar de Saida

COURS DE MECANIQUE DU POINT MATERIEL

KAAROUR Abdelkrim Université Dr. Moulay Tahar - Saida Algérie



SOMMAIRE

CHAPITRE-I : ANALYSE DIMENSIONNELLE 6
I-Grandeurs fondamentales et leurs unités 6
IR R T 4 o Yo [¥ ot d o PP OUPPTRRRIN 6
IR D =Y 1o V1 4 o] o TSP UUPPRPRRN 6
II-Equation aux dimensions 7
11 -1 -EQUAtIONS @UX QIMENSIONS .....eeevreeeeeeeeeeeeeeceeeteeseeee ettt eees st st st seseeeeeeeeesesesns et et et esssesesesessenasassesesesasaenas 7
(DT T 0T d{o T o RPN 7

II -2 -Exemples et homogEénéité des FOrMUIES .........cccuiiii i e e e s e e e e e e e eanes 8

II -3- Densité et grandeurs SaNS diMENSION .......ciueiiiiiiiiiit ettt st e st esbe e st esbeesabeesabeeeanee s 9

1l -Précision et exactitude 10
1 A Y o] oY= K 0 F= 1 a [T T L o LU =T USSR 10
[11-1-1- DEVeloppemMENnts lIMILE......cccui ittt ettt e ae e e sae e sareeneas 10
1y A DT g V<Yl oF: [ A 1= =R USRPRRRNt 11
[11-1-2-1 -Dérivée partielle d’ordre 1 ...ttt e ree e e st e e e et e e e earae e seabeeaeentbeaeennns 11
[11-1-2-2-Dérivée partielle d’Ordre 2 ........ooei ettt st e 12

1 R N o= To =T o o1 PRSP 13
1 e B BT =T =T o A =] L= USRS 13
1] R B I T T 1 T o IO O R TR PRPOP 13
[11-1-3 -2-REGIES A CAlCUI ..ttt ettt et be e st e sbe e e sareenneas 13
1] e B B (T4 oY ] =TSRSSt 13
111-1-3 -4-Cas d’une fonction a plusieurs Variables ...........cccuiiiiiiiee et e e e tre e e 14
[11-1-3 -5-Différentielle I0arithme ..........oo i e 14

[11-2- Erreur absolue et incertitude absolUE.....c.c.uii it e e 15
1 R DT 14 V1 4o o TSP 15
I11-2-2 - Théoreme des inCertitudes abDSOIUES ........ioviiiiiiirieeiie e e 15

[11-3 -Erreur relative et inCertitude relative ... e 16
[1-3=1 -DEFINTEION ettt ettt ettt e s bt e e bt e e saneesbe e e sabeesseeesaneeneas 16
[11-3-2 -Théoreme sur les iNCertitudes relatives ........cccocviiiieiriiiriecie e 16

[11-4 -Exemples de calculs d iNCEIrtItUdES. .......uiiiiciii et e s st e e e sae e e s s aeee e snreeaens 16
1-4-1- MeSUIres iINAEPENAANTES .......ccceiiiieieiiie e ciiee e et e eecte e e et e e eeteeeeetteeestbeeaesataeseessaeesasseaaeensseaennes 16
111-4-2 -Mesures dépendantes (mesures liées et erreurs liEes) .......cvuvvvveereereereecieeeeee e 18
a/Mesures indépendantes (Mauvaise METNOAE) .......ccviivieeiiieiieece ettt et ere e et eeree s 18
b/Mesures dépendantes (DONNE MELNOTE) .......ccueiiiiieiiiiiie e s enas 19

[11-5 -Calcul des PeLiteS VariatioNS ... ..cccuieiiiiiieieciie ettt e s e e et e e s e e e s e e e e te e e s aeeeessnsaeeeesseeessnneeessnseeenns 19
CHAPITRE Il VECTEURS 21
I-Scalaires et vecteurs 21
[-L-INEFOAUCTION ettt ettt et e e e sttt e e sttt e e sttt e e e sabbeeaeasbeeesabbeessabbeeesabaeesansaeeesasbeeanns 21
[-2-DEFINILION d'UN VECLEUN [I€....ueiiiiieieii ettt st sbe e s sbe e sate e bt e e sateenaeas 21
[-3-DEFINItioN d'UN VECLEUT DI ..ciiueiiiiii ettt st sae e e s aae e 22
II-Addition de deux vecteurs et angles de deux vecteurs 22
[1-1- ADdItion e dEUX VECTEUIS......viiieiiiiee ettt ettt ettt e tee e s st e e st e e saateessabeeessabaeessaneaeessseeanas 22
[1-1 -1 -Cas de deUX VECTEUIS [I8S ...couiiiiieiiiiiiieeiet ettt ettt ettt e e saaesbae e sateenneas 23



| A R 0= T o [T Y Y ot =1 [l [] o] =T 23

[1-1 -2 -1-Module d'UN VECLEUE V' et 23

[1-1 -2 -2-DiIr@CtION AU Voot te s e e sttt et sbe e b e r e s s e 24

[1-1 -2 -3-CaS PAItICUNET ettt ettt st san e e sbe e e sare e snee e sareenneas 24
[1-2-ANEIE ENEIrE UEUX VECLEUIS .c.evieieeiiieeeiiieeeeite e e ette e e st e e esttaeeseaseeeesataeeeasssaeeeessseessnsseseasssessssseeesnssenaans 25
lll- Composantes d’un vecteur 25
IV- Systémes de coordonnés 29
IV-1- COOrdONNEES CArtBSIENNES. ..ccuueiitiieiieeitie et ettt et te et stt e e bt e e sbte e bt e e bbe e bt e e sabesbeeessbesbesesnneenneeesaneeneas 29
IV-2 -Coordonnés polaires coordonnées CyliNAriqUE ...........eeeeciiieiiiiieeeiiee e e s e e eere e seree e 30
IV-2 -1- COOrdONNEES POIAINES ...ueeieiiieitieiit ettt ettt ettt eb e e sbe e s b e e saneebe e e ssbeesnaeesaneenneas 30

IV-2 -2-Co0rdonNEEs CYIINAIIQUES ....ceeceiiieeeiiee et et e et e et e e et e e e e ae e e stae e e e e taeeeennsaeesnseeeesnsseanannns 31

IV-2 -3 -COOrdONNES SPNEIIGQUES ......ueeieiiiiieeeiiee e cieeeecteeeeertte e e seteeeesttaeeeesaeeessbeeeesstaeseessaeesassesasansseaeanes 31

V- Produit scalaire 32
RV B =Y o 11 o o T PSP SPRRPRPPRN 32
V-2 -Propriétés du ProdUit D1 . U2 ......ooooiiiiiciei ettt eete e et e e e e tre e e s eata e e e s tbe e eestaeesastaeeeenbaeseennns 33
V-3 -Expression analytique du produit SCAlIire ........coocueieieiiiiiee e e 33
VI- Produit vectoriel 34
VI-L-DEFINTEION 1etiiitieiiit ittt sttt ettt e st e st e e bt e st e e e beesabeesabeesabeeeabeesabeesaseesabeesaseesabaesnseesabeesnseenn 34

VI -2 -Signification géométrique du module du produit VECtoriel ........cccoevueieiiiiiiiniieieeec e 35

VI -3 -Expression analytique du produit vectoriel dans un repéere orthonormeé..........cccccoeeeveeivieeeccieeeenns 35
VII-Moment d’un vecteur ,moment d’un couple de vecteurs 36
VIl -1 -Moment d’un vecteur par rapport @ UN POINT.....cceceeriieerie ettt s e e sanee s 36
RV A B 1< 1o T o o TP T PSP PP RPRRP 36
VIE-1-2-Cas d'UNE OMCE U = F ..cueiieeee ettt ettt ettt b e b e bbb st saeesaee 36

VIl -2-Moment d’un COUPIE AE VECLEUIS ......uieieeiiieccieeeesiieeeestee e ertte e e st e e e s eae e e ssaaaeeesbteeesssseeeesssaeeesnseeesnnnes 36

RV AL R D =Y 1 1 To T OO OO PPRRRP 36

VIl -2-2-Cas d’UN COUPIE E FOICE c..uuiiiiiiiieitie ettt st sttt ettt e st e sbeesanee s 37
VIlI-Produit mixte de trois vecteurs 38
RV R T 1 Y1 T o OO SRTSPURTP 38
VIII -2-Représentation SEOMEBLIIGUE ......cccuiiiiiiiiie ettt ettt ettt e st sa e s b sabeesaneesabeesanee s 38
VIl -3-Cas particulier de trois vecteurs U, 0, W COPlanaires......ccccccvviiieeiieiciiiiieeee e e e eeeeeree e e e e e 39
VIII --4 -Moment d’un vecteur par rapport a un axe (COMOMENT) ......cccuiiieeiiiieiiiiieeeciiee et eeree e e erree e 39
D=3 {1 o 14T o TR R PP PP 39
CHAPITRE Il : CINEMATIQUE 40
I- Mouvements Rectilignes 40
[-1 - DEfiNitions : VIteSSe — ACCEIEIAtION ..c..eieiiiieiiieiteie ettt ettt ettt b et 40
A R =TSy PP PP PP PPRTN 40
[ Yol of=1 [=] =Y d o N OO PP P PP PTRPPOPRROP 41

B O T o T L [ U] 1T U U PSRN 42
I-2-1-Mouvement rectiligne UNIfOrME ......ooiii it e et e e s ere e e e s rr e e e ennes 42

Y I Y71 (=X3 =TRSO 42

oY A = Yolol=1 1= =Y o ] s EPPUTE PR 42

(o B < Te [V 1A o) a1 4 oY= Y[ TSRS 42



I-2-1-Mouvement rectiligne uniformément varié

Y B - Tolol= [T = [ AT o VTSP

b/-La vitesse instantanée

C/ L EQUATION NOTAITE...c.uiiii ittt ettt sttt e et e e e et e e te e e be e be e beeabesaaesaeesaeesbeesseeabeessesssessaenseensens 42
d/-Relation entre vitesse, déplacement et aCCEIEration ..........ccveeveeiiieeeiiee ettt ere e e 42
I-2-3- Mouvement rectiligne sinuUSOTAQ@l .........c.eoiiiiiiiiiiii e 43
YA =to [V 14 (o] 1 e o] =Y [T 43

Y A = RV L (=TXT < IR 43

(o B = Yolol =) [=] = o USROS 43

II- Mouvements circulaires a4
L R D= T o KRS 44

| R Y Yy TN 44

| R R Vol ol =1 =T =1 d o RS USRPRRNt 45
II-1-3-Composantes de I'accélération 47

[I-2 -Vitesse et accélération angulaire ................ 48
11-2-1- Définition de la vitesse angulaire 48
[1-2-2- ACCAIAration ANGUIAITE ....oueieiiieieee ettt et e sat e e bt e are e snae e sareenees 49

1B Tt 0 T o F= Y Tol U1 1= USRS 50
IlI- Mouvement curviligne 50
L1 R VYo WU g} (=T OO RUPTRN 50
1 Y=o =T U =Tl o1<] [ =1 4 Lo Yo AU SPRN 51
IV- Mouvement relatif 51
CHAPITRE IV : DYNAMIQUE D’UN POINT MATERIEL 53
I-Premiere loi de Newton 53
Il- Quantité de mouvement conservation de la quantité de de mouvement 53
1 D < T a1 4 o] o TP TTN 53
[I-2 -Conservation de la quantité de mouvement 53
lll-Les trois lois de Newton-notion de force 56
1 o o Yo [ ot o I SRS 56
[11-2 DEFINITION @ 18 TOICCE ...ttt e e e e s are e e e e e e seabataeeeeeesestasseseeeeeeennnsseneeeeeeanns 56
IV- Forces de frottement et forces de contactes 58
IV- Forces de frottements dans les fluides 59
V- Moment cinétique 60
V=0 DFINIEION . .eee ettt e ettt e et e e e eta e e e eetbeeeeeabaeeesabaeeeesbaeeaassaaaeasbseaeassseeeassaeaeasaeaeannes 60
[V R U o [l [l o [V L] (o [U = of- 1S SR RSN 60
V-2 =1- MOUVEMENTE CIFCUIRITE ..uvviiiieeiieiiiiiiie e e ettt e e e e ettt e e e e e e e et tr e e e e e e s e aataeeeeeeeesnstaaeeeseeeesnsasnneaens 60

V-2 -2 -Mouvement CUrVIlIZNE PIan ........ei it e e e e e e e s e e s rae e e e e e e ennnneas 61

V-2 -3 -Théoréme du moment cinétique cas d’une particule 62

VI- Forces centrales 63
RV R 1= T V1 o Yo TSRS 64

VA B R Y I T <Te] =Y [ I PURPPN 65



CHAPITRE V: TRAVAIL ET ENERGIE

I- Travail et puissance

[-1-Travail 0/ UNE FOTCE...eiiiii ittt ettt et e a b e e be e e s bt e s s bbe e sabeesbeeesabeenbaeesaseenseas
I R D 1= 1 Y oo USSP
R R g o] Ty o] =Yg - | V2 T [ 1RSSR
I-1-3-Etude de I'élément du travail dW = FM.dL...........cccocoemeveeeeeeeeeieeeeeeeeeeeeeeseeeee s
A TR | o [l < OO PP OPP OO PTPUPPTRN
I-2 -1-Définition de |a PUISSANCE MOYENNE ......cccccuiiieeciiieecctee e ctee e et eee e e e sre e e e setr e e eestaeessnbeeeesnsseeennnns

I-2 -2-Définition de 1a puisSanCe INStANTANEE ........uiiiiiiiie et srre e e e bee e

Il- Travail d’un ressort, travail d’un couple

[1-1-Travail dans 1€ €as d UN UN FESSONT ..ccc.eeiiiiiriiriieiecteeeee ettt s s e
[1-2 -Travail d UN COUPIE .....eiiieiiie ettt et ettt et b et e et e s bt e sabeesbe e e saneesneeesaneennees
11-2 -1-Travail d’un COUPIE CONSTANT....cccuiiii ettt et e e ae e e sabe e e e s ata e e eearaeessbeeeesssaeaeennes
[1-2 -2 -puUiSSANCE EXEIrCE PAr UN COUPIR ..eiiiiiiiiiiiii ettt ettt ettt ettt s e e sbe e sareesbee e sareenneas
[1-3 -Travail d’UNe fOrCE CONSTANTE.....ci o iiii ittt e e et e e s ae e e s sbee e e esateeesnnneeeesnseeeeas
[1-3=T-DEFINITION cnteentieieete ettt ettt et b e b et st e s bt e sbeesbe e bt et e e abesbeesbe e b e e b e e b e eanesanesae
[1-3-2- EXPresSion @NalYHiQUE ...cooueeeieieiieeiee ettt ettt ettt ettt sae e et e e s e e e bt e sare e baeesaneenneas
[ T B i o o [ Tor- Y 4o o SRRSOt
[1I-4-Energie cinétique et énergie Potentille..........oo i
I11-4-1 -conservation de I €Nergie MECANIQUE ........ceeecuiiieieiiee e citee e et e eete e e st e e e staeeeeearaeessabeeeeentbeaeennns
[11-4-1 -1-Définition de I'énergie CINGLIQUE .......cooiuiiiiiii et
[11-4-1 -2-Théoreme de I'énergie CINELIQUE .......cocueiiiiriiiee et
YA =g Lo Yo TR

(oY A0 LT Yo Y a1y { =Y (o] F PR

66

Chapitre VIl : DYNAMIQUE DU SOLIDE

| -1 Centre de gravité (Centre de masse)
=1 -L-DEFINTEION weetiiieiiiieeie ettt ettt s bt e st e s saeesbeesnaeenns

I A o <Y 41 o] LT PP PPPPRRNE

| -2- Enoncé du théoreme du centre de gravité

Il- Théoreme du moment cinétique
[I-1-Définition du moment cinétique d’un systéeme matériel

[I-1-Enoncé du Théoreme du moment cinétique

[11-4-1 -3--ENergie POtENTIEIIE ...oviveeieeeceeeeeeeeeee ettt
E DL T A T4 o U
D/REMAITUE ..ottt ettt ettt et e et e et e ete e eeaeeebeeeeseeebeeeseeenbeseseeenbesenseeenes
I1I-4-1 -4-Conservation de I'énergie mécanique totale.......c..cccccveeeeiciieeccciiee e,
a/Définition de I'énergie MECANIGUE........cecvreeeeieierere ettt see et seesaeneens

b/Conservation de I'énergie MECaNIQUE .......cceeeeviieieeeiiii ettt et

I- Théoréme du centre de gravité pour un systéeme matériel

a/Premiére méthode en coordonnées Cart€SiENNES......cccuvvvvveeereeiiireeeeeeeeeriiereeeeens

b/Deuxiéme méthode en coordonnNées POlaires.........ccevieeeeecreeeereeeereeeceeeereeeeeeenns

BIBLIOGRAPHIE

74
74
74
74
75
75

76

76
76
76
77
77
79
80

81
81
81

83



CHAPITRE-I : ANALYSE DIMENSIONNELLE

I-Grandeurs fondamentales et leurs unités

I -1-Introduction

Dans le systéme international S.I ou Giorgi les grandeurs fondamentales
sont : la masse, la longueur, le temps, et I'intensité électrique.

Le choix de ces quatre grandeurs est arbitraire.

Les unités fondamentales dans le systeme M.K.S.A sont le metre, le
kilogramme, la seconde et 'ampere.

I -2- Définitions

Le meétre (m) : unité de longueur

Le metre est égal a 1650763,73 fois la longueur d’onde de la radiation
électromagnétique émise par l'isotope 8¢Kr (krypton) dans la transition entre les
états 2p1o et 5ds.

Le kilogramme (kg) : unité de masse

Le kilogramme c’est la masse du prototype international (bloc de platine
conservé au Pavillon du Sevres (pres de Paris).

H=39mm

- -

En physique atomique, on rattache le kilogramme a I'atome de carbone 2c,

le kilogramme est la masse de 5,0188.102> atomes de carbone 2c.
6



En pratique

Le kilogramme est la masse de 1 dm3 d’eau pur a 4°c.

La seconde :(s) unité de temps

La seconde est la fraction 1/31556925 ,975 de la durée de I'année solaire
1900.

L’ampere :(A) unité de I'intensité électrique

L’ampere est l'intensité d’'un courant constant qui maintenu dans deux
conducteurs paralléles et rectilignes infini, de section circulaire négligeables et
placé é a une distancer de 1 metre I'un de I'autre produisant entre ces deux

conducteurs une force égale a 2.10-7 N par metre de longueur.
Les définitions évoluent avec le temps et en fonction des phénomenes

physiques qui peuvent se mesurer plus précisément.

I1-Equation aux dimensions

I-1-E quations aux dimensions
Définition

Une équation aux dimensions est une écriture conventionnelle qui résume

la définition des grandeurs qui dérivent des unités fondamentales.

Soit le travail d’une force constante F définit par I'expression suivante :

W = F.l ou AB=I

e =1
o -1

Trouver w,a, Yy, & telque letravail [W] = M®LP TY A®

On dit alors que :



- le travail est de dimension a par rapport a la masse M
- le travail est de dimension 3 par rapport a la longueur L
- le travail est de dimension y par rapport a au temps T
- le travail est de dimension & par rapport a I'intensité I

On dit que le travail est de dimension [W] = M®LE TY A®
W = F.
A partir de la deuxieme loi de Newton F = my , 'équation aux
dimensions de la force est :

[F]=ML! T2
D’ou I’équation aux dimensions du travailest:  [W] = M L2 T2
Nota benné
Dans les formules, on ne tient pas compte des coefficients numériques qui
sont, sans dimensions.

Il -2 -Exemples et homogénéité des formules

Equation aux dimensions du moment d’une force par rapport a un
point.

"L

Soit le module du moment d’une force F’ par rapport a un point O
Mo(F) = OAAT
|M0(F)| =OA.F. |sin(8)|
[Mo(F)] = LLM.L.T2 = M. 12. T2
On remarque que I'équation aux dimensions du moment d’'une force par

rapport a un point est la méme que celle du travail d’'une force .
8



Homogénéité d’'une formule

Une formule est homogene si le membre de gauche a la méme dimension
que le membre droit.
Une formule non homogene est nécessairement fausse, tandis qu'une
formule homogene n’est pas obligatoirement exacte, elle peut étre fausse ou
differe d’un coefficient de la formule exacte.

Il -3- Densité et grandeurs sans dimension

Définition de la densité

La densité d’'une substance S par rapport a une substance S’ est le rapport
m,m’ des masses des deux substances respectives et de volumes égaux

Pour une substance solide ou liquide, la densité de la substance considérée
se mesure par rapport a I'eau, pour une substance gazeuse se mesure par
rapport a l'air.

La densité est un nombre sans dimension, elle differe de la masse

volumique, du volume massique ainsi que du poids volumique.

. m ’ . ' ' —
Masse volumique: p = v son équation aux dimensions est [p] = ML™3

: \4 . . . . _
Volume massique: p= — son équation aux dimensions est [p] = M~1L3

poids volumique : p = % son équation au dimension est [u] = M L! T™2L™3

(W =M LT

Remarque

Les angles dans le plans sont des grandeurs sans dimension, mais ils ont

une unité par exemple(le radian).



De méme les angles dans l'espace sont sans dimension, ils ont l'unité

(stéradian).

111 -Précision et exactitude

lIl-1 -Rappels mathématiques

IlI-1-1- Développements limité

La généralisation du théoréme des accroissements fini (théoreme de Rolle)
donne lieu a la formule de Taylor avec le reste de Lagrange.

Soit f une fonction définie par

f:[a,b] —R
dérivable jusqu’a I'ordre n, la dérivée (n+1) iéme est défini sur ]a,b[ alors il

existe c: Jc € |a,b[ tel que:
_ )3
f(b)—f(a)+b—f() (b ) —— f@)+ (b ) L @) 4 e

1!
( _ )n+1

Mf(n)( ) +

n! (m+ 1! Fr(e)

La formule la plus utilisé en physique est la formule de Taylor-Young

Soit une fonction f définie par :
f:1 - R oulunintervalle fermé

dérivable jusqu’'a I'ordre n, la dérivée (n+1) niéme est défini au point a, si

(a + h)el ,alors

f(a+h) = f(a) +2'(a) + 2 F'(@) + = FP(a) 4 wor oo + 226 () +

TS[r@ +e®)]  avee  limyge(h) >0

Si on s’arréte a I'ordre n+1, on obtient un développement limité a I'ordre

n+1

10



Exemples
Développement limité de la fonction cosinus : f(x)=cos(x) ,au voisinage du

point 0 a I'ordre 5.

On prend a=0 et h=x
2 44 6
f(O+X) = COS(X) = 1——-|-____|_0(X2n)

2! 4! 6!
Pour la fonction sinus, on obtient
3 5
f (0 +x) =sin(x) = X—§+§+O(X5)

Pour les calculs usuels en physique on se contente a des développements
limité a I'ordre 1ou 2.

Exemples

Cherchant le développement limité a I'ordre 1premier pour les fonctions
suivantes e* ,In(1+x),(1 +x)" ,tan(x)

e*=1+x+0(x)
In(1+4+x) =x4+0(x)
1+x)"=1+nx+0(x)
tan(x))x + 0(x)

IlI-1-2 -Dérivée partielles

I11-1-2-1 -Dérivée partielle d’ordre 1

Si on a une fonction a plusieurs variables, la dérivée partielle par rapport a
une variable s’obtient en dérivant la fonction par rapport a cette variable toute
en considérant les autres variables comme des constantes.

Soit, par exemple une fonction f définie par :

f:R3 > R tel que f(x,y,z) = 5x%y> + xz*

la valeur de la dérivée par rapport a x au point (Xo,yo,z0) d’ordre 1 est la
dérivée partielle ,elle sera notée par :

f(x,y,z
<—( y )> = 10x,ys + z¢
0x
(X0,¥0,Z0)

11



De méme la dérivée partielle d’ordre 1 par rapportay est:

0f(x,y,z
(FE22) sy
y (X0,Y0,Z0)

De méme la dérivée partielle d’ordre 1 par rapportay est
0f(x,y,z
<—( Y )> = 4XoZ3
0z
(X0,Y0,20)

Elle s’obtient en dérivant la fonction f par rapport a x et en considérant les
autres variables (dans I'exemple y et z) comme des constantes.

IlI-1-2-2-Dérivée partielle d'ordre 2

La dérivée partielle par rapport a une seule variable se définie par :

, (&Y. 2)
0°f(x,y,z) B OX

0x?2 Jx

= 10y3

0%f(x,y,7)

3y2 = 30x%y

0%f(x,y,2)
T = 12xz2

La dérivée partielle par rapport a deux variables se définie par :

5 (af(x, y, Z))
0%f(x,y,2) _ dy — 30xv?
0x dy 0x y
p (af(x, y, z))
azf(X, Y, Z) aX 2
= = 30xy
dy 0x dy

12



1l]-1-2-3-Théoréme

foe s . ) ’ ;o of of .
Quand les dérivees partielles d’ordre 1 que l'on écrit oy existent et

sont continues et dérivables, ainsi que les dérivées partielles d’ordre 2 sont
continues et dérivables alors.

0*f(x,y,z) _ 0%*f(x,y,2)
oxdy  0yox

IlI-1-3 -Differentielles

11]-1-3 -1-Définition

Soit une fonction f différentiable en un point si et seulement si elle est
dérivable en ce point.

La différentielle de la fonction f au point xo notée dF xo est 'application
linéaire qui a h fait corresponde f'(xo0).h

dFy,
h dF,, (h) = f'(xo).h

IlI-1-3 -2-Regles de calcul

d(u+v) =du+dv

d(u.v) = udv + vdu

d(Au) = Adu

1I-1-3 -3-Exemple d(3x?) = 6x.dx

Notation

i af _ d
On note la dérivée par — = s
dx dx

13



[[I-1-3 -4-Cas d’une fonction a4 plusieurs variables f: R™ - R

On parle alors de différentielle totale, dans le cas n=3 fune fonction a trois
variable f(x,y,z)
f: R3 >R
La différentielle totale est :

of

of
df(XOYOZO) = (&)(Xoyozo) dx + (a—y> dz

dy + (—af)
y
0z (X0Yo0Zo)

(X0Y0Zo)

Dans ce cas 'application différentielle est trilinéaire ou multilinéaire

Exemple soitlafonction f(x,y,z) = 5x3y? + 2x2z2

of

F 15x2y? + 4xz?
of _ 10x?

dy x

of

= = 4x%7

df = (15x2%y? + 4xz?)dx + (10x3y)dy + (4x%z)dz

IlI-1-3 -5-Différentielle logarithme

Elle utile pour les calculs d’erreurs
Soit la fonction f a plusieurs variables tels que : f(x,y,z) = x*yPzY
Le logarithme de la fonction f est:
In(f) = In(x) + BIn(y) + yIn(z)
D’ou la différentielle logarithmique est :

df dx dy dz
d(ln(f)) = T = O(y + B?-FY?

14



II]-2- Erreur absolue et incertitude absolue
IIl-2-1 -Définition

Supposons qu’on connait la mesure exacte d'une grandeur physique Xo , un
autre expérimentateur mesure cette grandeur et trouve la valeur X .l'erreur
absolue sur la mesure de cette grandeur est X-Xo.

Deux cas se présentent :

-si X-Xo > 0, 'erreur absolue par exces.
-si X-Xo <0, l'erreur absolue par défaut.

Malheureusement en physique on ne peut pas connaitre la valeur exacte
d’'une grandeur physique, on sait que la valeur exacte est comprise entre deux

nombres.

X-AX<Xo<X+AX avec AX>0
A X est I'incertitude absolue

On peut écrire :Xo=XZAX

Exemple
soitla masse mo=(3,1254+ 0,003 ) kg

IlI-2-2 - Théoréme des incertitudes absolues

soit X=f(x,y,z)
Pour calculer l'incertitude absolue AX
AX="7?

dy| dz

af
0z

=[5 +
of
ax
Avec

Ax = |dx|
= |dy|

Az = |dz|

Cette expression découle de la formule suivante :
15

AX = Az

Ax + ‘Ay+




df—(avd +(63d +<63d
_axxayyazz

On note
f(x,y,2) = f(x1,X2,X3)

III-3 -Erreur relative et incertitude relative
II]-3-1 -Definition

L’erreur relative sur une grandeur physique est le rapport entre 'erreur
absolue X- Xo sur la valeur exacte Xo.

dX _ X-X,
Xo Xo

avec dX = X—X,

I'incertitude relative sur une grandeur physique est le rapport entre
I'incertitude absolue AX sur la valeur mesurée X.

AX X —X,
X X

1lI-3-2 -Théoreme sur les incertitudes relatives

Etant donné une grandeur F de la forme: F = x%yPzY
Par la différentielle logarithmique, on trouve

Ax Ay Az
X \4 Z

=] 5

Ou encore

1Il-4 -Exemples de calculs d’incertitudes

IIl-4-1- Mesures indépendantes

16



On veut calculer I'incertitude absolue sur la résistivité p soit Ap d'un fil
conducteur de forme cylindrique de longueur | et de rayonr.

Calculant l'incertitude absolue sur la résistivité : Ap="7?

On a I'’expression de la résistance R :

1 . ) , .
R = p; ou sest la section s du fil conducteur donnée par la relation
suivante
2 ‘l'[d2 . N .
s = Tr< ou encore s = —— d est le diametre du fil conducteur

La résistivité p est donné par:

Avec le théoréeme des incertitudes relatives on trouve

Ap AR Ad Al
R d 1

Si on a, par exemple

Ap AR _Ad Al
—=—+2—+—=10"34+2.10"24+ 1073
p R d 1

Alors
A
e ~ 2.1072
p

17



La précision de la mesure est de 'ordre de grandeur de la mesure la moins
précise

Soient deux résistances électriques Riet R; montées en paralleles, la
résistance équivalente R est donnée par la relation suivante :

1 1 . 1
R R, R,
Ry
< "®m_ >
]
Dou R=-—12

L’incertitude relative sur la résistance R est :
AR

R

?

a/Mesures indépendantes (mauvaise méthode)

AR AR, s AR, s A(R; +R,)
R R, R, R; + R,

AR AR, AR, AR, AR,
— =+ —+ +
R R, R, R;+R, R;+R,

AR—AR<1+ ! )+AR<1+ . )
R 'R, R;+R, *\R, R;+R,

AR_AR1<2R1+R2> AR2(2R2+R1)
R  R; \ Ry +R, R, \ R; +R,

18



Par cette méthode on sous-estime la précision de la mesure; en effet
I'erreur commise sur la résistance R; au numérateur s’effectue dans le méme
sens qu’au dénominateur .il en est de méme pour la résistance R,.ces erreurs
sont donc liées

b/Mesures dépendantes (bonne méthode)

. : . dR .
Dans cette méthode, on calcule I'erreur relative — Puis on regroupe les

termes semblables Ry et dRz

Ry R,
dR _ dR; N dR, d(R;+R,) B dR, N dR, dR; dR,
R R; R, R,+R, R; R, R;+R, R;+R,

1 1 1 1
:de(R_l_R1+R2>+dR2<R_2_R1+R2>
dR, R, dR, R,
“ R, R, +R, R, R, +R,

On passe ensuite aux incertitudes relatives :

AR _AR; R, +AR2 R,
R R; Ri+R, R, R;+R,

On constate que l'incertitude relative obtenue par cette méthode est
inférieure a celle obtenue par la méthode des mesures indépendantes.

I11-5 -Calcul des petites variations

Soit T la période d’'un pendule simple donnée par cette relation

T=21't\/1
g

Sous 'effet de la chaleur la longueur du pendule augmente de 1 + dl, dans ce
cas on connait le sens dans lequel varie la longueur 1

Ona l+dloudl > 0lapériode T varie dans le méme sens dT > 0.

On peut calculer cette variation soit par la différentielle totale dT en
prenant la pesanteur g constante ou par la différentielle logarithmique LnT ou
encore par un développement limité a I'ordre 1.
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1 +dl 1 dl 1 dl
T +dT = 2m /—=2n /_<1+_)=21T : <1+_)
g g 1 g 1

L’expression (1 + %) est de la forme V1 +x avesx = 0

1 1dl
T+ dT = 2m |- (1+——)
g 21

m-an (22

==

d’ ou
dT _ 1dl
T 21

20



CHAPITRE Il VECTEURS

I-Scalaires et vecteurs

I-1-Introduction

Certaines grandeurs physiques se définissent complétement par un scalaire,
tandis que d’autres grandeurs physique ne peuvent se définissent uniquement
par un scalaire, mais elles se définissent completement par un vecteur

-exemples de grandeurs physiques scalaires: masse, longueur, travail,

température, pression d’'un gaz ....

-exemples de grandeurs physiques vectorielles : force, vitesse, accélération
moment d’une force....
On distingue en physique deux types de vecteurs :

- les vecteurs vrais ou vecteurs polaires qui se définissent d’'une maniere
intrinseque c’est a dire leurs définitions ne dépendent pas du systeme de
référence.

- les pseudos vecteurs ou les vecteurs axiaux se définissent par rapport a un

repere.

I-2-Définition d’un vecteur lié

(A) M N

Vecteur lié

Un vecteur lié MN est définit par:
-son origine M
-son support ou direction (A)
-son sens de M vers N
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-son module sa norme : la longueur MN = [|MN||=|MN]|

I-3-Définition d’un vecteur libre

Si on ne peut pas définir une origine d’'un vecteur, on parle alors de vecteur
libre.

-

Vecteur libre

Les vecteurs AB et CD sont des représentants du vecteur libreV.

Un vecteur glissant est définit par son support (A), son sens et son module
sans fixer son origine.

Vecteur glissant

Les vecteurs AB et CD représentent le vecteur glissant V

I1-Addition de deux vecteurs et angles de deux vecteurs

II-1- Addition de deux vecteurs
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[I-1 -1 -Cas de deux vecteurs liés

La somme vectorielle de deux vecteurs AB et BC notée AB + BC st le

vecteur AC.

On écritAC = AB + BC ouvl=ﬁ, Vz=ﬁf et\7=AC;V=71+V2

Somme vectorielle de deux vecteurs liés

[I-1 -2- Cas des vecteurs libres

Somme vectorielle de deux vecteurs libres

II-1 -2 -1-Module d’un vecteur V.



Ona: AC?=AD?4DC?

AC? = (AB + BD)?+ (BC sin(0))?
AC?= (V; + V, cos(0))? + VZsin2(0)

On trouve
V2 = V2 + V2 + 2 ||V, [Va]]. cos(®)
ou bien

L'angle 8 = (V,,V,)
Cos (- 8)=cos(y)=- cos(8)
V2 = V2 + V2 = 2 ||V Vo] costy
[I-1 -2 -2-Direction du V

La direction de V est déterminée par I'angle a .
On peut trouver une relation entre les trois modules des vecteurs v, \71 et

A qui forment le triangle ABC et ces trois angles a, 3 et y (voir figure).
On a dans le triangle rectangle BCD et ACD

CD=V, sin(B)=V sin(a)

\% \% \%
Ontrouve — =—- =2
siny sinf3 sina

Cette derniere relation est tres utile en statique pour I'équilibre d’un solide

soumis a trois forces.

II-1 -2 -3-Cas particulier
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V=V1+V2 et Si Vl _LVZ

Alors le module de V

- 2 = 2
||V|| = \/”Vl” + ||V2|| et 'angle a est tels que

V2
tan(a) = —
Vi

II-2-Angle entre deux vecteurs

Les axes OX et OY appartiennent au plan [Vl,VZ]. L’angle o que fait le
vecteur Vz avec le vecteur Vl noté (Vl, Vz) est 'angle dont il faut faire tourner le

vecteur Vl pour 'amener sur la direction du vecteur Vz; il s’agit donc d'un angle
algébrique.

Angle entre deux vecteurs

Ainsi on aura I'angle (Vy,V,) est égale a 'angle —(V,, V)
(V. V) = =(V, V1)
Et VV3 Ona (Vl,vZ) = (Vl,V3) + (V?),Vz)
Cette derniere relation entre les angles et analogue a la relation vectorielle
suivante : AC =AB +BC

111- Composantes d’un vecteur

Il existe une infinité de facon d’obtenir a I'aide de deux vecteur ou plusieurs
—
vecteurs par somme vectoriel, un vecteur donné V .les vecteurs obtenus sont

appelés les composante du vecteur V.
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Composantes d’'un vecteur V

V=V, +V, =V + Vz’ ; Les vecteurs V; et V, sont les composantes du
vecteur V.

— — —
Les vecteurs V] et V; sont aussi les composantes du vecteur V. Il y’a une

infinité de facon d’obtenir les composantes du vecteur V.

Dans le plan on prend une base orthonormée (0, Z, )

Py

Composantes d'un vecteur dans le plan(0, Z, )

Le vecteur V s’écrit V = VX + Vy
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Ou les vecteurs VX et Vy sont les composantes du vecteur V dans le repere
0,7,7).

On peut écrire aussi

VX = V.7 et Vy = Vy.f ou Vy et Vy, mesures algébriques des composantes

du vecteur V ou tout simplement composantes du vecteur V.

On peut écrire aussi
V=V i+ V,.7=x1i+y.7

Vy = Vcosg avec ¢ = (7,V)

Vy = Vsineg

Le module du vecteur V est :

VIl = Jv* + vy
IVl =y
V=9,+ vy Ou Vy ,Vy sont les composantes du vecteur V dans le repére ox’

et oy .

Dans I'espace on prend une base orthonormée (O, 1,7, fa))
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Composantes d’'un vecteur dans I’espace

Les composantes d'un vecteur V dans I'espace Vi, Vyet V,
V=V, +V, +V,
OuV,=VcosB =
Vy = Vyycos@ = VsinB.cos @
Vy = Vyy sin@ = Vsin0.sin¢ ou ny est la projection du vecteur v
dans le plan (0,4, 7)
Le module du vecteur

7 = e + w2+ v,2

V] = JZ+y2 + 22

Cas particulier
Si le vecteur V est un vecteur unitaire V = u
re

Les composantes de ce vecteur unitaire U sont uy , uy et u, ou
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u, = cosa avec o = (7,U)
u, = cos B avec f = (7, 1)
u, = cosyavecy = (Jf;&), u)
Le module de U est égal a un
Itl|? = (cosa)? + (cosPB)? + (cosy)? =1
Les cosinus des trois angles o, et y sont les cosinus directeurs du vecteur

. . d
unitaire u .

I\V- Systemes de coordonnés

Il existe différentes facon de repérer un point dans I’espace, le repéere choisi

sera en fonction du probleme étudié
IV-1- Coordonnées cartésiennes

Dans un repere orthonormé directe (O, 1,7 %) le point M est repéré par le

vecteur position OM =7 tel que :

OM =7 =x1+y] +zk
Ou x,y et z représentent les coordonnées du point M dans I’espace ou les

composantes du vecteur O—N[)

Coordonnées cartésiennes d’'un point dans I’espace
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1V-2 -Coordonnés polaires coordonnées cylindrigue
1V-2 -1- Coordonnées polaires

Y
A
’/
-
-
-
M_ -~
psinf —————————
I
Q I
|
;’n ) |
= ]
> > X
o i pcos®

Coordonnées polaires

Soit I'axe 0X axe polaire
Le point M est repéré par 'angle 6 = (0%, OTW) et la norme p du vecteur oM
p = [[oM]| = 0

Les relations qui lient les coordonnées cartésiennes avec les coordonnées

polaires.
{x = p cosH
y= p sinB

étant donné x et y on peut calculer pet 0

— 2 2. Y. —_X : __ vy
p=.X*+y ,tanG—X, cos 9 = o etsmG—\/xz_erzavec

0 < 6 < 2m ceci est valable excepté les problémes de rotations
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1V-2 -2-Coordonnées cylindriques

Coordonnées cylindriques

le point M est repéré par trois coordonnées p, 0, etz avec p = /x? +y?,

X . y
c0SO = —— etsinb =
X2+y2 /X2+y2
2-3- nnés spheriques

le point M est repéré par 1,0, et
ou
o] = oM =
¢ = (&' O—m)xy)
6 = (OM, 0z)
X = r sin(0) cos(y)

y = rsin(0) sin(y)
Z=T cos(0)

Les relations inverses sont données par :

r=\/x2+y2+z2
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tan@ =

cos(0) =

VX2 +y? + 72

Coordonnés sphériques

V- Produit scalaire
V-1 -Définition
Le produit scalaire du vecteur v; par le vecteur v, noté Vv, .V, estun

scalaire qui est égal au module de V,; par le module de Vv, par le cosinus de

I'angle entre les deux vecteurs v, et Vv,
Soit 71. \_;2 = V;.Vy. COS(Vl, \_;2) ;

Les quantités v,.cos(V,,V,) et V;.cos(V,,V,) représentent respectivement
la projection du vecteur v, sur v, et la projection du vecteur v, sur V,.On peut
définir le produit scalaire
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—

o o ol . VZ
Vl . VZ =V1. pI‘O] V ou
1

Vi . V,=V,.proj v,

De ces définitions on remarque que le produit scalaire est une quantité
intrinseque (ne dépend pas du systeme de coordonnées)

V-2 -Propriétés du produit v, . v,

-commutativité

V1.V, =V,.V;

-distributivité du produit scalaire par rapport a I'addition vectorielle
Vi.(Vy, +V3) =V, .V, + V.V

-cas particuliers

Si v, LV, alorsV, .V, = 0 ouencorev, = 0ou v, = 0
V-3 -Expression analytique du produit scalaire
V, = x,0 + yi] + 2,k
V, = X1+ yo] + 2K
V,.V, = (le + vy, + zlﬁ). (XZY +y,] + ZZE)

Dans le cas d’un repere orthonormé

ANy

Produit scalaire
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V1 . Vz == Xl'XZ + Y1-YZ + Zl'ZZ
Sl _\71 = 72 = 7
vZ =x?% +y?+2z°
Siv=v, +V,
Ve =Vi{+V;+2.V.Vy, =V + V5 + 2.v4.vq.cos(Vy,Vy)

VI- Produit vectoriel

VI-1-Définition
le produit vectoriel du vecteur v, par le vecteur vV, notée

V; AV, ou V; XV, estun vecteur dont la direction est perpendiculaire aux
deux vecteurs Vv, et V, ,son sens est tel que le triedre formé par les trois
(V1,V,, Vy AV,) soit direct, son module ||V, A V,|| est égal au produit des modules
des deux vecteurs V; et V, par la valeur absolue du sinus de l'angle formé par

- —

v, et v,

VL AVl = vy v, [sin(Vy, V)|
71 /\VZ B _VZ /\71

A‘71 /\‘72
v,
0
l
l Vi
VoAV,
Produit vectoriel
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-Le produit vectoriel n’est pas commutatif
Distributivité par rapport a I'addition
ViA(Vy +V3) = (Vi AVy) + (VA V)
et
(V2 +V3) AVy = (Vo AV + (V3 A V)
-On remarque que le sens du produit vectoriel dépend de I'orientation de

I'espace : c’est un pseudo vecteur ou vecteur axial

VI -2 -Signification géométrique du module du produit vectoriel

V1 AV, |l = vy. v, [Sin(Vy, V)| = OA.CH = 2.Spac = Soasc

— —
IV1 AV2 |l = 2.Soac = Soasc
Ou Soagc estla surface du parallélogramme formé par les vecteurs v, et v,

VI -3 -Expression analytique du produit vectoriel dans un repere orthonormé

D’apres la définition du produit vectoriel

On a:
\—;1 == le + Y1T + Zlﬁ

72 = XZT + yZT + ZZE
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JAK=T=—KAJ
KAT=]=—-KkAT
ViAV, = (X404 yi] + 2.K) A (%1 + ¥,7 + 2,K)

= (y1.22 — 21. YT + (21. X2 — X1.2,)] + (X1. Y2 — ¥1.X2)K

Y1-Z2 — Z21.Y2
Les composantes V; AV, {Z1-Xz — X1.Z;
X1:Y2 7= Y1- X2

Si on emploie I'écriture du déterminant, nous pouvons écrire :

I 7 Kk
- =
ViAVa =% Yy 74
X2 Y2 Zp

VII-Moment d’un vecteur ,moment d’un couple de vecteurs

VII -1 -Moment d’un vecteur par rapport d un point
VII -1 -1-Definition
Par définition le moment d’'un vecteur V par rapport au point O est le

produit vectoriel du vecteur 0A (A origine du vecteur Vv ) parle vecteur v.
My(V) = OAAV

VII -1 -2-Cas d’une force ¥ = F

30(F) = OAAT
|]\7}0 (F))| = OH.F = F.d Oud estle bras de levier : la distance du point O

alaligne d’action de la forceF.
L’unité du moment d’une force est le metre .Newton (m.N)

VII -2-Moment d’un couple de vecteurs

VII -2-1-Définition
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Un couple de vecteurs (V,V') est un ensemble de deux vecteurs de méme
module de sens opposés et de direction parallele au sens stricte du terme.

Vv
A H
—_\ T (D)
\
F \
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\ "
\ F
\
1]

e (D)
H A 7

Moment d’'un couple de vecteurs

Le moment d'un couple de vecteur par rapport a un point O est égale a la
somme vectorielle des moments de chaque vecteur par rapport a ce point.

Mo(¥,9") = Mo (V) + Mo(V") = (0AAV) + (0AA V')
= (0B AV) + (0A7 A (7)) = AA" AV

Le moment d’un couple de vecteur par rapport a un point est indépendant
de ce point.

VII -2-2-Cas d’un couple de force

Si il s’agit d’'un couple de force qui s’exerce sur un solide indéformable, il y

aura un mouvement de rotation autour d’un axe passant par O milieu de AA’
Mo(FF') = AA'AF =

|Mo(F,F')| = H'H.F = d.F
La distance d est le bras du couple de forces .
Remarque
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Quel que soit le couple de force (ﬁ,l—f’) on a toujours: F+F' =0, donc ce

qui caractérise le mouvement de rotation du solide indéformable c’est le
moment du couple.

VIII-Produit mixte de trois vecteurs
VIII -1-Définition

Le Produit mixte de trois vecteurs U,v, W est un scalaire noté par :
UAV).W

VIII -2-Représentation géométrique

Produit mixte de trois vecteurs

Ona (UAV) Lu
UAV) LV

|(WAV).W| le module du produit mixte est égale au volume du
parallélépipede bati sur les trois vecteurs U ,v, W

On convient de noter le produit mixte par

UAV).W=(U,v,w)

L’ordre des opérations .et An’a

pas d'importance
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-par permutation circulaire on obtient le méme produit mixte
C’est a dire

— — —

VIII -3-Cas particulier de trois vecteurs u ,v, w coplanaires

Dans le cas de trois vecteurs coplanaires leurs produit mixte est nul

Expression analytique
Si on se donne les composantes des trois vecteurs

uX VX WX
u{uy v{vy w{Wy alors le produit mixte est donné par:
uZ VZ WZ
uX VX WX
(Uv,w) = [uy Vy Wy
uZ VZ WZ

Si on développe ce déterminant par rapport a la 3i¢me J[igne on trouve :

(ﬁ, V, W) = | Vx Vy Vs
Wy Wy W,

= Wx(uy.vZ — uy.vz) + Wy(uy.vZ — Vy. uz) + wz(uy.vX — uy.vz)

VIII --4 -Moment d’un vecteur par rapport a un axe (comoment)

Définition
le moment d’'un vecteur V par rapport a 'axe A est égal au produit mixte
des trois vecteurs OA ,V ,U ou o un point de 'axe A, le vecteur U est un

vecteur unitaire de A ,le point A est I'origine du vecteur V.
M,y(V) = (0AAV).T
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CHAPITRE 1l : CINEMATIQUE

Introduction :
La cinématique est I'étude du mouvement d’un point matériel ou d'un

solide sans se préoccuper des causes du mouvement.
Tout d’abord on va étudier les mouvements rectilignes.

I- Mouvements Rectilignes

I-1 - Définitions : Vitesse — Accélération
I-1 -1-Vitesse

v

o-
=
S
)
gt
St

Mouvement rectiligne

La vitesse algébrique moyenne V,, est définit par: v T
La vitesse algébrique instantanée v = hmfﬁta
La position du point matériel est donnée par la mesure algébrique OM du

vecteur position OM = F
La mesure algébrique OM du vecteur position OM = T est donnée par

'abscisse du point M a I'instant t
OM = x = x(t)

D’ou la vitesse algébrique instantanée vitesse
dx(t)

dt

V() =
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Le vecteur vitesse V est donnée par la dérivée premiére du vecteur position

OM = ¢ par rapport au temps.
__d(OM) dr
VST T @

Représentation du vecteur vitesse v

—direction du vecteur vitesse est la méme quela direction de 1'axe x'ox
—sens du vecteur vitesse est celui du mouvement c’est a dire de x'vers x
—intensité est proportionnelle au module du vecteur vitesse ||V]|
—origine du vecteur vitesse est celui du point matériel(mobile)a l'instant t

<l

-direction du vecteur vitesse est la méme que la direction de I'axe x’0x
-sens du vecteur vitesse est celui du mouvement c’est-a-dire de x’ vers x
-intensité est proportionnelle au module du vecteur vitesse

-origine du vecteur vitesse est celui du point matériel (mobile) a I'instant t

I-1-2- Accélération Y

Le vecteur accélération instantanée y est définit par la dérivée premiére

du vecteur vitesse V'

- dv  d?OM d?t
{) = — = e
Y( ) dt dt2 dt2

Représentation du vecteur accélération y

-direction du vecteur accélération y est celui de I'axe x’ox
-le sens de I'accélération dépend de x(t)

-le module de I'accélération dépend de x(t)
-I'origine du vecteur accélération Yy est celui du point matériel M(t)

(mobile) a I'instant t

Remarque
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Si le produit scalaire entre le vecteur vitesse v’ et le vecteur accéleration y
vérifie :
-si cette relation est vérifiée v.y > 0 le mouvement est accéléré

V.Y <

-si cette relation est vérifiée 0 le mouvement est retardée

I-2- Cas particuliers

I-2-1-Mouvement rectiligne uniforme

a/-La vitesse algébrique v est constante
v = cte

v

d
b/-Laccélération y = - = 0 (V1
d ) t
vV = cte=vo =d—)t( d’ott dx = vodt =x=[ vodt=vyt+c
a l'instant t=0 ona x = x; , I'’équation horaire du mouvement rectiligne
s’écrit :

¢/-L’équation horaire :

X = Vot -|-x0

I-2-1-Mouvement rectiligne uniformément varié

a/-L’accélération algébrique est constante y =y =y, =cte
% =y, dv=y,.dt lavitessevzfotyo dt =y,.t + ¢

Al'instant t=0 la vitesse du mobile est v= vo on trouve que c= vy vitesse
initiale

b/-La vitesse instantanée du mobile est v = vy, .t + vo

Cherchant maintenant I'abscisse instantanée x du mobile

d :
== Yo -t + Vo ontire x= fot(yo .t + v,)dt ontrouve que

On a =
dt

X== Yo 2+ Vot +¢

Pour t=0 ,on a x = Xo condition initiale ¢’= xo
I . 1,
¢/-L’équation horaire X=2 Yo te 4+ vot + Xo

d/-Relation entre vitesse, déplacement et accélération
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Alinstant t; la position du mobile est x1, sa vitesse est vi
Al'instant t2la position du mobile est x», sa vitesse est v2
ona dv =vy,.dt multipliant cette relation par v on aura
v.dv=y,.dt.v

d s :
=Y, .dt .d—)t( =Y, .dx intégrant cette relation entre ti et t2

t t
ft: vdv = ft: Yo -dx, on trouve

% (V22 -vi2) =y, (X2-x1)  ou V22 -vi2 =27y, (Xx2-X1)

[-2-3- Mouvement rectiligne sinusoidal
-a/Equation horaire

Un mouvement sinusoidal est régit par une équation horaire de la forme
-a/  x(t) = asin (wt+ ¢)

Ou

- X(t) est’élongation instantanée

-a : élongation maximale ou amplitude

- wt+¢ : la phase (algébrique) a I'instant t

- ¢ :phaseal’origine

- w : pulsation donnée en radian par seconde (radian /seconde)

-période :T=2m/ w elle est donnée en seconde

- fréquence est définit par f=1/T = w/2m , elle donnée par le Hertz (Hz)

Remarque

Le mouvement est périodique de période T qui est le plus petit nombre tel
que: X(t+T) = x(t) quel que soitt

La vitesse et I'accélération varie sinusoidalement
, dx
b/-La vitesse est donnée par P V=—=wacos (wt+d)

; dv .
¢/- L’accélération est donnée par : Y=4=" w? a sin (wt+¢d)=- w? x

_Ex ey
Y=~
Cette accélération correspond a une force de rappel F = —k.x =m.y
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Ces dernieres équations nous donnent I'équation différentielle du

mouvement rectiligne sinusoidal
d?x

= T w?x =0 dont la solution de cette équation est :x=asin(wt+ ¢)

I1- Mouvements circulaires

[I-1- Définitions : Vitesse — Accélération tangentielle et normale

II-1-1-Vitesse

Mouvement circulaire
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On repere le mouvement du point matériel (mobile) M soit par
I'angleB = (O_A),O—M)) ou par l'abscisse curviligne (mesure algébrique de l'arc de

cercle) : AM =s=R.0 ouRestle rayon de la trajectoire.

Le vecteur vitesse instantanée est définit par :

- dOM dr
v(t) = at _dt

. dr d
Soit v(t) = d—; d—i

Ou

-

dr . MM . :
— = lim — C’est un vecteur tangent en M au cercle de la trajectoire
ds M—-M MM

—_—

: MM
lim |—| =
M-M |[MM
Donc
. MM o . . .
lim — = ury est un vecteur unitaire tangent a la trajectoire
M-M MM
v(t) = —ur =v.u
® = Sir =v. T
ds
Ou v= —
dt

Le vecteur vitesse est tangent a la trajectoire

II-1-2-Accélération
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Soit u un vecteur unitaire du vecteur position OM
Le vecteur Uy est un vecteur unitaire normal au vecteur unitaire tangentiel
et dirigé vers le centre de la trajectoire O (centre du cercle)

L’angle formé entre par uetuy estégale g

- — T
( u, uN) = E
. cos 0
Les composantes du vecteur unitaire ﬁ{ )
sin 9
_ - - (—cos©6
Les composantes du vecteur unitaire uy = —u { sin 0
—si

cos(6+g) = —sin®

Les composantes du vecteur unitaire Uy p
sin( 0 + E) = cos9

On remarque que :

M
do T
On définit I'accélération
L dv d(v.dp) dv duy
Y= = uUrT™V-—/—

dt dt dt
Or les composantes de :

@ {—cos 0
dd l—sin0

diy dipde de _
dt _ do dt _dc N

L dv N de _,
Y= TV W

s =R.0 d’ou ds = Rd0 icile rayon R est constant
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de
Donc on aura ==

Remarque

e 1 .
Cette formule: L = Teste valable pour un mouvement curviligne

quelconque ou R(M) désigne le rayon du courbure de la trajectoire au point M

La position limite du point O; est celle du centre de courbure de la courbe
au point Ms ; la distance O1M1 désigne le rayon de courbure R; en M

Sur cette figure, on remarque qu’en général le rayon de courbure dépend de
la position du mobile M .

Le rayon de courbure R(M1) # R(M2).

Rayon de courbure

II-1-3-Composantes de l'accélération

On a I'’expression de I'accélération est :

L’accélération Y a donc deux composantes l'une est la composante
tangentielle y1, 'autre est la composante normale Vy.
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Y = T Ur Tty Uy = Y + VYN

Avec
dv d?s P .
Yr = = Up = FGT L’accélération tangentielle
ds?
— V2

VN =7 uy = %GN L’accélération normale

Cas particuliers

- Sil'accélération normale Yy = 0, le mouvement est rectiligne.

-Si I'accélération tangentielle est nulle y; = 0 et ’accélération normale
- : : :
Yn €st constante, le mouvement est circulaire uniforme.

II-2 -Vitesse et accélération angulaire

[I-2-1- Définition de la vitesse angulaire

On repere le mouvement d'un mobile M soit par I'abscisse curviligne
s = AM ou par l'angle 6
La relation qui lie I'abscisse curviligne s et 'angle 6 est :
s=R6

i : : de , : : :
Par définition la vitesse angulaire est —; Dotée aussi par w ou 0’ ou bien 6

Y b0
dt
Il y a une représentation vectorielle de la vitesse angulaire w
Ona
ds
a =v=Rw

v=rw avec r =0M
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On a

— T >
wlr
w LV

On peut écrire :

I
el
>
=y

N
\%

L’origine du vecteur vitesse angulaire w coincide avec le centre de courbure

de la trajectoire.

II-2-2- Accélération angulaire

L’accélération angulaire est définit par:

e_dze_doo
Cdt2 dt

Cas d’'un mouvement circulaire uniforme

Puisque la vitesse angulaire est constante, I'accélération angulaire est nulle

On adonc

do =
dt

L’accélération linéaire y qui s’écrit :
@ d@AD) A8 ., — | dF

m m L ATt /\E=w/\v=co/\(oo/\r)

<l
Il

;l
Il

Le vecteur w AV est dirigé comme le vecteur unitaire Uy c’esta dire

comme le vecteur accélération normale Yy .
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Le module de cette accélération est égale a

YN = W1

II-3-Cas particuliers

Comme pour le mouvement rectiligne, il existe aussi le mouvement
circulaire uniforme, le mouvement circulaire uniformément varié et le
mouvement circulaire sinusoidale .les résultats sont analogues pour les
différents grandeurs en ajoutant le qualitatif angulaire.

I11- Mouvement curviligne

III-1- Vecteur vitesse

Les résultats précédents du mouvement circulaires reste valable pour un
mouvement curviligne quelconque, le vecteur vitesse reste tangent a la

trajectoire.
v(t) = —ur=v.u
dc T T

On repere le mobile M soit par 'abscisse curviligne s=AM ou par le rayon

—_—

vecteur : OM =T+

Mouvement curviligne
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III-2- Vecteur accélération

N
En coordonnée curviligne s=AM ;la démonstration réalisée dans le cas d'un
mouvement circulaire reste valable sauf que le rayon de courbure varie d’un
point a un autre.

Y=g Ur ds dt N
dv — V2

Y= EUT‘l'_R(M) uy = Y+ VN

Ou R(M) est le rayon de courbure qui n’est pas constant c’est-a-dire, il
fonction du point matériel (mobile).

IV- Mouvement relatif

Cas d'un repére animé d’'un mouvement de translation uniforme par
rapport a un repere fixe.

M
Zq Z2
r 2,
—’I b —
11 J=> >J’1 s 5 o > V2
0, #1 2 #2
X X2
Systéme S, (0,,%,,Y;,Z;) fixe Systéme S, (0,,X,,Y5,Z;) mobile animé d’'un mouvement

de translation uniforme

Mouvement relatif
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Calculons la vitesse du point matériel M par rapport au systeme mobile S1
VM /5y sachant que la vitesse de ce point matériel par rapport au repere mobile

animé d’une vitesse constante VSz/S est Vi 55
1

Ona:

01M = 0102 + 02M

—_— >

0,M = x,7, + ¥ 72 + 224,

d0,M _ d0,0,  dO,M
dt ~  dt dt

Or ona
di, djf, d#, _3
dt dt dt
- dx, | dy, | dz, -
YMys, T Vsys, T g 2 T g 12T g 72
My, = VSZ/s Mys,

La Vitesse absoluev, est égale a la vitesse d’entrainement vV, plus la vitesse

relative v, .

Remarque

En général le repere S; est animé d’'un mouvement relatif quelconque
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CHAPITRE IV : DYNAMIQUE D’UN POINT MATERIEL

On appelle dynamique I’'étude des relations qui existe entre le mouvement
d’un corps et les causes qui le produisent

I-Premiere loi de Newton

Un corps isolé ou (point matériel) tout corps sur lequel n’agit aucune force,
il reste au repos ou il garde la méme valeur du vecteur vitesse.

Un corps isolé (point matériel), tout corps qui n’est soumis a l'action
d’aucune autre particule (ni attraction ni répulsion ni choc) physiquement un tel
corps n’existe pas. On considéere, un corps est isolé si les forces qui agissent sur
lui s’équilibrent.

Par exemple

-Une particule se trouvant entre la terre et la lune tel que la pesanteur de la
lune est égale a celle de la terre gr=g..

-Une bille d’acier se trouvant sur une table de marbre horizontale.

Le repere qui est lui-méme un corps isolé, il s’agit d’'un repere d’inertie ou
un repere galiléen

-deux reperes d’inertie sont donc en translation uniforme ou au repos l'un
par rapport a 'autre

I1- Quantité de mouvement conservation de la quantité de de mouvement.

II-1 Définition

La quantité de mouvement d’une particule de masse m animé d’une vitesse

.
Vv estla quantité vectorielle P donnée par I'expression suivante :

-

p =mv

II-2 -Conservation de la quantité de mouvement

On considere deux particules de masse m1 et mz a l'instant t:
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Il y’a une interaction mécanique entre les deux particules (on suppose
qu’il n’a pas de pas de réaction nucléaire)

A l'instant t

Conservation de la quantité de mouvement

La quantité de mouvement totale des deux particules

— —
pP1 + P2
= mlvl + mzvz

ol ol
Il

Al'instant t
p=p1+D;
p=myV; +myv,
On constate et on admet comme principe qu’il y’a conservation de la

quantité de mouvement des deux particules entre les deux instants t et £ , c’est-
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a-dire que la quantité mouvement des deux particules reste constante au cours

du temps.

ol
Il
g

Autre écriture du principe de conservation des deux particules.

P; + P2 =P+ D2
f’l - I_))1='(I,)2 - 31)
Cest a dire

La quantité de mouvement perdue par I'une des deux particules est gagnée
par l'autre.
a partir de cette égalité, on peut définir les masses par un rapport aux

variations de vitesse

En mécanique classique

Ona
m1 Avl = _m1 sz
m; |AV,|
m, [AV]

On fait agir une force résultante sur une masse étalon pendant un certain
temps il va donc en résulter une variation de vitesse, si on fait agir la méme force
pendant le méme temps sur une masse inconnue il en résultera une autre
variation de vitesse d’ou la mesure de la masse inconnue par la formule

précédente
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I11-Les trois lois de Newton-notion de force

I11-1 Introduction

Soient deux particules de masse m: et myla variation de la quantité de
mouvement ou (I'impulsion) des deux particules pendant un intervalle de temps
At

Ona
AP1 _ _ AP
At At

II]-2 Définition de la forcce

par définition la force F est la deriveé du vecteur quantité de mouvement p
par rapport au temps par :

—

=2 . Ap
F= llrnAt—>0 At
F=-f
dt

- dp,

F, =

17 at

ﬁl : est la force exercé sur la particule de masse mi par la particule de

masse m:

-
F, :estlaforce exercé sur particule de masse m; la particule de masse m1

En mécanique classique non relativiste

La masse m est constante la force

d(mv)  dv
a e

F =
Ou
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F = my| Clestla deuxiéme loi de Newton

La premiere loi de Newton ou loi d’inertie pour un corps isolé (c’est a dire

— -
pour un corps ou il n’est soumis a aucune forceF = 0) peut étre formulé de la
maniere suivante :

= dB = s g .
F= d—l‘z = 0 C’est-a-dire que la quantité de mouvement est constante

p = constante

[P : e — —_— - —
D’ou le vecteur vitesse soit il est constant v = constant ou v = 0 .le corps
soit il est au repos ou soit il est animé d’'un mouvement uniforme

Troisieme loi de Newton ou principe de I'égalité de 'action et la réaction

—

ﬁl - _F2

Dans le cas général si une particule de masse m est soumise a l'interaction

de plusieurs particules de masses mi,mMz.....ccccceevveern m;, auxquelles on n’associe
- - — g
les forces F; ,Fo, i, F,,il en résulte une force R tel que
n n n
— - dl_))l midVi
R = Fi = —_— =
_ L dt . dt
1=1 1=1 i=1
R=my
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IV- Forces de frottement et forces de contactes

Coefficient de frottement statique et dynamique

Les frottements proviennent de linteraction entre particule, il s’agit
généralement d’attraction. L’attraction entre particules d'un méme corps fait

intervenir les forces de cohésions.

R

el

L’attraction entre particules de deux corps différents fait intervenir les

forces d’adhérences

Il y a une valeur limite de I'angle a soit ¢s: angle limite de frottement

statique de type solide .

La force #5 = #<.N ou #g coefficient de frottement statique et #,, est la
valeur maximale de la force F a partir de laquelle I'équilibre est rompue.

Le coefficient de frottement statique est égale a :

fs = tan @g =%m

Pour rompre I'équilibre statique on exerce une force d'intensitéfs = %g. P,
pour maintenir I’équilibre dynamique (c’est a dire vitesse constante) on exerce
une force d’intensité #p inferieure a #s ,Il existe @pangle de frottement de type

dynamique ¢p < @g
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#p = tan @p : Coefficient de frottement dynamique de type solide
fp < Fs d'ou £p < £g et par suite @p < @g

fp = #p.P = #pN

Rp < fos

1V- Forces de frottements dans les fluides

Les forces de frottements s’exergant sur un corps en mouvement dans un
fluide ne sont pas constantes et dépendent de la vitesse et de la forme

géométrique du corps, elles dépendent aussi de la nature du fluide.

En statique ces forces sont nulles.
L’expression de ces forces sont données par cette relation

f, = —kn¥v
Ou
n > 0 : Coefficient de frottement de type visqueux ou coefficient de viscosité

dynamique du fluide.

k : Constante de dimension de longueur L, elle dépend de la forme

géométrique du corps.

Stokes a montré que ce coefficients k, dans le cas d'une sphere de rayon R,
vaut k = 6mR.

Le coefficient 1 est de dimension : [1] = LM T~ L’'unité de mesure 7

est Poiseuille (P.I) ou pascale. seconde ( Pa.s)

Remarques
-puisque le coefficient n et la constante k sont positifs

La force de frottement _f)v est a 'opposé du vecteur vitesse V
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-Les viscosités des gaz est cent fois plus faible que celles des liquides, et
elles augmentent avec la température contrairement aux liquides.

V- Moment cinétique
V-1- Définition

Le moment cinétique d'une particule de masse par rapport a un point O est
le moment de la quantité de mouvement de cette particule par rapport a O.

Moment cinétique

V-2- Etude de quelque cas

V-2 -1- Mouvement circulaire
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Moment cinétique pour un mouvement circulaire

Le module du moment cinétique est donné par la relation suivante :
IL/o| = L =0M.mv

Ou OM=r le rayon de la trajectoire qui est constant

Dot L=rmv=rmro=mr?w

Ou w estla vitesse angulaire

Cette derniere relation reste vectoriellement valable

.
Lo = mr’w

V-2 -2 -Mouvement curviligne plan

Moment cinétique pour un mouvement curviligne
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Le vecteur Uy est un vecteur unitaire de la perpendiculaire en M au vecteur

position OM .

L'angle (U,uy) = g
Lo =MtPo=FtAP=FAmMV=FAm®, AVg) = FAmV, + £ A mvg
Puisque les vecteurs T et V. sont colinéaires on aura
f/o =T Amvy
Calculant maintenant Vg
t =0M=r1
La vitesse s’écrit
., dr d(ru) du dr_ dr du d6 dr du de

alrrii e i e kb ikl el

di _, _de

I dr - —
D'ou v =au+ru)u9

En identifiant avec cette relation

On trouve

En module vy = wr

Le moment cinétique
|f/o| =rmwr=mr’w
Vectoriellement il s’écrit
f/o = mr?w
On trouve la méme formule que le mouvement circulaire sauf que le rayon r
varie au cours du temps.

V-2 -3 -Théoréme du moment cinétique cas d’une particule

Soit le moment cinétique
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f/o = F/\ f))
Dérivant cette expression par rapport au temps ,on trouve
dL o

dF — -> I_)) - — -> — = - =
qt —<E/\p)+<r/\—t)—V/\mv+r/\my—0+r/\R

Enoncé du théoréme

La dérivée du moment cinétique par rapport au temps est égale a la somme
des moments des forces qui s’exercent sur la particule.

VI- Forces centrales

IIs existent deux cas :-l'attraction universelle (toujours forces attractives)
-forces électrostatiques (forces attractives ou répulsives)

Forces centrales répulsives
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Forces centrales attractives

VI-1-Définition :
Une force centrale est une force dirigée vers un point fixe appelé centre de

force.

- v - . 7 \ 7
Le vecteur position r = OM et le vecteur force F sont colinéaires c’est adire

=9 —¢AF=0 dollemoment cinétique est constant f/o = cst = fo =
m N m\_/) = WO N va

Les vecteurs WO et Vo définit un plan
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Si une particule est soumise a une force centrale, la trajectoire est plane.

24
dt
VI-2-Vitesse aréolaire-

Cette surface est balayée par le rayon vecteur oM pendant le temps dt

L=mr

1 ., do , .
S = 5 r? - est appelée vitesse aréolaire.
Si une particule est soumise a une force centrale, la vitesse aréolaire est

1 _,de : , N :
constante - r? — =cte cette expression représente la deuxiéme loi de K
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CHAPITRE V: TRAVAIL ET ENERGIE

I- Travail et puissance

I-1-Travail d’une force

I-1-1-Définition :

Le travail fournit par une force F pour déplacer son point d’application de

Avers B lelong d'une courbe C noté W (ﬁ) est donné par:

C,AB
WE=¢,,Fdi  ou di=dM=dr
C,AB '

Travail d'une force quelconque

I-1-2-Expression analytique

-
Si on donne les expressions des composantes de la force F  ainsi que les

composantes de I'’élément dl

FX(M) . dx
FM){Fy(M) et di {dy
Fy, (M) dz

L’expression du travail de la force est :

W) _ f Fo(M)dx + F, (M)dy + F,(M)dz
(64

CaB B
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Soit
W(F) = [ ¢, Fx(M)dx + Fy (M)dy + F,(M)dz

[-1-3-Etude de I'élément du travail dW = F(M).dl

dw = F(M).dL cos6 = F(M). cos6W. dl
F(M). cos® = Fy la projection de la force F surl’élément dl représente la

composante tangentielle de la forceF.

on adonc:

dW = Fp(M) .dl

Le travail de la force F est: F (M)
WE _r Fow . d
o) = Loy Fr (VD)

On remarque que la composante normale Fy de la force F ne travaille pas.
Puisque ﬁN 1dl

Remarque
-Sile travail W > 0 ,le travail moteur

Sile travail W < 0 ,le travail résistant

I-2 -Puissance
[-2 -1-Définition de la puissance moyenne
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Soit une force F)qui effectue un travail AW pendane un temps At la

puissance moyenne est définie par :
AW

P e —
At
L’unité de la puissance est le Joule par seconde J/S
qui est le Watt (W), on utilise aussi le cheval vapeur.

1 cheval vapeur est égale a736 Watts

I-2 -2-Définition de la puissance instantanée

Elle est définit par
AW dw

P(O) = limpeo— = =

Autre expression de la puissance instantanée

dw  FM).di = a = 5
P(t) = el F(M)'E = F(M).v(t)

I1- Travail d’un ressort, travail d’un couple

II-1-Travail dans le cas d’un un ressort

A chaque instant la force T tension du ressort

équilibre la force F Jle travail du ressort est égale

au travail de force de tension T .
F(M)

Le travail de la force F ,ona
F =k.x

W(F)= | Fm).d

CaB

W(F) = chB F(M).dl = Fr(M).dl = fx):a F.dx = fx):a k.x.dx = %(X% —x3)
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Si on prend le point A en O (point d’origine xg = 0) , le travail de la force

F devient :

- 1
W(F) = S lx?
le travail de la tension du ressort T
— 1 _ 1
W(T) = _E(Xlzg —x3) ou W(T) = —~kx?

ici W(l_?)) > 0 donc pour étirer un ressort il faut fournir un travail

II-2 -Travail d’un couple
II-2 -1-Travail d’un couple constant

Le travail du couple constant (ﬁ F )est la somme des travaux des deux
forces.
- — — —> M2—> —_— Mé —_— —
W(F,F)=W(F)+W(F)=| F.dM +] F.dM’
M,y M,
= [ F.dS+fS,£F'.dS’
Sy 51
= F(sp —s1) +F(s;—51)
=F.R.0 +F.R.0
= 2RF6

Le travail du couple est : W(IE),F’)) =C.0

Ou C est le moment du couple

— —

AM; =s, , AM,=s, , AM,;=s;, , AM; =s;

Travail d'un couple constant
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II-2 -2 -puissance exercé par un couple

L’expression de la puissance exercé par le couple est :

daw  d(C.9)
PO=T% ~~a

dt petit on aura C constant

L’expression de la puissance devient :
do
P)==C.—
(t) 7
P(t) = C.6

Cette expression reste valable vectoriellement
P)=C.®
Elle est analogue a cette relation
P(t) = F(M).¥(t)

II-3 -Travail d’'une force constante

[I-3-1-Definition

Une force est constante si elle garde le méme module, le méme sens et la
méme direction.

Soit F cette force ona: F(A) = F(B) = F(M) =F

Le travail de la force F le long du trajet Cpp est:

W(E) = [ F(M).dr

CaB
Oudr = 7-#'=0M — OM'=MM’
B
W(F) = F f dr
A
= F.(% —#3)= F.AB
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Le travail effectué par une force constante ne dépend pas du chemin suivi,
c’est la différence des valeurs prise par la fonction scalaire F.7 entre le point
de départ A et le point d’arrivé B.

II-3-2- Expression analytique
Si on prend la force constante F parallele a I'axe Ox,le travail de la force

Travail d'une force constante

W(F) _
AB

F prend la forme F(xg —x4) = F xp — Fx4=

1I-3-3-Application : travail du poids d’un corps
Le poids d'un corps de masse m est:

—

F=P=m.jg
Le travail du poids est donc;

W(P) =P.z, — P.z
W(l_ﬁ) =P.(z4— zp)
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W(_ﬁ) = mgh ou h estla différence d’altitude entre les points A et B
h =Zy — Zp

Travail du poids

Selon que I'on oriente Oz vers le haut ou vers le bas, le travail s’écrit mgh
ou -mgh (dans le cas de figure il toujours résistante )

1lI-4-Energie cinétique et énergie potentille

I11-4-1 -conservation de I’ énergie mécanique

111-4-1 -1-Définition de I'énergie cinétigue

L’énergie cinétique d'une particule de masse m et qui se déplace a une
vitesse V. au point M est donnée par I'expression

p
muvé = —

E.(M) = m

N =

1lI-4-1 -2-Théoréme de I’énergie cinétique

Dans le cas général d'une trajectoire curviligne

a/Enoncé
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La variation de I'énergie cinétique est égale au travail de la résultante des

forces extérieures.

b/Démonstration

B ds
=" m-—.ds
A dt

B dv
=" m-—.ds
A dt

= ffm v.dv

WE = 2 aw2)=tvg - 102

Vg 2
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[lI-4-1 -3--Energie potentielle

Soit une fonction définit par :
U: R - R
On appelle gradient de U notée grad U, le vecteur définit par :

dU(x,y,z) , dU(x,y,z) , dU(x,y,z) -
0x v dy 7+ 0z #

grad U =

Autres notation on peut faire intervenir I'opérateur différentiel nabla noté :

v

v= 2 ;102,95
_ax/L ayj 0z
E,=VU

a/Définition
L’énergie potentielle notée E,, , associe a une force F si elle existe la

fonction scalaire E, (x, y, z) telle que

F = —W Ep(x, v,Z)
On dit alors que la force F dérive d’'un potentiel E,(x,y, z)
Cette expression peut étre écrite sous forme différentielle
dE, = —F .d7F

b/Remarque

L’énergie potentielle E, est définit a un constant pré.
Exemple : énergie potentielles de pesanteur au voisinage de la terre
On part de I'expression suivante

dE, = — F .d7 z ¢

La force F estle poids P

dE, = —P .dr
m
P=

(0 dx I
les composantes du poidset P { 0 etdri{dy 01
—mg dz
dE, = —(—mg dz)
D'ou: E, =mgz +c
1l-4-1 -4-Conservation de I'énergie mécanique total
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a/Définition de I'énergie mécanique
L’énergie mécanique est la somme de I’énergie cinétique et de I'énergie

potentielle
E M = E I + E )2)
b/Conservation de l'énergie mécanigue

Si la force F dérive d’un potentielle, alors on a
D’une part
dE, = — F .d7
D’autre part
Le travail de la force est
dW =F .d7
On a donc
dE, = —dW
dE, +dW =0
En intégrant on trouve
AE, + AW =0
Ep, —Ep, + (Ec, —Ec,) =0
Ec,+ Ep, = E¢c, + Ep,=constante
Une particule soumise a une force qui dérive d’'un potentielle admet une

énergie mécanique constante.
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Chapitre VII : DYNAMIQUE DU SOLIDE

I- Théoreme du centre de gravité pour un systeme matériel

I -1 Centre de gravité (Centre de masse)

I -1 -1-Définition

Soit un systeme (S)de particules A1,A2As ......... A, de masse respectives
mi,mz,ms...... my ,on appelle centre de masse du systeme(S) ,le point G auquel
on peut rattacher la masse totale du systeme M et dont le vecteur position par

rapport a un référentiel fixe est donné par la relation suivante.

pour une répartition discontinue :

n n
(Zm)ﬁ = Zmimi
i=1 i=1

Dans un repere cartésien les coordonnées du centre de masse sont données

par:

o = Yie1 MyX; Y = i=1 myy; Qi1 MiZ;
6= ~vn ., Yo T Nn oo, 06T N o
Yioamg Yieam; Xiiam

Habituellement, on écrit la masse du systeme (S)

n
zmi =M
i=1

Pour une répartition continue le centre de masse est défini par :

(jm)W;’:jo_M’ dm

—. JOM dm
0G ="
[dm

Le point M est le point ou se situe la masse élémentaire dm .
Selon le cas le symbole d’'intégration représente soit une intégration simple,
double ou triple
-pour une répartition de masse continue sur une ligne :on définit la
masse linéique 4;.
dm = 4, dl
-pour une répartition de masse continue sur une surface :on définit la

masse surfacique o .

dm =ods
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pour une répartition de masse continue dans un volume :on définit la masse

volumique p.
dm = p dv

Remarques

-Pour un solide non homogene les masses linéiques, surfaciques et
volumiques se sont des fonctions des points M du solide.

Propriétés

-si un solide possede un élément de symétrie, son centre de masse se situe
sur cet élément.

[ -1 -2-Exemples

Trouver le centre de gravité d’'un demi-disque homogene de rayon R

5 \&(\/ RZ —y2,y)

— M
j A(R,0)

F !
— X
-R

> X

a/Premiére méthode en coordonnées cartésiennes

Puisque il existe un axe de symétrie, on place I'un des axes ox ou oy sur
'axe de symétrie

Ona x? +y? = R? d’'o x = /R2—y?

Le demi disque D est tel que
D = {(M(x,y)/x? + y? < R%avec x = 0}

Dans la figure on a pris I'axe Ox comme axe de symétrie, le centre de gravité
se situe donc sur cet axe
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Les coordonnées du centre de gravité G est tel que
ye = 0 il nous reste a déterminer x¢ =?

Ona I'élément de masse: dm = o ds

Puisque le demi disque est homogene o est constante

— _ [OMdm _ [OMds
0G = fdm —  [ds
[ xdm
Xg =
[ dm
Y6 =0

L’élément de surface en coordonnée cartésiennes
ds = dx.dy

=ffy.dxdy=0 . =ffx.dxdy
{f dx.dy © 76T [[dx.dy

nR?

Ya

Surface du demi-disque

fProj de D/y(fProj de D/x poury fixe X dX)dy

[f dx.dy

Xg =

La projection de D sur I'axe x poury fixé est [0, /R2—y?]
R [ B
e ( Jy X dx)

[f dx.dy
[ ([%Z]ORZ_yz)dy
[f dx.dy
f:f(Rzgyz)dy

[f dx.dy
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b/Deuxiéme méthode en coordonnées polaires

On part de la relation suivante

iy :ffx.ds
7 [[ds

Le demi disque D est tel que

T T
D={M(p,6)/—ESGS+E etp SR}

Ona
ds = p.dp.do

2

R
ﬂdsz ffp.dp.d@ =
[ oo -

S=\| pap =
0 — 2

_ JJ pcos(8)p.dp.d6
T s
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s
fOR p2d f_zz cos(6)do
XGg = 2

TR?

2

On trouve Xg = —

I -2- Enoncé du théoreme du centre de gravité

En dérivant cette expression par rapport au temps toute en sachant que
Y'm;j=M masse totale du systeme matériel, on trouve

n n
(Z"ll)m = EmiO_A)i
i=1 i=1

dm d (Z?:l m; O—A)l)
M = ;
dt dt

soit

. m;dOA.
vy, — ZmidOA,

dt
MVG = Z m; \_)/i

MVG =Z

MVG 213)

1

p-U

1 =P

La quantité du mouvement d'un systeme matériel est égale au produit de la
masse totale du systéeme par la vitesse du centre de gravité.

La quantité de mouvement d’'un systeme matériel est égale a la quantité de
mouvement du systeme situe au centre de gravité

en dérivant cette 'expression par rapport au temps on trouve

dVe d(ZPR)
M dt  dt
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Myg = Z Fi
Myc = R
Le centre de gravité d’'un systeme matériel rigide ou indéformable a le
méme mouvement qu'un point matériel ou serait concentré toute la masse et ou

serait appliquées toutes les forces agissantes sur le systeme.

I1- Théoreme du moment cinétiqgue

II-1-Définition du moment cinétique d’un systéme matériel
Le moment cinétique d'un systeme matériel (S) constitués de n particules

A1,A2,A3 e, An de masse respectives mi,mz ,m3 .......ccuenen. m, par rapport a
un point O est égale la somme vectorielle des moments cinétiques de chaque
particule qui le constituent.

Soit le moment cinétique de la particule i par rapport a O est fi /0"
I‘)i/O = m)l/\ mi\_/)i

Le moment du systeme matériel (S) par rapport a O ZS/O est égale a:

ES/O = Z E)i/o = Z 0AA mV; = Z 0A; AP,

© A3 (m3)

o o A (M) * A;(my)

II-1-Enoncé du Théoreme du moment cinétique

En dérivant la relation précédente par rapport au temps on trouve
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dfs0 doA;, _, dP
= _ZK—dt AR )+ (DA

n
dt/ —zOAi/\Fl =) M(F)
=1
Soit
- n
= Mo F;
dt L /O( 1)
i=

La dérivée du moment cinétique du systeme (S) par rapport au temps est
égale a la somme des moments des forces qui agissent sur le systeme.
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