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Préface

La mécanique quantique est la branche de la physique, qui se base sur le principe
de l'incertitude, et traite les phénoménes dans les systémes microscopiques: électrons,
atomes, photon, etc.... Evidement, elle a pénétré dans les concepts physiques complexes
comme la dualité onde-corpuscule, superposition détats, l'effet de I'observateur,
probabilités, etc... dans ce cours, on présente un résumé introductif sur les principes de
base de la mécanique quantique, Par ailleurs, il est un bagage directif vers un
développement de connaissance avancé de la physique quantique, ainsi il consiste de
dévoiler la vertu indéfinie, indéterministe et contradictoire de cette discipline. Ce cours
s'adresse aux étudiants de troisieme année licence et premiere année Master en physique,
il fournit un bref essentiel de la mécanique quantique, en commencant par un apercu sur
les postulats de la mécanique quantique, et son formalisme mathématique ; conception de
I'espace de Hilbert, et leurs applications: le moment cinétique, 1’oscillateur harmonique,

I’ion hydrogénoide et en finissant par les méthodes d’approximation.

Finalement, je tiens a préciser que ces notes de cours sont principalement

inspirées des références suivantes:

e Schaum's Outline of Theory and Problems of Quantum Mechanics - Schaum's

Outlines Series (Mécanique quantique ).
e Quantum Mechanics: concepts and applications, N. Zettili.
e Meécanique quantique Cohen-Tannoudji, Claude

Je remercie Dr. AMARA Kadda et Dr. BOUDIA Keltouma pour leurs

conseils et recommandations dans le but de mener a bien ce travail.


https://www.amazon.fr/Schaums-Outline-Problems-Quantum-Mechanics/dp/B00N42J4PI/ref=sr_1_1?keywords=serie+schaum&qid=1568579932&s=books&sr=1-1
https://www.amazon.fr/Schaums-Outline-Problems-Quantum-Mechanics/dp/B00N42J4PI/ref=sr_1_1?keywords=serie+schaum&qid=1568579932&s=books&sr=1-1
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Principe de base de la mécanique quantique

Chapitre I : Principe de base de la mécanique quantique
I.1. Photon :

Il est une particule sans masse, et sans charge, et pourtant elle posséde une
énergie (E = hv ). Le photon est une onde électromagnétique qui interagit
avec la matiere selon cette énergie :E = hwoUw est la pulsation de 1’onde.
Cette énergie est quantifiée. D’ou le postulat : toute particule ou onde (cas de
photon) est porteuse d’un quantum d’énergie.

Remarque : Photon : particule sans masse au repos. S’il est en mouvement, son
énergie : hAw = mc? = m = hw/c?

A D’état dynamique, le photon se comporte comme s’il posséde une masse. Dans le
cas genérale une particule de vitesse v, on peut exprimer sa quantité de mouvement et
son énergie comme suit :

p = mov/\[1—v2/c2etE = myc?/\J1—vZ/c?
p/E = v/c? (Pour une particule quantique)
Pour un photon : v =c¢c = E = pc
L’énergie relativiste : E? = p%c? + méc*

Pour un photon au repos : my = 0 = E = pc . Avec ¢ : célérité de la lumiere.

La théorie du photon est régie par deux grandeurs: p = hk,E = hwouk est le
nombre d’onde.

1.2. Généralisation de la dualité onde corpuscule :

e Loi de Louis de Broglie : « A chaque particule de masse m et de vitesse v, on
associe une onde ¢lectromagnétique de longueur d’onde :

h 2T 2T 2T h

A mvetk A:nl k:>k mv:>p
e Loi de Max Planck (1905) : toute particule posséde un quantum d’énergie :
E=hw=hv
c2m

A=cT =—=hc/E
w

Aest la longueur d’onde associée a la particule si on suppose que d est la
dimension de la particule, on montre que si :
d~ — Une étude quantique s impose
d > A: Mécanique classique suffi

1.3. Notation de la fonction d’onde et son interprétation statistique :

Soit une particule libre associée a une onde plane :



Principe de base de la mécanique quantique

V(@ t) = Aexpli(wt — _k—:f’)]

Ou A I’amplitude d’onde,

Y, t) = Aexpli (%t — §7>]

La probabilité de trouver la particule dans un élément de volume : dxdydz = dt
contenant le point M(7) est :

dP = (7, t)|*de

La fonction d’onde d’un systeéme physique est caractérisée par :
= 2 dr = " I
fESpace ly(7,,t)|*>dr = 1, condition de normalisation

La probabilité de trouver la particule dans tout I’espace égale a 1.

Y(7,, t)Peut-étre obtenue a partir de la condition initiale (yconnue a(7y,ty)) et
I’équation de Schrodinger.

_52
L’équation de Schrodinger est : ih:—ttp(?,’, t) = [% VZ+Vv(@,, Oy, t)
2
Et:EY(r,,t) = [g—m + V@, DG, o).
La particule libre : F = 0,et F = —VV(7,,t) alors V = 0

On peut conclure que, pour la particule libre, I’équation de Schrédinger est :

0 —h?
ihal/)(?” t) = (m vHY(T,, t)

2
Cette derniere équation E (k) s’appelle équation de dispersion de la particule (w = %)

En mécanique quantique, on associe a I’énergie I’opérateur lh; et a 'impulsion, on

. . = = a2 a2 9?2
associe 1’opérateur : —iAV. Alors : p? = —h?V?= —h? Gzt 52T 7

Pour la particule libre :



Principe de base de la mécanique quantique

120 = (2w \p@o = By
l %lp(r”t) - <% >¢(T”t) - lp(r”t)

La solution de cette équation est : Y(7,,t) = Aexp [%i |Et — pk| = Aexp[i(wt — k#*)]

L’onde monochromatique est la solution de 1’équation de Schrédinger d’une particule
libre. Cette solution n’est pas acceptable physiquement car la fonction doit étre a carré
sommable, d’ou la solution :

1 teo _ >
Y@@, t) = Wf g(k)exp-i(wt — k) ]d3k

C’est un paquet d’ondes. g(E) . points statistiques de 1’intervention du vecteur d’onde k
a la solution.

1.3.1. Vitesses de groupe et de phase :

(T, t) = Aexpli(wt — k)] = Ae®
@ est la phase de I’onde. La vitesse de déplacement de plan d’égale phase :
Po = wty — ktg

A7 .
vy = 4o = est la vitesse de phase.
i ibre'p =2_Ik _p» _v
Pour la particule libre : v, = = =3 =3

1.3.2. Vitesse de groupe :

C’est la vitesse de transmission de 1’énergie dans le solide, la vitesse de déplacement du

maximum central du paquet d’onde d0 aux phénomenes d’interface constructives:v, =

do _1dE _ 1y
dk ~ adk  h Kk

. . ] hk? hk
Cas de la particule libre 1w =——= v, =—=v
2m m

Pour une particule libre, la vitesse de groupe coincide avec la vitesse de déplacement de
la particule.

1.3.3. Particule dans un potentiel indépendant du temps :
H= % + V(#), V(#) indépendant du temps (Z_I; =0)
L’équation Schrodinger : ih;—tll)(?f, t) = HY(7,,t)
On suppose que : (7, t) = @(Fe E/M,
iho (7) (%‘ E) e=BL/h — Ho (e E/h = Ho(7) = Ep(F)

C’est I’équation de Schrodinger indépendante du temps.

9



Principe de base de la mécanique quantique

Exemple : Puits de potentiel infini

0 six€e][0,a]

Soit une particule de masse msoumis a un potentiel infini : V(x) = {+oo six & [0,al

Calculer les fonctions propres et les énergies propres pour cette particule

L’équation de Schrodinger : V(x) est indépendant du temps Ho(x) = E@(x)
2 2 32
_r _“ho
H—2 +V(x) = m62+V(x)
Six€[0,al =2V(x)=0= ;i—ga(x) =Ep(x)

92 2mE 2mE
) 290(x)+ —o(x) =0, k2=7
2

—59() +k2p(0) = 0

Alors la solution a I’intérieur du puits est :p(x) = A sinitkx + ¢)
six¢[0,a] : P =0= |p(x)|?> =0, al’extérieur du puits :(x) = 0

@(0)=0-Asin(¢p)=0->¢ =0

Conditions aux limites : {qo(a) — 05 Asin(ka) =0 > ka=n7 nenN

2,252
2ma?

nm nm
k=—=k!=(—)?2=E-=
a a

. (nm .
Alors la solution est : ¢ (x) = {A >t ( a x) six € [0,a]
0 six & [0,a]

Puisque cette fonction représente un état physique.

f+oo|<p(x)|2dx =1= A :F — <p(x) — (p(x) {\/Z/asm ('—x) six € [0,a]
- * six & [0,a]

1.4. Relation d’incertitude d’Heisenberg :

Soient x la position de la particule et Ax I’incertitude sur x. Soient I’impulsion de cette
particule et Ap P’incertitude sur p :

AA>h
xXAp =25

10
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Formalisme mathématique de la mécanique quantique

Chapitre Il : Formalisme mathématique de la mécanique quantique
11.1. Rappel sur les fonctions de Dirac :

Soit  ff(x — xp) une fonction de Dirac que n’a de valeurs appréciables que dans un
intervalle de longueur & autour de x; , tel que :

f_Jr: fé(x —xo)dx = 1etlim,_ f¢(x — x0)=6(x — x¢)

e Propriétés de la fonction de Dirac :

1- Si f(x) est une fonction quelconque :
+o00

f)8(x = xo)dx = f(x0)

—0Q0

2- §(x) = §(—x)etd(cx) = %S(x)

11.2. Espace d’Hilbert :
11.2.1. Vecteur d’état :

Soit (7,,t) est une fonction a carré sommable. L’ensemble des fonctions a carré
sommable s’appelle I’espace d’Hilbert H'.

Y(7,, t)décrit 1’état d’un systéme physique. Toute fonction défini a un facteur de phase
prés de cette fonction est associée a un vecteur d’état [ (t)) appelé Ket.

Y@, 0) = Flp(D)
A ce ket |y (t)), on fait associer son conjuge.
(b @N* = W@l
(Y (t)|est le Bras associé au Ket [ (t))et * (7, t) = (FlY(t))*
11.3. Notation de Dirac :

On considére une base orthonormée discréte de 1’espace des états notés {|u;)}. Tout [¢)
vecteur de I’espace des états représentant un systéme s’écrit :

[Y) = zici ;)

Cette base vérifie la relation de fermeture :

D ludul =1

Dans le cas continu, cette relation s’écrit :

+o00
f [xXx|dx =1

12



Formalisme mathématique de la mécanique quantique

Exemple : dans I’espace a deux dimensions, deux vecteurs de base :

{un )} = {(§). ()}
Yilu ;| = Jug g | + |u2)(u2|:((1))(10) + (2)(01) =

(0 0*G D=6 D=
On définit la fonction d’onde dans I’espace a une dimension :
Y(x, t) = (x[(6))
A trois dimensions : Y7, t) = (FlY(t))
Soient deux fonction d’onde : ¥ (7, t)et ¥, (7, t)
Y1 (7, 1) = [h1(D), et o (7, £) = [, (1))
(W2 (OP1(®) = [ (DI Flpa ()Y = [ (7, t) o (F, t)d>F.
I1.4. Opérateurs linéaires :
11.4.1. Définition :
Opérateur A est une fonction qui transforme un état [y)a un autre état [y') : Aly) = |y)
Tel que : A(a |y,) + B |v,)) = aAly,) + B Aly,).
On définit le commutateur de deux opérateurs : A, et B.
[A,B] = AB — BA # 0( en général)
Si [A,B] = 0 = AB = BA = les deux opérateurs commutent

I1.5. Représentations matricielles d’un opérateur, un Ket, et un Bras :

Soit une base {|u;)}. Les éléments de matrice d’un opérateur sont : A;; = (u;|A|v;)

Alors la représentation de A est :

All Alz TR Aln
A — A'Zl 422 TR A.Zn
App App e Ay

Ay sont les élément de la diagonale de la matrice.

La trace de lamatrice Aest: Tr A=Y A;

C1

)= clu) = )y =| 7

Cn

13



Formalisme mathématique de la mécanique quantique

Le Ket correspond a un vecteur colonne.

Alors Le Bras : (| = X; ¢/ (u;| est représenté par le vecteur ligne(cq c; ... ... cr).
Le produit scalaire de deux vecteurs @) et [ @) : (p@|p®) = 3, ¢,
Rappel :

{Ju;)}est une base orthonormée discréte si : (u;|u;) = &;.

{|x)}est une base orthonormée continue si : (x|x’) = §(x —x )

Ces deux équations sont les relations d’ortho-normalisation.

Soit une base orthonormée {|u;)}et [w) un état tel que :|y) = Y;c; |u;) et Aly') = Aly)

Cll (o8]

' ¢’ C2

Alors |y ) aura les composantes : | 2 | = A .
C’n Cn

11.5.1. Projecteurs :

On définit un projecteur P sur un état |y) par :

C1€] C1C) weewe. C1Cpy
* * *
_ —| €261 C2Cp .inie. C2C
Py = lwXwl=| =1 "
CpCi CpCi wervn CpCp

Exemple : Espace a deux dimensions de base {|u;), |u,)} et |w) un état de cet espace :

1

1
lug) +

ﬁhlz)

Po=(12 172

Propriétés :

- Projecteur d’un état |y) sur un état |¢) est colinéaire a |y).
Py Pyy=lwHXW WKW |= P}y, pour |y) normalise.

11.5.2. Opérateurs adjoints

On dira que les deux opérateurs A et A* sont adjoints ’'un de 1’autre si les éléments de
matrices qui les représentent sont tel que : (u;| A*|u;) = (u; | AJu;)*

Propriétés :
- (Aly)T = (y|AT,
- Engénérale : A nombre complexe, 4, et B deux opérateurs et |y) un état :

14



Formalisme mathématique de la mécanique quantique

(AABly)™ = A*(y|BTAT
11.5.3. Opérateurs hermétiques :
Aest un opérateur hermétique si A = A*(c.-a-d. A;; = Aj;).
Un opérateur hermétique est un opérateur dont sa représentation matricielle possede une

symétrie de conjugaison.

Exemple : Matrices de Pauli g, = ((1) (1)) oy, = (? _()l) eto, = (1 O)

11.6. Vecteurs et valeurs propres :
11.6.1. Définition :

|@,)est un vecteur propre de A avec la valeur propre a,, si : A|@,) = a,|@,) (équation
au valeur propre).

e S’il existe plusieurs vecteurs|cpff)> i i=12, .., Gn- EtA|cpS)) = an|cpfli))
On dira que la valeur propre a,, est g, dégénéree.

e Sig, =1= a, estnon dégénérée.
e [’ensemble des vecteurs propres associé¢s a la méme valeur propre a,, forme un
sous-espace de I’espace des états de dimension g, et {|cpf1‘))} est une base de sous-

espace propre associé a la valeur propre a,,.

11.6.2. Opérateur caractéristique :

Soit A valeur propre de l'opérateur A = A|g,) = A|¢,) , A est une solution de
I’équation caractéristique suivante :

det(A—Al) =0

Par exemple : trouver les valeurs propres de I’opérateur A représenté par :

h<010)
A=—(1 0 1
VZ\o 1 o0

h

-1 N 0 "
Avaleur proprede A = det(A —Al) =0 & % -1 % =0= 1= { 0
h —h
0 N -1

15
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11.6.3. Cas d’un opérateur hermétique :

e Si A est hermétique, tous ses valeurs sont réelles.
e Deux vecteurs propres associés a deux valeurs propres différentes sont
orthogonaux.

I11.7. Observables

Une observable A est un opérateur hermétique dont I’ensemble de ses vecteurs propres
forme une base orthonormée et compléte de 1’espace des états.

Aobservable et Aoy = a, |P). Alors {l(pg))} forme une base orthonormée.

VIy) € H, ) = Do ch [oD).

Exemple :

X|y) , {|x)} forme une base compléte orthonormée

)

Observable position X: |y)
continue.

o (x|X|y) =xp(x)
o (x|x')=6(x—-x)
o [TIxNxldx=1
- P _
ObservableP :|y) - P |y) {|p)} forme une base compléte orthonormée continue.

e (p|Ply) =pP(p), tel que P(p) est la transformée de Fourier de la fonction
P(x). ,

e (plp)=8(p—-p)

« [7IpXpldp =1

Pcorrespond & ?% dans la représentation{|x)}.
La correspondance de X dans la représentation {|p)}est i %.

L’équation de Schrédinger dans la représentation {|x)}

_ _r VA p2 s RO (RO _ 20
Hly) = Ely), H="—+V(®)ap? 12 (22) =

i ox \i ox 0x?2

V(X) > V(x);E - ih%
—h26—2+ V(x) |yp(x,t) = ihilp(x t)
dx? ’ at "

16
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11.7.1. Observables qui commutent :
Théoreme 1

Si deux observables A et Bcommutent [4, B] = 0, on peut toujours trouver un systeme de
vecteurs communs a A et B et réciproguement.

Al@nq) = anl(pnq)

Si[A,B] = 0; 3 une base {|¢p,,) ] tel que :
1451 Uena)} el {m@m>=bu@m>

Théoréeme 2

Si deux observables A et B commutent et si |¢;) et |¢,) sont deux vecteur propres
associés aux valeurs propres 1, et A, respectivement.

Sidy # 2 = (@1|Bl|gz) =0
11.7.2. Ensemble Complet d’Observables qui Commutent (ECOC)
Est un ensemble d’observable A, B, C, tel que :

1- Les observables commutent deux a deux.

2- Si chaque vecteur propre |, )de la base commune est défini de facon unique par
I’ensemble  de valeurs propres {a,,b,,c,, ..} correspondant aux
A B,C, ..... respectivement.

11.8. Produit tensoriel des états

Sachant qu’a I’état |y) , on fait correspondre la fonction y(x)tel que :
(xl) = P(x) € &,

Pour I’espace a trois dimensions : (7|y) = Y (7¥) € &;.

E..et&€r sont deux espaces différents. On va montrer que :

& V& QE, =& Avec ® produit tensoriel.

11.8.1. Définition et produit tensoriel :

Soient un espace des états £; engendré par n; vecteurs de base {|u;)}i=123,.n,, € UN
espace des états £, engendré par n, vecteurs de base {|v;)}i=1,23, .,

Soit |[y(2)) un étatde &, : [x(2)) = X; b;|v;)
11.8.2. Définition du produit tensoriel de €; par &,:

E =& Q Eyest ’espace produit tensoriel dedimensionn; X n,, ayant les propriétés
suivantes :

Si |p(1)) € &1, |x(2)) € &, on associe un vecteur de €, note :
(1)) Q |x(2)) = |o(1))x(2))que I’on appelle produit tensoriel de ¢ (1)) par |x(2))

17
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11.8.3. Propriétés du produit tensoriel :

o Sidetpu €C: (A1) ® (1)) =2 |e(1)x(2)),
lo(1) & (ulx(2)) = ule(1)x(2))

¢ Distribution par rapport a I’addition :

lo(1)) ® (Ix(2)) + [¥(2)) = (1) @ 1x(2) + |9(1) & [¥(2)

o Si{|u)}i=123,.n 65t une base de £y, et {|vj>}j=1,2,3,...,n

{lw)) ® |v)}i=1.23,..n, €5t UNe base de &; ® &,.
j=1,2,3,...12

est une base de &,,
2

o Si {|ui)}i=1,23,.n, et {|vi)}iz123,..n, €St deux bases orthonormées de &; et &,
respectivement, (u; (1)v (2)|w (D, (2)) = 6, 6

e Action d’un opérateur sur un état produit tensoriel :

Soient A(1)et B(2) deux opérateurs agissant sur E;et &,, respectivement. Aux

opérateursA(1) et B(2), on associe les opérateur A(1)et B(2)appelés prolongeant de
A(1) et B(2). Ces opérateurssont définis comme suit :

ADIeMNx(2)) = (ADIp(D)) @ x(2))
B2)leMx(2)) = (1) @ (B()1x(2))
(A @ B)Ie(Mx(2)) = (AD)eM)) & (B(2)1x(2))
e Coordonnées d’un état produit tensoriel

Soient |p(1)) € Eset |x(2)) € &, tels que:|p(1))) = Xya;|u; (1)) et |x(2)) =
¥ bi|vi(2)), alors :

lp(1) ® [x(2)) = Z a;b; (Ju; (1)) ® v (2))
ij

e Produit scalaire dans £ :

(@' (WX @)NeMx(2)) = (o' (DIeMXx'(2)1x(2))
e Etat propre et valeur propre de A(1):
Soit A(1) opérateur agissant dans I’espace &; et soient a;_;, n, et
{lu; (1))}i=1,2,3,,1€s valeurs propres et leurs états propres associes deA(1). Alors
VIx(2)), ai=12,.2, e {lu; (1)) & |x(2))}i=1,2,3,..n, SONt les valeurs propres et leurs
états propres associés deA(1).
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Chapitre 111 : Postulats de la mécanique quantique
111.1. Enoncé des postulats :
Postulat N° 1 : Description d’un systéme physique.

A tout instant t, fixé, 1’état d’un systeme quantique est défini par la donné d’un Ket
| (t)) appartenant a I’espace des états. La fonction décrivant le systéme d’une particule
de position 7est: (7 t) = (FlY(t)). Si le systeme est formé par plusieurs particules
localiséesaux 77,75 , ...,r,. La fonction d’onde sera (17,75 , ...,1;;, t)

Postulat N°2 : Description des grandeurs physiques

Toute grandeur physique mesurable est décrite par un opérateur A agissant sur 1’espace
des états £ . L’opérateur A doit étre une observable. Par exemple, la grandeur énergie E
correspond I’observable Hamiltonien H.

Postulat N°3 :Résultats de mesure

La mesure d’une grandeur physique correspond aux Vvaleurs propres associées a
I’observable correspondant a la grandeur physique.

Puisque A est une observable, les résultats de mesure sont toujours réels.

Postulat N°4:principe de décompositionspectrale

Lorsqu’on mesure la grandeur physique A d’un systéme dans 1’état |), la probabilité de

mesurer la valeur a,, (la valeur propre de 1’observable A associé aux états |(Pri1>i=1,2,..,gn )
est donnee par :
In
; 2
P(a,) = ) (i)
i=1
Exemple : Puits du potentiel a deux dimensions
A une dimension, les énergies et les fonctions propres sont données par :
2,222
__ nxmh _ 2 . MaTX _
Ey = 5 — ety,(x) = \/; sm(—a );in,=1,2,3,..
- - 9z . Tl'zfl2 2 2 . ’
A deux dimensions, 1’énergie est: En n, = — (ny +nj)et la fonction d’onde
Lo 2 . ngmxy . JyTy *
associée : P x) = ~sin(=—)sin(=—), n,,n, € N
, , . w2 h2
L’¢état fondamental a pour I’énergie : E; 1 = P
. . ) . . 5m2h? L. )
Le premier niveau (d’énergie) excité . E;, =E,; = WeSt décrit par: [iq,) et

|12 1)(c.-a-d. il est degénéré deux fois).
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422

Le deuxiéme niveau d’énergie excité est : E, 5, =
2,2 ma?

Supposons qu’a I’instant I’état du systéme est :

1 1 1 1
[Y(to)) = > [Y11) + 5 [Y12) + 5 [Y2,1) + > [Y2,2)

- Quelles sont les résultats de mesure de 1’énergie lorsque le systeme est dans 1’état

[ (o))
- Les résultats de mesure sont : {Ey 1,Ey 5 = Ey1,E5 5}
- La probabilité de mesurer E; 1, qui est non degénérée, est :

2
P(E1q) = [(@11|wo))|” = )
- La probabilite de mesurer E; , = E, 1 qui est degénérée deux fois :

1 1
P(Ers = Ey1) = [0t + [(War ()] = it

1
2
- La probabilité de mesurer E; , qui est non dégenérée :

P(Ey,) = |<1/Jz,2|1/)(t0))|2 =
On remarque bien que : ), P(E;)) =1

Cas d’un spectrecontinu:

La probabilité d P, d’obtenir une valeur comprise entre a et @ + da dans 1’état |) est :
Py = (vglp)Pda; v, Jest tel que : Alv,) = a|v,)

Par exemple 1’observable X, ’équation aux valeurs propres de X : : X|x) = x|x). Et
donc la probabilité de trouver la particule entre x et x + dx dans I’état [) est :

dP, = [{(x|y)|?’dxetona: f |(x|l/))| dx = 1 (condition de normalisation).

Postulat N°5:Réduction du paquetd’ondes :

Si la mesure de la grandeur physique A sur un état |y (t)) donne comme résultat de
mesure a,, , I’état du systétme immédiatement apres la mesure est la projection normée :

Palto (D) o
TN D ri ropr i .
SO el (E))sur le sous espace propre associé a a,

Par exemple : le puits de potentiel a deux dimensions

[y (t)) = |¢11)+ |1/’1z)+ |¢21)+ |¢22)

21



Postulats de la mecanique quantique

Supposons que la mesure nous donne E; ;, immeédiatement apres la mesure , le systeme
sera dans I’état :

Py 1|y(t))
JwolPlwo)

P, 1projecteur dans 1’espace engendré [ 1) : P1,1 = |1/)1,1)(¢1’1| :

Py1|y(0)) = |1/)11)(1/J11|(—|1/J11>+ |¢12)+ |1/J21)+ |1/J22))

P 1|yY(t)) = %|1/J1,1>, ce n’est pas normé. La projection normée sera : [ 1)

Remarque : 1’état du systétme immédiatement aprés la mesure d’une valeur propre non
dégenérée est le vecteur propre correspondant.

Etat du systtme immédiatement aprés la mesure qui donne: E;, = E,q, et qui
correspond a deux vecteurs propres | ;) et [ 1).

P15 = [12)W12] + [W2, 1 X241

(12012l + [2,0)0W210) (5 11,0 + 5 112) + 5 121) +5 [W22)) = 3 lhr2) +
ALZEY

I’état du systeme immédiatement apres la mesure de E; est :

— [21)

1
—Y12) + NG

Postulat N°6

Il décrit 1’évolution de I’état [(t)) connaissant 1’état du systéme a I’instant initial t.
L’évolution dans le temps du vecteur d’état |P(t)) est régit par I’équation de
Schrodinger :

d -
ih =l (0)) = ARp(©))

7z Py .7 N 197 . . P -
Hétant I’observable associée a I’énergie : H = ot V(r,t)

I11.2. Signification physique des postulats
111.2.1. Valeur moyenne d’une observable

Par définition la valeur moyenne d’une observable Alorsque le systéme est décrit par le

Ket |y) :
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(| Alp)
W)

Si [1) est normé ((lw) = 1), (A = (W]A]p).

Aest une observable = I’ensemble des vecteurs propres {|cpn )}de A forme une base de
I’espace des états = V|Y) € €, |Y) =X, ¢ |@n )

By = (WIAY) = Y lealPa, = ) Plan)a,

(B =

111.3. Equation de Schrddinger et Conservation de la norme
Soit un systéme décrit par 1’état |y (t)). On montre que (Y (t)|yY(t)) =Cst, en utilisant
I’équation de Schrodinger .

ih < [p(6) = Alp(6)) (1)
ih W) = WOIF (2

WOIQ)-IP®) & ih=WO®) = - HWOR®) =0
WOI()) = Cst

111.4. Evolution de la valeur moyenne d’une observable

Soit un systéme physique dans I’état 1), et soit un opérateur A . On suppose que [i) est
norme :

d . 1 . - dA

7Dy = A Ay + S

I11.5. Application sur les observables X et P

111.5.1. Evolution de la valeur moyenne de X

d , o S 0% R
By = (8 gy + GOyt = —+ V(X ;

5 o P21 s 2 T )
[£.8] = [, |+[2.0(£) ] et|2. | = [£ P] = .
=0

P > P
] = ih%. Alors :%(X)WJ) = Ly

m

1’52

2m

[;?,
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111.5.2. Evolution de la valeur moyenne de P
d . 1 .. 0P
2Py = AP Ay + S
o~ . p2 ~ A . p2 ~ A ~ A ~ A 0 A
[P A =[P, +7® | =B, |+[P. V()] = [P, R] = (7(X) = —in—V

=0
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Chapitre IV : Oscillateur harmonique quantique

En mécanique quantique, 1’oscillateur harmonique posséde une solution exacte.
L’équation de Schrodinger est résolue sans approximations.
Exemple : Vibration des atomes dans un réseau cristallinRaenon.

Ondes électromagnétique —» Photon.

1V.1. Introduction

En mécanique classique, un oscillateur harmonique a une dimension est une
particule soumise a une force de rappel donnée par : F = —kx.
Si m est la masse de cette particule:mx = —kx.

La solution est : x(t) = x,,, sin(wt + @) avec w? = %
Le potentiel dont dérive la force de rappel : F = —kx = —Z—Z . Alors I’énergie potentiel :
V(x) = %kx2 + cst,00k = mw?. Donc I’énergie totale, en mécanique classique est :
2
p 1
E = —+—kx?
om 2"

IV.2. Oscillateur harmonique quantique :

On va résoudre 1’équation de Schrodinger : H|y) = E|y). I’Hamiltonien de 1’oscillateur:

H—Pz+1 2x?
“oam 2™

OUP et X opérateurs d’impulsion et position, respectivement. Sachant : [X, P] = ik , on

Lo 5_1 5. p__ |Mmw ¢ Bl — :
pose : X = pXetP = P f = h.AIors[X,P]—l

—~ . g24p2
H = hof, tel que : A = ——.
On introduit les opérateurs d’annulation et de la création.

Annulation:a = %()? +iP)
On pose alors : 1 oo
Création: at = FX —iP)

aeta™ sont conjugués ’un de I’autre = a et at ne sont pas hermétiques puisquea # a*

a+a+etp~ _ a—a”t

X=\/7 7

On peut démontrer : [a,at] =1, H = %(a*a + aa™).

_ 1
A=ata+=
a a )

On pose = a*a, observable nombre. Ona N = N* = N est hermétique.
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_ 1
H = hwH = hw(N+§)

[N,a] = —aet[N,a™] = at et
IVV.3. Equation aux valeurs propres de N

Soit v valeur propre de N avec les vecteurs propres |@)) ; c.-a-d. N|g@!) = v|@l),v € R.

L’équation aux valeurs propres de H est : H|p.) = hw (N + %) lpl) = ho (v + %) lpt)
CF = 1

Alors i E, = hw (v + 2).

Si v valeur propre de , alors I’énergie de 1’oscillateur harmonique est:E,, = hw (v + %)

IV.3.1. Spectre de N (Valeurs propres possibles de N
Théoremel:

- Les valeurs propres possibles v sont réelles positives.
- Si|el) vecteur propre de N associé a la valeur propre v alors :

Siv=0=alpl) =0

Siv > 0, le Ket a|g!) est vecteur propre de H avec la valeur propre v — 1.
- Nlaledl® = (vila*alel) = (oiIN|oi) = vigilol) = v =2 0.
Alorssiv=0=a|pl) =0
Etsiv > 0, montrons que : Na|pl) = (v — 1)a|p})
En utilisant la relation de commutation :[N, a] = —a, on aura :

Nalp)) = (aN — a)|¢}) = a(N — D)) = (v — 1)|¢})
a |l )est un vecteur propre de N avec la valeur propre (v — 1).
Théoreme2:
Si |@L) vecteur propre de N associé a la valeur propre v.

- at|el) #0,vv.
- a™|pl) est un vecteur propre de N avec la valeur propre (v + 1).

Théoreme3:

Le spectre de N est constitué d’entiers naturels positifs et toutes les valeurs propres de N
sont non dégénérées.

Si v est valeur propre de ,alorsv € N; v = ntel que:n =0,1,2, ......
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Et I’énergie de 1’oscillateur harmonique est quantifiée :

1
Enzhw(n+§>

. . s s . h
Et I’énergie de 1’¢tat fondamental est : Ey = 7(”

Les energies E,, sont toutes non dégénérees.

Soit |¢,,) état propre de H associé a la valeur propre : E,, = hw (n + l) alors a|¢,,) est
un état propre de N associé a la valeur propre : E,_; = hw (n ——) et at|p, ) un état
propre de N associé a la valeur propre : E,, .1 = hw (n + 5).

L’action de a sur |@,) est de dégrader I’énergie d’un quantum Aw = a est appelé
opérateur d’annulation.

L’action de a™ sur |¢, ) est d’augmenter 1’énergie d’un quantum Aw = atest appelé
opérateur de création.

Théoreme4 :

Les niveaux d’énergie d’un oscillateur harmoniques ne sont dégénérés. En effet 1’énergie

hw

de I’état fondamental est : E, = - -

Lemme:

alpg) = 0; |@o) est I’état propre associé a la valeur propre Ej.

1 6. \. 0 _ 5_ 1
=5 (X +P); X =pxetP = P

alp,) = (,BX+ P) |@o) = 0. On peut déterminer la fonction d’onde de 1’état

fondamental en projetant cette équation sur le Bras (x| , on aura 1’équation différentielle :

1 i d o
7 (BX = 275) 00() = 0= 90 () = )V *expilt=57 ).

+\n
On peut démontrer: |¢,) = %nlfpo). De cette relation, les fonctions d’onde ¢, (x)
peuvent étre calculées.
(pn(x)— Znn, — n(/ x)expl éh—x) Tel que H, sont les polynémes

d’hermite.

- La parité de la fonction d’onde ¢, (x)est la méme de celle du nombre quantique
associé.

- La fonction d’onde de 1’état fondamental est paire.

- La fonction d’onde de 1* état excité est impaire.
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- La fonction d’onde de 2°™ état excité est paire.
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Moment cinétique

Chapitre V : Moment cinetique

En mécanique classique, le moment cinétique joue un réle important. Il est une constante
de mouvement dans le cas d’un systéme isolé et sa connaissance nous permet d’atteindre
les lois qui régissent le mouvement de ce systeme. Pour une particule a la position 7et

d’impulsion pdans le référentiel (0,7 ,j,k ). Le moment cinétique est défini comme suit :

-

[=7 AP

Il est un vecteur axial orbital, dont ses composantes cartésiennes sont définies par :

. lx X Dx . YDz — ZDy
L =?<y>/\ﬁ<l9y)=l<sz—xpz>
lz VA j 2% XDy — YDx
En mécanique quantique, 1’étude des moments cinétiques est extrémement importante.

Ses propriétés interviennent dans plusieurs domaines de la physique : classifications des
spectres atomiques, spins des particules élémentaires, magnétisme.,...

Mais il y’a des moments cinétiques typiquement quantiques et n’ayant aucun équivalant
classique qu’on appelle des moments cinétiques intrinseques ou de spin.

On symbolisera dans la suite par [ un moment cinétique orbital, par S un moment
cinétique de spin, et parf un moment cinétique quelconque qui peut étre [ ou § ou une
combinaison de let S.

V.1. Définitions et relations de commutation

V.1.1. Moment cinétique orbital

Définition

I est I’observable vectorielle L associée au moment cinétique classique [
L=R AP

Ses composantes Ly, L, et L, de L s’obtiennent en associant aux variables de positions

x,y, et z et aux variables d’impulsion p,, p, et p, les observables X,Y, Z,et P, P,, P, de
sorte qu’on a :

L, = YP, — ZP,
L, = ZP, — XP,
L, = XP, — YP,

On peut démontrer que les opérateurs L,,L, et L, sont hermétiques. On definit
I’opérateur I*:
2=12+12+12
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12, 12, LZsont également des opérateurs hermétiques et il en de méme pour I’opérateurL?.

V.1.2. Relations de commutation :

Commutateurs [Lg, Lg|
Calculons : [L, L, |
Ly, L,] =[YP, —ZP,,ZP, — XP,]
=Y|[PR, Z]P, — X|Z, PZ]Py
= —ihYP, — ihXP,
= ihL,
Un calcul similaire donne les deux autres commutateurs : [Ly,LZ]et [L,,L,]. De sorte
quona:
[Ly,L,] = ihL,
[L,,L,] = ihL,
[L,, L] = ihL,

Ce résultat se généralise a un systéme de plusieurs particules puisque le moment
cinétique orbital de ce systéme est :
n
L=>1I=
1

n
R, AP,
=1

1

On remarque que Ly, L, et L, ne commutent pas entre eux, alors elles ne se mesurent pas
simultanément.

Commutateur [L?, L]

Il s’agit de calculer les commutateurs :[Z)Z,Lx], [Z)Z,Ly],et [Z)Z,LZ]. Calculons par
exemple : [[2,L,| = [L + L2 + L2, L,]

= [12,L,] + [I3, L] + [12, L]

Le premier terme [L2, L, Jest nul car L, commute avec lui-méme et donc avec son carré.
Les deux autres termes donnent :

(13 La] = L L = Lyl = Ly[Ly, Ly] + [Ly, Lo]L,
= —ih(LyL, + L,Ly)

[L%:Lx] = L%Lx - LxL% = Lz[Lz:Lx] + [LZ'LX]LZ
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= ih(L,L, + LyL,) .
La somme de ces deux derniers commutateurs est nulle , alors :
(L] =0
Un calcul similaire donne le méme résultat pour [L?L, |et [L2L, |et on obtient :[L?,L] = 0

Ce résultat signifie qu’on peut mesurer simultanément L% et une composante quelconque

de L (c.-a-d. qu’peut mesurer simultanément la longueur du moment cinétique et sa
projection sur un axe.

V.2. Représentations différentielles :

La représentation des vecteurs et valeurs propres est plus souvent pratique d’utiliser des
coordonnées sphériques :

X =1 sinfcos ¢ y =1 sin @ sin¢ Z=r1cosb

La représentation des opérateurs moments angulaire orbitals en coordonnées
sphériques est:

(. _ d cos¢p 0
L, = Lh(Sln [0) ﬁ+tan9ﬁ)
L :ih<—cos¢i+sm¢i)
Y 00 tan6ad ¢
L Lz__lhﬁ

Cequimeénea:

22 g aZ+1 a+ 1 9?2
B 0602  tan0d 6 sin’6 d¢p?

L —hi¢(a+' 96)
+ = he 30 L cos ¢

L _h—i(],')( i+ 91)
_ = nhe 30 l COS ad)

Alors, les vecteurs propres de I? et L, sont des fonctions qui dépendent que de et ¢.
Par conséquent, on peut représenter les fonctions d’onde comme :

Y(r,0,¢) = R(r)Yn (6, 9)

Pour un potentiel central (V(¥) = V(r)) , on trouve que Y;,, (6, ¢) sont des harmoniques
sphériques.

Les expressions de ces harmoniques sphériques sont :
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p
m 20+ 1 (1 —m)! m im
Y, (9 ¢) < (_1) \/ 41 (l+m)|Pl (COSQ)e o 0
m\Y, =
(—1)|m|j214; 1 (élllzl))'!alml(cos o -
k H

P[™ (cos 8)sont les fonctions de Legendre associés définis par :

m

d
P (x) = (1 —x2)™ Zem D1()

Ou P;(x) est le polyndme de Legendre d’ordre [, exprimé par :

(- d!
2L dx!

V.3. Définition générale d’un moment cinétique angulaire

P (x) = (1—x%)

On appellera moment cinétique tout opérateur vectoriel J dont ses trois composantes
Jx»]y et ], sont des observables satisfaisant aux relations de commutation suivantes :

U1y ] = itJ,
Uy J] = it
Uz )il = it
2] =0
V.4. Valeurs propres et vecteurs propres de 72 et,J,

V.4.1. Valeurs propres de j% et, ], :

Comme J2 et ,J, commutent, on peut chercher un systeme des vecteurs communs
{|v,m)}. On aura alors :

J2lv,m) = vhZ|v,m)

J,|v,m) = mh|v,m)
Cette ecriture se justifie par le fait quef2 a la dimension de A2 et J, a la dimension de .
Le nombresv et m sont donc des réels dont on va déterminer leurs caractéristiques.
Ona:

(v,m|f2|v,m) = (v,mlJZlv,m) + (v, m|J2|v,m) + (v, m|JZ|v,m)
= 2y, m)2 + 2w, m)|* + U2 v, m)I?
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Et
(v,m|f2|v, m) = vh*(v, m|v, m)
= vh?||v,m)|?
De ces deux egalités, v est nécessairement positif ou nul. On peut poser alors :
v=j(G+1)
Ouj est un nombre positif ou nul tel qu’a tout valeur de v correspond une valeur de j, et

respectivement.  L’introduction de cette notation est destinée a simplifiée les
raisonnement qui vont suivre et se justifier par le fait que 1’équation du second degré en

j:j(j + 1) = v, atoujours une racine positive ou nulle et une seule.
Les équations aux valeurs propres de JZ et, J,peuvent s’écrire donc :
J?ljym) = jG + DA, m)
J:lj,m) = mhl|j,m)
V.5. OpérateursJ, et,J_:

On lieu d’utiliser les composantes J, et],, il est plus commode d’introduire les
opérateurs définis par :

J+ =] i)y
]— :]x_i]y

Ces opérateurs ne sont pas hermétiques mais sont adjoints I’un de I’autre. Ils vérifient les
relations de commutation caractéristiques et qui sont utilisées par la suite.

o Commutateurs [J,,] 4]

Usd il =Usde + 1] = Ut —il)y )]
ihJ, + hf, = hJ,

Usd-1 = Uads = iJy] = Usdud +ilJy. 2]
= ihJ, — hJ, = —hJ_
soit :
UzJil = 0]y
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Commutateur [J,,J_]
Ona:

JoJz = (x £1),)Ux Fi)y)
=Ji +Jy F iUy = JyJx)
=Ji+]y £ 1,
Ce qui permet d’écrire :
U+ J-1=24,
Uwdy=20%-JH
ou{/,,J_}=J,J- +]_], est’anti-commutateur de /et J_.
Commutateurs [J2,] ] et [J2,],]
On a aussi :
20 =P =20 =0
Carf2 commute avec J, et ], et donc avec J, + ify.

On a en définitive :

Uz']+] = +h]+
[]ZI]—] = _h]—
[]+']—] = Zh’]Z

[j)zf]+] = [j?’]_] = []_)lez] =0
UnJy=20%-J3
V.5.2. Utilitéesde J ., et] _

J.1j, mdet/_|j, m) sont des vecteurs propres de J2 et J, et peuvent servir d’intermédiaire
de calculs tres utiles dans la théorie des moments cinétiques. En effet, ona :

Uz']—i-] = +h]+

soit :
]z]+ :]+]z + h]+
Faisons agir les deux membres de cette égalité sur le Ket |j, m) :

I +lj,m) = J i, m) + i |j, m)
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I +lj,m) = (m+ 1] |j,m)
J+|j, m)est donc vecteur propre de J, avec la valeur propre (m + 1)h. Et comme J2

Commute avec J ., J.|j, m) est également vecteur propre de J2.

En effet: [fz,]+] = (0 soit: f2]+ =]+f2, en agissant ces deux opérateurs sur le Ket
|[j,m),ona:
JHelivmy = JJ21j,m)
=j( + DA, |j,m)
J+|j, m)est donc vecteur propre de J2 avec la méme valeur propre de celle de |j, m) qui
est j(j + 1)h2.
De fagon similaire, pour 1’opérateur /., on peut conclure que :

e J.|j, m)est un vecteur propre commun & J2 et J, avec les valeurs propres j(j +
1)A?%et (m + 1)A, respectivement.

e J_|j, m)est un vecteur propre commun & J2 et J, avec les valeurs propres j(j +
1)A%et (m — 1)A, respectivement.

Soit :
{fz Usljym)) = jG + DG4l m)
J.(J+lj,m)) = (m + DaJL1j, m))
Et
{fz U-ljym) = jG + DA (_Lj,m)
]Z(.]—l]'m)) = (m - 1)h(]—|]'m>)
V.6. Spectre de J2 et J,
V.6.1. Régles de sélection sur m

Théoréme 1

Si |j, m) est un vecteur propre non nul de J2 et J,associé aux valeurs propres j( + 1)h%et
mh, respectivement.

e —j=sm<+j

e Sim=j,alors],.|j,j)=0
Si m # j, alors J,|j,m) est un vecteur non nul dont le carré de la norme :
(j —m)( + m + 1)R*(jm|jm).

e Sim=—j,alors/_|j,—j)=0
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Si m # —j, alors J_|j,m) est un vecteur non nul dont le carré de la norme :
(j +m)( + m + DA%(m|jm).

Démonstration

e Soit le Ket J, |j, m), sa norme au carré est :
Uslj, m)? = (,mlJ_J41j, m)
= (j,m|J? —JZ — 1], |j,m)
= (,mlj(j + 1) —m? —m|j, m)h?

= (G +1) —m? —m)h*(jm|jm)
= (j —m)( +m + D)h*(jm|jm)
Comme les deux membres sont positifs ou nuls, on déduit que :
G-m(G+m+1)=0
Ce qui montre que :
—j—1<m<j
Considerons maintenant le Ket/_|j,m), ona:
U_lj, m)? = (j,mlJJ_|j,m)
= (j,m|J* = J2 + 1, |j,m)
= (j,m|j(j + 1) —m? + m |j,m)h?

= (U + 1) —m® + m)h*(jm|jm)
= (j +m)(j —m + D)R*(mljm)
Ce qui conduita:
G+m)G—-m+1)=0
Et
—j<m<j+1

Ces deux inéquations —j—1<m<jet —j<m<j+1, sont simultanément
compatibles dans I’intervalle oum entre —j et j. Donc, la regle de sélection sur m
est :

—js=m<j

e Sim=j
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comme :|J;|j,m)|? = G — m)(j + m + 1)A%(jm|jm), alors :|J,|j,m)|> = 0

= J4ljm)=0
e Sim # j, alors J, c est un vecteur non nul dont le carré de la norme : (j — m)(j +
m+1%27mym
e Sim=—j

Comme: |J_|j,m)|? = (G + m)(j — m + D)A*(jm|jm), alors : |J_|j,m)|? = 0
= J_|j,m)=0

e Sim=—j, alors J_|j,m) est un vecteur non nul dont le carré de la norme:
G +m)(j —m + Dh*(jm|jm)

V.7. Régles de sélection sur j
Théoréme 2

S’il existe un vecteur propre |j,m) commun & J% et J, avec les valeurs propres j(j +
1)h?et mh, respectivement.

e jest necessairement un nombre entier ou demi-entier ou nul : j = 0,1,%,
e jétant fixé, m ne peut prendre que 1’une des 2j + 1 valeurs suivantes :
m=—j,—j+1 .., j—2j—1,j
Démonstration

Soit [j, m) le Ket décrivant 1’état du moment cinétique. Considérons les vecteurs obtenus
par applications successives de ], sur |j, m).

el MY 21, MY, e e e e e, JE |, M)
IIs sont les vecteurs propres de J, avec les valeurs propres :
(m+ Dh,(m+ 2)h, ............ (m+ a)h, respectivement.

En effet, on a déja montré que J.|j, m) est un vecteur propre de J, avec la valeur propre
(m + 1)A. On va montrer que J|j, m) est un vecteur propre de J, avec la valeur propre
(m+2)h.0Ona:

JJ3l,mY = ) (J4lj,m))
= (4)z + WU l,m)
=JJ: Uil m) + W (il m))
= Jy(m + DALl m)) + 1|, m)
= (m + DHZ|j,m) + 1J3[j,m)
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= (m + 2)h J3|j,m)

De méme fagon, on peut montrer que uej% |j, m)est un vecteur propre de J, avec la valeur
propre (m + n)h. Ou n est un entier positif ou nul.

Supposons que n est tel que :
j—l<m+n<j

Si on classe par ordre croissant les valeurs propres de J, , (m + n)# serait soit ’avant
derniére valeur propre si m+n <j ou la derniere si m+n =j. Supposons que
(m + n)h est I’avant derniére valeur propre de J, , d’aprés le théoréme 1 par application
de /., on obtient le vecteur :

J+J?r1j,m)) = JEj, mdqui est non nul.
Ce vecteur est un vecteur propre dej,avec la valeur propre (m +n + 1)A :
I, m)y = (m+n+ Dh (3P, m))

Or la valeur (m + n + 1) est pat hypothéese supérieur a , ce qui est en contradiction avec
le théoreme 1. Il faut donc nécessairement que ;

m+n=j.

Dans le cas J}|j, m) correspond a la valeur j de J, et d’aprés le théoréme 1, /. (J¥|j, m))
est nul.

La suite des vecteurs propre de fZet]Z obtenus par action répétés de J,sur |j, m), est
donc limitée. Les vecteurs de cette suite doivent étre annulés a partir d’un rang n tel
que m+n=j.

Soient maintenant les vecteurs/_|j, m),J2|j,m), .. cee e e oo, JE|j, m), oObtenus par
application successives de J_ sur |j,m) . ils sont tous vecteurs propres de J, avec les
valeurs propres (m — 1)h, (m — 2)h, ... ... ... ... ... (m — @), respectivement.

Soit p I’entier positif ou nul tel que :
—j<m-p<-—j+1
On peut trouver, par un raisonnement analogue, que :
m-—p=-—j

Car la suite J_|j, m),J2]j, M), cue e eev e oo, J%|j, m) doit étre limitée pour qu’il n’y a pas
de contradiction avec le théoréeme 1.

En combinant les deux relations obtenues, m + n = j, etm — p = —j, on obtient :

. _n+p
] =75
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Puisque n et p sont des entiers positifs ou nuls, 2j est aussi entier positif ou nul, alors j
est entier ou demi-entier positif ou nul.

Les regles de sélection sur j et m sont donc :

j=073,1,

m=—j,—j+1,....,j—1,j
V.8. Récapitulation

Lorsque j(j + 1)h2 et mh sont les valeurs propres de J2et J,, correspondant au vecteur
propre|j, m).

e Les seules valeurs possibles pour j sont les nombres entiers ou demi-entier
positifs ounuls, c'est-a-dire :

e Pour une valeur fixée de j, les seules valeurs possibles pour m sont les (2j + 1)
nombres: —j,—j +1,.....,j — 1,j. mest donc entier si j est entier et demi-entier
si j est demi-entier.

V.8.1. Vecteurs propres de fzet]Z

Si le vecteur propre|j, m) commun a J2et ], existe, comme m peut prendre 2j +
1) valeurs, on peut avoir les (2j + 1) vecteurs propres de J2et],, par action répétée des
operateurs J, et J_.

En effet :

e J,|j,m)est vecteur propre de fzet]Z avec les valeurs propres j(j + 1)A%et
(m + 1)h, respectivement.(m + 1)h n’est pas dégénérée, alors J,|j, m), alors
J+1j, m) doit étre égale un facteur de phase prés au vecteur propre |j,m + 1), sot :

J+liym) = cplj,m+ 1)
Ueli,m)? = lep 2Gom + 11j,m + 1)
= (j = m)( + m + Dh*(jm|jm)
Et puisque les vecteurs {|j, m)} sont normés, alors :

lem|2 = (G —m)( + m + 1)h?
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e De méme,J_|j,m) est vecteur propre de J%et], avec les valeurs propres j(j +
1)h%et (m — 1)A, respectivement. (m — 1)An’est pas dégénérée, alors J_|j,m) ,
doit étre égale un facteur de phase prés au vecteur propre |j,m — 1), soit :

J-ljim) =dpnljm—-1)
U-lj,m)|? = |dp|*(,m — 1]j,m — 1)
= (j +m)(j —m + Dh*(jm|jm)
Ce qui donne :
ldn|? = G+ m)(j —m + 1)h?

En choisissant les phases relatives de |j,m — 1), |j,m) et |j,m + 1) de fagon que
cm et d,, soient réels positifs, on obtient :

cn=+G—-m)(G+m+1) A
dp =(G+m)G—m+1) h
Jelivm) = jG + 1D —m(@m+ 1) &lj,m+ 1)

J_lj,m)=/jG + 1) —m@m—1) hlj,m—1)

On peut déterminer, a partir |j, m), les vecteurs communs afzetjz.

Comme I’action de ], sur |j, m) nous donne un Ket avec projection de moment supérieur
m+1;|j,m+ 1), etcelle de J_ sur |j, m) nous donne un Ket avec projection de moment
inférieur m—1; |j,m — 1). On appelle souvent les opérateurs J, et J_, opérateurs de
monté et de descente, respectivement.

V.9. Mesure de J, et ],

Comme les|j, m) ne sont pas vecteurs propres de J.et J,, la mesure de ces observables
dans un systéme dans 1’état |j,m) ne peut étre connue avec certitude. On ne peut que
calculer leurs valeurs moyennes et leurs incertitudes sur les résultats de leur mesure qui
sont données par leurs écarts quadratiques moyennes.

V.9.1. Valeurs moyennes de J, et ], dans I’état |j, m)

On peut écrire :

1
Jx =EU+ +/2)

1
]y = ZU+ _]—)
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1
(/x>|j,m) = <E U+ +]—)>|j,m)

1
=3 WU Njmy + U=Djjm)
=0
1
UyNjm) = <2_i U+ =T Njm)
1
= 2_1'((‘/+)|j'm) - (]—)|j,m))

=0

V.9.2. Ecarts quadratiques moyennes de J, et J, dans I’état |j, m)

2
A]x”,m) = \/U;%)U,m) - (]x>|j,m)

On calcule d’abord (/2),; )
P2y = G U+
= 2 By Dy + U gy + ULy
= (G =m)G A DR + G+ m)G = m + D)

=%(J’(J’+1)—m2)fl2

Mgy = \/%(i(i F1)—m2)
B3 jm) -
T2 jmy = (—%(h —J )N jm)
= _Tl Wihjm + U20jmy — U Djmy — U-T)jm))
=%((j—m)(j+m+1)h2 + (G +m)(G —m+ Dh?)
= 200+ D —md) p2
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1
My = \/E(i(i +1) —m?) h

V.9.3. Moment angulaire et rotations :

Soit |y) un vecteur d’état d’un systéme des coordonnées O, pour représenter ce vecteur
d’état dans un autre systéme des coordonnées O, on définit 1’opérateur rotation Uy, tel
que le vecteur d’état dans O est donné par :

[Y') = Uglp)
Pour un systeme O obtenu par rotation de O autour un axe dans la direction 7 avec un
angle 6, Uy est défini comme suit :

[ -
Up(0,7) = exp (—Eﬁﬁ.L>

Ol L est I'opérateur moment angulaire. Ldite aussi le générateur de rotation, on peut
conclure de cette définition que :

W' =|UF

Notons que pour obtenir Uy, on utilise 1’opérateur de rotation infinitésimale :
i -
Up(d6,7) = (1 — - don. L)

Notons aussi ; Uz (0,7) = U (2m,A) =1

Ugppeut étre utilisé comme opérateur de rotation non seulement pour des vecteurs d’état,
mais aussi pour les opérateurs et observables. Alors, une observable A dans le systtme O
est transformée a A’ dans le systéme O, tel que :

A = U AU}
Et de facon similaire :
A=UtAUy
V.10. Spin

Est une propriété intrinséque des particules. Cette propriété a été déduite de I’expérience
de Stern-Gerlach. La définition formelle de 1’opérateur de Spin S est analogue au moment
angulaire.

S2|a) = s(s + DAZ|a)
|a)est un état propre de S2 et s(s + 1)A? la valeur propre correspondante, on défini

aussi ;
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§2 =2+ 52+ 52

Ou S,, S, et S, vérifient les relations de commutation :
[Se, Sy | = ihS,, [Sy,S,] = kS, [S,, S,] = ihS,

Analogue au moment angulaire, le nombre guantique de Spin dans la direction (0z) est
mg=-—5,—s+1,.... ,s—1,set

SZl“) = mshla)
V.10.1. Spin 1/2

Pour des particules (un électron par exemple) avec spin %2, on a mg = +1/2 et deux
vecteurs propres distinct de S2 et S, dénotés | + %) =|+)et]|— %} = | —). Ces vecteurs
propres sont nommeés la base standard, ou :
S| ) = 20| £)etS,| +) = + 7| +)
V.10.2. Matrices de Pauli
Les matrices de Pauli ¢ = (o, 0y, 0,)sont définis par :
h

s=n;
20'

(0 1 _ (0 —i (1 0
ouio=(; o) w=(; o) ==( 1)

gétant donné dans la base standard. Les relations de commutations des matrices de Pauli
sont :

[ax,ay] = 2io,, [ ] 2ioy[0,,0,] = 2i0,
Autres relations utiles des matrices de Pauli sont :
0,2 = 0,2 = 0,2 = Iet(6. A)(6.B) = (4.B)I + 6. (A A B)

Ou 4 et B sont deux vecteurs spatiales.

V.10.3. Opérateurs de descente et de monté :

Par analogie au moment angulaire, on définie les opérateurs de Spin de monté et de
descente:

S, =S, +iS,etS_ =S, iS,

OU:S | +)=0 et S, -)=3|+)
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h
S-|-)=0 et S_|[+)=7]-)

V.10.4. Rotations dans I’espace de Spin :

Pour trouver la représentation d’un état |a)dans un systeme des coordonnées donné qui

est en rotation d’un angle £ autour d’un axe dans la direction de vecteur unité i, on
calcule :

|a)’ = exp (—% ,8ii§) |a)

Sachant que # s’exprime comme suit :

fi=singcosOi+singsindf+cosgpk

_ ) ; R Ccos g —sin % e
Alors, la matrice de rotation est :R;(8) = exp (_E B S) = 5 5
sin el cos

Notons que pour ¢ = 0(Rotation autour de I’axe (0z), on a :

coS— —sin—
ReB)=| 2 2
sin? cos E

Qui est la matrice rotation d’angle g autour de I’axe (0z). La rotation de vecteur spin

—l¢

differe de celle de vecteur spatial. Ce résultat est uniqguement pour le vecteur spin et peut

étre alors utilisé pour définir le vecteur spin. Le vecteur spin est nommé « Spineur ».
V.10.5. Interaction de spin avec le champ magnétique

Application du champ magnétique Bsur un systéeme des particules de spin total S
introduira un terme additionnel au I’Hamiltonien libre Hy, I’Hamiltonien de systéme
donc:

-

e -
H =H0+Hint =H0 +%BS
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Addition de deux moments cinétiques de spins

Chapitre VI : Addition de moments cinétiques

Un systéme & deux types du moment cinétiques : moment cinétique orbital Let de spinS.
Le moment cinétique total estj/ = L + S.

L1+ D%~ &

S = s(s + DA m Ey(s)

J =G+ DR~ () = &0 ® &(s)
Peut-on dire les valeurs que peut prendre j en fonction de j; et j,.
VI1.1. Addition de deux moments cinétiques de spins

On considere deux particules de spin % et on note S; et S, leurs opérateurs de spin.
- — —_— [ = 1 — 1
S = Sl + SzOU:Sl (Sl = E) ; Sz (SZ = E)
5 s G DR v 6
A — (— AR -
oSG DR v E()
5 s G+ DR v 65
A —(— AR -
2 V5 G DRE v &)
S2 nn s(s 4 1)h% ~ E(s).

Quelles sont les valeurs possibles de s ?

&1 (51 = %) =By = {| )1, | “)1}et& (s, = %) =B, ={| +)2 | —)2}

VI1.1.1. Espace des états €

L’espace des états de ce systeme E(sq, sy)est a quatre dimension, obtenu par le produit
tensoriel des espaces des spins &; G) et &, G) des deux particules. Une base de cet
espace est formée des états propres des prolongements dans 1’espace produit des

2 —2 3 H
observables S; ,S1,, S, etS,,. Cette base notée :{| sy, 51, mq1, my)} ou plus simplement
{| my, my)} qui s’écrit explicitement sous la forme :

E(s1,5) =B=B; ®B,
B={l+)lHzl 1l 2| Nl Ha, | =1l —)2}
B={l++),|+-)—+)]--)1
OUu:l++)=[+1® | H2l+ =)= +h® | -)2 |—+)=]-)1Q® |+,
|==)=,1-1®|-)
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Alors : dim € = dim & X dim &,.
) 2
L’actionde Sy ,S51,,S, etS,,.Sur les vecteurs de cette base est :

2
Sy |myimy) = s1(sy + DA% |mymy) = Zh2|m1m2)

5_2)2|m1m2) = 55(s5 + Dh*|lmymy) = Zh2|m1m2)
S1zlmimy) = myhlmym,)
Soz|mymy) = myhlmym;)
VI1.1.2. Spin total §
Le spin total S du systeme des deux particules est defini par la relation :
S=5+5,

Comme les spins S, etS, sont des moments cinétiques, il est facile de montrer que S est
aussi un moment cinétique en calculant les commutateurs de ses composantes. On a
alors :

[Se,Sy] = [S1x + Sz, S1y + Say ]
= [S12, S1y] + [S1x S2y ] + [S2x Sty ] + [S20 S2y]
= iA(Sy, + S,) = iAS,
[S,,S.] = [S1y + S2y, S12 + 2]
= [S1y, S1z] + [S1y S22] + [S2y, S12] + [S2y, Saz)
= iA(S1y + Syy) = iRS,
[Sz, Sx] = [S12 + S22, S1x + S24]
= [S12)S1x] + [S12, Sax] + [Saz) S1x] + [S22, S2x]
= ih(Syy + S,,) = ihS,
On peut montrer également que :
[52,5] =0

Ssatisfait donc a la définition du moment cinétique, et comme il est la somme de deux
spins, il est alors un opérateur de spin.
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VI1.1.3. Divers E. C. O.C dans&g

—2 —2
Sachant que les observables S; ,S;,, S, et S,, admettent un systeme commun des
_2 2
vecteurs propres qui constituent la base {| m;m,)}. L’ensemble {Sl , 812, ,SZZ} est

donc I’ensemble complet d’observables qui commutent dans I’espace produit Eg.

Cet E. C. O.C est bien adapté pour les spins individuels mais ne 1’est pas pour le
spintotal.

Un E. C. O.C plus adapté pour le spin total du systeme est celui constitué des observables

—2 —2 5

S, , S, ,S%tsS,.

2 2 )

{Sl , S ,SZ,SZ}est bienun E. C. O.C ; en effet :

[—2 —2 —2 —2 . e,
51,5, ] = (OcarS; ,et S, agissent dans deus espaces différents.

2 —2 —_— — - — — R
S1 ,52] = QOcarS; commute avec S; et S, etdoncavec S = S; + S, et par suite avec
s2,

[—2 —2
S1 ,SZ] =0:5; commute avec S;,etS,,, doncavec S, = S;, +5,,
—)2 -, —)2
De méme pour : [Sz ,SZ] = [SZ ,SZ] =0
Enfin, pour le commutateur [S2,S,] = 0, il faut effectuer le calcul :
—)2 —)2 —)2 —_— —_—
[$2,5,] =[S0 +5; +2515;, 51, = [2515;, $1.]
= Z[SleZx + SlySZy; Slz]

= 2([S1, S1,1S2x + [S1y) S12]S2y)

= —2ih51y52x + ZihSlezy
- —2 —2 —_—— —_——
[32,52,] = [ +5; +2515;, 3| = [25/5, S2.]
= 2[S1.S2x + S1yS2y, S2z)

= Z(Slx[SZx; SZZ] + Sly [SZy; SZZ])
= —2ihS1, Sy, + 2ihS;, Sy,

[52,5,] = [S%, 81, + S, = [S%51,] + [$2,S2,] = 0
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—)2 ——)2 - N - -
Les quatre opérateurs S; ,S, ,S52%,S, commutent donc deux & deux, ils constituent alors
un E. C. O. C et admettent une base de vecteurs propres communs dans laquelle chacun
d’eux est diagonal.

2 2 2 —2
Il faut remarquer que {Sl , S ,SZ,SZ}est différent de 1I’ensemble {Sl 81,52 ,SZZ} car

- - - —)2 —)2 - , ,
$% ne commute ni avec Sy, ni avec S,,. {51 , S5 ,SZ,SZ}etant un E.C.0O.C., la donnée des

valeurs propres de ces opérateurs spécifie complétement le vecteur propre correspondant
qu’on note |sq, 53, S, M).

1 . .
Comme s; = s, = > il est plus simple de noter ce vecteur |S, M) en sous-entendant les

2 2
valeurs propres de S; et S, . Les vecteurs |S, M) sous-tendent donc une nouvelle base
de I’espace Egqu’on notef|S, M)}

Le spin total S étant un moment cinétique, les valeurs propres de S2 et S, sont de la

forme S(S + 1)A% et MA oU M varie par saut d’une unité de - Sa +S. Les vecteurs de
base |S, M) vérifient donc les équations :

_2 —2 3
S, |ISSMy=S5, |S,M) = Zf12|5,M)

S2|S, M) = S(S + 1)h%|S, M)
S,|S, M) = M#|S, M)

I1 s’agit de trouver les valeurs que peuvent prendre S et M et d’exprimer les vecteurs de
base |S, M) adaptés au spin total S en fonction des vecteurs de base | m;, m,) adaptés
aux spins individuels Set S? On va pour ce faire construire et diagonaliser les matrices
4 x 4 représentant S2 et S, dans la base {| my, m,)}.

VI1.1.4. Valeurs et vecteurs propres de S,
Les équations aux valeurs propres de S, s’écrit dans la base {| my, my) }:
Sl my,my) = (81, + S2,)| my, my)
= S12Im1) @ |my) + | my) ® Sy,|my)
= mih| my, my) + myh| my, my)
= (my + my)h| my, my)
= Mh| my, my)

| my, my)est donc état propre de S, avec la valeur propre Mhavec M = m; + m,.
Comme m, et m, peuvent étre égaux a i% , on en déduit que M peut prendre les
valeurs: +1,0 et — 1
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1
LM =3
e M = +1correspond a: 1
myp = 5
1 1
my =z m = —c
A 2 : 2
e M = Ocorrespond a : ; ou 1
my =—- mp = E
1
LM =73
e M = —1corresponda : 1
my = —E

M = +1etM = —1 sont des valeurs non dégénérées de S, auxquelles correspondent un
seul vecteur propre | + +) pour M = +1 et | — —)pour M = —1.

M = 0 est une valeur propre doublement dégenérée a laquelle sont associés les vecteurs
propres orthogonaux | + —) et | — +) ou toute combinaison linéaire (a| + =) + B| — +))
de ces vecteurs.

La matrice représentant S, dans labase : {| + +),}| — —),| + —),| — +)} estdonc :

1 0 0 O
_#[0 0 0 O
S:=h 0 00 O
0 0 0 -1

VI1.1.5. Matrice représentant %
- — —\2
Ona:$?=(5+S,)

Lorsqu’on a deux observables qui agissent sur deux espaces complétement disjoints,
alors, elles commutent c.-a.-d. $; 5, = 5,5, .

) —2 —2 ——
S = Sl + 52 + 25152.
=81 + 852 + 2(S1xS2x + S1yS2y + 512522)

2 2 -
L’actionde S; , S, , Sy, et S,, sur les vecteurs de base | m;, m,) est connue mais li n’en
est pas de méme pour I’action de Sy, Szx, S1, €t S,,,. On va donc remplacer ces derniers

opérateurs par leurs expressions en fonction des opérateurs S... Ce qui donne :

PourS;,onas {5, 2T, memechosepourS; o 20 T o
On obtient :

2 =5 45, 425,50, + 5145, + 5150,
Etl’ona:

52



Addition de deux moments cinétiques de spins

S 2 _2
S%my,my) =S; | my,my) + S, | my,my) + 281,S,,| my, my)
+ (S1452— + 51-S24)| my, my)

Soit pour chacun des termes :

2

S1 | my,my) =Zh2|m1.mz)
-2 5

S |m1;m2)=zh | my, my)

281,S2,1 My, my) = 2mymyh®| my, my)

3 3 _ _
S14S3| my,my) = hz\/Z—ml(ml +1) x \/Z_ my(my, ¥ 1)| m; £1,m, ¥ 1)

Les my = 1, m, + 1 ne doivent jamais étre supérieures a % ou inférieures a —%, alors on
(S| ++)=2h%++)
T K e T
obuent:{ Tl D) =R+ =)
LSZl +-) =R+ )+ - )
§ = =) =2r%| - )

La matrice représentant $2 dans la base {|++)]+-)|—4) | ——)}sécrit:
[+ 1+ =4 =)
L 2 0 0 0
S*=(+ —| 0 1 1 0
(— +| 0 1 1 0
(— —| 0 0 0 2

VI.1.6. Base {|SM)}
Les valeurs propres de S2sont S(S + 1)AZ%, comme elles sont égales 0 et 24%, ona :
Pour 0: S(S + 1)h? = 0 s0it S =0
Pour 2A%: S(S + 1)h? = 2h% soitS =1

Le nombre quantique S peut donc prendre deux valeurs S = Oet S = 1. La premiere
S = Ocorrespond au vecteur propre | us)qui est associé au vecteur propre de S, avec la
valeur propre M = 0. Notons ce vecteur|0, 0) :

10,0)=Z(|+-)—1—+))
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La deuxiéme valeur S = 1correspond aux vecteurs propres {| uq), | u),| uz)} associés
aux valeurs propres M = +1,0, —1, respectivement.

|1, +1) = |+ +)
1L0) = Z (14 =) +1=+)

2 2 o
La nouvelle base adaptéte a I’E.C.O.C. {Sl ,S, ,S? ,SZ} est alors:
{|1,+1),]1,0),|1,—1),]0,0)}, on peut Vvérifier facilement que cette base est orthonormée.
Les coefficients de Clebsh-Gordan de ce probleme sont alors :
1 1 1 1
Cif=1¢7=1Cy =—=,Ciit =—=.Cly =—=.,Cp0" = ——
11 1-1 10 \/7 10 \/z 00 \/E 00 \/7
Ces coefficients anjl;mzreprésentent les amplitudes de probabilité de mesurer les
projections de spin individuel m, et m, dans I’état |S, M) .
Lorsqu’on compose deux spins %(51 =S5, = %), les valeurs propres S(S + 1)A? sont

telles que s est égale soit as; + s, = 1 soita s; — s, = 0. Les valeurs propres Mh de S,
sont telles que M prennent les valeurs comprises entre +S et + S.

A chaque valeur de S, une famille de 25 + 1 vecteurs orthogonaux (trois pour S = 1, un
pour S = 0) correspondant aux 2S5 + 1 valeurs possibles de M.

Les trois états {|1,+1),]|1,0),|1,—1)} correspondant a S=1 et M =+1,0,—1
constituent les trois composantes de ce que 1’on appelle un triplet. L’état |0,0) est appelé
un singlet.

On remarque que les trois composantes du triplet sont symétriques par rapport a
I’échange des deux spins, par contre 1’état singlet est antisymétrique par rapport a cet
échange.

V1.2. Addition de deux moments cinétiques : cas géenéral

Soit un systeme a deux moment cinétiques :]T(jﬂ et]_z>(]'z)-

Ji ~ 51(k'f1) = B; = {|j,m1)}
= {lj1, +j1) U, Hi1 = D [ i1 = 2) e i —j1 + 1), i —j1)}

Alors : dim € (k,J;) = 2j; + 1

E AR Ez(k,]_z)) = BZ
= {|j2, my)}
= {lj2, i) L2 iz — W 2, Hi2 = 2D, ey Lo —J2 + 1), 1o —j2)3
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Alors : dim €,(k,J3) = 2j, + 1
Donc : €(k, J1,12) = & (kJ1) ® €,(k,J2) = B = {[j1, m1) ® |j, mz)}

On note aussi :|j;, mq) & |j2, my) = |j1,j2, My, M3)
dim €(k, J1,J;) = dim &; (k,J;) x dim &,(k, ;)
=2j) +D(2j, +1)
> —2 —2 ——
J© =h +]2 +21i);
a2 2
J°=h +t]2 + 2102, Y i) +)1-)2+

_ : —2 . .. ..
ol : g” :]1" + iy ot {]1 Ik j1j2.ma,m2) = j1(a + DRk, j1, j2,ma, m2)
1- = Jix ~ Uy J1z1k, j1, J2, e, my) = myhk, ji, j2, my, my)

méme chose pour J,

{fZ|k,f, M) = J(J + 1Ak, ], M)
Ik, J,M) = Mh|k, ], M)
|k,J, M)en fonction of |k, jq, jo, mq, my)

Un état intriqué est un état que 1’on ne peut pas écrire sous forme d’un produit tensoriel
de deux états appartenant aux différents bases.

E=¢ ® &, |p)estintriqué, si A|p1) @ |@2) € €1 ® &;, tel que : @) = |@1) Q |@2)
p) = FU+ H £l -)

Exemple:q = 7
%) ==+ =) £]— +)

ces quatre états sont intriqués.

e(k.]) = €1(k.J1) ® € (k. J) =®/Z €(k, )

J=Jmax J=Jmax
dim€(k,J;, J5) = dim € (k,J;) x dim €,(k,J5) = Z dim £(k, j) = Z @2j +1)
J=J min J =i min

PUISQUE jimayx = J1 + Jo, et dim E(k, J1,J7) = (2jy + 1)(2jz + 1), @l0rS : join = |jz — Jol

Donc:|j1—j2d <j<ji+j.=j=lii—j2l. i —j2l + 1,0 Jiti2—Lj1+ )2

Exemple :
11
J1=E,]2=§=>]=0,1

J1=2,j,=8=j=6,7,89,10
On doit construire une base de S(kﬁﬁ) =B ={|/,M)}
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I, M) =% Cﬁ\;lmZUsz'mu m,) , tel que ernr;lmz eC

72 _
|J, M)est un vecteur propre commun de J2et J,, c.-a.-d. {] U}jVIl])’ A_/I)]g AZFll?]hj\JI]) "

M = my; + my,. Les cﬁ;lmz s’appellent les coefficients de Clebsh-Gordan représentent
les amplitudes de probabilité de mesurer (my, m,) dans 1’état|J, M).
mi=j1,m2=j

]_)ZU,M): Z C]rllr/lllmzj»zljlijZIml,ﬁmZ)

my=—j1,my=—j;
M=m1+m2

mi=j1.mz=j2

2 2 L
jG + DR, M) = Z G U1 +J2 +2)12)22 + Jitdae + J1S2)ln J2 M, )

my=—j1,my=—j;
M=m1+m2

En projetant sur le Bras {j;, j,, my, m5|, on aura :
mi1=j1,mz=j

jG+ D™ = Z 11+ D + /202 + 1) + 2myma)C ™ 8! Sny )

my=—j1,mz=—j2
M=mq{+m,

+Vj1Gr + 1D —my(my + Dy ja Gz + 1) — my(m, — DCiy ™ i v1m’ Omy1my

+Vj101 + 1) —my(my — DVja G + 1D — ma(my + D ™80 1 Omyiim),

JG+ D™ =[G+ D + 20 + 1) + 2mymy | Cit™

1 (m' i(i 7 1—1)(my+1
+\/]1(11+1)—m1(m1—1)\/12(12+1)—m2(m2+1)C](1\74"1 )(m2+1)

1 1 T 4 . . 7 T ! 1 ! -1
+VJ1G1 + D) = my(m, + DyjoGz + D) — my(my, — DemthemD

G+ 1) =[Gy + D + oGz + 1) + 2mymy ]| Clr2=

+V1Gr+ 1D —m 'y = DVGa Gz + 1) — mpGmy + Dy 0D

+Vi1Gr + 1) = my(my + DG G + 1) —my (my — Dy DM
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A(]',jl,jzmll, mIZ)C]717VlI1m2
. . ’ , ! -1 4 +1 ] ) , , , " , 1
= B(]l,jzml,mz)C]%"l Yooty D(]l,jzml,mz)C}S\Tl )(mz=1)

A partir de cette derniére expression, on peut établir un algorithme pour calcules les
coefficients de Clebsh-Gordan.

Regle :
Un systeme a deux moments cinétiques j; etj, tel que: j; < j,,ona:
—j1=my <+
—jz =my = +)p
Si i M| < lj1 —Jj2l = gn = 2min(jy, j2) + 1
Si:IM| = ljy—Jj2l 2 gu=j1+j— M|+ 1
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Particule dans un potentiel & symétrie sphérique et ion hydrogénoide

Chapitre VI : Particule dans un potentiel a symétrie sphérique et ion
hydrogéenoide
V1.3. Particule dans un potentiel a symétrie sphérique
V1.3.1. Hamiltonien du probleme

Dans un potentiel a symétrie sphérique, 1’équation de Schrodinger est :
o V() + V() () = Ep(P)
Comme le potentiel est central, les coordonnées sphériques sont mieux

adaptées et le laplacienV? s’écrit :

_10° 1 ,96(,96)_'_62
Sin 90 Sin 90 aCI)Z

I?

=— r+ ;
r or? rlsin? 0

On a montré dans le chapitre III que I’opérateur

2 - _p2 02+1 o 1 0°
B 062 tan6d 6 sin26 d¢p?

s’écrit en coordonnées sphériques :

Alors, ’Hamiltonien s’exprime comme suit :

—h?1 92 N I? Ly
2u rore’ 2ur? )

Et I’équation de Schrodinger devient :

1O B v v 6.6) = B0 6)
2u rarzr 2ur? r)|Y(r,0,¢) = EY(r,0,¢

V1.3.2. Séparation des variables :

Cette équation montre que toute la dépendance en 6 et ¢ est contenue dans 1’opérateur

L[%.I? commute avec le premier terme et le dernier terme de H qui n’agissent que sur la
variable , et il commute avec lui-méme, on a donc :

[H,I?] =0

I?

De méme I’opérateur L, = ?% qui ne dépend que de ¢ et qui commute avec

commute aussi avec H soit : [H,L,] = 0.

L’ensemble {H,?,L,} constitue donc un E.C.O.C. et les trois observables H,I?, et L,
admettent un systéeme commun de fonctions propres de sorte que I’on a :
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Hy(r,6,¢) = EY(r,0,¢)
L2Y(r,0,¢) = I(L+ Dh%Y(r, 6, $)
L(r,0,¢) = mayp(r,6, )

On a déja dans le chapitre précédent que les fonctions propres communs de [ etL, et
correspondant a des valeurs de [ et m fixées sont les harmoniques sphériques Y;,,, (8, ¢).
Les fonctions propres y(r, 8, ¢) sont alors le produit d’une fonction R(r) de la variable r
par I’harmonique sphérique Y;,,, (6, ¢), soit :

Y(r,0,¢) = R(r)Yin (6, 9)
En substituant cette fonction dans I’équation aux valeurs propres de 1’Hamiltonen, on
obtient 1I’équation radiale du probléme:
—h?1 9%  I(l+ DA?
- r+
2u r dr? 2ur?

+V(r)|R(r) = ER(r)

La solution de cette derniére équation peut étre séparée en coordonnées sphériques,
comme sulit :

Y(r,0,¢) = R(r)O(6)P(d)

L’équation de Schrddinger peut étre separée en trois équations :

>0 (¢)
1 d/ dod) m? 3
sme@@“@w) ¥ (* - sin29> 06 =0

d{ .d 2 A
54 4) e

Ou m et A sont les constantes a déterminer, la solution normalisée de deux premiéres
équations sont :

1 .
O(Pp) = —em?, m=0,4+1,42,.........

V2
. i+ =mpht B
05" (0) = cj 20+ [m])! P™(cos 6) 1=01,2,....

Ou P/" (cos 8) sont les polyndmes de Legendre associes et A = [(l + 1). Les
harmoniques sphériques Y;,,, (8, ¢)sont le produit de ces deus fonctions, alors :

@l+ D0 - m)! N
Yim (0,¢) = ej o -y P™ (cos 0)e™®

60



Particule dans un potentiel & symétrie sphérique et ion hydrogénoide

Ole=(—1)™ pourm=0; e=1 pourm=<0.

V1.3.3. Equation de Schridinger radiale
Dans cette équation, 1’opérateur différentiel dépend de [ mais pas de m, il en sera donc
de méme pour la fonction radiale et pour I’énergie :

R(T') = Rl(r)etE = El

Pour une valeur donnée [, il faut ajouter un indice supplémentaire n pour repérer les
différentes valeurs et fonctions propres deH, on les notera alors : E,;jet Y, (1,0, ¢) =

Rnl (T) Ylm (91 ¢)

L’équation radiale s’écrira donc :

—h%1 02 N I(L+ 1)A?
2u rore’ 2ur?

+ V(T) Rnl (7") = Enl Rnl (T‘)

Pour simplifier cette équation, il est commode de poser :

Unl (T‘)
r

Ry (r) =
Ou U, (r) est une fonction de r. En multipliant les deux membres de 1’équations par r,

on obtient :

—h?% 9% 4 I(l+ 1)A?
2u 0r? 2ur?

+ V()| Up () = EnyUp (1)

Cette équation différentielle peut s’interpréter comme une équation de Schrodinger a une
dimension relative a une particule de masse u se déplagant dans un potentiel
effectiveVs, (rtel que :

R2I1+1)
Verp () =V (r) + T

Ou la variable rne peut prendre que des valeurs réelles positives ou nulles. “le terme
n2 1(1+1)
P
force :

est toujours positif ou nul et correspondrait a I’énergie potentielle dont dérive la

2L+ 1)

2u rz

f=-
Cette force tend toujours a éloigner la particule de 1’origine .on appellera ce terme alors
« potentiel centrifuge »

La fonction d’onde Y, (r,0,¢)doit étre de carré sommable, elle doit
donc étre finie pour toute valeur de r. Pour que cela soit réalisable il faut
queU,; (0) = 0.
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La condition de normalisation de ¥,;,, (1, 6, @) est :

f|¢nlm (r,0,9)|?d*r = 1

+o0 bis 2T
j j j IRy ()2 1Yiyn (8, ) 122 sin 0 dr d6 dp = 1
0 0 0

Sachant gque les harmoniques sphérigues sont normées ,c.-a.-d. :

T 27
f f Y (6, $)|?sin® do dp =1
0 YO0
Alors, on aura :
E el
f IRy (M)|?r2dr =1
0
Soit encore :

+o0
f U, (P)2dr = 1
0

Afin de considérer 1’équation différentielle de U,,; (r), comme une véritable équation de
Schrddinger, on doit supposer que U, (r) = 0pourr < 0. Ceci s’obtient en
prolongeant V(¢ (r) = +oopour r < 0. On aura donc :

oo
f U, (P)2dr = 1

V1.3.4. Nombres quantiques :
Les fonctions propres de HamiltonienH s’expriment comme suit :

U nl (T‘)
r

Ynim (.0, ¢) = Yim (6, ¢)

Les nombres réels n, I, m sont appelés nombres quantiques.
nest le nombre quantique radial.

| est le nombre quantique azimutal.

mest le nombre quantique magnétique.

Les (21+1) fonctions ., (r,0,¢p)avec n, | fixes et m variant de-l
a +l sont fonctions propres de H avec la méme valeur propreE,;.E,est
donc dégénéré au moins (2I+1)fois. Cette dégénérescence qui ne dépend pas de la forme du
potentiel est appeléedégénérescence essentielle.
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Il peut arriver que pour une certaine forme du potentiel il y ait coincidence
entre  deux valeurs propres E,etE,,.Cette coincidence est alors appelée
dégénérescence accidentelle.

V1.4. Deux particules en interaction :

On considére un systeme de deux particules de masses m; et m, et de positions 77 et 5, .
supposons que 1’énergie potentiel ne dépend que de la distance entre les deux particules,
V(|I/{ — 74]). L’étude de mouvement de deux particules est simplifiée en adoptant les
coordonnees du centre de masse :

- _)+ Iy 7 - - — —
., = 12726t |es coordonnées relatives ;7 = 7, — 7,

m1+m2

De I’équation de Schrodinger du probléme, on peut dériver :

2

_mAqb(ch) = Egn®(Tom)

et (0 4 V07D ) ) = B

OU p est la masse réduite de deux particules : y = ——2

mi+my

Ces deux équations montrent que le centre de masse se comporte comme une particule
libre de masse (m; + m,) et d’énergie E_,,. Et le mouvement relative est déterminé par
la résolution de la derniére équation qui analogue au mouvement d’une particule de
masse u dans un potentiel central.

VI1.5. Atome d’Hydrogéne
L’atome d’Hydrogene constitue de deux particules : un proton de masse m, = 1.67 X

107%7K g et charge e = 1.6 x 1071°C, et un électron de masse m, = 0.91 X 103K g et

charge -e. L’interaction de ces deux particules est principalement électrostatique, et
I’énergie potentielle est :

2
Wﬂ:—%

Ou r est la distance entre deux particules. Puisque la masse du proton est tres grande de
la masse d’¢électron, alors la masse réduite est proche la masse d’électron

mem, m,
M:—Eme 1——
m, + m, m,,

Ce qui signifie que la position de centre de masse du systeme est le méme que celle du
proton, le mouvement relatif peut étre identifié€ comme une bonne approximation, avec
1’¢électron.
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Selon le probleme de la particule dans un potentiel central, on peut écrire la fonction
décrivant le systeme dans la forme :

Unl (T')
r

Yim (.0, ¢) = Yim (6, ¢)

2

On introduit le rayon de Bohr a, , qui caractérise les dimensions atomiques : ay = e =

4
0.521&, et I’énergie d’ionisation de I’atome d’Hydrogéne : E; = % = 13.6 eV, pour
résoudre 1’équation radiale de I’atome d’Hydrogéne, on définit p =r/a, et

Ak = +/—Ej/E;. L’équation radiale sera alors :

az I(l+1) 2
dpz_ ,02 +;_/1il Ukl(p)zo

Dont on utilise I’indice k au lieu de n (n =k +1). L’équation est résolue par le
changement de fonction :

U (p) = e PHi &y, (p)

Et en développant &, (p) en puissances de p :
+00
u(p) = p° Z Cqp?
q=1

Les coefficients C, peuvent étre obtenus de la relation de récurrence :

2 (k — 1)! (2L + 1)!
)4 Co
k+1)Y (k—q—1!q!(q+2l+1)!

Cq = (=D)(

La solution R,; (p) peut s’écrire sous la forme :

3 -1l - p
M@=ﬂ2)—“l D! ot ()

nag 2n[(n+ D'J3

Ou L‘}, (p) sont les polynbme de Laguerre associés. Quelques exemples des fonctions
radiales sont :

Rp—11=0(r) = 2(ag)3/2e7"/0

T
Ra-ay-a(r) = 2(2a0) /21 = 5 el

1 r
Ry—p=1(r) = (2ay)3/2 —=—e""/%

V3 ao
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V1.5.1. Niveaux d’énergie de ’atome d’Hydrogéne
Pourl fixe, il existe un nombre fini des valeurs possibles d’énergie:

By = ——! k=123
kl — (k+l)2’ = 1,4, cii viv vur ann
Chaque valeur d’énergie est dégénéré au moins (21+1) fois. Cette dégénérescence
résulte de que 1’équation radialedépend du nombre quantique m. Ej; ne dépend
pas séparément dek etl mais seulement de leur somme n=k+l. et alors :

E pet 13.6

Tz T 2rm? T w2 ev

E, =

Le niveau d’énergie est caractéris¢é par le nombre quantique principal n qui
contient n sous-niveaux, correspondant au nombre quantique azimutal | :

Si on prend en considération le spin d’électron (qui peut étre dans une de deux
directions), alors le nombre g, doit étre multiplié par 2.

l=0es
l=1ep
l=2od
[=3of
l=46og

V1.6. Expressions utiles des valeurs moyennes :

Les valeurs moyennes, utilisées dans plusieurs problémes, sont :

+00
(rky = f rH2|R () 2dr
0

Qo

(ry = 7[3712 -1+ 1)]
2

ain

(r?) = >

[5n% +1-31(1 + 1)]
1 1
(=)= .

r
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1

1
(2 = azn3(l + 1)

VI1.7. lon hydrogénoide :

Les résultats obtenus ci-dessus proviennent des calculs pour des systemes de deux
particule avec une énergie d’attraction inversement proportionnelle a la distance entre
eux.ll existe plusieurs systemes satisfaisant cette condition, Deutérium, Tritium,
Positronium, lon qui contient un seul électron. Les résultats sont applicables a ces
systémes.

Par exemple, la charge du noyau d’un ion hydrogénoide est Ze, alors, e? - Ze?, dans
tous les calculs.
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Chapitre VII : Méthodes d’approximations
VII.1. Théorie de perturbation indépendante du temps

L'énergie potentielle de la plupart des systemes réels est différente de celle considérée et
une solution exacte n'est pas possible. Différentes méthodes approximatives ont donc éte
développées pour obtenir des solutions approximatives de systemes. Une de ces méthodes
est la perturbation indépendante du temps.

VI1.1.1. Correction sur un niveau d’énergie non-dégénéreé :
Dans I’approximation de perturbation indépendante du temps, I’opérateur Hamiltonien
s’écrit :
H=Hy+H

Ou H, est I’Hamiltonien du systéme non-perturbé, dont leur valeurs propresE,EO),n =
1,2, ... et leur fonctions propres 1/;,(10) sont connues. Les fonctions l/),(lo),n =12, ..,
forment une base orthonormée. L opérateur indépendant du temps H' est la perturbation.
Les corrections du premier ordre sur I’énergie et sur la fonction d’onde de n®™® état sont
données par :

E1§1) _ < 7(10) y

O) = (it in)

H’
= Y T )

m#n

La correction de second ordre de I’énergie est :

[(m|H'In)|?

(2) _
E¥) —
” B B}

m¥#n

VI1.1.2. Correction sur un niveau d’énergie dégénéré :

Si une dégénérescence existe, une combinaison linéaire des fonctions d’onde dégénérées
peut étre considérée comme la fonction d’onde non perturbée. Par exemple, on considere
le cas dans lequel Elest doublement dégénéré. Soient r(10) et l/)l(o) les fonctions
correspondant aux valeurs propres : E,EO) = El(o) et soit la combinaison linéaire :

0 0
¢ = Cahy” + G

Ou C, et C; sont des constantes. La correction du premier ordre sur I’énergie EJsont les
solutions de 1’équation exprimée par le déterminant :
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Les corrections sur 1’énergie sont :

E, = E” + Eet B, = E” + B

VI11.2. Méthode variationnelle :

La méthode variationnelle est généralement appliquée pour obtenir la fonction d’ondeet
I’énergie de 1’¢état fondamental des systemes de la mécanique quantique. L'extension aux
états excités est également possible.

L'idée essentielle de la méthode est d'évaluer la valeur moyenne de
I'opérateurHamiltonien H du systéme 1’état représenté par une fonction d'onde d'essai ¢.
Le principe variationnel calcule 1’énergie de 1’état fondamental.

Ey < (H)g) = (p|H|p)

En pratique, la fonction d’essai est choisie en fonction d’un ou plusieurs parameétres et la
valeur (H),4) est évaluée. La valeur (H),) est alors minimisée par rapport a chacun de

ces parametres. . La valeur obtenue est I'estimation la plus proche possible avec la
fonction d'essai choisie. Si la fonction d’essai n’est pas normalisée, alors

(IH|$)
Hhor =579

VI1.3. Méthode WKB :
La méthode WKB est basée sur le développement de la fonction d’onde en puissance de
h. La méthode WKB est basée sur le développement de la fonction d’onde en puissances
deh. Cette méthode est appropriée lorsque le potentiel V (x) varie lentement. Quand E> V
(X), I’équation de Schrédinger pourun systeme unidimensionnel est donné par :

d? 2m
W¢+k2¢=0 k2=?[E—V(x)]

La solution est donnée par :

Y= %exp (iiJ kdx)

Ou A est une constante. La solution générale sera donc une combinaison linéaire de ces
deux solutions Et pour E < V(X), I’équation de base devient :

d? N 2
W=y’ =00ly* =5 [V(x) — E]
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Alors, la solution est donc :
- ( j
=—exp|t ydx>
V=

Ou B est une constante.
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