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Introduction

Les équations différentielles stochastique rétrogrades, notée (EDSRs), ou en englais BSDR
(Backwards Stochastics Differentials Equations) sont des nouveaux types des équations dif-
férentielles stochastiques (EDSs), leurs valeur est donnée en temps finale 7. Les EDSR ont
recevé une attention considérable dans la recherche en probabilité car les EDSRs fournissent
une représentation probabiliste pour les solutions de certaine classe des équations aux dérivées
partielles quasilinéaires paraboliques de second ordre, et ont une relation avec les solutions de
viscosité des EDP. La théorie des EDSR a trouvé beaucoup d’applications telles que la théorie
du contréle stochastique, économie, et a des problémes de mathématiques financiéres.

L’équation du processus adjoint dans un controle stochastique optimal (voir [2],[4],[13],[20])

est une version linéaire de I’équation différentielle stochastique rétrograde suivante :

ﬁ(t)+/t f(S,fC(S%y(S))dSﬂL/t l9(s,2(s)) +y(s)]dW (s) = X 0<t<T, (1)

ou: {W(t): 0 <t < T} est un mouvement brownien de dimension d défini sur ’espace de
probabilité (2, F,P) muni de la filtration naturelle {F; : 0 <t < T} (i.e. Fr = a{W(s): 0 <
s < t}), et X est une variable aléatoire Fr-mesurable & valeur dans R tels que E|X|? < co. De
plus, f est une application de Q x [0,7] x R? x R¥™ & valeur dans R qui est supposé d’étre
PRBiRBixm/Bax,-mesurable, oit P désigne la o-algebre de sous-ensembles Fi-progressivement
mesurables sur (Q x [0, 7). Aussi g est une application de Q x [0, 7] x R? & valeur dans R¥*™,
qui est supposé d’étre P @ By/Bgxm-mesurable.

Dans le domaine de controle, nous considérons généralement y(t) comme un controle adapté
et z(t) comme l'état de systéme. Nous sommes permis & choisir un controle adapté y(t) qui
controle 1'état x(t) du systéme & un cible donné X a linstant t = T. C’est ce qu’on appelle
"T’accessibilité du probléme". Donc, en fait nous recherchons un couple de processus stochas-

tiques {z(t),y(t) : 0 <t < T} avec des valeurs dans R? x R¥™ qui est Fi-adapté et satisfait
I'Eq (1).



Pardoux et Peng (1990) (|24]) ont montré I'existence et I'unicité de la solution adaptée sous
la condition que f(z,y,t) et g(x,t) soient uniformément continus lipschitziens dans (x,y) et
dans x respectivement. Pardoux et Peng (1992) et Peng (1991) (|26]) ont donné la représentation
probabiliste pour une solution donnée d’un certain systéme des équations aux dérivées partielles
paraboliques quasilinéarité en termes de solutions des équations différentielles stochastiques
rétrogrades. D’autres part, ils ont obtenu une généralisation de la formule de Feynman-Kac. Vu
la puissance de la formule dans I’étude des équations aux dérivées partielles, par ex. I’équation
de KPP (.10) ( Andrey Kolmogorov, Ivan Petrovsky, et Nikolai Piskunov) (cf. Freidlin, 1985),
on peut s’attendre a ce que la formule généralisée de Pardoux-Peng joue un role important dans
I’étude des équations différentielles partielles parabolique quasi-linéaire. Ainsi, des deux points
de vue de la théorie du contréle et de I’étude des équations différentielles partielles, il est utile
d’étudier les équations différentielles stochastiques rétrogrades plus en détail.

Pardoux et Peng (1990)(|24]) ont établi l'existence et I'unicité de la solution a l'équation
(1) sous la condition uniformement lipschitzienne, c’est & dire, il existe une constante K > 0

tel que :
[f(@,y.t) = f(@7.0)* < K(|lz =7 + [y = 7)) p-s., (2)

lg(x,t) — g(z,1)]* < K|z — 7 p.s. (3)

pour tout x,7 € R%y,7 € R™™ et 0 < t < T. D’autre part, il est en quelque sorte trop
forte d’exiger la continuité uniformement lipschitzienne dans les applications, par ex. dans
le traitement des équations différentielles partielles paraboliques quasi-linéaires. Il est donc
important de trouver des conditions plus faibles que celle de lipschitz dans laquelle I’équation
différentielle stochastique rétrograde a une solution unique. En premier lieu, on pourrait peut-
étre essayer la condition localement lipschitzienne plus la condition de croissance linéaire, car
ces conditions garantissent 1’existence et 'unicité de la solution pour une équation différentielle
stochastique. Pour étre précis, énoncons ces conditions comme suit : Pour chaque n = 1,2, ...,

il existe une constante K, > 0 telle que

[f(z,y.8) = (@ 7.0 < Ka(lz =7 + |y = 7)) p-s., (4)
g9(x.t) — (@, 1)|* < K|z — 7* p-s. (5)

pour tout 0 <t < T,z,7 € R% y, 5 € R™™ avec maz{|z|,|Z|, |y, [} < n; et de plus il existe

une constante K > 0 telle que



[f(,y, O < KL+ |2 + [y*) et g(z, )] < K(1+ |2f?) p.s. (6)
pour tout 0 < t < T,z € R4 y € R>™. Malheureusement, on ne sait pas toujours si ((3.1) —
(3.3)) garantissent ’existence et I'unicité de la solution de ’équation différentielle stochastique
rétrograde (1). La difficulté ici est que la technique du temps d’arrét et de la localisation ne
semble pas fonctionner pour les équations différentielles stochastiques rétrogrades. Maintenant,
la question est la suivante : existe-t-il des conditions plus faibles que la continuité lipschitzienne
sous laquelle ’équation différentielle stochastique rétrograde a une solution unique 7.

Dans ce mémoire, nous donnerons une réponse positive. Nous proposerons la condition

suivante : pour tout z,7 € R%, y,7 € R™>*7,0<t < T
[f(t.x,y) = f(6.7.9) < w(le —2))* + K(ly — 7)) p-s (7)

lg(t,2) — g(t,7)|* < (|lz — 7[*) p-s. (8)

ot K est une constante positif et x est une fonction croissante concave de R, dans R, telle

Jo 7 =

que £(0) =0, x(u) > 0 pour u > 0 et

L’objectif principal de ce chapitre est de montrer que sous cette condition 1’équation diffé-

rentielle stochastique rétrogrades (1) a une solution unique.

Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Le premier chapitre : On présente quelques notions de base sur la théorie des équations
différentielles stochastiques rétrogrades dans un cas légeremnt spécial o g = 0, puis on dé-
montre le théoréme fondamentale d’existence et d’unicité d’une solution di a E. Pardoux et S.
Peng dans le cas ou le générateur f est non linéaire avec la condition terminale & est de carré
intégrable.

Le deuxiéme chapitre : On étudié 'existence et 1'unicité de solution d’'une EDSR gé-
nérale sous la condition que f(z,y,t) et g(z,t) sont uniformément lipchitziens en (z;y) et z
respectivement, avec la condition terminale X est de carré intégrable.

Le troisiéme chapitre : On étudié 'existence et 'unicité de la solution d’EDSR o les

coefficients sont non Lipchitziens.



Chapitre 1

Equations différentielles stochastiques

rétrogrades

Dans ce chapitre, nous introduisons la notion des équations différentielles stochastiques
rétrogrades en général.

Résoudre une EDSR, c¢’est trouver un couple de processus adaptés par rapport a la filtration
du mouvement brownien (W;)o<i<r, (Yi, Zt)iejo,r) vérifiant I'équation différentielle stochastique
suivante :

dY, = —f(t,Y,, Zy)dt + Z,dWy, avec 0 <t <T,

avec la condition treminale Y = & ou £ est une variable aléatoire de carré intégrable, ou

équivalente :

T T
Yt:§+/ f(s,Ys,Zs)ds—/ ZdW,, 0<t<T.
t t

Cette appellation (rétrograde), provient de fait que le processus contrairement a d’autres EDS
est déteminé a partir de la condition finale Y = &.

La théorie des EDSR a été grandement developpé en raison de ses relations étroites avec
les mathématiques financiéres et les EDP. Donnons un exemple affecté sur les deux thémes
précédents :

En finance, une question importante est imposée : Comment déterminer le prix d’une
option un produit financier ?

Cette oeuvre est consacré a étudier I'évaluation et la couverture des options européennes et
américaines a I’aide des EDSRs tout en restreignant ’étude dans le cadre d’un marché complet.

Le modéle qui nous permet de décrire la dynamique du marché reste, par excellence, celui de
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Black-Scholes, le prix de ce produit financier, (V;)o<;<r satisfait I’équation :
ou :

1. 7 est le taux d’intéret a court terme;

2. 0 est le prime de risque;
avec la condition finale Vp = (Spr — K)* ou :

1. S; est le prix de 'action sous-jacente ;

2. K une constante fixé a 'avance.

Nous voyons que (1.1) est une EDSR linéaire.

Et au second exemple, Considérons 'EDP suivante :

duu(t, x) + 302 ju(t,x) + f(u(t,x)) =0

ou:u(T,x) = g(x)
Supposons que cette équation posséde une solution réguliére u. Appliquons la formule d’Ito a

u(s, ws) ; on obtient

1
du(s,wg) = {0su(s, W)+ iaiwu(s, W) }ds + Opu(s, Ws)dWy

= —f(u(s,Ws))ds + O,u(s, Wg)dWs.
Nous obtenons une EDSR qui est non-linéaire si f l'est, en posant Y = u(s, W) et

Zs = Oyu(s, Wy) puisque :

d}/; = —f(i/;)ds + ZSdWS7 avec, YT = g<WT>

1.1 Rappels préliminaires sur la théorie des EDSR

1.1.1 Justification de la structure des EDSR

On donne un mouvement Brownien W, d-dimensionnel défini sur un espace probabilisé
complet (2, F,P), dont la filtration naturelle augmentée est notée {F;}icor), imaginons a

présent que ’on souhaite résoudre I’équation différentielle suivante :

av,

yr =—f(Y), Vt € [0,T], avec Yr=¢, (1.2)
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ou & est une variable aléatoire {Fr}-mesurable, c’est-a-dire une variable aléatoire connue a
I'instant T'. Le temps T est aussi parfois appelé horizon. Supposons pour simplifier que f = 0,

le probléme (1.2) devient alors :

dY;
d_tt:07 Vt € [0,T], avec Yy =¢. (1.3)

Un candidat solution a ce probléme est alors Y; = £, V¢t € [0, T]. Cependant, si nous demandons
a la solution de ne pas dépendre du futur, supposant que la solution a I'instant ¢t ne dépende que
du passé, c’est-a-dire d’étre adapté a la filtration générée par le mouvement brownien {F; }+cpo,7),
alors la solution proposée ne convient pas. Un moyen naturel est de rendre adapté sans changer
sa valeur terminale est de considérer son espérance conditionnelle par rapport a la filtration du

mouvement brownien. Un nouveau candidat solution est alors :
Y;s = E(ﬂ]‘— t)'

Nous utilisons le théoréme de représentation des martingales browniennes pour faire apparaitre
une intégrale stochastique. Y; étant une martingale brownienne qui est la meilleure approxima-
tion dans L?, permet de construire un processus Z adapté et de carré intégrable tel que, pour
tout t € [0,77] :

t

Y, = E(6|7) = El¢] + / Z.dW,

En différenciant la relation précédente et un calcul élémentaire montre alors que

T
Y, =¢— / ZdW,, ie. dY; = Z,dW,; avec, Yy =&. (1.4)
t

Manifestement, la structure de 1’équation initiale (1.3) a été modifiée, faisant apparaitre un
nouveau terme Z;dW, qui permet de rendre la solution adaptée. Revenons a présent au probléme
initial (1.2), comme nous introduisons un terme supplémentaire Z dans I’équation, il est naturel

d’autoriser la fonction f a dépendre de Z, ce qui nous conduit au probléeme :

dY, = —f(t,Y,, Z,)dt + Z,dW, vt € [0,T],

Yy = ¢
1.1.2 Vocabulaire et notations :

Soient (€2, F,P) un espace de probabilité complet et W un MB d-dimensionnel dans (R¢)
sur cet espace.

W={W/t>0,1<i<d}.
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On notera {F; }1>o la filtration naturelle du MB W.
F=0(W,UN,0<s<t).

On travaillera avec les quatres espaces de processus :

1. S?(R*) : est l'espace vectoriel formé des processus Y, progressivement mesurables, a

valeurs dans R*, telle que :
V13 = | sup i) < o
0<t<T

2. S%(RF) : est le sous-espace formé par les processus continus;

3. M?(R¥*4) : celui I'espace vectoriel formé par les processus Z, progressivement mesurables,

a valeurs dans R¥*9 telle que :

T
|wmwﬂﬂ/nmw4<w
0

ot si z € R¥>* || Z,||? = trace(ZZ*);
4. M?(RF*d) : désigne I'ensemble des classes d’équivalence de M?(RF*?).

R* et R¥*? seront souvent omis; les espaces S?, S? et M? sont des espaces de Banach pour ces
normes. On désigne par B? I'espace de Banach S?(R¥) x M?(RF*?).

Dans tout ce qui suit, on considére une application aléatoire f s’appelle le génerateur, telle
que le processus {f(t,y, z) }o<t<r soit progressivement mesurable, et une variable aléatoire &,

Fr-mesurable. On donne I'équation différentielle stochastique rétrograde (EDSR) suivante :

dY, = —f(t,Y,, Z,)dt + Z,dW,, si 0<t<T,

YT = 5 si t= T,
ou équivalente (sous forme intégrale) :
T T
Y, =¢ +/ F(s, Yo, Z,)ds — / Z.dW,, 0<t<T. (1.5)
t t

ot : f:[0,7T] x Q x RE x RF*d 5 R £ — RE,

Immeédiatement, présentons le solution de 'EDSR (1.5).

Définition 1.1.1. Une solution de I’EDSR (1.5) est un couple de processus {(Y, Zt) bo<i<r

vérifiant :
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1. Y et Z sont progressivement mesurables & valeurs respectivement dans R x RF*d .

T
2. P—p.s. / {1f(s,Ys, Zo)| + || Zs|I*}ds < oo;
0

3. P-p.s. On a :
T T
Yt:g+/ f(s,Ys,ZS)ds—/ ZdW,  0<t<T
t t

Remarque 1.1.1. I est important de rappeller les points suivants :
1 les intégrales de l’équation (1.5) étant bien définies;
2 Y est une semi-martingale continue, progressivement mesurable donc : il est adapté;

3 Y, est une quantité déterministe.

Avant de donner un premier théoréme d’existence et d’unicité, nous allons montrer que sous

une hypothése relativement faible sur le générateur f, le processus Y appartient a S2.

Proposition 1.1.1. Supposons qu’il existe un processus { fi }o<i<7, positif, appartenant o M*(R)

et une constante positive \ tels que
V(t.y,2) € [0,T] x R* x R [f(t,y,2)| < fi + M|yl + [12])-
St {(Yy, Zy) Yo<i<r est une solution de ’EDSR (1.5) telle que Z € M? alors Y appartient a S2.

Preuve : Le résultat se déduit principalement du lemme de Gronwall (.1) et du fait que

Yy est déterministe. En effet, pour tout ¢ € [0, 7],

t t
ytzyo_/ f(s,Ys,Zs)ds—i—/ Z,dW.,
0 0

t t
/ZSdWS +)\/ Y| ds.
0 0

t
/ ZdWy
0

Par hypothése, Z appartient & M? et par I'utilisation de I'inégalité de Doob (.1), le troisiéme

et par suite, en utilisant I’hypothése sur f,

T
V<l + [ MZIDds+ sup
0

<t<T

On Pose :

T
K:\Yb|+/ (fs + M| Zs]|)ds + sup
0

0<t<T

terme Z,dWy est de carré intégrable; et de méme pour {f;}o<i<r, et Yy est déterministe donc
de carré intégrable ; par suit K est une variable aléatoire de carré intégrable.

Comme Y est un processus continu qui vérifié,

t
Y| §K+)\/ Ys|ds
0
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D’aprés le lemme de Gronwall (.1), on obtient :
Y| < Ke

d’ou :

sup |Y;| < KeM
0<t<T

comme K est de carré intégrable, alors Y appartient a S2.

t
Lemme 1.1.1. Soient Y € S*(RF) et Z € M?*(R¥*?). Alors {/ Y. ZdWs, t € [O,T]} est
0

une martingale uniformément intégrable.

Preuve : Les inégalités BDG (.3) donnent :

t T 1
E[sup /<n,zsdws>] < OE[(/ |YS|2||ZS||2ds)]
o<t<T | Jo 0
_ T %
< cs|( [ mPizpas)]
L\ Jo
_ T %
< e[ s il( [ 1zeas) ],
L 0<t<T 0
et par suite, comme ab < %%—%,
t t
E[ sup /(Y;,ZSdWS}] < E[ sup /(Y;,stwgl
0<i<T | Jo o<t<T | Jo

IN

T
c'(2] s e| +e| [C12100))
0<t<T 0

< oo.

!

t t
OuC = %, puisque / Y,, Z,dWy est une martingale, ]E{/ Ys, stWs} =0.
0 0

Puisque cette derniére quantité est finie par hypotheése ; d’ot le résultat.
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1.2 Le cas Lipschitz

1.2.1 Le résultat fondateur de Pardoux-Peng :
EDSR Lipschitziennes non linéaire :

Dans ce paragraphe, nous allons montrer un premier résultat d’existence et d’unicité qui sera
généralisé au chapitre suivant. Ce résultat est di a E. Pardoux et S. Peng [25] ; ¢’est le premier
résultat d’existence et d’unicité pour les EDSR dans le cas ot le générateur est non-linéaire.

Considérons les hypothéses (L) suivantes :

1. Condition de Lipschitz en (y, z); Il existe une constante A telle que P-p. s., pour tout
6Ly, Y,z 7,
[f(ty,2) = f(6 9, 20 < My = '+ [z = 2']]);

2. Condition d’intégrabilité :
T
|+ [ 110,005 < o
0

Un cas simple : Nous commengons par un cas trés simple, celui ou f(¢,y, z) = F; ne dépend

ni de y ni de z. On considére I’équation :
T T
Yt:£+/ Fsds—/ Z dW,, 0 <t <T. (1.6)
t t

Lemme 1.2.1. Soient £ € L*(Fr) et {F}o<i<r € M*(R¥). L’EDSR (1.6) posséde une unique
solution (Y, Z) telle que Z € M?>.

Preuve :
L’existence : Supposons que (Y, Z) est une solution de (1.6) telle que Z € M?. Si on prend

I'espérance conditionnelle sachant {F;}, on a :

T T
Y, = IE(Yt\}"t) = ]E(f +/ Fyds — / stWS\.E), 0<t<T.
t t

T
Puisque / ZsdWy est une martingale nulle en 0.
t
On définit donc Y a I'aide de la formule précédente et il reste a trouver Z. Remarquons que,
t
d’aprés le théoréme de Fubini (.2), comme F' est progressivement mesurable, / Fyds est un
0

processus adapté a la filtration {F; }1e,r); en fait dans SZ puisque F' est de carré intégrable.
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On a alors, pour tout ¢ € [0, T,

T ¢ T ¢
Y, = E[§+/ Fsds—/ Fsds\}"t] —E{/ ZsdW —/ ZSdWS\E}
0 0 0 0

= E(§+/OTFSds\}}) —/Othds

on pose :

T t
MtzE(u/ Fst\}"t) =Yt+/ Fuds
t 0

M, est une martingale brownienne de carré intégrable. D’aprés le Théoréme de représen-
tation des martingales, il existe un processus prévisible Z de carré intégrable Z € M?, telle
que :

t
M, = E(My) + / Z,dW,
0

Donec :

t
Y, = Mt—/Fsds
0

t t
= IE(MO)+/ stWS—/ Fids
0 0

t t
= Y +/ ZdWy —/ F.ds
0 0

On vérifiant que (Y, Z) est une solution de 'EDSR étudiée puisque comme Yy = &,

Yi—Yr = Yi—¢

t t T T
= M, +/ ZdW —/ Fids — <M0 +/ ZsdW —/ Fsds)
0 0 0 0

T T
= Yt:§+/ Fsds—/ Z,dW,
t t

Unicité :

L’unicité est évidente pour les solutions vérifiant Z € M?2.
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Supposons que (Y7; Z;) et (Ya; Zs) sont deux solutions.
Soient

T
Y =Y, -Yy Z =7, 7y, alors : Y = / ZdWs, t € [0;T] Nous allons prouvés que :
. - t
Y=7Z=0;dt xdP. P—p.s.

En effet, premiérement écrivons;

T ¢

Y :/ ZdW, —/ ZdWy; t € [0;T].
0 0

On applique l'inégalité martingale de Doob, on trouve :

R e R

0<t<T 1

~ ~ 2
E { sup |Yt|2] < 4E [|YT|}

0<t<T

~ t~
E [ sup |Yt|2} < 2/ Zyds < 00 (1.7)
0

0<t<T

Nous appliquons la formule d’Ito a f(Y;) = |Y;| de t & T et on note que :

Yi=£6—£=0.
On a:
0= ]Yt]2 —|—2/ stYs+/ |Z5]2ds
t 0
Ou
zdi = _ZZSdWS
Donc :

T T
|Yt|2+/ |Zs|2ds:2/ Y, Z,dW, (1.8)
t t

T
Soit N; = / |Ys Zs|dW alors pour tout ¢ > 0 le processus a variation quadratique;
t

t~~
)= [ Wz e p.T]
0
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en utilisant 'estimation (1.7), et I'inégalité de Cauchy Schwartz :

(M, N)o| < V(MyV{Ng -, 120,

Donc :

(Nl = [(N, N}
ropT 1/2
= E / |YSZS|2ds]
LJO

- T 1/2
|Y;]2]]E [/ ]ZS|2ds}
- 0

< 0.

IN
&=

Remarque 1.2.1. On peut montrer que la martingale locale Ny = {N}; est une martingale
uniformément intégrable. En prenant 'espérance dans (1.8) et appliquant 'inégalité de Cauchy

Schwartz on obtient que :

DINVAE 1 4 2,
D/t| +§E |Zs| ds =0
0

ceci démontre que Y =0 et Z =0 donc l'unicité de Y.

En ce qui concerne l'unicité de Z, elle est assurée par le théoréme de représentation des

martingales. 0

Nous montrons a présent le théoréme d’existence de Pardoux et Peng.

Théoréme 1.2.1. (Pardouz-Peng 90) :
Sous Uhypothese (L), ’EDSR (1.5) posséde une unique solution (Y, Z) telle que Z € M?.

Preuve : Nous utilisons un argument de point fixe dans 'espace de Banach B? en construi-
sant une application ¥ de B? dans lui méme de fagon que (Y, Z) € B? est solution de P"EDSR
(1.5) ssi c’est un point fixe de V.

Pour (U, V) élément de B2, on définit (Y, Z) = U(U, V') comme étant la solution de 'EDSR :

T T
Yt=€+/ f(saUsa‘/s)dS_/ Zydw,, 0 <t <T.
t t
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Remarquons que cette derniére EDSR posséde une unique solution qui est dans B2. En effet,

posons F, = f(s,Us, V,). Ce processus appartient & M? puisque, f étant Lipschitz,
[Fs| < [£(s,0,0)] + A[Us| + Al V],

et ces trois derniers processus sont de carré intégrable. Par suite, nous pouvons appliquer le
Lemme (1.2.1) pour obtenir une unique solution (Y, Z) telle que Z € M?.(Y,Z) appartient
a B? : lintégralité de Z est obtenue par construction et d’aprés la Proposition (1.1.1), YV
appartient a S2. L’application ¥ de B? dans lui méme est donc bien définie.

Soient (U, V) et (U, V') deux éléments de B? et (Y, Z) = ¥(U,V), (Y',Z') = v (U, V).
Notonsy=Y —Y'et z2=2—-2".0na,yr=(—-§(=0¢et

Ay = — (LU Vi) — F(1, U Vi) bt + W,

2

On applique la formule d’'Tt6 a e**|y,|* pour obtenir :

d(e|yel*) = ae™|y,*dt + 2™ |ys|dye + (™| 2] dt
= ey Pdt + e ||z |2 dt + 2y | { f(t, Uy, Vi) — f(t, U}, V) }dt + zdW;

= aeat|yt‘2dt - Qeatyt-{f(ta Uy, Vi) — f(t, U}, V) Yt + 2e“ Yy, 2 dW, + eatHthzdt
Par conséquent, intégrant entre ¢ et T, on obtient :

T T T
eat\th—l—/ e*%|| z||*ds :/ eo‘s(—a\ys\z—i—st.{f(s,Us,‘/;)—f(s,U;,Vs’)})ds—/ 2e*yy.2,dWs,
t t t

et, comme [ est Lipschitz, il vient, notant u et v pour U — U’ et V — V' respectivement,
T T T
ey, |? —l—/ €% zs||Pds < / e (—ar|ys|* + 2|y [us| + 2A |y vs ) ds —/ 2%y, 2,dW.
t ¢ ¢

Pour tout € > 0, on a 2ab < % + eb?, et donc, I'inégalité précédente donne

T T )2 T
e |yq|? + / ||z ||?s < / e (—a + =) |ys|*ds — / 2e¥5 . 2,dW
t t € t

T
Te / e (uy? + [[us]P)ds.
t

T
et prenant o = %, on a, notant R, = e/ e (Jus* + [Jvs]|?)ds,
0

T T
vt € [0,7). eat|yt|2+/ eas||zs||2ds§RE—2/ €Oy oIV, (1.9)
t t
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t
D’aprés le Lemme (1.1.1)s, la martingale locale { / eo‘sys.zdeS} est en réalité une mar-
0 t€[0,T

tingale nulle en 0 puisque Y, Y,” appartiennent & S? et Z, Z’ appartiennent a M?. En particulier,
prenant ’espérance ce qui fait partir I'intégrale stochastique via la remarque précédente, on ob-

tient facilement, pour ¢ = 0,
T
E[/ eas||zs||2ds} < E[R]. (1.10)
0

Revenant a l'inégalité (1.9), les inégalités BDG fournissent-avec C' universelle-

r )
([ e tPladias) |
0

T 3
< Bl + 08| s Hul( [ elalpas) ],
0

| 0<t<T

E[ sup eat|yt|2] < E[R.]+ CE

0<t<T

1

puis, comme ab < & + % avec a = supyep e |y, b= fOT eas||zs||2ds)

1 02 T
[ sup o] < B+ g8] swp ely?] + T [ eaias]
0

0<t<T 0<t<T 2

Prenant en considération I'inégalité (1.10), on obtient finalement

r b 1 02 T
E| sup eat|yt|2 < E[R]+ —E[ sup eat\ytP] —|——E{/ eaSHzSHst}
0

L 0<t<T i 2 |o<t<r 2
1 [ at 2_ 02 g as 2
SE| sup e™|yl"| < E[R]+ E| [ e™lz7ds
2 |o<i<r 2 0

T
E| sup ey, *| < 2E[R]+ C’E / %] 2| *ds
0

| 0<t<T

T T
E| sup ey +E / e®||z||?ds| < 2E[R]+ C*E / e zs||2ds

| 0<t<T

T
+ E{/ ea5||zs||2ds]
0

T
E| sup e|y|* +E / e®®||z||Pds| < 3E[R]+ C*E[R/]
0

| 0<t<T

et par suite, revenant a la définition de R,,

0<t<T

T T
E[ sup e™|y;|? +/ 6“3||28H2d5] <e(3+C*)(1 \/T)El sup e|uy|? +/ eaSHvsHst].
0<t<T 0 0
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Prenons € tel que €(3 + C?)(1V T) = 3, de sorte que I'application ¥ est alors une contraction

stricte de B2 dans lui méme si on le munit de la norme

T 2
HU,VHCX=E[ sup eat\Ut|2+/ eas||Vs||2ds} ,
0<t<T 0

qui en fait un espace de Banach- cette derniére norme étant équivalente a la norme usuelle
correspondant au cas a = 0.

¥ posseéde donc un unique point fixe, ce qui assure ’existence et 'unicité d’une solution de
'EDSR (1.5) dans B2

On obtient donc une unique solution vérifiant Z € M? puisque la Proposition (1.1.1) im-

plique qu'une telle solution appartient & B2.

Remarque 1.2.2. A partir de maintenant et sans plus insister, I'’expression "la solution de

I'EDSR " signifiera la solution de 'EDSR vérifiant Z € M?2.

1.2.2 Le role de ~Z.

T
Nous allons voir que le role de Z, plus précisément celui du terme / ZsdWy est de rendre
t

le processus Y adapté et que lorsque ceci n’est pas nécessaire Z est nul.

Proposition 1.2.1. Soit (Y, Z) la solution de I’EDSR (1.5) et soit T un temps d’arrét magjoré
par T'. On suppose, outre I’hypothése (L), que & est F.-mesurable et que f(t,y,z) =0 dés que
t>T.

Alors Y, =Y\r et Z, =0 si t > 7.

Preuve : Soit t € [0,7T]. On a P- p. s.,

T T
Y;ﬁ = 5 +/ f(S,Y;, Zs)ds - / ZSdWS‘

t t
Sit <7alorst AT =tet donc Y;n, =Y. Soit a présent ¢t > 7 alors

Y;//\t = YT
T T
= S_I_ / f(57 sza Zs)ds - / stWs

T
- g—/ Z.dW,
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On a alors

Y, =E(¢|F) = ¢.

5:5—/TTstWs.

et par suite

T
/ ZdWs =0
ce qui donne
T 2 T
]EK/ stWS) } :JEU HZSHst} =0,
et finalement
Zsls>r = 0.

Puisque par hypothése, si t > 7,

T T ¢ ¢
Y, =¢— / f(s,Ys, Zs)ds — / Z AW +/ f(s, Yy, Zg)ds — / ZdW
t t T T

t t
Y, =Y, +/ F(s,Ys, Z,)ds — / Z,dW, = Y;.

T

ce qui termine la preuve. Notons que dans le cas ou £ et f sont déterministes alors Z est nul et
Y est la solution de I’équation différentielle suivante :

dY

E:f(t7)/t70)7 YT:§7 ]

1.3 EDSR linéaires

Dans ce paragraphe nous étudions le cas particulier des EDSR linéaires pour lesquelles nous
allons donner une formule plus ou moins explicite.
On se place dans le cas k = 1; Y est donc un réel et Z est une matrice de taille 1 x d

c’est-a-dire un vecteur ligne de dimension d.

Proposition 1.3.1. Soit {(a¢, b;) }icor) un processus a valeurs dans R x R¢, progressivement
mesurable et borné. Soient {ci}biepor) un élément de M*(R) et & une variable aléatoire, Fr-
mesurable, de carré intégrable et a valeurs réelles.

L’EDSR linéaire

T T
Y (¢) :§+/ {asys, bsZs, cs}ds —/ Z,dW,
t t
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posséde une unique solution qui vérifie :
T
vy, =I;'E (&FT + / cSFSds/]:t), vt € [0,T].
t
avec, pour tout t € [0, T,
t 1 t t
I, =exp (/ bsdW, — —/ \bs\st—l—/ asds>.
0 2 Jo 0
Preuve : Remarquons d’abord que le processus I' vérifie :
dFt = Ft(atdt -+ btth), Fo = 1.

t
En effet, soient G = Gicjor) et H = Heor) deux processus définis par : Gy = / bsdW, et
0

t 1 )
H, = as — = |bs|* ) ds.
0 2

I s’exprime alors comme : I'; = exp(G; + H;). On applique la formule d’'Itd pour h(x,y) =

€Y. ce qui donne :

t t 1 1 t
r, — 1+/ rsbdeS+/ Fs(as——|bs|2)ds+—/ T, b, |ds:
0 0 2 2 Jo

t t
= 1—{—/ FsbdeS+/ Tia.ds.
0 0

d’ou le résultat. O

D’autre part, I' est de carré intégrable. En effet, comme a et b sont bornés, alors

¢ ¢
3 «, [ des réels positifs tels que ¢ € [0,T], alors exp (/ asds.> <, exp (/ |bs|2ds> < B.
0 0

t
Utilisera dans le calcul suivant I'inégalité de Doob a la troisiéme ligne pour {exp ( / bsdWs—
0

1 t
5/ |bs|2ds> }eepo,r) qui est une martingale locale d’aprés le Lemme (1.2.1), mais comme b est
0

borné, alors c’est une vraie martingale.
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t t
On pose M; = / bsdWs et donc (M, M), = / |bs|?ds.
0 0

t 1 t t 2
E[( sup ]F|2)] = ]E{( sup exp{/ bdes——/ |bs|2ds—|—/ a3}> 1
0<t<T 0<t<T 0 2 Jo 0
1 2
= O./QE|:( sup exp{Mt——(M,M>t}> ]
0<t<T 2

— 1 2
= 4a’E ( sup exp{Mt——(M,M)t}) ]
| \ 0<t<T 2

- 1 2
= 40’E ( sup exp{ZMt— §<2M,2M>t}) }

0<t<T

= 4a2ﬁ<exp {2M0 — %<2M, 2M>0}>

= 4028

ou 'avant derniére ligne vient du fait que exp {2Mt — %<2M ,2M >t} soit aussi une
martingale, d’ou la constance de son espérance. Donc comme b est borné,tﬁgggégalité de Doob
montre que le processus I appartient bien & S2.

De plus, les hypothéses de cette proposition assure 1’existence d’une unique solution (Y, Z) a
I'EDSR linéaire ; il suffit de poser f(¢,Y, Z) = a,Y + Zb,+ ¢; et de vérifier que (L) est satisfaite.
Y appartient & S? par la Proposition (1.1.1).

La formule d’intégration par parties donne
d(FY)t = Ftd}/t + Y}dl—‘t + d(F, Y>t = —FtCtdt + FtthWt + Ftnbtth-

t
Ce qui montre que le processus (Fth + / Fscsds) est une martingale locale qui est en fait
0

une vraie martingale car ¢ € M? et I, Y sont dans S2.

Par suite
t t
.Y, + / [yeods = ]E(FtY; +/ Fscsds\]:t).
0 0
Ce qui donne
T
Iy, = ]E(PTE + / Fscsds/]:t)
t

Ce qui donne la formule annoncée. O
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1.3.1 Théoréme de comparaison

Ce paragraphe est consacré au « théoréme de comparaison » qui permet de comparer les
solutions de deux EDSR (dans R) dés que 'on sait comparer les conditions terminales et les

générateurs. Ce théoréme est di & l'origine & S. Peng [34].

Théoréme 1.3.1. Supposons que k =1 et que (&, f), (&', f) vérifient ’hypotheése (L). On note
(Y, Z) et (Y', Z') les solutions des EDSR correspondantes. On suppose également que P — p.s,
<& et que f(t,Ye, Zy) < f'(t, Y1, Zy) m@ P — p.p. (m mesure de Lebesque). Alors,

Y, <Y/ P—ps,  Vtel0,T].

Si de plus, Yo =Y, alors P —p.p,Y; =Y/, 0<t <T et f(t,Ys,Z:) = f'(t,Ys, Zs) m P — p.p.
En particulier, dés que P(§ < &) > 0 ou f(t,Y:, Z;) < f'(t,Ys, Z;) sur un ensemble de

m ® P-mesure strictement positive alors Yy < Y.
Preuve du Théoréme (1.3.1) : La preuve s’effectue par linéarisation ce qui permet de se

ramener aux EDSR linéaires. On cherche une équation satisfaite par U =Y’ —Y"; on a notant

V=2 -Zet(=¢ ¢

T T
U= ¢+ / (F'(s,Y!, Z0) = f(5,Ys, Z,))ds — / V.,

On découpe l'accroissement des f en trois morceaux en écrivant
f,(87 }/:9/7 Z;)_f(sv Y;, ZS) = f,(87 }/5/7 Z;)_f,(sa YSa Zé)—f—f,(sa YSa Zé)_f/(87 YS? ZS)+f/(87 YS? ZS)_f(S7 YSa Zs)

On introduit deux processus a et b : a est a valeurs réelles et b est un vecteur (colonne) de

dimension d. On pose :
f/(S, YZ, Z;) B f/(87 Y;v Zg)

0. , si Us #0

g =

as =0, sinon.

Pour définir b, on doit introduire une autre notation : pour 0 <1 < d, Zs(i) est la ligne dont
les d — i derniéres composantes sont celles de Z. et les i premiéres celles de Z5. Pour 1 <i < d,

on pose

F1(s,Ys, Z871) = f1(s,Ys, Z1)

b = . si Vi,

bl =0, sinon.
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Remarquons que, puisque f’ est Lipschitz, ces deux processus sont progressivement mesu-

rables et bornés. Avec ces notations, on a,
T T
Ut — C + / (asUs + ‘/sbs + Cs)ds - / ‘/desa
t t

ou ¢s = f'(s,Ys, Zs) — f(s,Ys, Zs). Par hypothése, on a ¢ > Oet ¢, > 0. Utilisant la formule «

explicite » pour les EDSR linéaires, on a, pour ¢ € [0, 7],

T
U, = Ft—lE(QFT —l—/ cSFSds/]-"t),
t

avec, pour tout 0 < s < T,

S 1 S S
'y =exp {/ b, dW,, — 5/ |bu)?du —i—/ audu}.
0 0 0

Comme déja mentionné lors de la remarque suivant la Proposition (1.3.1), cette formule montre
que Uy > 0, dés que ( > 0 et ¢ > 0.

Pour la seconde partie du résultat, si de plus Uy =0 on a :

T
E(CFT+/ csfsds> =0,
0

et la variable aléatoire intégrée est positive. Par conséquent, elle est nulle P —p.s, ce qui termine

la preuve de ce théoréme en remarquant que dans ce cas ( = 0 et ¢ = 0. 0

Remarque 1.3.1.1. On peut supposer que f(t,Y/, Z]) < f'(t,Y/, Z]) au lieu de f(t,Y;, Zy) <
f'(t, Yy, Zy) pour obtenir le résultat précédent. Il suffit de faire une linéarisation en partant de

[’écriture

f/(3> Yslv Z;)_f(S’ YS> ZS) = f/(tv Y;t/v Zg)_f(t’ YZ? Zé)"*’f(t’ YZ» Zé)_f(ta Y{g, Zé)"{'f(ta Y;’ Zg)_f(t’ Y;fﬁ Zt)'



Chapitre 2

Equations différentielles stochastiques
rétrogrades générales avec des coefficients

Lipschitziens

Dans ce chapitre, nous étudierons 1’équation différentielle stochastique rétrograde de la forme

suivante :

£(t) + / F((s),y(s), s)ds + / [9(x(s). 3) + y(s)|dW (s) = X 0<t<T, (21)

ot z(t) et y(t) sont a valeurs dans R% et R¥*™, respectivement.

L’équation du processus adjoint dans un controle stochastique optimal (voir [2],[4],[13],[20])
est une version linéaire de 1’équation ci dessus. Dans le domaine du controle, nous considérons
généralement y(t) comme un controle adapté et x(t) comme 'état de systéme. Le but est
de choisir un controle adaptée y(t) qui controle 1'état z(t) du systéme a un cible donné X
a linstant ¢ = T. C’est ce qu’on appelle I'accessibilité du probléme. Dans le domaine des
équations différentielles stochastiques rétrogrades, nous recherchons un couple de processus
adaptées {z(t), y(t)} résolvant 'équation (2.1). Un tel couple est appelé une solution adapté a
cette équation. On a le droit de choisir le processus y(t) qui permet de trouver une solution
adaptée.

Pardoux et Peng (1990) ont établi des résultats sur P'existence et l'unicité de la solution
adaptée sous la condition que f(x,y,t) et g(z,t) sont uniformément Lipschitziens continus dans
(x,y) et dans z, respectivement. Mao ([22]) a obtenu quelques résultats dans cette direction

dans des conditions autre que lipschitz.

27
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2.1 Préliminaires

Soit P la o-algébre des sous-ensembles de Fi-progressivement mesurables sur [0, 7] x €. Soit
f une application de R? x R¥™*™ x [0,T] x € sur R? qui est supposé d’étre B¢ @ B&>*™ @ P-
mesurable. Soit g une fonction de R¢ x [0,T] x Q sur R¥™>™ qui est supposé d’étre By @ P-
mesurable. Soit X une variable aléatoire Fr-mesurable & valeur dans R? telle que E|X|? < oo,
cest-a-dire X € L% (Q; RY).

Si nous écrivons I’équation (2.1) comme

iU(T)—x(t)Z/t f(x(S),y(S)ys)dSJr/t 9(x(s), 5) + y(s)]dW (s),

on voit clairement que x(t) est un processus d’Ito avec le différentiel stochastique

da(t) = f(x(t),y(t), )dt + [g(x(t), 1) + y(O)|dW (1). (2.2)

On peut donc interpréter ’équation rétrograde (2.1) comme ’équation différencielle stochas-
tique (2.2) avec la valeur finale z(7T') = X. C’est cette valeur finale, au lieu de valeur initiale,

qui rend les équations différentielles stochastiques rétrogrades trés différentes.

2.2 Solution d’'une EDSR

Donnons maintenant une définition précise de la solution de ’équation différentielle stochas-

tique rétrograde.

Définition 2.2.1. Un couple de processus stochastique ;

{z(t), y(t)Yo<i<r € M?([0,T]; RY) x M?([0, T]; R™™).

est appelée une solution de ’équation différentielle stochastique rétrograde (2.1) si elle vérifie

les propriétés suivantes :
i) f(x(t),y(t),t) € M*([0, T RY) et g(a(t),t) € M?([0, T];R™™) ;
ii) ’équation (2.1) est vérifiée pour tout t € [0,T] avec une probabilité de 1.

Une solution {z(t),y(t)} est dite unique si pour toute autre solution {Z(t),y(t)} on a

P{z(t) =%(t) pour tout 0<t<T} =1,
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et

B [ vt~ 3(s)fds = .

2.3 Théoréme de représentation de martingale

Dans cette section, nous présenterons le théoréme de représentation de la martingale qui
jouera un réle important dans ce chapitre.

On considére un espace de probabilité complet (2, F,P) et un mouvement brownien m-
dimensionnel W (t) (sans filtration). On suppose ensuite {F}¥ };>¢ la filtration naturelle générée
par le mouvement brownien, c’est-a-dire F}V = a{W(s) : 0 < s < t}. Soit {F;}i>0 'augmenta-
tion sous P de cette filtration naturelle. Alors {F; }+>¢ est une filtration sur (€2, F, P) satisfaisant
les conditions usuelles, de plus, W (¢) est un mouvement brownien par rapport a la filtration.

Soit T > 0. Il a été montré dans la section (1.5) ([22]) que pour tout f € M?([0, T]; R¥>*™),
I'intégrale d’Ito .

| seaws).
est une martingale continue de carré intégrable par rapport a {F;} sur ¢t € [0,7]. Dans ce
chapitre, nous allons montrer I'inverse toute martingale continue de carré intégrable par rapport
a {F;} peut étre représentée comme une intégrale d’It6. Ce résultat, connu sous le nom de
théoréme de représentation de martingale, est trés utile dans de nombreuses applications et est

décrit comme suit.

Théoréme 2.3.1. Soit {M;}o<i<r une martingale continue de carée intégrable a valeur dans
R? par rapport a {F;}. Donc, il existe un unique processus stochastique f € MZ?([0, T]; R>™)
tel que
M, = My + /t f(s)dW (s), sur t € [0,T]. (2.3)
0

Par unicité, nous entendons que s'il existe un autre processus g € M?2([0, T]; R¥™*™) tel que
t
M, = My +/ g(s)dW (s), sur ¢ € [0,7].
0

Alors .
B[ 156) = gl)Pds =0, (2.4

Clairement, il suffit de montrer le théoréme dans le cas ot d = 1. Pour ce faire, il faut présen-

ter plusieurs lemmes. Soit C3°(R™*"; R) la famille d’une infinité de fonctions différentiables de
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R™ ™ & R avec un support compact. Soit LQE (©2, R) la famille de toutes les £ variables aléatoires
Fi-mesurables & valeur réelle telles que E|¢|? < oco. Soit L2([0, T); R**™) la famille de toutes
les fonctions mesurables de Borel h de [0, 7] a valeur dans R"™™ telles que : |h(t)|dt < .
Notez que les fonctions dans L?([0, T]; R**™) sont déterministes et que LZ([O,OT]; R™™) est un
sous-ensemble de M?([0, T]; R™™).

Lemme 2.3.1. L’ensemble des variables aléatoires

(oW (t1), s W () s t: € [0,T], 0 € CE(R™™R),n =1,2,...}

est dense dans L% (Q,R).

Preuve du Lemme (2.3.1) : Soit {¢;};>1 un sous-ensemble dense dans [0, T]. Pour chaque
entier n > 1, soit G, la o-algébre générée par W (ty), ..., W(t,,), c’est-a-dire G,, = o{W(t1), ..., W(t,)}.
évidemment

gncgnJrl et fT:U(Ugn)
n=1

Soit g € L%Et(Q; R) un arbitraire. Par le théoréme de convergence de la martingale de Doob

(c’est-a-dire le Théoréme (1.3.5) [22]), nous avons
E(g\Gn) = E(9\Fr) =g,  quand n — oo,

presque stirement et dans L? aussi. D’autre part, par le Lemme (2.3.1), pour chaque n, il existe

une fonction mesurable de Borel g, : R™*" — R telle que

Cependant, un tel g,(W(t1),...,W(t,)) peut étre approché en L% (Q;R) par les fonctions
On k(W (t1), ... W(tn)), ot @, € CP(R™ ™ R), et par conséquent I’assertion suit.

Lemme 2.3.2. L’espace linéaire des variables aléatoires de la forme

exp (/OT BV (1) — %/OT \h(t)]?dt), h e L2([0, T); R™™) (2.5)

est dense en L% (0, R).
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Preuve du Lemme (2.3.2) : L’affirmation est vérifiée a condition que nous puissions mon-
trer que si g € L% (€ R) est orthogonal (dans L% (€;R)) sur toutes les variables aléatoires de
la forme (2.5), alors g = 0.

Soit g une telle variable aléatoire. Alors pour tout A = (\;)(n x m) € R™™ et tout

t1,...,t, € [0,T], nous avons

G(N) = E{gexp (tmce[A(W(tl), W(tn))]) } — 0, (2.6)

pour

exp (/OT h(8)dW () — %/OT |h(t)|2dt>

~ exp (tmce[A(W(tl), W) - % /0 T|h(t)|2dt)

si on définit
h(t) = 3 (N + X)Ly 0 (1),

ot tg =0, A\; = (\i1, .-, \im) and A\, 1 = 0. La fonction G()\) est réelle analytique en A € R"*™

et donc a une extension analytique a I’espace complexe C™*™ donné par

G(z) = ]E{gexp (tmce[z(W(tl), W(tn))]> }

pour z = (Zij)nxm € C™™. Puisque G = 0 sur R™*™ et G est analytique, nous devons avoir

G = 0 sur tout I'ensemble C™*™. En particulier,

G(iY) = E{gexp (2 tracelY (W (t1), ..., W(tn))])} —0 (2.7)

pour tout Y = (¥i;)nxm € R™™. Alors, pour tout fonction p(X), X = (2ij)nxm, sur Cg°(R™*™),

soit P(Y') une transformation de Fourier de ¢(X)

nm

o(Y)=(2n)" 2 /]an o(X) exp[—i trace(Y X)]dX.

Notons du théoréme de transformée de Fourier inverse que

nm

H(X) = (27) % /}R ) el trace(y X))dY:
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on calcule ensuite

B gso(W(tl),---,W(tn))]

_ B|gmn % /R E)ew (@ tmce[Y(W(tl),...,W(t@)])dY}

— 0% /an @(Y)E{gexp (@ tracelY (W (1), ...,W(tn))]> }dY
=0. (2.8)

Ceci, associé au lemme (2.3.1), signifie que g est orthogonal a un sous-ensemble dense de

LQIT(Q7 R). Donc il faut que g = 0. La preuve est donc compléte.

Lemme 2.3.3. Pour tout £ € L%_—T(Q; R), il eziste un unique processus stochastique f €

M2([0, T]; RY™™) tel que

T
E=EQ+ [ f0)I). (2.9

0
Par I'unicité nous voulons dire que s’il y a un autre processus g € M2([0, T]; R'*™) tel que

T

E=E©+ [ g)aw(s), (210)

0

donc
T
]E/ |f(s) — g(s)|*ds = 0. (2.11)
0

Preuve du Lemme (2.3.3) : L'unicité est assez évident, pour (2.9) et (2.10) donne

E=F(©) + / () — g(s)dWV(s) = 0,

ce qui implique (2.11) par la propriété de l'intégrale d’It6. Pour montrer 'existence, nous

supposons d’abord que £ a la forme de (2.5), c’est-a-dire

£ =exp (/OT h(t)dW (t) — %/OT |h(t)|2dt)

pour quelque h € L*([0, T], R'*™). On définit

+(t) = 2(t) [/Oth(t)dW(t) _ %/Ot ]h(t)\zdt].
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Par la formule d’'It6

dz(t) = a(t) {h(t)dW(t)—%M(t)\zdt]+%az(t)|h(t)\2dt

= 2(t)h(t)dW ().

Cela donne que

x(t) =1+ /ta:(t)h(t)dW(t).
En particulier, 0

E=x(T)=1+ /Otm(t)h(t)dW(t),

ce qui donne { = 1. Donc 'assertion requise (2.9) est vérifie dans ce cas avec f(t) = z(t)h(t).
Par la linéarité de (2.9), on voit que (2.9) est vérifie pour tout combinaison linéaire des fonctions
de la forme (2.5). Maintenant, supposons que § € LETT(Q, R) un arbitraire. D’aprés le lemme
(2.3.2), nous pouvons approximer £ dans Lng (Q,R) par {&,}, ou chaque &, est une combinaison
linéaire des fonctions de la forme (2.5). Donc, pour chaque n, nous avoir un processus f, €
M2([0, T], R™*™) tel que .

& =)+ [ L)), (212)

d’ou
| | 1) - oo

2

=iy ) = ) a5

_ [|§n ~B() — e — E@)F}
= E|& — 5m’2 — |E(&) — E(gm)|2

— 0, quand n, m — oo.

En d’autres termes, {f,} est une suite de Cauchy dans M?([0,T]; R**™) et converge donc a
certains f € M?([0,T]; R'™). Nous pouvons maintenant fait tendre n — oo dans (2.12) on

obtient .
€= () + / F(5)dW (s).
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Donc, la preuve est compléte.

Nous pouvons maintenant commencer a prouver le théoréeme de la représentation de la
martingale.
Preuve du Théoréme (2.3.1) : Sans aucune perte de généralité, on peut supposer que d = 1.
En appliquant le Lemme (2.3.3) & £ = M(T'), nous voyons qu’il existe un unique processus

(I'unicité suit ici) f € M?([0,T]; R"™™™) tel que

M(T)=E(M(T)) +/0 f(s)dW (s).

Par la propriété martingale de M (t) nous avons E(M(t)) = E(M(0)). Puisque M(0) est

Fo-mesurable, il doit étre une constante presque strement et donc E(M(0)) = M(0) p.s., alors

zwﬂ:M@+Af@mmy (2.13)

Maintenant, pour tout 0 < ¢ < T, d’aprés le Théoréme (2.3.1), nous avons

M@t) = EM(T)\F)
= w8 [ o)

:me+Af@ﬂwg

qui est l'assertion requise (2.3). La preuve est donc compléte.

2.4 Théoréme d’existence et d’unicité

Le théoréme suivant est di a Pardoux et Peng (1990).

Théoréme 2.4.1. On suppose que

£(0,0,t) € M*([0,T];RY) et ¢(0,t) € M*([0, T]; R>™). (2.14)

Supposons aussi qu’il existe une constante positive K > 0 tel que :

[f(z,y,t) = @ 7.0 < K(lz =7 + |y — 7)) p-s., (2.15)
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et
lg(z,t) — g(7,1)]* < K|z — 7 p-s. (2.16)

pour tout x, T € R%y,7 € R™™ et t € [0,T]. Alors il existe une unique solution {z(t),y(t)}
pour Uéquation (2.1) sur M>([0,T]; RY) x M?([0,T]; R&>™).

Présentons un certain nombre de lemmes afin de prouver ce théoréme.

Lemme 2.4.1. Soit f(t) € M2([0,T]; R?) et g(t) € M>([0,T]; R¥*™). Donc, il existe un couple
unique {z(t),y(t)} € M>([0,T]; R?) x M2([0, T]; R¥™*™) tel que
x(t) + /t f(s)ds +/t lg(s) +y(s)]dW (s) = X. (2.17)

pour tout 0 <t < T.

Preuve : On définit

M(t) = IEJ(X _ /OT f(s)ds\]-"t), 0<t<T

Alors M(t) est une martingale de carré intégrable. Selon le Théoréme (2.4.1), il existe un

processus unique g(t) € M?([0,T]; R>™) tel que

On définit t
£(t) = M(t) + / f&)ds et y(t) = g(t) — o).

pour tout 0 < ¢ < T. Clairement, {z(t),y(t)} € M?([0,T]; R?) x M?([0,T]; R™*™). De plus

/t l9(s) + y(s)dW(s) = / 3(s)dW (s)

_ /OT 3(s)dW (s) — /Ot J(s)dW (s)

Notant
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on obtient que

/t [9(s) + y(£)dW (s) = X — / F(s)ds — M(t) = X — a(t) - / £(s)ds,

qui est I’équation (2.17). Pour montrer 1'unicité, soit {Z(t),7(t)} un autre couple qui résout

I'équation (2.17). Alors

Par conséquent, pour tout ¢ € [0, 7]

o) ~(t) = B(al) - 7(0\F )

Notant que x(t) est continu, on voit facilement que z(t) = Z(t) pour tout 0 < ¢t < T p.s.

Maintenant .
0 = 2(0) — 7(0) = — / [y(s) — F(s)dW (s).

qui donne immédiatement que

B [ lu(s) ~as)ds =0,

L’unicité a également été prouvé. 0

Lemme 2.4.2. Soient g(t) € M2([0,T); R¥™™) et f est une application de R¥™*™ x [0,T] x

a valeur dans RY qui est supposé d’étre B™™ @ P-mesurable. Supposons que

£(0,t) € M*([0,T]; RY).

Supposons aussi qu’il existe une constante positive K > 0 telle que

|f(y,t) = f@, 1) < Kly — 7 p.s. (2.18)
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pour tout y,j € R>™ et t € [0,T]. Donc on a l’équation différentielle stochastique rétrograde

/ f(y(s),s)ds +/t [g(s) +y(s)]dW (s) = X. (2.19)

a une solution unique {z(t),y(t)} dans M?([0, T]; R?) x M?([0, T]; R¥>™).

Preuve :
L’unicité
Nous prouvons d’abord 'unicité. Supposons que {z(t),y(t)} et {Z(t),y(t)} sont deux solu-

tions. Donc, rappelant (2.2), on voit facilement que

dle(t) —=z(t)] = [f(y(t), 1) — f(@(0), ))dt + [y(t) — y(£)]dW (2).

Par la formule de It6, pour tout 0 <t < T, on a

dlz(t) =T = 2[(t) —FOF [f(y(t),) — [GH),1)]de
+ |y(t) = g0 *dt + 2[x(t) — T(O)] [y(t) — H(O)]dW (1)

Par conséquent

—|z(t) —T(t)]* = Q/t [2(s) —Z(s)]" [£(y(s),5) — f(F(s), 5)]ds

b [ ot = TRas 42 [ a6 =T ) - T 5

On prend l'espérance sur les deux cotés, on obtient

Elx(t) — (1) + E / y(s) — Gls)PPds = —2m / (2(s) — () L (w(s), 8) — £(@,))ds.

En utilisant 'inégalité élémentaire 2ab < % + eb* (¢ > 0) et la condition de Lipschitz (2.18),

on trouve

Ble) ~#(OF +E [ ly(5) = 7()Pds < 2B [ [o(s) = a(s)Pds +=KE [ ly(s) ~5s)Fas.
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1

On pose € = 5=

Elo(t) ~ (0 + E [ [y(5) ~7(s)ds < 2KE [ [ofs) ~ alo)Pds + 5B [ ly(s) ~ gl
(2.20)

En particulier, cela implique que

Elz(t) — z(t)]* < 2K]E/t lz(s) — T(s)|*ds.

L’inégalité de Gronwall donne maintenant que

E|z(t) — z(t)]* = 0, pour tout 0 <t < T,

ce qui implique que z(t) = Z(t) pour tout 0 <t < T p.s. En remplagant ceci en (2.20) on voit
aussi que

B[ o)~ o) = .

L’unicité a été prouvé.
L’existence

Passons maintenant a la preuve de l'existence. Posons y,(t) = 0. D’aprés le Lemme (2.4.1),

il y a un unique couple {z1(t),y1(t)} dans M?2([0, T]; R?) x M?([0, T]; R™*™) tel que

/f% @+/b@+m@%ﬂ@zx

En utilisant le Lemme (2.4.1) récursivement, on peut définir, pour chaque n = 1,2, ..., un couple

{zn(t), yu(t)} dans M?([0, T]; RY) x M?([0,T]; R™™) par

/ S Wn—1( ds—l—/ [9(s) + yn(s)]dW (s) = X. (2.21)

De la méme maniére que dans la preuve de 'unicité ci-dessus, nous pouvons montrer que

1 (1) — (1) *‘IEl/f s (3) — ya(s)2ds
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T 1 T
< QKE/ |Zny1(8) — 2(8)Pds + §E/ Y (5) — yn_1(s)|*ds. (2.22)
t t
Pour tout n > 1, On définit
T
up(t) = E/ |2, (5) — Tn_1(8)|Pds
t
et
T
v (t) = E/ 1Y (8) — Yn_1(3)|*ds.
t
Il s’ensuit alors de (2.22) que
d 2Kt 2Kt L ok
7 Unt1(t)e + e g (t) < 3¢ v (t). (2.23)
Intégrant les deux codtés entre t et T, on obtient :
T 1 /T
Up oy ()R —i—/ 250,11 (s)ds < 5/ 5, (s5)ds.
t t
Alors
T 1 T
Up11(t) —i—/ K60y, 11(s)ds < 5/ K0y (s)ds. (2.24)
t t
En particulier, cela implique que
T 1 /T
/ 5, 1(s)ds < —/ 250, (s)ds
0 2 Jo
1 (T
< — 2591 (s)ds
2" J,
1 T
< —vl(O)/ e ds
2n 0
C KT
< (2.25)
T
ou C'=v1(0) = E/ l1(s)|*ds. En substituant cette inégalité dans (2.23) implique que
0
CeQKT
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Il résulte de (2.22) et (2.26) que

1 1 1
Un+1 (0) S 2Kun+1(0) -+ §Un<0) S 2—nC€2KT + 5%(0),
ce qui implique immédiatement que
1
Unt1(0) < on {nCezKT + vl(O)] : (2.27)

Nous voyons maintenant dans (2.26) et (2.27) que {z,(¢)} et {y,(t)} sont des suites de Cauchy
dans M?([0,T]; R?) et M?([0, T]; R¥*™), et notons leurs limites par x(t) et y(t), respectivement.

Enfin, en fait tendre n — oo dans (2.21) on obtient que

o(t) + / F(u(s). 5)ds + / [9(s) + y(s)]dW (s) = X,

C’est-a-dire {z(t),y(t)} est une solution. L’existence a été prouvée aussi et donc la preuve du
lemme est compléte.

Nous pouvons maintenant commencer a prouver le Théoreme (2.4.1).

Preuve du Théoréme(2.4.1) :
L’unicité Nous prouvons d’abord montrer I'unicité. supposons que {x(t), y(t)} et {Z(t),y(t)}

sont deux solutions. De la méme maniére que dans la preuve du Lemme (2.4.2), nous pouvons
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montrer que

Ela(t) —20)? + E / 1y(s) — 7(s)ds

< 4KE/ |z(s) — Z( \2+—]E/ s),8) — f(T(s),7(s), s)|*ds
b1 [ lo(5)9)  o(rts), s + 4B / (s) — 7(s) P
< (8K+1)]E/ 2(s) — F(s)2 + = ]E/ ly(s) — (s)|2ds. (2.98)

L’unicité a été prouvé en appliquant 'inégalité de Gronwall comme nous ’avons fait dans

la preuve du Lemme (2.4.2).

L’existence Montrons maintenant ’existence. On définit yo(t) = 0. A l'aide de Lemme
(2.4.2), on peut définir récursivement, pour tout n = 1,2,..., un couple {z,(t),y,(t)} dans

M2([0, T]; RY) et M2([0, T]; R™*™) par

/ F(2nr(s), ya(s), s)ds + / 9(Ear(5).8) + (AW (s) = X (220)
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De la méme maniére que dans la preuve de (2.28), nous pouvons montrer que

Eltnn(t) - (B + E / len (5) — a(s)Pds

IN

T
4KT{/ ms1(5) — (5 2ds
t

4—@K+UE[\%@—%”@W@

1T )
+ éE |yn+1(3> - yn(5)| ds.
t

Par conséquent

Bl (0= 04 58 [ lss(s) (9P < GEADE [ rnea(5) -2 (5)Ps oa(s) s ()] d5
(2.30)

On définit

Dong, il résulte de (2.30) que

d

_E (un+1(t)€(4K+l)t> < (4K + 1)6(4K+1)tun<t).

Intégrant les deux codtés entre t et T, on obtient :

T
Upr1(t) < (4K+1)/ eUEFDE=y (5)ds
t

T
< (4K+1)e(4K+1)T/ un(s)ds.

t

En itérant cette inégalité, on obtient que

{(4}( + 1)Te(4K+1)T}

unJrl(O) < Uy (O)

n!

Ceci, associé a (2.30), implique que {z,,(t)} et {y,(t)} sont des suites de Cauchy dans M?([0, T]; R%)
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et M2([0, T]; R™™). Notons leurs limites par z(t) et y(t), respectivement. Enfin, on fait tendre

n — oo dans (2.29) pour obtenir que

fv(t)+/t f(x(S)yy(S)as)dSﬂL/t 9(x(s), s) +y(s)]dW (s) = X,

C’est-a-dire que, {z(t),y(t)} est une solution. O



Chapitre 3

Equations différentielles stochastiques
rétrogrades générales avec des coefficients

non-Lipschitziens

3.1 Notations, hypothéses et définitions

Dans le chapitre précédent, nous avons établi le théoréme d’existence et d’unicité de la so-
lution pour une équation différentielle stochastique rétrograde sous la condition uniformément
Lipschitzienne. D’autre part, il est en quelque sorte trop forte d’exiger la continuité unifor-
mement lipschitzienne dans les applications, par ex. dans le traitement des équations différen-
tielles partielles paraboliques quasi-linéaires. Il est donc important de trouver des conditions
plus faibles que celle de lipschitz dans laquelle I’équation différentielle stochastique rétrograde a
une solution unique. En premier lieu, on pourrait peut-étre essayer la condition localement lip-
schitzienne plus la condition de croissance linéaire, car ces conditions garantissent 1’existence et
I'unicité de la solution pour une équation différentielle stochastique. Pour étre précis, énongons

ces conditions comme suit :

Pour chaque n = 1,2, ..., il existe une constante K, > 0 telle que
l9(x,t) = 9(T, )] < K, |o — 7P p.s. (3.2)

pour tout 0 <t < T, 2,7 € R% 5,5 € R™™ avec max{|z|, |7, |y|, [y|} < n. De plus il existe une

constante K > 0 telle que

44
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[f(zy OF S KL+ |2 +[yl*) et |g(@, )] < K(1+2]?) p-s. (3.3)

pour tout 0 <t < T,z € RY y € R¥™>™,
Malheureusement, on ne sait pas toujours si ((3.1)-(3.3)) garantit l'existence et 'unicité de
la solution de I’équation différentielle stochastique rétrograde (2.1). La difficulté ici est que la
technique du temps d’arrét et de la localisation ne semble pas fonctionner pour les équations
différentielles stochastiques rétrogrades. Maintenant, la question est la suivante : existe-t-
il des conditions plus faibles que le continuité lipschitz sous laquelle 1’équation
différentielle stochastique rétrograde a une solution unique 7.

Dans ce chapitre, nous donnerons une réponse positive. Nous proposerons la condition sui-

vante : pour tout 2,7 € R4, y, 7y € R>*™ 0<t<T,ona
f(@,y.8) = @G, < w(lz —7))* + K(ly - 7|) p-s-, (3.4)

et
l9(z,t) — g(t,7)]* < K(|lz —7]*) p.s., (3.5)

ot K est une constante positif et x(t) est une fonction croissante concave de R dans R telle

que k(0) = 0,k(u) > 0 pour u > 0 et

/0 + % N, (3.6)

On peut faire quelques commentaires sur ces conditions avant d’énoncer le résultat principal.
Tout d’abord, Puisque k est concave et £(0) = 0, on peut trouver une paire de constantes

positives a et b tel que :
k(t) <a+bu pour tout u > 0. (3.7)
Nous voyons donc que sous les hypothéses (2.14), et (3.4)-(3.6),
Fla(t),y(t),t) € M*([0, T RY) et g(a(t), y(t),t) € M*([0, T); R™™)

quand

z(t) € M2([0,T);RY) et y(t) € M*([0, T]; R>™).

Pour voir la généralité de notre résultat, donnons quelques exemples de la fonction x(t) afin

de voir que les conditions (3.4)-(3.6) sont restrictives.



3.1 Notations, hypothéses et définitions 46

Soit K > 0 et que 6 € (0,1) soit suffisamment petit. On définit

ri(u) = Ku pour u > 0;
ulog(u™), 0<u<d;
Ro(u) =
dlog(671) + ke (6—)(u — 9), u > 0;
ulog(u™1) loglog(u™) 0 <u<;
r3(u) =

§log(6 M) loglog(u™) + ky(6—)(u —6) ,u>é.

Ce sont toutes des fonctions croissantes concaves satisfaisant :

/0+ njl(?;) -

nous voyons clairement que si k(u) = Ku, alors les conditions (3.4)-(3.5) réduire aux condi-

tions de Lipschitz (2.15) et (2.16). En d’autres termes, les conditions (3.4)-(3.5) sont beaucoup
plus faibles que les conditions de Lipschitz (2.15) et (2.16). Donc en d’autres termes, dans ce

chapitre, nous obtenons un résultat plus général que celui de Pardoux et Peng (1990)(]24]).

D’autre part, nous devrions également attirer ’attention du lecteur sur un article de Par-
doux et Peng (1994)([27]), dans lesquelles des différentes études sur les équations différentielles
stochastiques rétrogrades non lipschitz ont été présentées, Pardoux et Peng (1994) (|27]) ont
considéré un cas légérement spécial d’Eq (2.1) c’est-a-~dire le cas ou g(t,z) = 0. Dans d’autres

mots, ils ont considéré I’équation différentielle stochastique rétrogrades suivante :

() + /t F@(s), y(s), $)ds + /t y(s)dW (s) = X. (3.5)

sur 0 < ¢ < 7. Ils ont montré I'existence et I'unicité d’une solution de I’équation (3.8) sous
les conditions suivantes : f(¢,z,y) est localement lipschitz continu dans x mais uniformément
lipschitz continu en y; f(¢,x,y) satisfait la condition de la croissance linéaire; et la valeur
finale X est bornée. De plus, ils ont également donné d’autres conditions non-lipschitz. Pour
'essentiel, ils ont supposé que non seulement f(t,z,y) est continuellement différentiable en
(z,y) avec des dérivées de premier ordre localement bornées, mais que X satisfait également
certaines conditions, par exemple. X est une variable aléatoire bornée appartenant a 1’espace de
Wiener et ses dérivées sur ce espace sont bornées. Une caractéristique commune a ces résultats

de Pardoux et Peng est que X doit étre borné. Cependant, X est généralement dans L? dans
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les applications. Par rapport & leurs résultats, notre travail nécessite X en L? uniquement et
correspond & une équation plus générale (2.1) que (3.8). Bien siir les techniques utilisées et les
conditions proposées dans notre chapitre sont différentes de celles de Pardoux et Peng (1994)

et I'inégalité de Bihari jouera un role clé dans notre chapitre.

3.2 Reésultat principale d’existence et d’unicité

Théoréme 3.2.1. Supposons que (2.14), et (3.4)-(3.6) sont satisfaisantes, Alorss, il existe une
solution unique {x(t),y(t)} a léquation (2.1) dans M>([0,T]; R?) x M2([0, T]; R¥>*™).

Nous devons présenter un certain nombre de lemmes. Nous construisons maintenant une
suite approximative en utilisant une itération de type Picard a l'aide du Lemme (2.4.2).
Soit wo(t) = 0, et soit {x,(t),y,(t) : 0 < t < T},>; soit une suite dans M?([0, T]; R?) x
M2([0, T]; R*™) défini récursivement par

at) + / £ (@nr(3), y(s), 5)ds + / 9(@ai(5).8) t (AW (s) = X;  0<t<T. (3.9)

Cette suite est bien définie car une fois x,,_1(t) € M?([0, T]; R?) est donné, f(z,_1(t),y,t) est

Lipschitz continu en y et
Flan1(t),0,8) € MP([0, T RY) et g(wa(t),t) € M?([0,T];RT™).

Par conséquent, le Lemme (2.4.2) peut donc étre utilisé pour définir z,(t) et y,(¢).

Lemmes

Lemme 3.2.1. Supposons que sous les hypotheéses (2.14), et (3.4)-(3.6), on a pour tout 0 <
t<T etn>1,
T
E|z,(t)]* < Oy et E/ |y (8))?ds < Cy, (3.10)
0

ou C1 et Cy sont tous des deux constantes positives indépendant de n.
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Preuve : En appliquant la formule d’Tt6 a |z, (¢)|?, on peut en déduire que

XP () = 2 / (20(3), F(@as(5), yn(5), ))ds
T+ / (n(5), [ (Enr (), 8) + () IV (5))

" / 190 (5),5) + () .

Ainsi

Bln(0F +E [ lin()Pds = EIXE =2 [ (a(s).Saa(5).9m(). )i

t

- E/t (Ig(@n-1(s), 5)I* + 2tracelg” (2n-1(s), 8)yn(s)])ds.

En utilisant I'inégalité élémentaire 2|uv| < u?/a + aw? pour tout a > 0, on voit que :

T
1
E\xn(t)IQ + E/ |yn(s)|2ds < IE)|X\2 + aE|xn(s)\2ds+

t

aE/t |f(xn_1(s),yn(s),s)|2ds+éE/t \g(xn_l(s),s)|2ds—|—ozE/t n(s)2ds. (3.11)

Mais par les hypothéses (3.4) et (3.7), on peut facilement montrer que :

|f(xn—1<8)a yn(s)’ 3)|2

< 2|f(070?5)’2 + 2’f($n71<3)>yn<3)73> - f<07075)|2

IN

2(0,0,9) + 2m(|xn_1<s>|2) 2Ky (s)]?

< 2|£(0,0, )] + 2a + 2b|x,—1 ()] + 2K |y, (s) |-
De méme, il en résulte de (3.5) et (3.7) que

|9(@n-1(s), 5)* < 2[g(0,0, 5)|* + 2a + 2blan_1(s)]*.
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En les substituant & (3.11), on obtient :

Blen(F +E [ lun()ds

t

T 1 [T T
< Cs(a) + é/ E|z,(s)*ds + 2b(a + a)/ E|z,_1(s)]?ds + a(2K + 1)E/ |9 ()| ds,
t t t
ou :

1 r 2 [T
Cs(a) = E|X|* 4 2a(a + a) + QaJE/ 1£(0,0,5)|*ds + EE/ 19(0,0, 5)|*ds.
0 0

En particulier, on choisir a = 1/(4K + 2) et on mise C4 = C3(1/(4K + 2)), on a

2 1 g 2
Blea®) + 5 [ la(s)Pds
t

T T
<Cot (4K +2)+ [ Blao)Pds + 2| g a4 2| [ Blaa(oPds
t t

4K +2

T
<Cy+0Cs / (m?X]E]xnl(s)P, E\xn(s)\z) ds. (3.12)
t
ou C5 = 4K +2+2b[(4K +2)~! + 4K +2]. Soit maintenant k un entier positif. Si 1 < n < k,

(3.12) implique (rappelant xy(t) = 0) que

T
El|z, ()] < Cy + 6’5/ ( max E\:v,(s)|2) ds.
t

1<i<k

Donc

T
( max ]E|a:n(t)\2) <Cy+ 05/ ( max ]E|xn(s)|2) ds.
1<n<k .\ 1<n<k

Par une application de I'inégalité de Gronwall implique :

( max ]E|xn(t)|2) < 0y T8 < 0T

1<n<k
Puisque m est arbitraire, la premiére inégalité de (3.10) suit en posant €y = Cye®. Enfin, il
résulte de (3.12) que
T
E/ [Ya(s)Pds < 2(Cs+ C5CiT) = Ca.
0

La preuve est terminée.

Lemme 3.2.2. Sous les hypothéses (2.14), et (3.4)-(3.6), il existe une constante Cg > 0 tels
que
T
E|z,x(t) — 2,(t)]* < 06/ K(E|zpyp1(t) — 2,1 (t)]?)ds (3.13)
t

pour tout 0 <t <T etn,k>1.
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Preuve : En appliquant la formule d’Ttd & |z, (t) — 2,(t)|?, nous avons

_E|$n+k<t) - xn(t)P
— 9E / (s () = 20(5), F (@nskor(s) ymsi(£), )
 F(Eaer(5), (), 8))ds + E / 19(Earit (), ), Yoo (5)

— g(zn_1(5),5),yn(8))]?ds.

De la méme maniére que dans la preuve du Lemme (3.2.1), nous pouvons alors montrer que par
I'inégalité de Jensen (.12), on peut alors déduire de la méme maniére que la preuve de Lemme
(3.2.1) que

Elan k() — za(t)* + %E/t Y (s) = yn(s)|*ds < (4K + 2)/t Elz,k(s) — zn(s)|*ds

42 [4[( +24 2] /tT K (E[Tnsx1(5) — Tn1(s))[2ds. (3.14)

Maintenant on fixe ¢ € [0, 7] arbitrairement. Si ¢t < r < T, alors

Elwni(r) — a(r)* <

(4K + 2)/ E|zp1(s) — z,(s)*ds+

T
2[4K+2+ﬁ} / KE | sho1(5) — Znor(s)|2ds.
t

Par I'application d’inégalité de Gronwall, nous voyons que

1 T
E|z, k() — z,(t)]> < 2 {4K +2+ —} 64K+2(T_t)/ /@(]E|xn+k_1(s) - xn_1(3)|2) ds.
4K +2 '
Donc I’équation requise suit, en mettant

Co=2[4K + 24+ ——— | WEH2T
0 { * +4K+2]

La preuve est compléte.
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Lemme 3.2.3. Sous les hypothéses (2.14), et (3.4)-(3.6), il existe une constante C7; > 0 tels
que :

Elzn k() — xn(t)|2 < Co(T 1)

pour tout 0 <t <T etn,k>1.

Preuve : Par les Lemmes (3.2.1), (3.2.2), on a

Bz, x(t) — 2,(1)]? < Cg /tT k(4Ch)ds = Cer(4Cy)(T — t).

et I’assertion suit, en supposant que C; = Cgr(4C1). La preuve est compléte.
Nous commencons maintenant a présennter un lemme clé. Pour ce faire, présentons quelques

nouvelles notations. Choisissez T € [0,T") tel que

R(C7(T —1t)) < Cf pour tout T} <t <T, (3.15)

On fixe k£ > 1 arbitrairement et on définit deux suites de fonctions {p,(t) : 0 <t < T},>; et

{@ni(t) : 0 <t <T},> comme suit :

p1(t) = Co(T — 1),
Oni1(t) = /t R(pn(s))ds, n=12 ..,

&n,k(t) = E‘anrk(t) - xn(t)‘Zv n = 17 27 ceey

Lemme 3.2.4. Supposons que les hypothéses (2.14), et (3.4)-(3.6) sont satisfaites. Alors, pour

toutk>1etn>1, ona
0 < Pni(t) <pn(t) <pna(t) < ... <pi(t) quand t € [Ty, T]. (3.16)

De plus, la valeur 1 — T ne dépend que de la fonction k et non de la valeur finale X.

Preuve : Soit t € [T}, T], tout d’abord, par le Lemme (3.2.3),

Pri(t) = Elzik(t) — 21 (1) < Co(T — t) = pu(t),
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pour n = 1 (3.16) est vérifie. Maintenant, par le Lemme (3.2.2),

Fanlt) = Elaclt) - moft)
e /tT,.@(Equ(s) —g;1<s)|2>ds
= [ wEunas

< [ eatsis = el

Mais par (3.15) nous avons aussi :

oalt) = /1t F(Co(T — s))ds < /t Cods = C5(T — 1) = ou (8).

En d’autres termes, nous avons déja montré que

Oax(t) < pa(t) < pi(t) site(l,T],s

c’est-a-dire (3.16) est également vérifie pour n = 2. Nous supposons donc que (3.16) est vérifie

pour certains n > 2. Alors par le Lemme (3.2.2),

@Mw>slﬁ@mww
g[zm@mz%mw

gtgm%mwwz%w

c’est-a-dire que (3.16) est également vérifie pour n+ 1. Donc, par induction, (3.16) doit tenir
pour tout n > 1. La preuve est compléte.
Pour montrer le fait que la valeur 1 — 7T} ne dépend que de la fonction k et non de la valeur

finale X, notez que (3.15) est vérifie si

Oﬁlﬁl(O?(T - Tl)) < 06/1(401) ou C7(T — Tl) = Cﬁli(401)(T - Tl) < 401
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Mais, par (3.7), cela est vrai si
C@(CL -+ 4bCl)<T — Tl) S 401

et donc si

Co(l+4b)(T —T) < 4

depuis Cy > a. En d’autres termes, si nous choisissons T'— T = 4/[Cs(1 +4b)] < 1, alors (2.20)
est vérifie. En rappelant la définition de C, on voit clairement que T — T} ne dépend que de la
fonction et non de la valeur finale X.

De plus, enongons maintenant 'inégalité de Bihari ([3]; [21]) qui sera un outil essentiel dans

la démonstration du Théoréme (3.2.1)

L’inégalité de Bihari
Lemme 3.2.5. Soit T > 0 et ug > 0. Soit u(t),v(t) des fonctions continues sur [0,T]. Soit
H : Ry — Ry continues et croissantes tel que H(r) > 0 pour r > 0. Si
t
u(t) < wug +/ v(s)H (u(s))ds pour tout 0 <t <T.
0

Alors )
ut) < G7! (G(u0)+/0 v(s)ds>,

pour tous t € [0, 7] tels que

G(up) —I—/O v(s)ds € Dom(G™),

ou
" ds
G(r) = — our r>0
( ) 1 H(S)’ p i )
et G71 est la fonction inverse de G. En particulier, si, de plus, ug = 0 et
ds
o+ H(s)

Alors u(t) = 0 pour tout 0 < ¢ < T Nous pouvons enfin commencer & prouver notre résultat
principal, le Théoréme (3.2.1).

Preuve du Théoréme (3.2.1)

Existence : Nous prouvons d’abord 'existence d’une solution. Cela se fera en quatre étapes.
Dans la preuve suivante, n’oubliez pas que les constantes C; —C7 ainsi que T} ont déja été définies

ci-dessus.
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Etape 1. Nous prétendons que

sup E|x,(t) — 2;(t)]* = 0 n,i — oo. (3.17)
T <t<T

En effet, notons que pour chaque n > 1, ¢,(t) est continue et décroissante sur [17,7] et,
d’aprés le Lemme (3.2.4), pour chaque t, ¢,(t) est décroissante monotone quand n — oo. Par
conséquent, On peut donc définir la fonction ¢(t) par ¢,(t) | ¢t) sur [T7,T]. 11 est facile de
vérifier que p(t) est continue et décroissante sur [77,7] Par la définition de ¢, (t) et ¢(t) on

obtient :

PO = lim ga(®) = lim [ Fon(o)ds = [ FpeDds,  te 1T

Donc pour tout € > 0,

o(t) <e —l—/t R(p(s))ds, te T, T).

L’inégalité de Bihari implique que ¢(t) = 0 sur t € [T}, T].

ot) <G )(GE)+T—t) <G 'H)(G(E)+T - Ty), t € [Ty, T], (3.18)
G(r):/lr%:oo, r > 0.

et G71(t) est la fonction inverse de G. En particulier, Par la condition (3.8) et la définition de

Jo 7t =

R(t), nous avons

ce qui implique

lim G(e) = —oco et alors limG YG(e) +T —Ty) = 0.

e—0 e—0

Par conséquent, on fait tendre ¢ — 0 dans (3.18), on obtient que

e(t)=0 pour tout t € [T,T}].
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En particulier, on voit que ¢,(T1) | ¢(T1) = 0 quand n — co. Donc pour tout € > 0, on peut
trouver un entier N > 1 tel que ¢,(T}) < € chaque fois que n > N. Maintenant pour tout
k>1etn> N, de Lemme (3.2.4), on a

sup E’xn+k(t) - xTL(t)’Q = Ssup @n,k(t) < sup @n(t) = Spn(Tl) <g,

Th<t<T T <t<T Th<t<T
Donc (3.17) est vérifier.
Etape 2.

On définit

Ty = inf{s € [0,7] : sup E|z,(t) — 2;(t)]* = 0,quand n, i— co}.

s<t<T

On voit immédiatement que de l'etape 1 que 0 < Ty, < T} < T. Dans cette étape en peut
montrer que :

sup El|z,(t) — z;(t)]*> — 0, quand n, i — co. (3.19)
To<t<T

Soit € > 0 un arbitraire, on choisit ¢ € (0,7 — T3) pour
Csk(4C1)6 < g (3.20)

Quand £(0) = 0, on peut trouver une constante 6 € (0,¢) tel que

TCsr(0) < g (3.21)
Par le définition de T5 , on observe que pour un N suffisamment grand,
Elz,(t) — ;) <80  pour t € [Ty + 9, T] si n,i > N. (3.22)

Maintenant, soit n,i > N + 1, Par les Lemmes (3.2.1) et (3.2.2) ainsi que les inégalités (3.20)-
(3.22), on peut en déduire que si Th, <t < Ty + 0,

T

K(E|zn_1(8) — 2_1(8)*)ds + Cg /T y K(E|zn_1(8) — 2_1(s)*)ds

To+6

Blanlt) ~ 50 < G [

Ty

< 06K<401)5 + TCGI{(Q) < €.
Ceci, avec (3.22) et 0 < ¢

sup Elz,(t) —z;(t)]* < ¢, pour n, i > N + 1.
To<t<T



3.2 Résultat principale d’existence et d’unicité 56

C’est-a-dire que (3.19) est vérifie.
Etape 3. A cette étape, nous montrerons que T = 0. Supposons autrement que 75 > 0. A
'etape 2, nous pouvons choisir une suite de nombres {a; }i<1 tels que a; | 0 comme i — oo et
sup E|x,(t) — z:(t)|* < a;, quand n >1i> N + 1. (3.23)
Ty<t<T
Si0<t<Tyetn>i>2, Par les Lemmes (3.2.1) et (3.2.2) avec (3.23), nous avons dériver

que

E|z,(t) —z;(t)]* < C6/t K(E|zn_1(8) — 25_1(5)|*)ds
< TCﬁ/i(CLi_l) + 06/; ’ R(Ell’n_l(S) — xi—1(3)|2>d8

S TC’GH(CM’,l) + 065(401)(7-'2 — t)

Nous allons maintenant montrer une assertion semblable au Lemme (3.2.4). Pour énoncer I'af-
firmation, il faut introduire de nouvelles notations. Choisissez un nombre positif 6 € (0,75) et

un entier positif 7 > 1 pour
TCGI‘{(CLJ‘) + Oﬁ/{(401)5 S 401 (324)
On définit une suite de fonctions {¢y(t) }r>1 sur Ty — 0 <t < Ty par :

$1(t) = TCsk(a;) + Cer(4Cy)(Tr — t),

Sr+1(t) = TCek(ajir) + Co /tT2 K(Pr(s))ds, k> 1.
On fixe arbitrairement [ > 1 et on définit une suite de fonctions {¢; ;(t)}x>1 par
Gra(t) = (Elzjpa(t) — 250 (0)]%), Th-0<t<T.
Nous prétendons que
Gra(t) < O(t) < Pra(t) < .o < (), Th=0<t<T. (3.25)
En réalité, il résulte de (3.24) que

614(t) = (Blzjpa1(t) — 201 (1)]?) < TCgklaz) + Cor(4Cr)(To — t) = ¢1(t).
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c’est (3.25) vérifie pour k = 1. Alors, par (3.24) et (3.24), on déduit que

52,1 (t) =

IN

IN

IN

E|zjiap(t) — 5Uj+2<t)’2
Ty
TCstk(aj1) + Cﬁ/ R(Elzji111(s) — 2541(s)|?)ds
T
TCur(ajin) + Co [ w(314(s))ds = )
Ts
TC@K((IJ') + Cﬁ/ K |:06/€<aj) + 06/1(401)(T2 — t)
TC(,H(&]') + Cﬁﬁ(401)(T2 — t)

G1(t).

En d’autres termes, nous avons déja montré que

52,1@) < Po(t) < pi(t), Ty — 0 <t<T.

c’est (3.25) vérifie pour k = 2. Supposons maintenant que (3.25) s’applique & un certain k < 2.

Alors, par (3.24),

1 (t) =

IN

IN

IA

I[“3|%'+1c+1+l(75) - xj+k+1(t)|2

1>
TCy(ajx) + Co / BN ket(5) — 254(5) [2)ds
th
TCorazsx) + C / 5B (5))ds
tT2
TCor(azsx) + C / w(x(5))ds = ra(t)

TCﬁli((lj+k—1> + Cﬁ/t ) Ii(¢k_1(8))d8
or(t).

c’est-a~dire que (3.25) est également vérifie pour k + 1. Donc, par induction, (3.25) est vérifie

pour tout & > 1. Notons que pour chaque k > 1, ¢x(t) est continue et décroissante sur [T5— 9, T5]

et, de plus, pour chaque ¢, ¢x(t) ne croit pas de fagon monotone comme k — oco. Donc on peut
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définir la fonction ¢(t) sur [T — 0, T3] par ¢x(t) | &(t). 1l est facile de vérifier que ¢(t) est

continue et décroissante sur [Ty — §, T|. Par la définition de ¢, () et ¢(t) nous avons aussi cela

T T>
o(t) = klggo Gra1(t) = klgrolo lTC’G&(ajJrk)—i—C’(;/ m(qﬁk(s))ds] = Cﬁ/ k(or(s))ds, To—6 <t <Tp.

De la méme maniére qu’a l'etape 1, nous pouvons Alors appliquer 'inégalité de Bihari pour

montrer que

o(t) =0, sur Th —0 <t <T,.

En particulier, nous voyons que ¢ (75 — 0) | ¢(T5 — §) comme k — oo. Par conséquent, pour
tout € > 0, on peut trouver un entier ky > 1 tel que ¢x(To — §) < e chaque fois que k > k. 1l
découle Alors de (3.25) que

o Elzjii(t) — 204 < op(Tr — 6) < e (3.26)
chaque fois que k > ky. Puisque [ > 1 est arbitraire et que kg est indépendante de I, (3.26)
signifie que

sup  E|z,(t) — z;(t)]*> — 0 quand n,i — oo.
To—6<t<T>

Ceci, avec (3.19), on trouve

sup  E|z,(t) — z;(t)]> — 0 quand n,i — oo.

To—6<t<T

Mais ceci est en contradiction avec la définition de 75. Nous devons donc avoir T = 0. En
d’autres termes, nous avons montré que

sup E|z,(t) —z;(t)]> — 0 quand n, i — oo. (3.27)

0<t<T
Etape 4. En appliquant (3.27) et (3.14) nous voyons que {x,(t)} est une suite de Cauchy
dans M?([0, T], R?) et {y,(t)} est une suite de Cauchy dans M?([0, T], R**™). On définit leurs

limites par z(t) et y(t), respectivement. En fait tendre n — oo in (3.9) nous avons finalement

x(t)+/t f(iL’(S),y(S),S)dSJr/t [9(x(s), s) +y(s)]dW (s) = X

sur 0 < ¢t < T. En d’autres termes, nous avons montré 'existence de la solution sur [T7,T].
Remarquons dans Lemme (3.2.4) que la valeur 1 — T} ne dépend que de la fonction k et non de
la valeur finale X. On peut donc déduire par itération 'existence sur [1 — k(1 — T1), 7], pour
chaque k, et donc l'existence globale [0, T].

I’existence a été prouvée.
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L’unicité :
Pour montrer 'unicité, supposons que {z(t),y(t)} et {Z(t),7(t)} sont deux solutions de
I'équation (2.1). Alors, de la méme maniére que dans la preuve du Lemme (3.2.1), on peut

montrer que

Blo(t) =50 + 5B [ ly(e) ~7ds < 24K +2+ ] [ [Bla(o) ~ (o)

+r(E|z(s) — T(s)|?)]ds. (3.28)

pour 0 <t < T. Puisque £(t) est une fonction concave et £(0) = 0, on a

k(u) > k(1)u 0<u<l.

Alors

/o+ u jZ(t) = ,Q(IZ)(Z)_ 1 /o+ Kc(lz) = 00.

On peut donc appliquer I'inégalité de Bihari a (3.28) pour obtenir

E|z(t) — 7(t)]* = 0, pour tout 0 <t <T,

ce qui imlique immédiatement que z(t) = Z(t) pour tous 0 < t < T p.s. Il découle Alors de
(3.27) que
T
E [ lu(s) - ws) =0,
0

Alors y(t) = y(t) pour tous 0<t<T p.s.

L’unicité a été prouvée et la preuve du théoréme est alors compléte.



Conclusion

Dans ce mémoire, on s’intéressé a étudier les solutions d'une équation différentielle stochas-
tique rétrograde générale sous une hypothése faible sur les coefficients f et g.

Premiérement, on a présenté quelques rapples préliminaires sur les équations différentielles
stochastiques rétrogrades. Ensuite, on a démontré le théoréme fondamental d’existence et d’uni-
cité d’une solution pour les EDSR da a Pardoux et Peng (1990) dans le cas ou le générateur f
est non-linéaire et lipschitzien par rapport aux deux variables y et z.

Deuxiément, on a étudié I'existence et I'unicité d’une solution pour une EDSR générale sous
la condition que f(z;y;t) et g(x;t) sont uniformément Lipschitziens continues dans (x;y) et
dans z, respectivement.

Derniérement, on a prouvé que sous une hypothése relativement faible que celle de Lipschitz

sur les coefficents f, g, il existe une unique solution d’'une EDSR générale a I'aide de l'inégalité

de Bihari.
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Théoréme .1. (Inégalité De Doob) Si X = (X;)i>o une martingale continue a droite, alors

Vp > 1, (EH sup Xr|p]> < b sup (E[|Xr|p])-
p—1o<r<t

0<r<t

Soit (M) une martingale (par rapport & une filtration (Fr)) continue, de carré intégrable

et telle que My =0 p.s. Alors

E(|M,
1. P(sup |MT|2)\)§M, V>0, A>0,

0<r<t

2. E( sup |M,|?) < 4E(|M,]?), Vit>0.

0<r<t

Preuve : voir [35]

Lemme .1. (Inégalité De Gronwall)

Soit g : [0,T] — R une fonction continue telle que, pour tout t,
t
g(t)§a+b/ g(r)dr aceR,b>0
0

Alors
vVt € R, g(t) = ae’.

Preuve : voir [12]

Théoréme .2. (Théoréme stochastique De Fubini) Supposons que (E,E) est un espace
mesurable et soit

O (tw,z) > P(t,w, x)

une application mesurable de (Qr x E,Pr x B(E)) dans (LY, B(LS)). On suppose en outre que

/E 110(- - )| [rya(da) < +o0

alors P — P.s.

/E{/OT@(t,x)dW(t)} u(d:c):/OT {/Eq)(t,a:)u(dx)} AW (t).

Preuve : voir [11]
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Théoréme .3. (Inégalité De Burkholder-Davis-Gundy) Soit p > 0 un réel, il existe deux
constantes c, et C telles que : pour toute martingale locale continue X nulle en zéro, on a
@E{(X, X>{;/2} < E[sup th|1’} < C]E[(X, X){;/?]
>0

Preuve : voir [1]

Théoréme .4. (Formule D’It6) La formule d’It6 est 'un des principaux résultats de la théorie
du calcul stochastique. Cette formule offre un moyen de manipuler le mouvement Brownien ou
les solutions d’équations différentielles stochastiques (EDS).

Soit X un processus d’Ito a valeurs dans R™ : pouri=1,...,n,

t d t
X! :X3+/ KﬁderZ/ H WP,
0 ' Jo
Si [ est deux fois différentiable en x et une fois ent on a :

F.X) = 0, X0)+ / asf<s,xs>ds+2 | ousts.xax
4= Z/ 2 X)d(X', X7),,

zgl

avec dX! = K'ds + ZH”“dW’“ et d(X', X7, ZH”“H’ ks,

Le résultat est plZslsimple a retenir sous form: vlectom'elle. Pour cela, on note X le vecteur
colonne de R™ de coordonnées X', K le vecteur de R"™ de coordonnées K* et W le vecteur de R?
de coordonnée W2. On introduit alors la matrice de taille n x d, H = (H");<j<n1<j<a. Avec

ces notations, on a :

t t
Xy = Xo+ / K,ds + / Hy,dWws,
0 0

ot H,dW  est un produit matrice-vecteur colonne. La formule d’Ité s’écrit sous la forme, notant

x.y le produit scalaire dans R™ et H* la transposée de H

t t t

f(t, Xy) :f(O,Xo)—i—/ 8Sf(8,XS)ds+/ Vf(s,XS).dWst%/ trace(D*f (s, X, )H,H*)d",
0 0 0

sott encore

FX) = f0.X0)+ [ (Ouf (5. X)) + V{5, X.). K )ds

1 t ) t
+§/ tmce(D2f(s,Xs)HSH:)d;+/ Df(s, Xs)H,dWs.
0 0
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Théoréme .5. (Girsanov) Soit (hy)o<i<r un processus progressivement mesurable, a valeurs
T

dans R tel que P-p.s. / |h.|2dr < 4+00. On suppose que le processus (Dy)o<t<r défini par

0
t 1 t
D, = exp (/ hg.dW, — —/ ]hs|2d5>
0 2 Jo

est une martingale. Soit P* la mesure de densité Dy par rapport a P sur Fr. Introduisons
t

le processus By = W; — / heds. Alors, sous la probabilité P, W est un mouvement brownien
0

standard.
Preuve : voir [1§]

Théoréme .6. (inégalité de Young) Soit f : R — R, continue, strictement croissante et
surjective, vérifiant f(0) = 0. On note g = f~', F et G, respectivement, les applications qui a

x associent fg f(t)dt et f; g(t)dt. On a alors
Vr,y € R, F(z)+G(y) > zy
et l’égalité est vérifiée pour y = f(x).
Preuve : voir 39|

Théoréme .7. (Formule de Tanaka) Soit X une semimartingale continue. Il existe (L{)¢>0,a €

R processus croissant continu, appelé temps local en a de la semimartingale X, tel que

t
1
(Xt — a,)+ e (XO — a>+ +/ ]].{Xs>a}dXs + §L?
0

t
1
(Xt — (l)_ = (XO — CL)_ — / ]l{X5>a}dXs -+ QL?
0

t
| Xy —a|l =|Xo—a| + / sgn(Xs — a)d X + LY
0
ot
-1 x <0,

sgn =
1 z > 0.

De plus, la mesure (de Stieltjes) dL{ associée L{ est portée par {t € R: X; = a}.
Preuve : voir [6]

Théoréme .8. (De convergence monotone (TCM)) Soit {f,.} une suite de fonction me-

surables telle que

lim fo(z) = f(z),  [ful)l <g(x)  pour tout x € X,
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ou g est une fonction intégrable. Alors f est intégrable et

i [ fudp= [ fudp
X X

n—0o0

Théoréme .9. (Inégalité De Holder) Pour tous vecteurs x,y dans C" on a :

S| < (k) (L)’
=1 =1 =1

L’inégalité de Holder s’écrit, en notant (x|y) le produit scalaire hermitien canonique de C",

(=) < ll=llpllyllq

et cette inégalité est encore valable pour p =1 et ¢ = +00. Pour p = q = 2 on retrouve l'inégalité

de Cauchy-Schwarz.
Preuve : voir [§]

Lemme .2. (De Fatou) Soit f, > 0 une suite. Alors

/ (lirn inf fn) dpy = lim inf / fndpe.
X n—00 n—oo [y
Preuve : voir |7]

Théoréme .10. (Une équation De type KPP) Une équation de type KPP est une équation
différentielle partielle non linéaire proposée par Andrey Kolmogorov, Ivan Petrovsky et Nikolai
Piskunov comme suit :

uy — au — Pu? +yu® = 0.

Preuve : voir [40]

La formule de Feynman-Kac est une généralisation de I’équation & retard de Kolmogorov. Pour

X = (X¢)i<o une diffusion d’It6 de générateur A.

Théoréme .11. (Formule De Fyenman-Kac) Soient f € C3(R"), ¢ € C(R™). Supposons
ausst que q est minorée par une constante.

Possons

ottor) = [ (= [ atxas) s (29
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Alors

— = Av — qu; t>0, xe€R" (30)
v(0,2) = f(x); xz € R". (31)

Si de plus, w : (t,z) — w(t, z) est bornée dans K x R™ pour tout compact K C R™ et vérifie

(30) et (31), alors w(t,x) = v(t,z) donnée par (29).

Preuve : voir [15]

Théoréme .12. (Inégalité De Jensen) Soit f une fonction convexe sur un intervalle réel I

et X une variable aléatoire a valeurs dans I, dont l’espérance {E(X)}. Alors,
FE(X)) < E[f(X)].

Preuve : voir 23]

Théoréme .13. (Itération type De Picard) Si les deux f(x,y), f,(z,y) sont continus sur
le rectangle R = {(x,y) : a < x < bc <y < d} et (xo,y) € R, alors il existe une solution

unique au probléme de la valeur initiale (I.V.P.)

dy(t) = f(z,y),  avec  y(xo) = Yo (32)

pour toutes les valeurs de x dans un intervalle o — o < x < xo + o (plus petit) contenu dans
a<z<b.
Approzrimations successives - Itération De Picard)

La solution a 1. V.P dans (32) est trouvée en construisant récursivement une suite des fonc-

tions {yn(z) 720
Yo(r) = 0.

et

Yn+1(T) = Yo +/ f(t, yn(t))dt, pour n > 0.
x0

Alors la solution de (32) est donnée par la limite :

y(x) = lim y,(x).

n—oo

Preuve :voir [37]
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