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Abreviations

EDP Equation aux dérivées partielles.
p.p. Presque partout.



Notations

R Ensemble des nombres réels.
RY RxRx..xR N fois.

Vu  Gradient de u défini par Vu = < du Ou > .

3_117 ey %
Au  Laplacien de u.
A,u p-Laplacien de u défini par A,u = div (|Au|pi2 Au) .



0.1 Introduction Générale

En mathématiques, plus précisément en calcul différentiel, une équation aux
dérivées partielles (parfois appelée équation différentielle partielle et abrégée en
EDP) est une équation différentielle dont les solutions sont les fonctions incon-
nues dépendant de plusieurs variables vérifiant certaines conditions concernant
leurs dérivées partielles.

Une EDP a souvent de trés nombreuses solutions, les conditions étant moins
strictes que dans le cas d’une équation différentielle ordinaire & une seule vari-
able; les problémes comportent souvent des conditions aux limites qui restreignent
I’ensemble des solutions. Alors que les ensembles de solutions d’une équation
différentielle ordinaire sont paramétrées par un ou plusieurs parameétres corre-
spondant aux conditions supplémentaires, dans le cas des EDP, les conditions
aux limites se présentent plutot sous la forme de fonction ; intuitivement cela
signifie que I’ensemble des solutions est beaucoup plus grand, ce qui est vrai
dans la quasi-totalité des problémes.

Les EDP sont omniprésentes dans les sciences puisqu’elles apparaissent aussi
bien en dynamique des structures ou en mécanique des fluides que dans les
théories de la gravitation, de I’électromagnétisme (équations de Maxwell), ou
des mathématiques financiéres (équation de Black-Scholes). Elles sont pri-
mordiales dans des domaines tels que la simulation aéronautique, la synthése
d’images, ou la prévision météorologique. Enfin, les équations les plus impor-
tantes de la relativité générale et de la mécanique quantique sont également
des EDP.

De nombreux problémes d’équations aux dérivées partielles sont non linéaires

a 'instar des systémes Hamiltoniens et des problémes elliptiques faisant inter-
venir des non linéarités. Immense champ de recherches, motivé par d’innombrables
questions dans divers domaines, il a connu des développements spectaculaires
depuis les travaux pionniers de Leray et de Schauder au début des années
trente. Distinguons quelques catégories :

a Les problémes semi-linéaires: Il s’agit par exemple de problémes de la forme

—Au(z) = f(z,u(zr)) dans Q
{ u(x) = 0 sur 0N (1)

ot f(z;u) est une fonction donnée et Q est un ouvert de RV,

Cette catégorie inclut entre autres les problémes de bifurcation ot 'on
étudie la structure de ’ensemble des solutions(\, u) du probléme

—Au(x) = falz,u(z)) z€ Q
{ u(z) =0 ' r e 00 (2)

avec A un parameétre variable.



b Les problémes quasi-linéaires: 1l s’agit de résoudre des problémes de la forme

_Z%(a“](aj’u”vu)da_;;) :f(x7u>vu) -TGQ
®)
u(z) =0 x e 0N

ou les fonctions a; j(x,u, p) sont elliptiques. On a par exemple

> aij(@,up)EE; = alu,p)|¢, Vo € Q¥ e RY

i?j

avec a(u,p) > 0; Vu € R,Vp € RY mais a(u, p) n’est pas uniformément
minorée par une constante o > 0, Ainsi, ’équation des surfaces minima
s’écrit sous la forme (3) avec a;; = 6;,;(1 + |Vul?)72,8;; = 1sii = j et
(SZJ:OSIZ#]
Plus généralement encore, on envisage des problemes elliptiques de la
forme

ou  Pu |
o (317/ 81’281']) N

F(

ou la matrice %(m, u, p, q) est elliptique. I’équation de Monge-Ampére
¥

rentre dans cette catégorie.

c Les problémes de frontiere libre: Il s’agit de résoudre une équation elliptique
linéaire sur un ouvert €2 qui n’est pas donné a priori, le fait que €2 soit
inconnu est souvent compensé par la donnée de deux conditions aux lim-
ites sur 02, par exemple celles de Dirichlet et de Neumann.

Pour étudier les problémes (1) et (2), on dispose de nombreuses techniques:

1. Des méthodes de monotonie Browder [5].

2. Des méthodes topologiques telles que le théoréme du point fixe de Schauder,
théorie du degré de Leray-Schauder [11].

3. Des méthodes variationnelles (théorie des points critiques, théorie de
Morse, voir M. Krasnoselskii [14].

La résolution des problémes du type (3) exige parfois une technique élaborée
d’estimations, ceci est le cas par exemple pour ’équation des surfaces min-
ima. Des progrés importants concernant I’équation de Monge-Ampére ont été
obtenus Yau [?].

Pour ce qui est des problémes de frontiére libre, beaucoup de résultats sont ap-
parus en liaison principalement avec la théorie des inéquations variationnelles
Kinderlehrer-Stampacchia [16].



Dans ce travail, nous nous intéressons aux méthodes variationnelles, plus pré-
cisément & la théorie des points critiques, celle-ci occupe une place consid-
érable dans I'analyse non linéaire. Elle est utilisée dans plusieurs disciplines
des mathématiques pures et appliquées ainsi qu’en physique mathématique

et en géométrie analytique. Développée pour résoudre des problémes notam-
ment non linéaires, elle consiste a trouver les points critiques d’une fonction-
nelle d’énergie associée.

Prenons par exemple le probléme semi-linéaire: soit €2 un ouvert borné de RY
et f une fonction de C°(Q2) N L>(Q) tels que

—Au(z) = f(u) z€ Q
{ u(a:)) = O( x € 00 (4)

Nous cherchons une fonction u € H}(Q) telle que —Au(z) = f(u) au sens des
distributions:

Soit F' la primitive de f sur R qui s’annule en 0. Associons & ce probléme la
fonctionnelle

J(u) = %/\Vuﬁd:c - /F(u)dw

La fonctionnelle J est bien définie et de classe C'sur H}(2), de plus tout point
critique u de la fonctionnelle J c-a-d pour lequel J'(u) = 0 est une solution du
probléme (4) .

La majorité des contributions de cette théorie est 'oeuvre de Lagrange, Legen-
dre, Jacobi, Hamilton, Poincaré. Au début, les mathématiciens étudiaient
seulement le minimum absolu pour les fonctionnelles bornées inférieurement.
En 1905, Poincaré a développé dans sa these quelques idées de Hilbert sur

le principe de Dirichlet qui est en fait a ’origine de la théorie des points cri-
tiques.

Parfois, il est intéressant d’étudier les solutions de certains problémes en con-
sidérant une fonctionnelle adéquate sur une contrainte bien choisie. Pour de
multiples raisons, on peut placer le probléme en question dans le cadre d’une
famille de problémes dépendant d’un ou de plusieurs parametres et compren-
dre ainsi certains phénomeénes qui ne paraissent pas clairs a priori; on peut
obtenir des conditions nécessaires pour ’existence de solutions ou bien éliminer
des inconnues du probléme en les obtenant a posteriori comme des multiplica-
teurs de Lagrange. C’est le cas lorsque ’on cherche des valeurs propres d’un
opérateur auto-adjoint sur un espace de Hilbert en tant que multiplicateurs de
Lagrange sur la sphere unité de ’espace .

Par des méthodes directes du Calcul des Variations.ainsi que la théorie des
points critiques, nous considérons dans cette thése ’étude de I'existence et la
multiplicité d’une certaine catégorie de solutions dite solutions non radiales
pour des problémes de Dirichlet associés a des équations aux dérivées partielles



elliptiques dans differents cas. Notre travail tente d’étendre certains résultats
comme ceux de, [?].

Cette theése se compose de quatre chapitres. Dans le premier chapitre, nous
introduisons les outils nécessaires a la suite de notre travail. Dans le second,
nous présentons un résultat d’existence de solution pour un probléme de Dirichle
avec singularité [241]. Par une methode variationnelle Tyagi a été établir 'existence
de solution.

Le chapitre 3 est 'exposé de l'article [2]. Nous y abordons un probléme de
Dirichlet dans le cas de présence de singularité, se basant sur des résultats du

a Lions [17], nous obtenons, en plus d’un résultat d’existence de solutions non
radiales, pour un probléme de Dirichlet associé au p- Laplacien, un résultat de
bifurcation.

Finalement, parmi les nombreuses références bibliographiques, nous avons

choisi a la fin de ce travail un nombre assez consistant permettant au lecteur
interéssé d’avoir acces a quelques sources que nous avons utilisées pour réaliser
cette these.



Chapitre 1

Préliminaires

Sommaire
1.1 Espaces fonctionnels . . . . ... ... ... ....... 7
1.1.1 Espaces de Lebesgue . . . . . . ... ... ... .... 7
1.1.2 Espace de Sobolev . . . .. ... ... ... .. 9
1.2 Quelques définitions et théorémes . .. ... ... .. 11
1.2.1 Fonction LP-Carathéodory . . . . . . . ... ... ... 11
1.2.2 Théoréme d’Ascoli-Arzela . . . ... ... ... .... 11
1.2.3 Résultat sur la concentration de compacité . . . . . . 12
1.2.4 Convergence forte et Convergence faible . . . . . . .. 13
1.3 Approche variationnelle . .. ... ........... 13
1.3.1 Formulation variationnelle . . . . . . . ... ... ... 14

1.3.2 Approche variationnelle pour un probléme avec sin-
gularité . . . ... 18

1.3.3 Valeur propre du p-Laplacien . . . . .. ... .. ... 20

Dans ce chapitre, nous dressons une liste non exhaustive des principales nota-
tions et outils utilisés tout au long de cette thése. D’autres, plus spécifiques,
seront introduites dans le texte. Nous rappelons également divers résultats
généraux qui pour la plupart sont accompagnés de références a la bibliogra-
phie et seront utilisés dans le texte de maniere transparente. L’ ouvrages de
base utilisé dans ce chapitre est, [1].

1.1 Espaces fonctionnels

1.1.1 Espaces de Lebesgue

Nous commencons par introduire les espaces de Lebesgue.
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Pour  un domaine ouvert de RY, D (Q) désigne ’ensemble des fonctions de
classe C*° et a support compact dans €2.
L’espace de Lebesgue L? (Q2) pour p € [1, 400 est défini par :

LP () = {u : 2 — R mesurable; / lu (z)P dz < oo} :
Q

1
L? est muni de la norme ||ul|, = [ [, [u(2)[” dz] . Cette norme le rend com-

plet, c’est donc un espace de Banach.
Pour p = oo,

L™ (Q) = {u: Q — R mesurable; esssup |u| < +o0},

L> () est muni de la norme suivante: ||ul|, = esssup |u|; avec
Q

esssup |[u| =inf{C > 0; |u(x)] <C p.p dans Q}.

LP (Q) est reflexif et séparable pour 1 < p < +o0 et son dual est isomorphe a
L9 (Q) avec ¢ le conjugué de p c’est a dire ]l? + % =1.
Inégalité de Holder

Soient f € LP(2) et g € L1(2) avec 1 < p < o0 et ¢ le conjugué de p alors :
foe L@ et | |fgds <11, ol
Q

lemme de Fatou

Lemme 1.1.1 Soit (f,) une suite de fonctions dans L'(Q) telle que, pour
chaque n, f, (r) > 0 p.p surQ.Si f(x) := lim inf f, (z), pour tout x € Q;

alors f € L' (Q) et

n—oo

/ f(z)dx < lim inf/ fn (x) dz,
Q Q

1.e.

/ lim inf f, (z) de < lim inf/ fn () dz.
QHHOO n—oo Q

Définition 1.1.1 Soient 0 C R" et w une fonction poids. Pour 1 < p < o0,
on définit LP(Q),w), l’espace de Banach de toutes les fonctions mesurables u
définies sur ) , telles que

s = | [ lu0P wlalde | < oc.
Q



Exemple 1.1.1 La fonction w(z) = |z|%, x € RY, est une fonction poids si et
seulement si —N < a < N(p —1) (cf. [[?], Chapitre 15]).
Alors pour 1 <p < N, |z|™" est une fonction poids.

1.1.2 Espace de Sobolev

Les espaces de Sobolev sont omniprésents dans 1’étude des équations aux dérivées
partielles elliptiques. Il s’avére donc judicieux d’en faire une bréve présenta-

tion avant d’aborder ces équations. Nous reprenons dans cette section certains
énoncés de Brezis [1].

Pour € un domaine ouvert de RY, I’espace de Sobolev W (Q) est défini par

WP (Q) = {u err (Q)/aa—u € LP (), pour J € {1,...,]\7}} ,
XTg

ou les dérivées sont au sens des distributions.

WP (Q) muni de la norme

ou

—_— 1.1

ox ’ (1.1)

P

N
lullrp = llull, + 22
J=1

J

est un espace de Banach.

L’espace W12 () est un espace de Hilbert, il est noté H* (Q).

Wy (Q) denote la complétion de D (Q) dans W' (Q) i.e W, 7 (Q) = D (Q)
pour 1 < p < 4o0. Ou D (2) = C§° (£2), ensemble des fontions de classe C* a
support compact dans Q. Comme, I'espace D (§2) est par définition dense dans
WyP (Q) (pour 1 < p < +00), le dual de W™ (Q) peut étre identifié a un
sous-espace de l'espace des distributions D’ (§2) par:

WP (Q)

W (Q) = (Wy* (Q))/; q conjugué de p.

L’espace VVO1 P () est muni de la norme induite par celle de W'» (Q).

Lemme 1.1.2 L’espace W'P(Q) est :

1. un espace de Banach pour 1 < p < oc.
2. il est réflexif pour 1 < p < oo.

3. il est separable pour 1 < p < oc.

Remarque 1 Soit 1 < p < 00, l'espace de Sobolev W%’p (R) est l’espace des
fonctions T-périodiques ayant une dérivée faible ' € LP (R, R). W%’p (R) est
munt de la norme

T T 5
o = | [ oraes [ ora]”

=



Les injections de Sobolev

Les injections de Sobolev sont trés utilisées lorsqu’on étudie les équations aux
dérivées partielles. Elles fournissent des inégalités entre les normes des espaces
de Sobolev et les normes des espaces de Lebesgue. Pour 'espace W*? (), on a
le résultat suivant.

Théoréme 1.1 Soit Q) est un ouvert régulier de RY. Soientk > 1 etp €

[1,4+00). Alors

a). Si%—%>0, on a WEP () — L7(Q) avec%:%—%;

b). Si ]1) — % =0, on a WFP (Q) — L1(Q) pour tout q € [p;+oo[, (mais pas
pour ¢ = +00);

c). Si i — £ <0, ona WhP (Q) — L (Q).

Toutes ces injections sont continues.

Sans hypothese de régularité sur €2, les injections sont vraies localement :
WP (Q) — L1 (Q) elles restent globalement vraies si on remplace W"? (Q)
par W[f P (Q) . Concernant la compacité des injections précédentes, on a le
théoréme suivant.

Théoréme 1.2 (Rellich-Kondrachov ([/])): Si 2 un domaine ouvert borné
de classe C' dans RY, alors

a). Sip < N alors W' (Q) << L1(Q) pour tout q € [1,p*[, ou p* = Ji,v—j;;
b). Sip> N alors WHP (Q) <s— L7 () pour tout q € [1,+00[;

¢). Pour tout q € |1, +oo[, WP (Q) —— C (Q).

Remarque 2 a) La condition sur le domaine ) est nécessaire, si ) n’est pas
borné alors les injections ne sont pas compactes en général comme le démontre
le contre exemple suivant: Soit ¢ € C§° (RN) tel que, ¢ > 0, on pose ¢,(x) =
o(x +ne), e = (1,1,1,...,1), il est facile de voir que ¢,, — 0 p.p. Et ||¢,|l; =
1610 > 0.
b) On note a(N,q) > 0, la constante de Sobolev de l'injection compacte de
Wol’p (Q) © L1(Q), avec q € [1,p*) oup* = (A],V—_pp). Ainsi, pour chaque u €
Wy?, nous avons

o < o (N, q) [ (1.2)

Inégalité de Poincaré

L’inégalité de Poincaré est un résultat de la théorie des espaces de Sobolev.
Cette inégalité permet de borner une fonction & partir d’une estimation sur ses
dérivées et de la géométrie du domaine sur lequel elle est considérée.
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Soit p, tel que 1 < p < oo et Q un ouvert borné. Alors il existe une con-
stante C, dépendant uniquement de €2 et p, telle que, pour toute fonction
de Pespace de Sobolev W, (Q), nous avons

Jull, < C IVl . (1.3)

Remarque 3 L’inégalité de Poincaré permet d’établir I’équivalence sur I/VO1 P (Q)
entre la norme 1.1 et celle définie par

lall = > [[V¥ul], -
k=0

Il est évident que I’ inégalité (1.3) ne peut étre généralisée a WP (). Pour
s’en convaincre, il suffit de considérer les fonctions constantes sur £ borné (ou
de mesure finie).

1.2 Quelques définitions et théorémes

1.2.1 Fonction LP-Carathéodory

Définition 1.2.1 Nous rappelons que f : 2 x R — R est une fonction LP-
Carathéodory st

a). f(x,u) est dans LP (2) pour chaque u € R;

b). f(x,u) est continue presque par tous x € §);

c). Pour chaque p > 0 il existe une fonction l, € LP(Q) telle que p.p x € Q.

sup | f (2, u)| < lp().

[ul<p

1.2.2 Théoréme d’Ascoli-Arzela

Définition 1.2.2 Soit (f,,), une suite de fonctions définies sur un intervalle I
a valeurs dans R. On dit que la suite (f,), est équicontinue ssi :

Veel, VYe>0, 30 >0, VneN, Yyel, |[x—y|<d=|fulx)— fuly)| <e

Autrement dit, toutes les fonctions (f,) sont continues sur I, et elles sont con-
tinues "de la méme fagon".

La notion d’équicontinuité intervient notamment dans le théoréme d’Ascoli-
Arzela:

Théoréme 1.3 (Théoréme d’Ascoli-Arzela)

11



Soit (f,,) une suite de fonctions définies sur un intervalle fermé borné I, a valeurs
réelles. On suppose que cette suite de fonctions est équicontinue, et qu’il existe
un réel M > 0 tel que | f,(x)| < M pour tout n € N et pour tout x € I. Alors
on peut extraire une sous-suite (f,, ) qui converge uniformément sur I vers une
fonction continue f.

Théoréme 1.4 Soit (f,), une suite de LPet f € LP, tels que
I fo — fll» — 0 lorsque u — oc.

Alors il existe une sous suite extraite (fn, ),y telle que
a). fo, (x) = f(x) pp sur
b). | fu, (2)] < h(z) pour tout k et p.p sur Q avec h € LP ().

1.2.3 Reésultat sur la concentration de compacité

Nous énoncons un résultat de concentration de compacité, pour plus de details
nous reférons le lecteur [17].

Théoréme 1.5 (cf. [17])
Soit (p,,)n>1 une suite dans L' avec

p, >0 dans RY, / ppdr = A.
RN

Ou X > 0 (X est fivé). Alors il eviste une suite extraite (p,, )ren qui vérifie
l'une des propriétés suivantes:
(i) Compacité: il existe (y,) € RY telle que p,, (. + yi) est tendu c-a-d

Ve > 0,3R < oo, P, (T)dr > X — ¢
yk+BR

(1)

lim sup/ Pn, (1) dx =0, pour tout R < oo;

=%y eRN Jy+Bp
(11i) Dichotomie: il existe 6 € 0, A[ tel que pour tout € > 0 il existe kg > 1 et
Pk, Pt € LY (RY) satisfaisant pour k > ko

{Hpnk b+ < fpepidr — 6| <e, | fonpide — (A= d)| <€
dist (Supppy, Supppy) — +00.

Remarque 4 Pour la démonstration de ce théoréme voir [20].
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1.2.4 Convergence forte et Convergence faible

Soient X un espace de Banach muni de la norme ||.|| et (u,), une suite dans
X.

Définition 1.2.1 On dit que la suite (u,), converge fortement vers u dans X
$i ||un — ul| g — 0 lorsque n — oc.

Définition 1.2.3 (u,),, est dite convergente faiblement vers u si (u,,v) —
(u,v) Yv € X' dual de X et elle est notée par u, — u.

Définition 1.2.4 On dit que C' C X est faiblement fermé si pour toute suite
(u,) C C telle que: u, — u alors u € C.

Théoréme 1.6 Un convexe C' de X est faiblement fermé si et seulement si il
est fortement fermé.

. . 1 4 .
Dans le cas particulier de X = W;”, nous avons le résultat suivant

Proposition 1.2.1 Si une suite (uy), converge faiblement vers u dans W%’p ,
alors (uy), converge uniformement vers u sur [0,T]. Et il existe C > 0 telle
que pour u € WP,

[ull oo < Cllullyrr@y ot [lull = max u(t)].
t€[0,T]

Théoréme 1.7 (Eberlein—Smulian)Un espace de Banach X est réflexif si
et seulement si de toute suite bornée (x,) de X, on peut extraire une sous suite
qui converge faiblement dans X.

1.3 Approche variationnelle

Dans cette thése, nous nous sommes basées sur une approche variationnelle
pour étudier la solvabilité de problémes de Dirichlet associés a des EDP ellip-
tiques. Considérons le probléme suivant :

{ Lu=f dans €2 (1.4)

u =0 sur 02 ’

ou L est un opérateur uniformément elliptique, €2 est un domaine régulier dans
RY avec N > 1. Les solutions de (1.4) sont cherchées comme points critiques
de fonctionnelles réelles définies sur un espace de Banach X.

Dans le cas ol f est minorée ou majorée, il est raisonnable d’essayer de mon-
trer que le minimum ou le maximum est atteint. Pour plus de détails, nous
référons le lecteur a [22].
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1.3.1 Formulation variationnelle

Au probléme (1.4) on associé une fonctionnelle dite fonctionnelle d’énergie,
définie par J : X — R,

J (u) = (Lu,u) — / F(z,u)dx,

0
ou (,) denote le produit scalaire dans L? et

F(z,u) :/uf(gs,s)ds.

Points critiques

Définition 1.3.1 Soit J une fonctionnelle de classe C' définie sur X a valeurs
dans R. On dit que u € X est un point critique de J si J' (u) = 0.

La valeur c est dite valeur critique de J s’il existe un point critique u € X tel
que : J(u) = c.

Solution faible

Définition 1.3.2 u est dite solution faible du probléeme (1.4) si

/QLu.gp (x)de = /Qf (x).p(x)dx Yo € C5° ().

Définition 1.3.3 Une fonction J : X — R, est dite semi-continue inférieure-
ment et on la note (s.c.i), en x € X si, pour toute suite {x} € X convergente
Vers T,

liminfJ (z3) > J ().

Tp—T

Définition 1.3.4 Une fonctionnelle J est dite coercive si: | |}im J(u) =
u||——+o00
uelE

—+00.

Théoréme 1.8 (minimisation directe [27]) Si X est réflexif, M C X un
sous ensemble faiblement fermé de X. et J : X — R U {+o0}, coercive et
faiblement semi continue inférieurement sur M, alors J est borné inférieure-
ment dans M et atteint son minimum dans M.

Définition 1.3.5 (Suite minimisante) Une suite minimisante pour une
fonctionnelle J : X — R est une suite (wy,), telle que J (wy) — infJ quand
k — oo.

14



Remarque 5 L’existence d’une suite minimisante est assurée en particulier
quand J est coercive. Un outil essentiel dans le calcul de la variation est la
compacité des suites minimisantes. La condition de Palais-Smale joue un role
assez semblable pour des suites sur lesquelles la fonctionnelle prend des valeurs
tendant vers une valeur critique potentielle, et pas seulement vers la borne in-
férieure. C’est une condition a priori, a vérifier pour chaque fonctionnelle, in-
dépendamment de l’existence ou non des valeurs critiques. Elle sera par contre
un outil essentiel pour montrer cette existence dans plusieurs cas.

Conditions de Palais-Smale

Définition 1.3.6 Soit J : X — R de classe C'. On dit que J vérifie la con-
dition de Palais-Smale au niveau ¢ € R et le note (PS)., si de toute suite (uy,)
de X telle que

J (up) — ¢ dans R et J' (u,) — 0 dans X',

on peut extraire une sous-suite convergente.

Remarques

1 La condition de Palais-Smale ne préjuge pas de 'existence d’une valeur cri-
tique. Elle dit seulement que si on a une telle suite, celle-ci est néces-
sairement relativement compacte. Pour I'utiliser effectivement de fagon
utile, il faudra pouvoir démontrer par un autre biais qu’une telle suite
existe.

2 Les deux hypotheéses sont indépendantes. En effet, méme si ¢ = i%f J; on

peut parfaitement avoir une suite minimisante u, telle que J' (u,) - 0.

_ o 2 _ _ (37 1
Il suffit de prendre X =R, J (u) = sinu®, ¢ = —1, et u,, = (7 + n2mw + m)
onaJ(u,) — —1etJ (u,) — 2.

3 Dans une série d’articles publiés dans les années 1960, R. Palais et S. Smale
ont introduit une condition de compacité, maintenant appelée condition
Palais-Smale, qui fournit I'existence d’une condition d’existence de point
critique pour nombreux problémes variationnels. Divers fonctionnels per-
tinents provenant de la physique et de la géométrie différentielle ne sat-
isfont cette condition qu’a certains niveaux; une condition locale, est ap-
pliquée avec succeés dans de nombreux problémes.

Théoréme 1.9 Soit J : X — R une fonctionnelle de classe C* bornée in-
ferieurement et ¢ = inf J. Si la condition (PS). est satisfaite, alors c est mini-
mum de J.

La preuve est basée sur le principe Ekeland appliqué a I'espace X équipé de
distance géodésique.
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Le théoréme du Col (Mountain Pass Theorem)

Le premier exemple de construction de valeur critique par le procédé de min-
max est le théoréme du Col de la montagne ( en anglais Mountain Pass The-
orem) qui exprime trés bien le contenu du résultat et sa démonstration: si
on se trouve en un point A dans une cuvette a une altitude hg, entourée de
montagnes d’'une altitude supérieure ou égale & h > hy; si on veut aller & un
point B située en dehors de la cuvette au dela des montagnes, et & une alti-
tude h; < h, il existe un chemin passant par un col et conduisant de A & B.
Pour le trouver il suffit de prendre parmis tous les chemins allant de A a B,
celui qui monte le moins haut.

Théoréme 1.10 Soit J € C Y(X,R) supposons que J satisfait la condition
(PS)., et

(1) J(0) =0,

(1) il existe des constantes p > 0 et a > 0 telles que J(x) > « si ||z|| = p,
(i1i) il existe e € X, ||e|| > p, tel que J(e) < 0.

Alors J admet une valeur critique ¢ > « qui peut étre caractérisée comme suit

;= inf J t
¢ := inf, max (v(t),

ou,

I' = {y € C([01], X) : 7(0) = 0,7(1) = e}.

Remargque 6 a) Nous comprenons mieux pourquoi ce théoréme s’appelle théoréme
du Col, quand nous interprétons géométriquement ou plutot géographiquement
les conditions (i) a (i) dans le cas o X = R? et J(u) représente laltitude
d’un point u (dans R3). Les conditions (i) et (i) signifient que l’origine est
placée dans une cuvette entourée de montagnes d’altitude au moins . La con-
dition 11i) signifie qu’au dela de ces montagnes existe un point e situé moins
haut que les dites montagnes, disons dans une vallée. Par conséquent, il est
intuttivement clair que [’on peut joindre continiment 0 a e en passant par un
col de montagne et la construction du min-max nous dit comment faire : il suf-
fit de regarder Ualtitude maximale atteinte sur chaque chemin et de choisir un
chemin qui minimise cette altitude mazximale.

b) Il faut toute fois faire attention & l'intuition montagnarde. Ainsi, le théoréme
du Col est vrai méme si J ne satisfait pas la condition de Palais-Smale quand
X =R (par le théoréme des valeurs intermédiaires et celui de Rolle), par con-
tre il est faur quand X = R2, c’est-a-dire qu’il peut ne pas exister de col car

la borne inférieure de [’altitude mazximale sur les chemins n’est pas atteinte.
Ainsi, par exemple, la fonction

J(x1,20) = x%(l + 1‘2)3 + x%,
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n'a clairement qu’un seul point critique sur R?, & savoir l'origine ou J = 0.
Ce point critique est un minimum local, donc une cuvette entourée de mon-
tagnes, et l’on peut descendre encore plus bas a [’extérieur de la cuvette car
infre J = —o0. C’est donc un exemple de fonction présentant un seul point
critique, qui est un minimum local mais pas global. Comme il n’y a pas d’autre
point critique que le minimum local, c’est donc qu’il n’existe pas de col pour
sortir de la cuvette. Cela ne peut se produire que si les chemins minimisants
partent vers l'infini. Cette perte de compacité est évidemment liée au fait que
J ne satisfait pas la condition de Palais-Smale au niveau de l'inf-mazx.

Théoréme 1.11 Soit J € C' (X, R) vérifiant la condition (PS).. Supposons
qu’il existe un espace métrique compact K, et Ky C K une partie fermée et
ho € C(Ky, K) telle que

max.J (ho (2)) < maxJ (h(z)),

z€Ky zeK
st

¢ = inf maxJ (h(t)).

hel' teK

ol

I'={heCK X)\ hr, =ho},

Alors ¢ est une valeur critique de J.

Théoréme 1.12 [20] Soient X un espace de Banach réel séparable et réflex-
ive, | C R, etV : X x I — R une fonction continue vérifier les conditions
suivantes :

1 Pour chaque x € X, U(x,.) est continu et concave;

2 Pour chaque A € I, ¥(.,\) est faiblement semi-continue inférieurement et
différentiable au sens de Gateaur et im0 V(z, A) = 400;

3 1l existe une fonction concave continue h : I — R telle que

sup inf (U(z,\) + h(A)) < inf sup(¥(z, A) + h(N)).

Ael TEX v€X el

Alors, il existe un intervalle ouvert A C I et n est un nombre réel positif
, tel que pour chaque \ € A, l’équation

U (z,\) =0

admet au moins deux solutions dans X sont inférieures a 7 .
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Remarque 7 5i la fonction g est continue dans X X I, et pour chaque \ € I,
la fonction g(., \)est de classe C1 et vérifie la condition (PS)., alors le théoréme
ci-dessus est valable pour «trois solutions» au lieu de «deux solutions».

Théoréme 1.13 [J]Soit X un espace de Banach réel séparable et réflérive et,
®,J : X — R sont deuz fonctions continiments Gateaux-différentiables .
Supposons qu’il existe v € X tel que ®(x9) = 0 = J(xg) et ®(x9) > 0 pour
tout x € X et supposons qu’il existe x1 € X et r > 0 tel que

ir<®(z);

ii supg (<, /() <7
De plus,

hr
J(x
@Emi)) - Sup@(z)<r J(I)

avec h > 1, et la fonctionnelle ® — A\J est faiblement semi continue in-
férieurement et vérifiant la condition (PS). ,

r

iii lim,)|—t00( ®(x) — AJ(2)) = 400, pour chaque A € [0,a ;
Alors, il existe un intervalle ouvert A C [0,a] et n > 0 tel que pour chaque
A € A, I'équation

' () — ANJ'(x) =0

admet au moins trois solutions dans X sont inférieures a 7.

1.3.2 Approche variationnelle pour un probléme avec
singularité

Dans cette section nous présentons les outils utilisés dans le chapitre 2 et le
chapitre 3, ol nous abordons un probléme de Dirichlet associé a une EDP el-
liptique en présence de singularité.

Inégalité de Hardy

L’inégalité de Hardy prouve que I'inclusion de I/VO1 ?(Q) dans LP <Q, #) est
continue mais n’est pas compact comme l'injection de Sobolev (1.2), pour plus
d’informations voir , [11]. Elle est donnée par,

/

N—p b
avec, Cn,p = ) -

P 1
‘“ﬁﬁ’ dz < W/ Vaul?, u e WE (Q), (1.5)
7p
Q
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Application de l’inégalité de Hardy L’inégalité de Hardy a été utilisée
dans [11] pour montrer la semicontinuité de fonctionnelles de type,

o=} (o2 f

ol  est un ouvert borné de RN, 1 < p < N,u € Wy (Q), f étant une
fonction de L (Q), et \ est un nombre réel positif.

Posons ) A (@)
u(z
) u::—/(Vup——)d$. 1.6
V= [ (var - 2 (16)
Dans [18] E. Montefusco a montré la semicontinuité inférieure de fonctionnelle

¥y (u) (1.6) dans W, (Q), a condition que A € [0,Cy,), c.a.d X est tel que la
coercivité de la fonctionnelle soit assurée; il a utilisé le principe de concentra-
tion de compacité de P. L. Lions (1.5).

Maintenant nous énoncons ce résultat important du & E. Montefusco, présenté
et démontré dans [18] concernant la semi- continuité inférieure de la fonction-
nelle v, et l'outil principal de la démonstration de ce théoréme (1.14), formulé
en lemme (1.3.1) et concernant le comportement des suites faiblement conver-
gentes dans les espaces de Sobolev et qui est du a P. L. Lions (cf. [17]).

Théoréme 1.14 [cf : th.3.2 de [15]]

Si\e [O Chn,pl; alors 9, (u) est une fonctionnelle semi continue inférieurement
dans W, 7 (Q).
La preuve de ce théoréme est basée sur le lemme suivant:

Lemme 1.3.1 [¢f : Lemme.3.1 de [15]]:
Si {uy,} est une suite convergente faiblement dans Wy" (Q) vers u alors

[V ()| de — p,

) un ()"
Uy, ()" dx
TR
pour la topologie faible-*, et
p
d

jzf”

poz [Vu(@)]” do + podo, 0 < vy < py/Cnp-
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1.3.3 Valeur propre du p-Laplacien
Notion de valeur propre

Soit  est un ouvert borné de RY et 1 < p < +o0; on cherche les couples
(A u) € R x HY(Q), avec u # 0, solutions de

{ —Apu = Au dans §2 (1.8)

u=20 sur OS2
ot Ayu est I’ opérateur differentiel défini par :
Ayu=V ([Vuf?Vu).

avec |V - [P~2 donné par

p—2

ou\ 2 ou\?| °
p—2 __
|VulP™ = [((%1) +...+(axn)]

Définition 1.3.7 Le réel A est appelé valeur propre, et la fonction u fonction
propre. L’ensemble des valeurs propres est appelé le spectre de (1.8).

La suite(u,, ), de toutes les valeurs propres de —A sur Hj (2) est telle que
py < Hg < piz S .= F00

Le théoréeme de Courant affirme que si u est fonction propre associée a A,
alors v admet au plus k£ domaines nodaux .

Ce théoréeme a été partiellement étendu au p-Laplacien par Anane—Tsouli.
La suite des valeurs propres de —A,, sur W, () obtenue par la méthode de
Ljusternik—Schnirelman est telle que

AM< <A< ... — 40

Dans le cas linéaire p = 2, cette suite A\; < Ay < A3 < .... coincide avec la suite
précédente p1; < g < pig <
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Chapitre 2

Probléme de minimisation sans
contrainte

Sommaire
2.1 Introduction . ... ........... .. .00, 21
2.2 Formulation du probléme. . . .. ... ... ... ... 23
2.3 Formulation variationnelle . . . ... ... ... .... 23
24 Résultat . . .. ... .. o e e 24

2.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a I’étude de la solvabilité du probleme suivant,

|[?

2.1
u=0 x € 02 (2.1)

{ —Ayu= p @l ey a(x)fi(Au) €

O 2 un domaine borné dans RY avec 92 un bord lisse, 0 € Q et A et p sont
des parameétres positifs et fi, g sont des fonctions satisfaisant a certaines con-
ditions précisées par la suite, A, 'opérateur p-Laplacien déféni par

Apu =V (|VulP? Va) .

ou |V - [P72 est défini par

p—2

ou\ > ou\?| °
p—2 __
|Vu|"™ = [(3561) + ...+ (8%) ]

Nous commencons tout d’abord par citer certains résultats d’existence pour le
probléme précédant (2.1).
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Le probléeme (2.1) peut étre écrit sous la forme plus générale,

uw=>0 x € 0N

{ —Ayu = u% + o\, z,u) z e
dans les derniéres années, le probleme (2.2) avec p = 0, p(A\,z,u) = Af (u)
a été largement étudié [?]. Dans le cas p = 2, il existe de nombreuses publica-
tions traitant Uezistence de solutions pour (2.2), avec o(\,z,u) = Q () |u|* > u+
Au, telle que 2* = ]3_]7\/2 est 'exposant critique de Sobolev [10].
Quand p # 0, la situation est différente & cause de la présence du potentiel
singulier.
Les problémes quasilinéaires avec singularité sont largement étudié dans la lit-
térature, nous renvoyons le lecteur au livre de Drabek et al et pour ’existence
et la multiplicité de résultats concernant le probléme p-Laplacien singulier,
voir [12, 17], et les références qui y figurent. Les résultats dépendent en général
de la relation entre A et la meilleure constante dans I'inégalité de Hardy. Pour
plus de commodité du lecteur, nous donnons un bref résumé de certains résul-
tats anterieurs.
Dans [10] (2001), les auteurs par des méthodes variationnelles en particulier
I’application du theoréme de Brezis-Nirenberg ont montré ’existence de solu-
tions non triviales, pour le probléme (2.2) quand (A, z,u) = @ (x) |u|2*72 U+
Au, telle que 2* = %,Nzi*‘)et@(x) =1,0<pu<npm= @et)\>OD.
Ruiz et M. Willem [21] (2003) , ont étudié la solvabilité du probléeme (2.2). Ils
ont établi 'existence de solutions positives pour N > 3 et @ (z) = 1, sous dif-
férentes hypothéses sur le domaine €2; qui incluent certains types de domaines
non bornés, ils ont utilisé la concentration de compacité; et le Principe de crit-
icité Symmetrique.
Récemment, D. Caoa., P. Hana [6] (2004), ont étudié le probléme (2.2) avec
Q(z) = 1 et A > 0. En utilisant la théorie de points critiques, ils ont montré

'existence d’'une solution non triviale du probléme (2.2) pour N > 5et 0 <

(n-2)? _ (n+2)’
PSS
Dans [18] (2001), Montefusco a considéré le probleme (2.2) avec p(\, z,u) =
|u|q*2 uquand 1 < p < Netp < g < p*, il a établi 'existence d’une so-

p

lution pour € (0, (%) ), il a utilisé le principe de la concentration de
compacité de P. L. Lions [?], il a montré la semicontinuité inférieure faible de
certaines classes de functionelles. Faraci et Livrea [9] ont utilisé le résultat de

Montefusco [18] et ont donné des résultats de bifurcation pour le probléme p-
Laplacian singulier.
Récemment, Kristaly et Varga [15] (2007) ont obtenu l'existence de trois solu-

tions au probléme (2.2) avec ¢ = 1, par application du théoréme de Bonanno
[3], avec (A, x,u) = Af(u). Tyagi [21] (2010), a généralisé ce résultat, lorsque
e\, z,u) = da(x) f(u).
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2.2 Formulation du probléme

Dans cette section, nous démontrons 'existence de deux solutions au probléme
(2.1) par lapplication du théoréme de Bonanno, dans le cas ot p(\, z,u) =

Aa(z) f(u)

—Ayu = p% + Aa(z)f(u) x €0 (2.3)
u=20 x € 00 '

O  un domaine borné dans RY avec 92 un bord lisse, 0 € Qet 0 < p <

(%)p , A >0, a € L>®(Q) et la non-linéarité f et g satisfaisant les hypotheses

suivantes

(Hy) (i) f1:(0,00) x R — R est une fonction contuinue.
(i) lim, oL =0,
(ii4) hm‘ o0 oy = 0.
(iii) F(s) = [ f(t)dt, et sup F (s) > 0.

seR

(Hy) g : Q2 — R, est une fonction de L> (Q), IM > 0 tel que —M < g(|z]) <
1, pour tout z € Q.

2.3 Formulation variationnelle

Nous définissons la fonction F' par:

F(s):= /f (t)dt.

Et nous considérons la fonctionnelle associée a (2.3),

Eux(u) =, (u) =\ (u), ueW,"(Q), (2.4)
L[ (a2 [ S,

Evidemment, si u € W,? (Q) est un point critique de la fonctionnelleE, ,
(2.4), alors u est une solution faible de probléme (2.3).
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2.4 Résultat

Nous avons un résultat d’existence des solutions pour le probléme considéré

(2.3).

Théoréme 2.1 : Sous les hypothése (Hy)—(Hs) et pour chaque j € |0, (%)p)

il existe un intervalle owvert A, C (0,00) et n, > 0 telle que A € Ay, le
probléme (2.3) admet une solution non trivial faible u € Wy (Q) telle que

||u||w(}vp(g) < My

Preuve: Pour prouver ce résultat, nous adaptons une approche variation-
nelle; nous utilisons le théoreme de Bonano(1.13) de trois poins critiques (cf.

[3]) est un cas particulier du théoréme des trois points critiques de Ricceri(1.12).
Pour prouver I'existence d’un point critique pour la fonctionnelle £, \, nous
considérons et montrons quelques résultats auxiliaires.

Lemme 2.4.1 Pour chaque p € [0,Cy,) et A € R, la fonctionnelle E,, \ est
coerciue.

Preuve: D’aprés (Hy) (iit) et p € [0,Cnyp), pour toute X\ € R, il existe
0 =09(p, A) >0 tel que

¢(N,p)~!

_ K —1|gp—1
|f(s)] < (1 )((1+||a||Lw)(1+|M) ]

Cn P

Quand |s| > 6, (Hy) (i) cela implique

cN.p) —1gp—1
(1+ ||CL||L00)(1 + A7 s +I|?é§’f<t)|’ Vs e R. (2.5)

£ < 1= o)

L’intégration de (2.5) donne

¢(N,p)~*
(1+1lal|z=)

F(s)) < ~(1— =)

— L+ |AD) 7Y s|P +max |f(t)]|s|, Vs € R. (2.6
0 (1)~ sP+ max | F(0)] s (2:6)

Nous avons

1 (o [ S@@
EM,A<u>—p/Q|V|d p/ﬁ—d A/{)()Fu))m

[P

Maintenant (Hz), (2.6) et (1.5), impliquent que
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Ewte) > 5 [19uras =2 [ 20O 4 [ o) Fu)as,

[P

> /|Vu|pd:v a /|Vu]pdx—)\/a(x)F(u(x))dx,
Np

> 1— VulPdx — )\/ dzx,
L= [ 1vupar =1y

> 2= ) [ vapds - P / upda
p Cnp' Ja (1+’/\|
—|>\|C(N>1)%1|aX|f(t)|||U||wlap

> 1(1— . )( /|Vu|pd$—|/\|( 1) max [ £ (¢)|[[w[y

“op Cy, 1+|)\| it|<6 Wy
1 ,u 1

2 - 1 - p 1 - N 1 1,p
(0= ) ol . 1) ma Sl

alors, | ‘}nn E,\(u) = +00. Cela implique que E, x(u)est coercive.
uj|—+00

Lemme 2.4.2 Pour chaque p € [0,Cy,), la fonctionnelle ¢, (u) , est faible-
ment semi-continue inférieurement sur Wy™() .

Preuve: A partir du principe de concentration de compacité [17], Montefusco
a prouvé dans [15], lorsque g est bornée inférieurement. que la fonctionnelle ¢,
est faiblement semi continue inférieurement.

Puisque g satisfait (Hs), la preuve du lemme (2.4.2) est similaire o la démon-
stration du résultat [th3.2 [15]], de sorte que nous omettons les détails 1.3.1.

]

Lemme 2.4.3 Pour chaque pn € [0,Cn,] et A € R, la fonctionnelle E,, \(u),
est faiblement semi-continue inférieurement sur VVO1 P(Q) .
Preuve: D’aprés (Hy) (iii), il existe C' > 0 de telle sorte que
[f(I<CO+]s7h) , seR (2.7)
L’intégration de (2.7) donne
|F(s)| < C|s]P+Cl|s|, Vs € R. (2.8)

Maintenant, utilsant (2.7) et Uinjection compacte de Wy (Q) O LP (Q), nous
déduisons que E, \ est faiblement semi continue inférieurement, et par suite se
basant sur le lemme (2.4.2) E, » est une fonctionnelle faiblement semi continue
inférieurement pour tous les p1 € [0,Cn,) et A >0. m
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Lemme 2.4.4 Pour chaque p € [0,Cy )

lim sup{J(u) : ®,(u) < &} _

0.
£—0t S

Preuve: En appliquant (Hy) (i7), soit u € [0,C,), et pour toute ¢ > 0 il

existe §(e) telle que

€. 1o cNp!
[fs)l < 50 CN,p)(1+||a||Loo)

il existe v, € (p,p*) et en appliquant (2.8) et (2.9) nous obtenons

s|P~1, pour toute |s| < §

[F(s)] < 5-(1

2p° Cnp (14 lallz) (1 +lalz<)

Pour £ > 0 et s € R, nous définissons les ensembles

Ag = {u e W™ : @ (u) < &}

i

BgZ{UGWol’pZ(l—CN
7p

el < €p}.

£ Iy c(N,p)~! s 4 O (1+9) 1P

(2.9)

(2.10)

En appliquant (1.5), de plus on a A C Be et (2.10), pour chaque u € Ag et

donc u € B¢ nous avons

Ju) < ==L yenp) /Q Pz + C(1 4 8)5* /Q ()1 d

2p CN,p
€ H 1-

< —(1- VulPdz + C(1+ 8)"¢(N,v,)™
o= ) [ [V C(1 4 8y e(¥.1y)
RARgNEY i §
p £ (1 — p
pr & ( CN,p)

< 64+ C(L 46 TNy pr € (1 — )5
2 Cnyp

< SE+Oigr,

avec 7171 /jJ —71

Cr=C+6)""e(N,y)prér (1— )P

Cnyp
Ainsti, il existe £(g) > 0 telle que pour chaque 0 < & < &(¢),

Y1—P

SUp,ca, J(u Sup,cp,. J(u -
Og pEZ{ ()< pezg ()<%—|—Clg - <€’

ce qui prouve le lemme (2.4.4). m
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Soit tg € R tel queF'(ty) > 0, D’aprés (Hy) (iiii). Nous choisissons Ry > 0 telle
que Ry < dist(0,09) et n € (0,1), nous définissons

0, six € Rn\BN(O, Ro);
u,,(x) = to7 siz € BN(O,T}R())
o= (Ro — |z]), st @ € Bu(0, Ro)\Bn/(0,7Ry),

ou By(0,7) est une boule ouverte de N-dimension de centre 0 et de rayon r >
0, on’a u, € Wy et Viy le volume de N-dimension de la boulle unité dans R”,
nous avons

gl = Ry (1= n) PV (1 — ") (2.11)
et
Tuy) > [F(to)™ = max |[F()|(1 0"V E (212)

Pour 7 proche de 1, le coté droit de la derniére inégalité devient strictement
positif, donc nous choisissons 7, et nous fixons p € [0,Cy,) d’aprés le lemme
(2.4.4) et (2.11), nous pouvons choisir &, tel que

12
p§0 < (1 - ON7p)0||un0H;/OLp

PIF (to)n™ — maxjy< s, |F(£)](1 — UN)]VNR(])V.

et s

sup{J(u) : P,(u) <&} <
En choisissant 2; = u,,, les hypothéses du théoréme (1.13) sont satisfaites.
Définir
14+¢&

BT T J(ung)  sup{d(uw):du(u)<€e}
q’u(uno) €o

A=A

D’aprés le lemmes (2.4.1), (2.4.3), et toutes les hypothéses du théoréme [20]
sont satisfaites. I'application du théoréeme [20] implique qu’il existe un’interval
A, C [0, A,] et un nombre n, > 0 tel que pour toute A € A, Péquation

E, =%, (u)=AJ(u) = 0. Alors (2.3) admet au moins deux solutions dansW, ”
qui sont inférieure & n,. D’aprés (H;) (4i) implique que f(0) = 0.Ce qui prouve
'existence d’une solution non trivial du probléme (2.3) et achéve la démonstra-
tion du théoreme (2.1). m

Remarque 8 Kristaly et Verga [15] ont étudié le probléme (2.3) avec g(x) =
1 = a(x) et p = 2.En utilisant le théoréme [5], ils ont montré E,, \ vérifier la
condition de Palais-Smale alors le probléme (2.3) admet trois solutions.

Exemple 2.4.1 Nous considérons (2.3) avec g(x) = H+n|x‘ ,a(z) = (1 +

|z])~*cos|z| , ow >0 et p € 0, (%)p). Supposons qu’il existe 5 > 0,¢ > 0
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telle que B <p—1<c et S >0 telle que

0, s < 0;
f(s) =14 eI —1, 0<s<S
) S sf 1, S<s

Les fonctions g,a et f satisfont les hypothéses (Hy) et (Hs) du théoréme (2.1).
L’application du théoréme (2.1) donne l'existence d’ une solution non-trivial
faible u € WyP(Q) telle que ||u||W01,p(Q) <, et pour chaque A € A, o A, C
(0,00) et n, >0.
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Chapitre 3

Probléme de minimisation sous
contrainte
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous abordons des problémes présentant des singularités du
type suivant ,
—Apu:u%+)\f(|x|,u) r e (3.1)
u=20 zed)’

otl, 2 est un domaine borné dans RY avec 92 est un bord lisse, 0 € €, |z| est
la norme euclidienne de x dans RV, \ et 1 sont des paramétres positifs et f,
g sont des fonctions radiales satisfaisant a certaines conditions précisées par la
suite.

Nous nous proposons de montrer I’existence de solutions nonradiales bien que
tous les termes figurant dans I’équation differentielle sont radiaux.
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Nous commencons par donner un petit apercu sur la recherche précédant notre
travail et concernant le probleme (3.1).
Le probléme (3.1) peut étre écrit sous la forme plus générale,

|=[”

, (3.2)
u=0 x € 0f)

{ —Apu:uw%—go(/\,x,u) x €

Concernant les types de solutions cherchées pour le probléme(3.2), alors mal-
gré le développement intense sur ’existence de solutions radiales pour le prob-
léme (3.2), sans terme singulier (c.a.d pour 4 = 0 ), ou avec terme singulier
(pour u # 0) [23], les résultats sur I'existence de solutions non radiales est
loin d’étre aussi abondants. Au meilleur de notre connaissance, il n’y a que
quelques articles sur ce sujet dans la littérature et concernant le cas régulier

p =0, [19], avec terme singulier (pour p # 0) [13].

Une question naturelle est de savoir si le nombre infini de solutions persiste
dans le cas de présence de terme singulier dans 1’équation originale. En par-
ticulier, le fait que le probleme (3.2), avec terme singulier (c.a.d pour p # 0)
possédent une infinité de solutions non radiales. Dans cette étude, notre ob-
jectif principal inspiré par [, 25] et [15, 24], est de montrer que le résultat
obtenu par [1, 25] peut étre étendue au p-Laplacien singulier avec un change-
ment de signe de la non-linéarité et que les conditions introduites par [24] sur
f peuvent étre changées en considérant f avec une croissance'"p-sublinéaire" en
u =20 (voir (Hy) (ii7)).

3.2 Formulation du probléme

Dans cette section, nous démontrons I’existence de solutions non radiales pour
le probléme (3.3)

: (3-3)

—Apu:u%vL/\f(m,u) r €
u=0 x € 00

qui est étudié, avec 1 < p < N, et A, u sont des parameétres positifs et la non-
linéarité f et g satisfaisant les hypothéses suivantes:

(Hy) (i) f:Q2xR— R, est une fonction Carathéodory radiale, et impaire par
rapport a la second variable, c.a.d

pour presque tout = € €2, et tout s € R.f(|x|,s) = —f(|z], —s)

f(zlw)

(7i)  lim = 0,uniformément pour presque tout x € 2.

Ju —+oo It
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‘(“’” u — 400, uniformément pour presque tout x € €.

(732) lim

(H3) g: Q — R, est une fonction de L™ (), tel que 0 < g(|z|) < 1, pour tout
x € €.

3.3 Reésultats

3.3.1 Resultat d’existence

Nous établissons 'existence de solutions non radiales pour le probleme aux
limites (3.3) sous les hypotheses introduites .

Théoréme 3.1 Sous les hypothéses (Hy)et (Hs) et pour tout p1 € [0,Cnpl,
A > 0, le probléme (3.3) admet une suite de solutions non radiales bornée.

Preuve: Pour prouver ce résultat, nous adaptons une approche variation-
nelle.
Pour tout u € R et pour presque tous x € 2, nous définissons F' la primitive

de f par
F(lel,u / el s
1p 1
Sur Wy? (Q), muni de la norme ||ul| := [[;, |[Vul” dz]?, nous définissons la
fonctionnelle d’énergie J associé a (3.3) par,
Jun (1) = 6, (u) = M (u). (3.4
Ou,

/|Vu]pdac / 9@ >‘:|Z’Lp(m)|pdm et J(u):/ﬂF(m,u(x))dx.

Jox est définie dans W, * (Q) , pour p € [0,Cyp[, et A > 0, J, » est une fonc-
tionnelle différentiable, de dérivée J, ,(u) € (VVO1 P )* (), donnée par,

Jia(uy = /\Vu|p ' Vodr — /| 7 (2)[" vdx

—)\/f 2|, u (z))vd. (3.5)

Il est évident que, si u € WO1 () est un point critique de la fonctionnelle J,, »,
alors u est une solution faible du probléme (3.3). Par conséquent, pour prouver
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'existence de solutions faibles pour (3.3), il suffit de montrer 'existence de
points critiques pour J, 5, pour certaines valeurs de p et A.

Pour obtenir la multiplicité de solutions non radiales nous cherchons des solu-
tions périodiques en fy_; sur les ensembles Fy, k = 1,2, ...définis par

2
E, = {u e WP (Q); u(r,by,...,0n_s,.) impaire, et % périodique} . (3.6)

Les ensembles Ej, sont des contraintes naturelles pour le probléme (3.3) dans le
sens que chaque point critique de la fonctionnelle d’énergie J, , associée a (3.3)
sur Ej est un point critique de J, 5 sur Pensemble W, ? ().

Pour établir I'existence de points critiques de J, » sur Ej, nous montrons quelques
lemmes auxilliaires.

Lemme 3.3.1 Supposons que (Hy) (i) — (i) est vérifiée alors :
1- L’ensemble E), est faiblement fermé dans Wol’p (Q) pour tout k > 1.

Preuve:  L’affirmation 1 du lemme (3.3.1), est une conséquence de la nature
de l’ensemble Ey, qui est conveze et fortement fermé alors Fj, est faiblement

fermé (cf. (1.6) chapl).
E). est convexe en effet, soient u,v € Ej,

tu (T’, 91, ...,0]\/,2, —9]\[71) + (1 — t) v (7’,01, ...,‘91\/,2, —0]\/,1)
= — [tu (T,Hl, ...,91\772,9]\[,1) + (1 — t)U (T, 91, ...,GN,Q,QN,l)} .

Donc tu+ (1 —t) v est impaire.

2 2
tu <T, 91, ---70N—279N71 —+ %) + (1 — t) (7”,91, ---7‘9N—279N71 + %)
= tu (T’,gl, ...,9]\1_270]\1_1) + (1 — t) (7’,017 ...,6]\/‘_2,0]\[_1) .

Donc tu+(1 —t) v est impaire et périodique en On_q . Alors tu+(1 —t)v € Ey,
Vt € [0,1]. Par conséquent E}, est conveze.

Montrons que Ey, est fortement fermé:

Soit (uy,), C Ej tel que u, — u, montrons que u € Ej,.

Nous avons u € Wy (Q) car Wy (Q) est complet

lun — UHWO“’(Q) o 0
[ tn — UHLP(Q) I 0,
d’aprés théoréme (cf. (1.4) chapl) nous obtenons
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Up, —u — 0 p.p surd

n—o0

Nous avons © € Q, x = (r,04,...,0n_2,0N_1)

u(r,&l,...,QN_g,—HN_l) = hmun(’l“,el,...,(9]\[_2,—9]\7_1) p.p sur 2
= lim—un(r,ﬁl,...,QN_Q,HN_l)
= —limun(r,@l,...,QN_g,é’N_l)

= —u(r,0,....,0n_2,0N_1).

2 2
u <r, 01,....,0N_2,0N_1+ %) = limu, (T, 01,....,0N_9,0N_1+ %)
= U (7“, 91, ceey HN_Q, 0N—1) s
onc u € Ej.
E). est convexe et fortement fermé alors Ey est faiblement fermé.
|

Lemme 3.3.2 Supposons que i € [0,Cn,[, alors ¢, est une fonctionnelle
faiblement semi continue inférieurement sur VVO1 ().

Preuve: A partir du principe de concentration de compacité [17], Monte-
fusco a prouvé dans [18], lorsque g est bornée inférieurement. que la fonction-
nelle ¢, est faiblement semi continue inférieurement.

Puisque g satisfait (Hj), la preuve du lemme (3.3.2) est similaire & la démon-
stration du résultat [th3.2 [18]], de sorte que nous omettons les détails 1.3.1.
[

Lemme 3.3.3 Pour tout pu € [0,Cn,|, et X\ un paramétre positif, la fonction-
nelle J, 5 est faiblement semi continue inférieurement sur Wy () .

Preuve: Soit 1 € [0,Cn [, et A est un paramétre positif, hypothése (Hy) (ii),
implique Uexistence de 6 = § (u, A) > 0 tel que pour presque tous x € 2, nous

o sl < (1- 4 ) (T ) v >

quand |s| > 6. En utilisant (Hy)(7) et (3.7), pour tout s dans R et pour presque
tous x dans €2 nous obtenons,

Pl < (1= g ) (G0 )t maxls el 9
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L’intégration de (3.8) donne

Flao <3 (1 g ) (o555 ) P+ maxf Gel. sl - (39)

Maintenant, utilsant (3.9) et Uinjection compacte de Wy (Q) O LP (Q), nous
déduisons que J est faiblement semi continue inférieurement, et par suite se
basant sur le lemme (3.3.2) J, \ est une fonctionnelle faiblement semi continue
inférieurement pour tous les p1 € [0,Cn,) et A > 0. m

Lemme 3.3.4 . Pour tout p € [0,Cn,) et X > 0, la fonctionnelle J, \ est
coercive dans l’ensemble Ey, qui est faiblement fermé dans VVO1 P(Q).

Preuve: 1. Pour tout k € N*, [’ensemble ), est convexe et fortement fermé
dans Wy™ (Q), donc Ey, est faiblement fermé dans W, 7 (Q) ,(cf. (1.6) ).
2. Maintenant, nous allons montrer que J, 5 est coercive sur Ey, (c-a-d lim J, 5 (u) =

[l —+oc0
uEE,
+00).
D’apreés (3.9), nous avons pour chaque p € [0,Cy,), et XA >0,
1
/F(|x|,u)da: < - (1— a )a(N,p)p(1+)\)1/ |ul” dx
Q p Cnp Q
e f (Jol. |/ ul de (3.10)

Maintenant (Hs), (3.9) et (1.5), impliquent que,

Jor(u) = %/!Vzﬂpdw—%/de—k/gFﬂxLu(m))dw

1 poflu (@) /
> — [ |VulPde — = dr — X\ [ F(|z|,u(x))dz
> = [ 1w =& [ RACRIE)
Q Q
> 1/|Vu|pd9r:— /\/F(|a:|,u(x))dx
p Q
Q
1 14 A
> Z(1- P . N.p)? p
> p( CNp) /yvu| e~ (a( ) /Qyu\ d:v) +

vmas |f (. |/ u da,

|s|<d

utilisant les constantes d’injection de Sobolev, nous obtenons,

1 L 1 »
o) 2 5 (1= =) () P = A (V1) mal £ el ]l (3.1)
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D’apres (3.11) nous avons J, » — 400 quand ||u|| — +o00. Par conséquent,
Jux est coercive dans Ej,.

Ainsi, par les lemmes (3.3.2), (3.3.3), (3.3.4) et utilisant la méthode directe de
calcul variationnel, nous obtenons immédiatement que pour tout entier k > 1,
il existe uy, € Ey, telle que J, 5 (uy) = my ow

mg = iélkf(]m)\.
[ ]
Lemme 3.3.5 Pour tout entier k > 1,

—o00o < my; <my <0.

Preuve: D’aprés la coercivité de J, , sur £, nous obtenons clairement que
my > —oo. En outre, de F), C F4, nous avons m; < my, pour tout entier k£ > 1.
Pour prouver que m; < 0 pour tout entier £ > 1, nous considérons le domaine
Qy,, défini par,

0 = {(r, Os, ... 0n) €O Oy € [0%[}

Soit A; la premiére valeur propre de —A, sur Wy (Q) et v¥ € L®() la
fonction propre associée a A;. Pour plus de détails sur la valeur propre de p-
Laplacien (cf. [?]).

Et soit v; la prolongation 27” périodique et impaire de vf sur Q. v; € Ej, N L.
Pour tout A > 0, nous pouvons choisir A > 0, vérifiant, AN > 2)\;, et par
(Hy) (19) il existe aq > 0, tel que, pour tout |u| < a4 et pour presque tout
x €,

F(x,u) > 1A)\ lul”. (3.12)
p

Alors, pour tout s €]0, W[, on obtient svf € Ej, et |5v’f‘ < ay.
1| o0

Ainsi, en utilisant (??) et (3.12), nous avons

k[P
Jua (svg) = })/ }stlf‘pdx— %/%dw — )\/QF (z, svf) dz
Q Q

kP
< 1sp/\l/ |vof " dz — Hsp/de — /\spé/ |vr]” da.
p p D Ja

|z [”
(Hj3), et g positive impliquent,
Jua (sv) < (A — A)\)]—js |v1‘ dx < 0.
Q

Ainsi, nous concluons que my < 0. =
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Lemme 3.3.6 Il existe M > 0 tel que pour tout entier k > 1

k]| < M.

Preuve: wy, est une solution faible du probléme (3.3) et J,  (ur) = my,.
Puisque my, < 0 et J,» (0) = 0, nous déduisons que uy, # 0. De plus, uj, € Ej,
est donc non radiale car elle est impaire par rapport & On_1.

Puisque, mq < my = J,\ (ug) < 0 pour tout k € N*, alors

| T (uge)| < [mal . (3.13)

En utilisant la coercivité de J, x, on en déduit l'existence d’une constante M >
0, de telle sorte que, pour tout entier k > 1,

g || < M. (3.14)

A partir des lemmes (3.3.2), (3.3.3), (3.3.4), (3.3.5) le probléme (3.3) admet
une suite de solutions non radiales satisfaisant (3.14) et la démonstration du
théoréeme (3.1) est achevée. m

3.3.2 Reésultat de bifurcation

Nous nous intéressons a I’éxistence de points de bifurcation. Nous appelons
point de bifurcation pour le probléme (3.3) une valeur (u, A) € [0, Cy,[x ]0, +00]
pour laquelle il existe une suite (i, Ag, ux) de solutions de (3.3) avec pour tout
entier k£ > 1, up # 0 et (py, A, ur) — (1, A, 0) dans [0, Ciy,[x |0, +00[ X

Wy ().

Théoréme 3.2 Pour tout i € [0,Cnp), et X > 0, (11, X,0) est un point de
bifurcation pour le probléme (3.3).

Preuve: Nous allons montrer que pour chaque (p, A) € [0, Cnp[Xx]0,400[,la
suite de solutions non radiales (uy), obtenue par le théoréme (3.1), converge
vers 0. Ce qui prouvera que 0 est un point de bifurcation pour le probléme

(3.3).

Ainsi, nous établissons que de toute sous-suite de (uy,), il est possible d’extraire
une sous-suite convergente vers zéro, ce sera suffisant pour prouver que toute

la suite (uy) converge vers zéro.

Soit (ux, ) une suite extraite de (uy). Utilisant (3.14), et la réflexivité de [’espace

de Sobolev W, P (Q) nous en déduisons qu’il existe une sous-suite (ukn]> de

(ug,) de telle sorte que Up,, — u dans Wy (Q). Du fait que les ensembles
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E}, sont faiblement fermé dans Wy ” (Q), u € Ey. Le théoréme Ascoli- Arzela
(¢f. (1.3) chapl), entraine la convergence forte de <uknj>vers u.

Nous allons prouver que u = 0, pour simplifier l’écriture, notons u; := (.
Pour chaque y € [0, R] X [0,7T]N_2 rappelons que la fonction u; (y,.) est 2]—”
périodique.

Maintenant, supposons au contraire que u # 0 alors il existe yo € [0, R| X
0,7]Y 72 et 0y € [—m, 7] tel que u (yo,0o) # 0. Posons,

€ := |u (Yo, 0o)|
v; (0) = u; (o, 0)
v (0) = u(yo,0)

Par la continuité de v, il existe un intervalle Jy C [—m, 7, tel que |v ()| > 5
pour tout 0 € Jy. Par conséquent, et par la convergence uniforme de v; vers v,
nous déduisons qu’il existe jo € N de sorte que, pour chaque j > jo, |vj (0)] >
pour tous les 0 € Jy.

D’autre part, pour j > jo,. Mais si |Jo| > 2j—.”, alors Jy doit contenir au moins

£
2

un zéro de v (principe d’oscillation)
Ce-ci est une contradiction avec |v; (0)| > § pour tous les § € J;. m

Exemple 3.3.1 Soit 5 un entier impair tel que 5 > p — 1 > 0 et considérons
la fonction f définie par

(|2l u(z)) = u'F sin|z],

et ,
gx)=1—¢",

Il est facile de voir que g et f satisfont les hypothéses (Hy) et (Hs). L’application

du théoréme 3.1 donne Uexistence d’une suite de solutions non radiales du

probléme (3.3), pour chaque A >0 et p € [0,Cnp) .

3.4 Conclusion

3.4.1 Conclusion

Une étude variationnelle de certains problemes faisant intervenir l'opérateur
p-Laplacien a été présenté dans cette thése. Nous avons été essentiellement
concernées par ’étude de I’ existence de solutions de probléme de Dirichlet
dans le cas de singularité [24] en utilisant le théoréme de Bonano. Nous avons
aussi démontré ’existence de solutions non radiales, pour un probléme sin-
gulier (lacune de compacité), et un résultat de bifurcation [2], se basant sur
des résultats du a Lions [17]. Les résultats ont été établis par minimisation
sous contraintes.
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