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Introduction

L a statistique est la science dont l’objet est de recueillir, de traiter et d’analyser des don-

nées issues de l’observation de phénomènes aléatoires, c’est à dire dans lesquels le hasard

intervient. En statistique, le mode, ou valeur dominante, est la valeur la plus représentée d’une

variable quelconque dans une population donnée. Une répartition peut être unimodale ou pluri-

modale (bimodale, trimodal,· · · ), si deux ou plusieurs valeurs de la variable considérée émergent

également, voire sans aucun mode (distribution uniforme) si toutes les valeurs de la variable

considérée émergent également. Le but principale de ce mémoire est d’étudier l’estimation du

mode par des données complètes et incomplètes.

Historiquement, le problème d’estimation non paramétrique du mode à fait l’objet de nom-

breux travaux une revue des différents, on pourra consulter a Parzen (1962, [50]) qui a été l’un

des premiers a considérer le problème de l’estimation du mode d’une densité de probabilité uni-

variée. Il a montré que, sous certaines conditions, l’estimateur du mode obtenu en maximisant

l’estimateur à noyau était convergent en probabilité dans le cas indépendant identiquement dis-

tribué. Notons que Yamato (1971, [69]) a obtenu les mêmes résultats dans le cas d’une densité

multivariée et que Nadaraya (1965, [47]) et Van Ryzin([63], 1969) ont établi des résultats de

convergence presque sûre dans R et Rd tel que (d > 1) respectivement. Parzen ([50], 1962)

a également établi la normalité asymptotique. Konakov (1973, [33]) et Samanta (1973, [55])

ont donné une version multivariée. Les techniques de base qu’il a développées pour l’étude du

mode ont été reprises par de nombreux auteurs. Eddy ((1980,[16]), (1982, [17])) a amélioré le

résultat de Parzen ([50], 1962) en obtenant la loi limite de R sous des conditions moins restric-

tives. Romano (1988, [53]) s’est affranchi des conditions globales de régularité sur la densité,

il a montré que la convergence presque sûre et la distribution limite de θ̂n s’obtiennent au

moyen d’une hypothèse sur le comportement de f au voisinage du mode. De plus, ces deux

résultats se généralisent au cas d’une suite aléatoire. Romano ([53], 1988) a également établi

6



Introduction 7

un résultat de type minimax intéressant. Grund et Hall (1995, [27]) ont étudié sa convergence

en norme Lp. Vieu (1996, [65]) obtenu une vitesse de convergence presque complète. Leclerc et

Loti-Viaud (2000, [36]) ont donné un majorant de la vitesse de convergence presque sûre du

mode en utilisant des résultats de type logarithme itéré. Abraham et al. (2004, [2]) ont étudié

la normalité asymptotique du mode à partir de la densité à support dans Rd. Dans le cas de

données incomplètes, Louani ([39], 1998) a étudié la normalité asymptotique de l’estimateur

à noyau du mode dans le cas censuré à droite. Gannoun et sarocco ([22], 2002) ont étudié la

convergence presque sûre .Dabo-Niang et al. ([14], 2004) a établi l’estimation du mode dans

un espace vectoriel semi-norme. La normalité asymptotique a été obtenue par Ezzahrioui et

Ould-Saïd (([18],[19]), 2008), dans les deux cas indépendant et dépendant. La liste des tra-

vaux est longue, on peut citer ceux de Van Ryzin ([63], 1969). Plus récemment, Shi et al ([56],

2009)on amélioré le taux de convergence de l’estimateur du mode en fonction de la fenêtre

h. Vieu ([65],1996) a proposé l’étude de quatres estimateurs à noyau (globaux et locaux) du

mode basés sur des estimateurs à noyau de la densité et de sa dérivée. Par la méthod directe

on doit observer les travaux Chernoff([13],1964), Dalenues([15], 1965), Grenander([23], 1965),

Venter([64], 1967), . . . . Les données tronquées sont également courantes peuvent être trouvées

dans Woodroofe ([68], 1985), Wang et al.([67], 1986), Tsai et al.([61], 1987), Anderson et al. ([5],

1993), Lai et Ying ([35], 1991) et Chen et al. ([11], 1995). Les cas multidimensionnelles de ces

résultats ont été obtenues par Samanta ([55], 1973) et récemment, Abraham et al. (([1], 2003),

([2], 2004)) ont considéré l’estimation du mode comme élément des points d’échantillonnage et

a obtenu la consistance forte ainsi que des propriétés asymptotiques. Mokkadem et Pelletier

(([44], 2003), ([45], 2005)) et Mokkadem et al. ([46], 2006) ont étudié la loi du logarithme itéré

([20], 1943) . Hermann et Ziegler ([31], 2004) ont obtenu des taux d’estimation non paramé-

trique du mode en l’absence d’hypothèses de lissage. Bickel ([6], 2002) et Bickel et Fühwirth

([8], 2006) ont proposé avec des applications, un estimateur robuste du mode et comparées à

d’autres estimateurs robustes de mesure de localisation. Bickel ([7], 2003) a conclu que, même

si la médiane est résistante aux valeurs aberrantes, le mode est reste contre elles, aussi, c’est

une mesure de localisation plus sûre lorsque les données peuvent en souffrir.

Ce chapitre est divisé en cinq chapitres et il considère les deux cas des observations indé-

pendants et identiquements distribuées et le cas mélange.

Le premier chapitre est consacré à l’introduction des définitions et aux outils téchnique

utilisées pour l’élaboration de nous résultats, en particulier, nous rappelons la définition des
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processus de mélange, les définitions de différents mode de convergence. On trouvera aussi dans

ce chapitre un nombre trés importants des outils intéressant pour l’élaboration des résultats

obtenus.

Le deuxième chapitre est consacré à la convergence presque complète de l’estimateur du

mode dans le cas indépendant en précisant sa vitesse de convergence. Ensuite, on a montré la

normalité asymptotique.

Dans le troisième chapitre, on à étudié la convergence presque sûre de l’estimateur sous la

troncateure à gauche avec vitesse de convergence. En outre, on a montré que sous des conditions

de régularité, l’estimateur à noyan du mode convenablement normalisé est asymptotiquement

normal. En suite, nous avons opté pour des conditions un peu plus restrictives mais qui donne la

même vitesse de convergence du cas indépendant et identiquement distribuées au cas dépendant.

Dans le chapitre quatre, on a proposé des résultats qui sont spécifiques à des données

censurées à droite.

Le dernier chapitre est une extension des résultats des chapitres deux et trois au cas tranquées à

gauche et censurées à droite. Nous construisons des nouveaux estimateurs à noyan de la densité

On trouvera aussi quelque commentaires sur nos résultats dans la conclusion.



Chapitre 1

Définitions et Notations

1.1 Données incomplètes

L’analyse de survie est un domaine des statistiques qui trouve sa place dans tous les champs

d’application où l’on étudie la survenue d’un évènement. L’objectif de cette analyse réside

dans l’analyse du délai de survenue d’un évènement dans un ou plusieurs groupes d’individus.

Dans le domaine biomédical, par exemple, plusieurs évènements sont intéressants à étudier : le

développement d’une maladie, la réponse à un traitement donné, la rechute d’une maladie ou le

décés. Une des caractéristiques des données de survie est l’existence d’observations incomplètes.

La censure et la troncature font partie de processus générant ce type de données. Dans ce

chapitre nous allons rappeler quelques notions de base dans l’analyse de survie pour rendre la

lecture plus facile.

1.2 La durée de survie et la date d’origine

La durée de survie, notée par T , définie comme le délai écoulé entre deux états (états 0

et1). Pour définir ce délai il est nécessaire de définir une date d’origine qui est la date de début

du phénomène étudié. Par exemple, dans l’étude de l’évolution d’une maladie, la date d’origine

T0 est la date de début de la maladie et si on s’intéresse à l’âge du sujet à la survenue de

l’évènement, la date d’origine sera la date de naissance du sujet T0 = 0. Chaque individu peut

avoir une date d’origine différente.

9
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1.3 Les données Censure

La censure est le phénomène le plus couramment rencontré lors du recueil de données de

survie. pour l’individu i, considérons

– son temps de survie Xi

– son temps de censure Ci

– la durée réellement observée Ti

La durée Y est dite censure si la durée n’est pas intégralement observée.

1.3.1 Censure aléatoire à droite où à gauche

Une durée de vie aléatoire X est dite censurée par une variable aléatoire de censure C si on

observe parfois C au lieu de X. L’information donnée par C sur X est :

X > C s’il y a censure droite

X < C s’il y a censure gauche

1.3.2 Censure par intervalle :

Si, au lieu de X on observe C1 < C2 tels que C1 < X < C2 (X non observé), il y a censure

par intervalle.

1.4 Les données troncatures

Une autre situation dans laquelle les données incomplètes apparaissent est celle des données

tronquées. Les troncatures différent des censures au sens où elles concernent l’échantillonnage

lui même. Une observation est dite tronquée si elle est conditionnelle à un autre événement. On

dit que la variable T de durée de vie est tronquée si T n’est observable que sous une certaine

condition dépendante de la valeur de T .

1.4.1 Troncature à gauche

On dit qu’il y a troncature à gauche lorsque la variable d’intérêt X n’est observable que si

elle est supérieure à T. T est alors la variable aléatoire de troncature gauche :

X n’est observée que si X > T.
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1.4.2 Troncature à droite

On dit qu’il y a troncature à droite lorsque X n’est observable que si elle est inférieure à T.

T est alors la variable aléatoire de troncature droite :

X n’est observée que si X < T.

1.5 Les données troncature à gauche et censure à droite

On note X le temps de survie, T la variable de troncature et C la variable de censure. Dans

le cas des données tronquées à gauche et censurées à droite on observe (Z, δ, T ) si Z ≥ T, où

Z = min(X,C) et δ = 1{X≤C} . Lorsque Z < T on observe rien .

1.6 Définitions et Notations

Soient (Ω,A, P ) un espace de probabilité et {∆i}i∈Z une famille des variables aléatoires défi-

nie sur (Ω,A, P ) à valeurs dans un espace probabilisable (E, ξ). On note (σji )i 6=j dans Z∪{−∞,+∞},
la tribu engendrée par {∆k, i < k < j} et par L2(σji ) l’espace des variables aléatoires σji - mesu-

rable et de carrée sommable.

Définition 1.6.1. Soit {∆i}i∈Z une famille des variables aléatoires définie sur (Ω,A, P ) à

valeurs dans un espace probabilisable (E, ξ). On dit que la famille {∆i, i ∈ Z} est α- mélangent

si la suite

αn = sup
{k∈Z,A∈σk−∞,B∈σ+∞

n+k}
|P (A ∩B)− P (A)P (B)|

tend vers 0 quand n tend vers l’infinie. La suite αn est appelée coefficient de mélange .

Définition 1.6.2. On dit que qu’une famille {∆i, i ∈ Z} de variables aléatoires á valeurs

dans un même espace probabilisable (E,ε) est algébriquement α-mélangeante, s’il existe deux

constantes c ∈ R∗+ et a ∈ R∗+ telles que les coefficients de melange verifient

α(n) ≤ cn−a.

Définition 1.6.3. On dit que qu’une famille {∆i, i ∈ Z} de variables aléatoire á valeurs dans un

même espace probabilisable (E,ε) est géometriquement α-mélangeante, s’il existe deux constantes

s∈ R∗+ et t∈]0,1[ telles que les coefficients de mélange vérifient

α(n) ≤ stn.
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Définition 1.6.4. ([21], 2004) Une fonction K de Rp dans R est dite noyau d’ordre k, k ∈ N∗,

si :

Ti1,...,ip(K) = 0, ∀(i1, . . . , ip) ∈ Rp
∗ vérifiant ij < k, 1 ≤ j ≤ p.

et

Tj(K) 6= 0, ∀j ≤ k.

où

Ti1,...,ip(K) =

∫
R
ui11 , . . . , u

ip
p K(u1, . . . , up)du1, . . . , dup.

et

Tj(K) =

∫
R
ukjK(u1, . . . , up)du1, . . . , dup.

1.7 Outils

Lemme 1.7.1. ([21], 2004) Soit ∆1, . . . ,∆n des variables aléatoires réelles centrées, indépen-

dantes et identiquement distribuées, telles qu’il existe deux réels positifs d et δ vérifiant :

|∆1| ≤ d et E∆2
1 ≤ δ2.

Alors, pour tout ε ∈]0, δ
2

d
[ on a

P

[
n−1

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

∆i

∣∣∣∣∣ > ε

]
≤ 2e−

nε2

4δ2 .

Cette inégalité a été donnée par W.Hoeffding en (1963, ([21])). Les lemmes suivants donnent

les deux version de l’inégalité de Fuk Nagave

Lemme 1.7.2. ([21], 2004) Soit{∆i, iεN} une suite des variables aléatoires réelles α-mélangeante,

de coefficient de mélange αn vérifiant :

∃c ∈ R∗+, a ∈ R∗+ α(n) ≤ cn−a

et si ∀i, ‖∆i‖∞ <∞, alors, pour tout ε > 0 et r > 0, on a

P

[
|

n∑
k=1

∆k| > 4ε

]
≤
(

1 +
ε2

rS2
n

)−r
2

+ 2ncr−1

(
2r

ε

)a+1

. (1.1)

Pour calculer l’expression de S2
n, définie dans le lemme précédent, on utilise le lemme suivant :
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Lemme 1.7.3. ([21], 2004) Soit{∆i, iεN} une suite des variables aléatoires réelles α-mélangeante,

de coefficient de mélange αn vérifiant :

∃c ∈ R∗+, a ∈ R∗+ α(n) ≤ cn−a

et si ‖∆i‖∞ <∞, ∀i, alors, pour tout ε > 0 et r > 0

S2
n =

n∑
i=1

n∑
j=1

|cov(∆i,∆j)|.

Pour calculer l’expression de S2
n, définie dans le lemme précédent, on utilise le lemme suivant :

Lemme 1.7.4. ([21], 2004) Soit{∆i, iεN} une suite de variables aléatoires réelle α-mélangeante,

de coefficient de mélange αn, telle que ‖∆i‖∞ <∞,∀i. On a pour tout i 6= j :

|cov(∆i,∆j)| ≤ 4‖∆i‖∞‖∆j‖∞α|i−j|.

Lemme 1.7.5. Soit (Xn)n≥A une suite de variables aléatoires définies sur le même espace

probabilité (Ω,A,P), indépendantes. Supposons que, pour n ≥ 1, Xn ait une espérance finie µn

et un écart-type fini σn, et posons S2
n =

n∑
i=1

σ2
i et Zn =

1

Sn

n∑
i=1

(Xi − µi). Si, pour tout ε > 0,

lim
n−→∞

1

S2
n

n∑
i=1

E
(
(Xi − µi)21|Xi−µi|>εSn

)
= 0 alors la loi de Zn converge vers la loi normale

centrée réduite N (0, 1).

Lemme 1.7.6. Inégalité de Cr([38], 1963)

E[|X + Y |r] ≤ CrE[|X|]r + CrE[|Y |]r

qui vaut 1(resp.2r+1) selon que r ≤ 1(resp.r ≥ 1)

Lemme 1.7.7. Borel-Cantelli([52], 2000)

1. Soit An une suite d’événements si
∞∑
i=1

P(An) < +∞,

alors P(lim supAn) = 0.

2. On suppose maintenant que les événements (An) sont indépendants .Si
∞∑
i=1

P(An) = +∞,

alors P(lim supAn) = 1.
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Lemme 1.7.8. Inégalités Talagrand([60], 1996)

Si ε1, ε2, . . . , εn sont n variables aléatoires réelles indépendantes identiquements distribuées. et

si F est une classe de fonction mesurable et uniformément bornée telles que

U ≥ sup
f∈F
‖ f ‖∞ et σ2 ≥ sup

f∈F
V ar(f(ε1))

où σ et U sont des nombres réels vérifiant 0 ≤ σ ≤ U, alors il existe des constantes C et K0 ne

dépendant que des caractéristique A et υ de la classe telle que

P

{
sup
f∈F

∣∣∣∣ n∑
i=1

[f(εi)− Ef(εi)]

∣∣∣∣ > t

}
≤ K0 exp

{
− 1

K0U
log

(
1 +

tU

K0V 2
n

)}

Tel que ∀t ≥ C
√

log(AU/σ)Vn où Vn =
√
nσ + U

√
log

(
AU

σ

)
Convergence presque sûre([28], 1992)

La suite (Xn) converge presque sûrement (p.s.) vers X si

{W : lim
n→∞

Xn(W ) = X(W )}

a une probabilité 1

La Loi Forte des Grands Nombres ([28], 1992)

Soit (Xn)n≥0 une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées . Posons

Sn = X1 + ...+Xn

et supposons E[|X1|] <∞. Alors
Sn
n

converge presque surement vers E[X1].

Loi du logarithme itéré([20], 1943)

Soit (Xn)n∈N∗ une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. possédant un moment d’ordre 2

fini. En notant µ leur espérance, σ leur écart-type supposé non nul et en posant Xn :=
X1 + · · ·+Xn

n
, nous avons les deux égalités suivantes :

lim
n→∞

sup

√
n(Xn − µ)

σ
√

2 log log n
= 1, p.s.

et

lim
n→∞

inf

√
n(Xn − µ)

σ
√

2 log log n
= −1, p.s.



Chapitre 2

Estimation du mode par des données

complètes

Dans ce chapitre, considérons l’estimateur à noyau du mode dans le cas où les observations

sont indépendantes identiquement distribuées. Ce chapitre est divisé en deux sections. Dans la

première section, nous établissons la convergence presque complète. La normalité asymptotique

se trouve dans la deuxième section. Dans le cadre de l’approche non paramétrique, la plupart

du temps l’estimation consiste à estimer au préalable la densité puis à l’inverser pour obtenir

un estimateur du mode.

2.1 Modèle

Soit X1, · · · , Xn, n variables aléatoires indépendantes définie sur l’espace de probabilitée

(Ω,A,P). On suppose que la version régulière de la probabilité existe et admet une densité

bornée par rapport X notée fX dans un compact. Le mode simple θ de f défini comme suit :

f(θ) = sup
t∈R

f(t)

Où d’une façon équivalente

θ = arg sup
t∈R

f(t)

Et son estimateur θ̂(x) est définie par

θ̂ = arg sup
t∈R

f̂(t)

15
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Où f̂(t) est l’estimateur de f(t) telle que ;

f̂(x) =
1

nh

n∑
i=1

K

(
x−Xi

h

)
Où K est un noyau qui supposée et h > 0 est une suite de nombres réels positifs. Notons que

cet estimateur a été utilisé par Rosemblatt ([54], 1965). En suite, Vieu ([65], 1996) a utilisé

une idée trés différente de l’estimation du noyau de la densité. Dans ce cas le paramètre h est

remplacée par n-différentes dépends de Xi. l’idée est de construire un estimateur placées aux

points de données observées mais permet la largeur d’un point à un autre. L’estimateur de la

densité à noyau fn(x) de f(x) est comme suit :

fn(x) =
1

n

n∑
i=1

1

λih
K

(
x−Xi

λih

)

où λi = f̂(Xi)
−α pout tout i, 0 < α < 1 tel que f̂(Xi) > 0 . Albanson (1982, [3]) montre que

α = 1/2 est un bon choix car on peut obtenir un biais d’ordre h4 plutot que h2 et a présenté

un estimateur de mode basé sur l’estimation du noyau local de la densité.

2.2 Convergence presque complete

On suppose que les observations sont indépendantes et identiquement distribuée. Pour éta-

blir cet convergence, on introduit les hypothèses suivantes :

1. H1) Sur la densité

(i) La fonction de la densité f(x) est uniformement continue.

(ii) lim
x→0

f(x) = 0.

(iii) La fonction f(x) est continue de seconde ordre

2. H2) Sur le noyau

La fonction K(x) est une fonction de Borel qui vérifée les conditions suivants :

a) K(x) est défférentiable.

b) sup
x∈R
|K(x)| <∞.

c)
∫
R

|K(x)|d(x) <∞.

d)
∫
R

K(x)d(x) = 1.

e) lim
x→∞
|nK(x)| = 0.
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3. H3) Sur le paramètre de lissage

Le paramètre h = hn est une fonction de n qui vérifié la condition suivante tel que :

lim
n→∞

h = 0, lim
n→∞

nh = 0, lim
n→∞

nh2 = 0

Théorème 2.2.1. Sous les hypothèses H1, H2 et H3, on a

P[|θn − θ| < ε]→ 1

Preuve :

Pour η(ε) > 0 existe, on a d’aprés (H1, i)

|x− θ| ≥ ε⇒ |f(x)− f(θ)| ≥ η(ε), ε > 0 (2.1)

D’autre part, on a

|f(θn)− f(θ)| = |f(θn)− fn(θn)|+ |fn(θn)− f(θ)|

≤ sup
x
|f(x)− fn(x)|+ sup

x
|fn(x)− f(x)|

≤ 2 sup
x
|fn(x)− f(x)|

Donc,
P[|θn − θ| ≥ ε] ≤ P[|fn(θ)− f(θ)| ≥ η(ε)]

≤ P[sup
x
|fn(x)− f(x)| ≥ 1

2
η(ε)]

La preuve est basée sur la proposition suivante :

Proposition 2.2.1. Sous les hypothèses H1 , H2 et H3 du théorème 2.2.1, on a

P
[

lim
n→∞

sup
x
|fn(x)− f(x)| = 0

]
= 1

Démonstration : La preuve se repose sur la décomposition suivante :

fn(x)− f(x) = fn(x)− Efn(x)︸ ︷︷ ︸
despersion

+Efn(x)− f(x)︸ ︷︷ ︸
biais

Lemme 2.2.1. Sous les hypothèses H2, H4, on a

sup
x
|Efn(x)− f(x)| = O(1) (2.2)
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Preuve

On a,

Efn(x) = E
(

1

n

n∑
i=1

1

λih
K

(
x−Xi

λih

))

= E
(

1

λih
K

(
x−Xi

λih

))

=
1

h

∫ +∞

−∞
K

((
x− u
h

)
f(u)

1
2

)
f(u)

1
2f(u)dx

Avec un changement de variable y = x−u
h
⇒ x = u−hy ⇒ dx = −hdy et par le développement

de Taylor, on obtient

Efn(x) =

∫
R
K

(
yf

1
2 (x+ hy)

)
f

3
2 (x+ hy)dy

≈
∫
R
[f(x)

3
2 +

3

2
hyf

1
2 (x)f ′(x)]K(yf

1
2 (x+ hy))dy

+

∫
R

{
h2y2

2

[
3

4
f
−1
2 (x)f ′(x) +

3

2
f

1
2 (x)f ′′(x)

]
+ 0(h2)

}
K(yf

1
2 (x+ hy))dy

≈ f(x)
3
2

∫
R
K(yf

1
2 (x+ hy))dy +

3

2
hf

1
2 (x)f ′(x)

∫
R
yK

(
yf

1
2 (x+ hy)

)
dy

+
h2

2

[
3

2
f

1
2 (x)f ′(x) +

3

2
f

1
2 (x)f ′′(x)

] ∫
R
y2K

(
yf

1
2 (x+ hy)

)
dy

Pour t = yf
1
2 (x+ hy) et le dévelppement de Taylor on a f

1
2 (x+ hy) autour de x, on obtient

Efn(x) ≈ f(x) + 0(h2)

Lemme 2.2.2. Sous les hypothèses H2, H4, on a

sup
x
|fn(x)− Efn(x)| = 0(1) (2.3)

Preuve :

On pose fn(u) =
1

n

n∑
i=1

I(u−Xi), tel que

 I(x− y) = 1 si x ≥ y

I(x− y) = 0 si x < y
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Soit

sup
x
|fn(x)− Efn(x)| = sup

x

∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

1

f
1
2 (Xi)h

K

(
x−Xi

f
1
2 (Xi)h

)
−
∫
R

1

f
1
2 (u)h

K

(
x− u
f−

1
2 (u)h

)
f(u)du

∣∣∣∣
= sup

x

∣∣∣∣ ∫
R

1

f−
1
2 (u)h

K

(
x− u
f−

1
2 (u)h

){
dfn(u)− df(u)

}∣∣∣∣
≤ h−1 sup

x

∣∣∣∣fn(u)− f(u)

∣∣∣∣µ
Où

µ =

∫
R

{
h−1f(u)K ′((x−u)h−1f

1
2 (u))+

1

2
h−1K ′((x−u)h−1f

1
2 (u))+

1

2
h−1f

1
2 (u)K((x−u)h−1f

1
2 (u))

}
Pour tout ε > 0,

∞∑
i=1

P
{

sup
x

∣∣∣∣fn(x)− f(x)

∣∣∣∣ > ε

}
≤

∞∑
i=1

P
{

sup
x
f

1
2 (x)

∣∣∣∣fn(x)− f(x)

∣∣∣∣ > εh

µ

}

≤ C
∞∑
i=1

exp

{
−2ε2nh2

µ2

}
<∞, nh2 →∞

Ensuite, par le lemme de Borel-Cantelli ([52], 2000), voir Pranab et Seng (([51], 1993), pp. 55)

avec (2.2), la preuve du lemme est complétée.

2.3 Normalité Asymptotique

La normalité asymptotique nous permet de construire les intervalles de confiance et de faire

les tests. On établit la normalité asymptotique de cet estimateur lorsque les observations sont

indépenants et identiquements distribuées.

Théorème 2.3.1. Sous les hypothèses H1, H2 et H3, on a

√
nh3(θn − θ)→ N

[
0,
f 5/2(θ)

∫
RK

′(t)dt

f ′′(θ)2

]
(2.4)

Preuve

L’utilisation du dévelpement de taylor, nous permet d’écrire

0 = f ′n(θn) = f ′(θn) + (θn − θ)f ′′n(θ∗n). (2.5)
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Avec θ∗n ∈ [θn, θ]. Donc,

θn − θ = − f ′n(θ)

f ′′n(θ∗n)
Avec f ′′n(θ∗n) 6= 0. (2.6)

Sous le théorème (2.3.1), θ∗n
P−→ θ et par le lemme (2.3.2, (2.10)), on a

f ′′n(θ∗n) −→ f ′′(θ∗). (2.7)

Lemme 2.3.1. Sous les hypothèses du proposition (2.2.1), on obtient

√
nh3

(
f ′n(x)− f ′(x)

)
−→ N

[
0, f 5/2(θ)

∫
R
K ′2(t)dt

]
(2.8)

Lemme 2.3.2. Sous les hypothèses H1, H2 et H3, on a

P[ lim
n→∞

sup
x
|Ef ′n(x)− f ′(x)| = 0] = 1 (2.9)

P[ lim
n→∞

sup
x
|Ef ′′n(x)− f ′′(x)| = 0] = 1 (2.10)

Preuve

Pour simplifiée les notations, on pose

f ′(x) =
1

n

n∑
i=1

1

(λih)2
K ′
(
x−Xi

λih

)
et

f ′′(x) =
1

n

n∑
i=1

1

(λih)3
K ′′
(
x−Xi

λih

)
La preuve est similaire que celle utilisées dans le théorème précédente.

Preuve du lemme (2.3.2)

On pose

Vni =
1

(λih)2
K ′
(
x−Xi

λih

)
Tel que

f ′(x) =
1

n

n∑
i=1

Vni (2.11)

Où (Vni)i=1,n sont des variables indépendants et identiquements distribuées. La démonstration

de ce lemme est basée sur le théorème du central limite qui exige comme une condition de

Liapounov ([4], 1992) qui satisfait pour δ > 0,

lim
n−→∞

E|Vn − E(Vn)|2+δ

n
δ
2σ2+δ(Vn)

= 0 (2.12)
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Tel que

Vn =
1

(λh)2
K ′
(
x−X
λh

)
Donc,

E[Vn]2+δ =

∫
R

∣∣∣∣h−2f(u)K ′((x− u)h−1f
1
2 (u))

∣∣∣∣2+δ

f(u)du

=

∫
R
h−2(2+δ)f 3+2δ(u)

{
K ′
(

(x− u)h−1f
1
2 (u)

)}2+δ

du

=

∫
R
h−3−2δf 3+2δ(x+ hy)

{
K ′
(
yf

1
2 (x+ hy)

)}2+δ

dy

Par le changement du variable t = yf
1
2 (x + hy) et le développement Taylor de f

1
2 (x + hy) et

f 3+2δ(x+ hy) autour de x, on obtient

E|Vn|2+δ ≈ h−3−2δf
5
2

+2δ(x)

∫
R
K ′(t)2+δdt

pour δ = 0, on a

V ar(Vn) ≈ h−3f
5
2 (x)

∫
R
K ′(t)2dt. (2.13)

Donc,
E|Vn − E(Vn)|2+δ

n
δ
2σ2+δ(Vn)

=
(λh)3+2δE|Vn − E(Vn)|2+δ

λ3+2δ(nh)
δ
2h3+ 3

2
δσ2+δ(Vn)

→ 0

puisque h3+ 3
2
δσ2+δ(Vn) = h3σ2(Vn)

2+δ
2 → f 5/2(x)

∫
RK

′2(t)dt)
2+δ
2 <∞ et nh→∞

Maintenant, d’aprés la condition (2.12) de liapounov ([4], 1992), on obtient pour tout

i = 1, 2, · · · , n, Vni est normalement asymptotique distribuées de Vn et le lemme (2.3.2, (2.9)),

(2.11) et (2.13), la preuve est compléte.



Chapitre 3

Estimation du mode par le modèle à

troncature à gauche

Dans ce chapitre, nous étudions certaines propriétés asymptotiques de l’estimateur à noyau

du mode lorsque la variable d’intérêt est soumise à une troncature aléatoire à gauche. La

convergence uniforme presque sûre sur un compact de la densité ainsi sur le mode avec vitesse de

convergence. En outre, démontrons que, sous des conditions de régularité, l’estimateur à noyau

du mode convenablement normalisé est asymptotiquement normal. L’intérêt principal dans

l’étude de l’estimation des mode est sa robustesse, la construction des intervalles de confiance

et la prévision à partir des données. Nos résultats sont obtenus dans un cadre général pour des

données i.i.d. et α-mélange.

3.1 Modèle

Soit Y et T deus variables aléatoires indépendantes avec des fonctions de distribution F et L

respectivement, supposés être continus. Soit (Y1, T1), · · · , (YN , TN) sont N-iid du couple (Y, T )

où N est déterministe mais inconnue. Dans le modèle de troncature gauche aléatoire, la variable

aléatoire Y d’intérêt est interféré par la troncature T, de telle sorte que les deux quantités Y et

T ne sont observables que si Y ≥ T alors que rien n’est observé si Y < T . Une conséquence de

la troncature, la taille de l’échantillon vraiment observé n est une variable aléatoire distribuée

selon β(N,α) où α = P(Y1 ≥ T1) > 0. Par la loi forte des grands nombres ([28], 1992) on a,

lorsque N tend vers ∞

αn :=
n

N
→ α p.s.

22
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La fonction de répartition continue L (resp F ) est inconnue et de densité f . La fonction de

répartition conjointe de Y et T est comme suit :

H(y, t) = P(Y1 ≤ y, T1 ≤ t) = F (y)L(t)

Conditionnellement à la valeur de n, les données observées (Yn, Tn) sont encore i.i.d mais leur

fonction de répartition jointe différente ce celle que celui définie précédemment

H∗(y, t) = P(Y1 ≤ y, T1 ≤ t/Y1 ≥ T1)

= α−1
∫ y
−∞ L(t ∧ τ)dF (τ)

Nous notons par aW et bW respectivement, les bornes inférieure et supérieure du support de W

définies respectivement par

aW = inf{y : W (y) > 0} et bW = sup{y : W (y) < 1}

Pour y ≤ aF

C(y) = P(T1 ≤ y ≤ Y1/Y1 ≥ T1)

= α−1L(y)(1− F (y−))

et son estimateur est comme suit :

Cn(y) =
1

n

n∑
i=1

1{Ti ≤ y ≤ Yi}

Lynden-Bell (1971, [41]) introduit les estimateurs de maximum de vraisemblance non paramé-

triques de F et L données par les estimateurs produit-limite suivants :

1− Fn(y) =
∏
{i:Yi≤t}

(
1− 1

nCn(Yi)

)
et

Ln(y) =
∏
{i:Ti>t}

(
1− 1

nCn(Ti)

)
Woodroofe (1985, [68]) établit la convergence presque sûre des estimateurs de Lynden- Bell([41],

1971) et ainsi que les conditions qui à été remarqué que F et L peuvent être estimés complé-

tement seulement si aL ≤ aF et que bL ≤ bF et∫ +∞

aF

1

L
dF <∞
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Soit R(.) une fonction définie par :

R(y) = L∗(y)− F ∗(y) = µ−1L(y)[1− F (y)] (3.1)

Avec son estimation empirique

Rn(y) = L∗n(y)− F ∗n(y−) =
1

n

n∑
i=1

1{Ti≤y≤Yi}, aF ≤ y < +∞ (3.2)

De manière analogue aux données complètes, la fonction mode d’une densité est donnée par la

relation suivante :

θ = arg sup
t∈R

f(t)

Un estimateur à noyau du mode θ est définie comme la variable aléatoire θ̂n qui maximise

l’estimateur à noyau de la densité f̂n de f , c’est à dire

f̂n(θn) = sup
t≥aF

f̂n(t)

dans le cas de troncature à gauche. L’estimateur f̂n est définit comme suit :

f̂n(t) =
αn
nhn

n∑
i=1

1

Ln(yi)
K

(
t− Yi
hn

)
(3.3)

K est une densité de probabilité sur R, (hn) est une suite de réels positifs tend vers zéro quand

n → +∞ et Ln est un estimateur de Lyndel-Bell ([41], 1971). Dans cette partie, nous allons

reprendre les résultats et les propriétés asymptotiques de l’estimateur à noyau du mode simple

pour un modèle tronqué à gauche avec des données indépendants et identiquements distribuées.

3.2 Cas i.i.d.

On suppose que les observations sont indépendants et identiquements distribuées.

Hypothèses

Soit Ω un sous ensemble compact de Ω ⊂ Ω0 = {y : y ≥ aF}

– H1) Le paramètre de lissage hn est satisfait si nhn
logn
→∞, lorsque n→∞.

– H2) Le noyau K est bornée, à support compact et trois fois défférentiables telle que K,

K(1) et K(2) sont bornées.

– H3) K est un noyau d’ordre deux.

– H4) La densité f est bornée et trois fois continûment différentiable tel que θ ∈ Ω̊ où Ω̊

est l’interieur de Ω.
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– H5) Le mode θ est vérifie la condition suivante :

∀ε > 0,∃η > 0,∀y : |θ − y| ≥ ε⇒ |f(θ)− f(y)| ≥ η

– H6) Le paramètre hn est vérifié si hn → 0, nh6n
logn
→∞ et nh7

n →∞ lorsque n→∞

Remarque

– L’hypothèse H1 est nécéssaire pour la convergence de fn(.) et f̂ 2
n(.)

– H2-H4 sont des hypothèses communs de l’estimation non paramétrique.

– H5 pour l’unicité uniforme du mode.

– H6 est utilisé pour prouver la normalité asymptotique ainsi que la convergence de f̂ 2
n(.).

Le théorème suivant donne le résultat de la convergence de l’estimateur du mode simple

3.2.1 Convergence presque sûre

Théorème 3.2.1. Sous les hypothèses H1-H5, on a∣∣∣θ̂n − θ∣∣∣ −→ 0, p.s. lorsque n→∞

Corollaire 3.2.1. En plus, si H4 est vérifiée pour n assez grand, on a

θ̂n − θ = 0

(
max

((
log n

nhn

)1/4

, hn

))
, p.s. lorsque n→∞

Preuve :

on a

|f(θ̂n)− f(θ)| ≤ |f(θ̂n)− f̂n(θ̂n)|+ |f̂n(θ̂n)− f(θ)|

≤ sup
y∈D
|f̂n(y)− f(y)|+ |f̂n(θ̂n)− f(θ)|

Ensuite

|f̂n(θ̂n)− f(θ)| = | sup
y∈D

f̂n(y)− sup
y∈D

f(y)|

≤ sup
y∈D
|f̂n(y)− f(y)|

Donc

|f(θ̂n)− f(θ)| ≤ 2 sup
y∈D
|f̂n(y)− f(y)| (3.4)

L’utilisation de développement de Taylor de f(.) au voissinage de θ, donne

f(θ̂n)− f(θ) =
1

2
(θ̂n − θ)2f (2)(θ∗)

Où θ∗ est entre θ̂n et θ.
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Proposition 3.2.1. Sous les hypothèses du théorème 3.2.1, on a

sup
yεΩ
|f̂n(y)− f(y)| = 0

{
max

(√
log n

nhn
, h2

n

)}
, p.s.

Preuve :

À l’aide de l’inégalité triangulaire, on a

sup
yεΩ
|f̂n(y)− f(y)| ≤ sup

yεΩ
|f̂n(y)− f̃n(y)|+ sup

yεΩ
|f̃n(y)− E[f̃n(y)]|+ sup

yεΩ
|E[f̃n(y)]− f(y)|

= S1 + S2 + S3

Où

f̃n(t) =
α

nhn

n∑
i=1

α

L(Yi)
K

(
t− Yi
hn

)
La démonstration du théorème 3.2.1 se repose sur les lemmes suivants :

Lemme 3.2.1. Sous l’hypothèse H4, on a

S1 = OP

(
1√
n

)
Preuve :

On pose

Ki = K

(
y − Yi
hn

)
.

Ensuite, nous avons la décomposition suivante :

|f̂n(t)− f̃n(t)| ≤ |α̂n − α|
nhn

n∑
i=1

1

Ln(Yi)
Ki +

α

nhn

n∑
i=1

∣∣∣∣ 1

Ln(Yi)
− 1

L(Yi)

∣∣∣∣Ki

≤
{
|α̂n − α|︸ ︷︷ ︸

V1n

1

Ln(aF )
+
α(L(aF ))−1

Ln(aF )
sup
y∈D
|Ln(y)− L(y)|︸ ︷︷ ︸

V2n

}
|f ∗n(y)|

D’aprés (He et Yang [([30], 1998), théorème 3.2]),

|αn − α| = 0P(n−1/2)

et

Ln(aF )
p.s−→ L(aF ) > 0,

on obtient

V1n = 0P(n−1/2)
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De la même manière, par Woodroofe (([68], 1985), remarque 6), on obtient

V2n = 0P(n−1/2)

Finalement, nous utilisons le fait que f ∗n(y) tends vers f ∗(y) =
L(y)

α
f(y), qui est bornée par

l’hypothèse (H4)

Lemme 3.2.2. Sous les hypothèses H1, H2 et H4, on a

S2 = O

(√
log n

nhn

)
Preuve : Sous (H2), la fonction

Fn =

{
ψy(.) =

α

nhn
K

(
y − .
hn

)
; y ∈ R

}
est une classe bornée de fonctions mesurables qui sont uniformément bornée avec ∆1 = ‖K‖∞

nhn
.

En plus, par le lemme (2.6.18, (vi)) de vander Vaart et Wellner ([62], 1996) avec g(y) = 1/L(y),

la fonction

Hn =

{
Ξy(u) =

α

nhnL(y)
K

(
y − u
hn

)
; y ≥ aF

}
est une classe de fonction mesurable bornée par rapport à ∆1 = ‖K‖∞

nhnL(aF )
. En plus

E[Ξy(Y )] ≤ ‖f‖∞
n

= Un et E[Ξ2
y(Y )] ≤ ‖f‖∞

n2hnL(aF )
= σ2

n

Par l’inégalité de Talagrand ([60], 1996) avec t = D
√

logn
nhn

, où D est une constante positive, il

existe deux constantes positives c1 et c2 tel que

P
{

sup
Ξy∈Hn

∣∣∣∣ n∑
i=1

{Ξy(Yi)− E[Ξy(Y )]}
∣∣∣∣ ≥ D

√
log n

nhn

}

≤ c1 exp

−
D
√

n logn
nhn

c1‖f‖∞
log

1 +

D‖f‖∞
n

√
logn
nhn

c1

(√
‖f‖∞

nhnL(aF )
+ ‖f‖∞

n

√
log(c2

√
‖f‖∞hn(aF ))

)2




≤ c1 exp

−
D
√

n logn
nhn

c1‖f‖∞
log

[
1 +

nhnL(aF )
c1

D

n

√
log n

nhn(
1 +

√
1
n
‖f‖∞L(aF )hn log(c2

√
‖f‖∞L(aF )hn)

)2

]
≤ c1 exp

{
− D

c1‖f‖∞

√
n log n

hn

L(aF )

c1

D

√
hn log n

n

}
≤ c1n

−D
2L(aF )

c21‖f‖∞
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Pour n soit large et le choix de D, on obtient 0(n−3/2). Par le lemme Borel-Cantelli ([52], 2000)

et (H1), on a

S2 = 0

(√
log n

nhn

)
, p.s

Lemme 3.2.3. Sous les hypothèses H2, H4, on a

S3 = O

(
h2
n

)
, p.s.

Preuve On a

Ef̃n(t)− f(t) = E
(

α

nhn

n∑
i=1

1

L(Yi)
K

(
t− Yi
h

))
− f(t)

=
1

h
E
(
K

(
t− Yi
h

))
− f(t)

=
1

h

∫
K

(
t− u
h

)
f(u)du− f(t)

=

∫
K(z)f(t− zh)dz − f(t) (3.5)

Par le dévelopement de Taylor on a

Ef̃n(t)− f(t) =

∫
K(z)

(
f(t̃)− zhf ′(t̃) +

(zh)2

2
f ′′(t̃)

)
dz − f(t)

=

∫
h2K(z)z2f ′′(t̃)dz

où t̃ ∈ [t− zh, t]. Alors on obtient

S3 = 0(h2), p.s. quand n→∞

3.2.2 Normalité asymptotique

Le théorème suivant est nécessaire pour établir la normalité asymptotique de l’estimateur

du mode.

Théorème 3.2.2. Sous l’hypothèse H1, H4 et H6, on a√
nh3

nf
(2)(θ)

σ2
(θ̂n − θ)

l−→ N (0, σ2)

où l−→ désigne la convergence en loi, telle que

σ2 =
αf(θ)

L(θ)

∫
R
[K(1)(θ)]2dθ
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Preuve :Maintenant, on suppose que la densité f(.) a un mode unique au θ, sous hypothèse

H4, on a

f 1
n(θ) = 0 et f 2

n(θ) < 0

et le même, par l’hypothèse H2 avec la probabilitée un , on a

f̂ 1
n(θ̂n) = 0 et f̂ 2

n(θ̂n) < 0.

D’aprés le developpement de Taylor de la fonction f au voisinage de θ, on a

0 = f̂ 1
n(θ̂n) = f̂(θ) + (θ̂n − θ)f (2)(θ∗)

Où θ∗n est située entre θ̂n et θ. Ensuite

θ̂n − θ =
f̂ 1
n(θ̂)

f̂ 1
n(θ̂n)

La preuve du théorème est basée sur la décomposition suivante :√
nh3

n

f̂
(1)
n (θ)

f̂
(2)
n (θ∗n)

=
√
nh3

n

f̂
(1)
n (θ)− f̃ (1)

n (θ)

f̂
(2)
n (θ∗n)

+
√
nh3

n

f̃
(1)
n (θ)− E[f̃

(1)
n (θ)]

f̂
(2)
n (θ∗n)

+
√
nh3

n

E[f̃
(1)
n (θ)]

f̂
(2)
n (θ∗n)

=
A1 + A2 + A3

f̂
(2)
n (θn)

La démonstration du Théorème (3.2.2), repose sur les résultats suivants :

– Ai → 0, i = (1, 3)

– A2  N (0, σ2)

– f̂
(2)
n (θ∗n) converge en probabilité vers f (2)(θ)

Pour le premier terme A1, on a

√
nh3

n

(
f̂ (1)
n (θ)− f̃ (1)

n (θ)

)
≤

{
|αn − α|

√
nh3

n ×
sup
y≥aF
|Ln(y)− L(y)|

L(aF )Ln(aF )

+ α
√
nh3

n ×
sup
y≥aF
|Ln(y)− L(y)|

L(aF )Ln(aF )
+
√
nh3

n ×
|αn − α|
L(aF )

}
× 1

nh2
n

∣∣∣∣ n∑
i=1

K(1)

(
θ − Yi
hn

)∣∣∣∣
= U1 + U2 + U3
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Par (He et Yang [([30], 1998), théorème 3.2]), |αn − α| = 0P(n−1/2) et le fait

sup
y≥aF
|Ln(y)− L(y)| = 0P(n−1/2) tel que Ln(aF )

p.s.−−→ L(aF ) > 0 et puisque

1

nh2
n

n∑
i=1

K(1)

(
θ − Yi
hn

)
= (f ∗n)(1)(θ), tends vers (f ∗)(1)(θ),

qui n’est pas nécessairement égale à zéro au point θ, on obtient

U1 = 0P

(√
h3
n

n

)
= 0P

(
hn

)
.

De la même manière, nous obtenons U2 = 0P(
√
h3
n) et U3 = 0P(

√
h3
n), ce qui nous permet de

conclure que A1 est négligeable.

Maintenant, Pour le troisième terme A3

On a

E[f̃
(1)
n (θ)] =

α

h2
n

∫
K(1)( θ−u

hn
)

L(u)
dF ∗(u)

=
1

h2
n

∫
K(1)(

θ − u
hn

)f(u)du

=
1

hn

∫
K(v)f (1)(θ − vhn)dv

Par le développement de Taylor de f (1)(.) autour de θ, les hypothèses (H2)−(H3) et la définition

du mode, nous obtenons

√
nh3

nE[f (1)
n (θ)] =

√
nh7

n

∫
v2K(v)f (3)(θ∗)dv

Où θ∗ est entre θ et θ − vhn. Par les hypothèses (H2), (H4) et (H6, ii), on obtient le résultat,

pour établir la normalité asymptotique de A2, on a besoin le lemme suivante :

Lemme 3.2.4. Sous les hypothèses (H2), (H4) et (H6, ii), nous avons

√
nh3

nV ar[f̃
(1)
n (θ)]→ αf(θ)

L(θ)

∫
(K(1)(v))2dv, quand n→∞
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Preuve

V ar(f̃
(1)
n (θ)) = V ar

(
α

nh2
n

n∑
i=1

1

L(Yi)
K(1)

(
θ − Yi
hn

))

=
α2

nh4
n

{
E
[

1

L(Yi)
K(1)

(
θ − Yi
hn

)]2

− E2

[
1

L(Yi)
K(1)

(
θ − Yi
hn

)]}

=
α2

nh4
n

∫
L(v)

α

[
1

L(v)
K(1)

(
θ − v
hn

)]2

f(v)dv − 1

nh4
n

[ ∫
K(1)

(
θ − v
hn

)
f(v)dv

]2

=
α

nh3
n

∫
1

L(θ − vhn)

(
K(1)(u)

)2

f(θ − uhn)du

−
[

1√
nh2

n

∫
K(1)(u)f(θ − uhn)du

]2

=: V1 − V2

D’une manière analogue, nous obtenons nh3
nV2 → 0 sous (H1) - (H4). Encore une fois, le

développement de Taylor donne

V1 =
αf(θ)

nh3
n

∫ θ−aF
hn

aF

1

L(θ − uhn)

(
K(1)(u)

)2

du+ 0

(
1

nh2
n

)
Depuis θ > aF , il n’existe n0 tel que, pour tout n ≥ n0 fixé,∫ θ−aF

hn

aF

1

L(θ − uhn)

(
K(1)(u)

)2

du ≤ 1

L(aF )

∫ +∞

aF

(
K(1)(u)

)2

du

D’où, par le théorème de la convergence dominé, comme n→∞,∫
1

L(θ − uhn)

(
K(1)(u)

)2

du→ 1

L(θ)

∫ (
K(1)(u)

)2

du

Qui est fini par (H2) . Enfin, nous obtenons

nh3
nV ar(f

(1)
n (θ))→ αf(θ)

L(θ)

∫ (
K(1)(u)

)2

du

Maintenant, tout ce qui reste à montrer est que le numérateur de A2 est une somme de i.i.d.

qui répond au théorème de Lindeberg ([37], 1922). À cette fin, Considérons

Zin(y) =
α√
nhn

(
1

L(Yi)
K(1)

(
y − Yi
hn

)
− E

(
1

L(Yi)
K(1)

(
y − Yi
hn

)))
Puis

n∑
i=1

Zin(y) =
√
nh3

n

(
f̃ (1)
n (y)− E

[
f̃ (1)
n (y)

])
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Par conséquent

V ar

( n∑
i=1

Zin(y)

)
= nh3

nV ar

(
f̃ (1)
n (y)

)
Ensuite nous avons

Lemme 3.2.5. Sous les hypothèses (H2), (H4), (H6, i), on a ∀ε > 0,

n∑
i=1

∫{
Z2
in(y)>ε2V ar

( n∑
i=1

Zin(y)

)} Z2
in(y)dF ∗(y)→ 0 quand n→∞

Preuve. D’une part, on a

Z2
in(y) ≤ 2α2

nhn

{
1

L2(Yi)

(
K(1)

(
y − Yi
hn

))2

+ E2

[
1

L(Yi)

(
K(1)(

y − Yi
hn

)

)]}
=

2α2

nhn

1

L2(Yi)

(
K(1)

(
y − Yi
hn

))2

+
2α2

nhn
E2

[
1

L(Yi)

(
K(1)

(
y − Yi
hn

))]
(3.6)

Notons que

2α2

nhn
E2

[
1

L(Yi)

(
K(1)

(
y − Yi
hn

))]
=

2hn
n

E2

[
α

hnL(Yi)
K(1)

(
y − Yi
hn

)]
Qui donne

2α2

nhn
E2

[
1

L(Yi)

(
K(1)

(
y − Yi
hn

))]
→ 0 quand n→∞ (3.7)

Par le lemme (3.2.7), on a

V ar

( n∑
i=1

Zin(y)

)
→ αf(θ)

L(θ)

∫
(K(1)(u))2du

Puis pour ε =
αf(θ)

2L(θ)

∫
(K(1)(u))2du > 0, ∃n0 ∈ N∗ tel que ∀n ≥ n0 on a

V ar

( n∑
i=1

Zin(y)

)
≥ αf(θ)

2L(θ)

∫ (
K(1)(u)

)2

du

Maintenant, on pose

V (Yi) =
1

L2(Yi)

(
K(1)

(
y − Yi
hn

))2

+ E2

[
1

L(Yi)

(
K(1)

(
y − Yi
hn

))]
De (3.6) nous avons

Z2
in(y) ≤ 2α2V (Yi)

nhn

Par (3.7), pour n ≥ n0 on a{
Z2
in(y) > ε2V ar

( n∑
i=1

Zin(y)

)}
⊂
{
Z2
in(y) > ε2

αf(θ)

2L(θ)

∫ (
K(1)(u)

)2

du

}
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Maintenant, soit ε′ = ε2
αf(θ)

4L(θ)

∫ (
K(1)(u)

)2

du on a

{
Z2
in(y) > ε2V ar

( n∑
i=1

Zin(y)

)}
⊂

{
Z2
in(y) > 2ε′

}
=

{
nhn
2α2

Z2
in(y) > ε′nhn

}
⊂
{
V (Yi) > ε′nhn

}
⊂

{
1

L2(Yi)

(
K(1)

(
y − Yi
hn

))2

>
ε′nhn

2

}
∪
{
E2

[
1

L(Yi)

(
K(1)

(
y − Yi
hn

))]
>
ε′nhn

2

}
Par (3.7) et pour n assez grand, on a{

E2

[
1

L(Yi)

(
K(1)

(
y − Yi
hn

))]
>
ε′nhn

2

}
= ∅ (3.8)

De plus, puisque L est borné et que K(1) est borné, par (A6, i) pour n assez large{
1

L2(Yi)

(
K(1)

(
y − Yi
hn

))2

>
ε′nhn

2

}
= ∅ (3.9)

Par conséquent, d’aprés (3.8) , (3.9) et pour n assez grand on obtient{
Z2
in(y) > ε2V ar

( n∑
i=1

Zin(y)

)}
= ∅

qui compléter la preuve.

Maintenant, il suffit de prouver que

f̂
(2)
n (θ∗n)

P−→ f
(2)
n (θ). On observe que l’on peut écrire

sup
y∈Ω
|f̂ (2)
n (y)− f̂ (2)(y)| ≤ sup

y∈Ω

1

h3
n

∣∣∣∣ ∫ K(2)

(
y − v
hn

)
{dF̂n(v)− dF (v)}

∣∣∣∣
+ sup

y∈Ω

∣∣∣∣ 1

h3
n

∫
K(2)

(
y − v
hn

)
f(v)dv − 1

hn

∫
K

(
y − v
hn

)
f (2)(y)dv

∣∣∣∣
= S1 + S2

Maintenant, S1 et S2 tends vers zero uniformément lorsque n tends vers à l’infini. En effet,

d’une part, par développement de Taylor et l’intégration par partie et les hypothèses (A1),

(A2), (A4) et (A6, i)

S1 ≤ sup
y∈Ω

1

h3
n

∫
|K(3)(v)||F̂n(y − vhn)− F (y − vhn)|dv

≤ sup
y∈Ω
|F̂n(y)− F (y)| 1

h3
n

∫
|K(3)(v)|dv
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Alors, par le lemme (3.2.7), on obtient

S1 = O

(√
log n

nh6
n

)
, p.s.

Sous les hypothèses (A2), (A4) et par l’intégration par partie on a

S2 = sup
y∈Ω

∣∣∣∣ 1

hn

{∫
K

(
y − v
hn

)
f (2)(v)dv −

∫
K

(
y − v
hn

)
f (2)(y)dv

}∣∣∣∣
Ensuite, par un changement de variable et de développement de Taylor

S2 ≤ sup
y∈Ω

∫
K(v)|f (2)(y − vhn)− f (2)(y)|dv

≤ hn

∫
|v|K(v)|f (3)(v∗)|dv = 0(hn)

Où v∗ est entre y − vhn et y. Maintenant, pour n assez grand, nous avons

f̂ (2)
n (θ∗n)− f (2)(θ) ≤ sup

y∈Ω
|f̂ (2)
n (y)− f (2)(y)|+ |f (2)(θ∗n)− f (2)(θ)|

Comme θ∗n est située entre θ et θ̂n, le corollaire (3.2.1) implique la convergence presque sûre

de θ∗n vers θ. La continuité de f (2)(.) assure donc la convergence presque sûre de f (2)(θ∗n) vers

f (2)(θ). De plus, en raison de la convergence presque sûre de f̂ (2)(.) à f (2)(.) uniformément sur

Ω, on conclut que f̂ (2)(θ∗n) converge en probabilité vers f (2)(θ) 6= 0.

Lemme 3.2.6. Sous l’hypothèse (H1), nous avons

sup
y∈Ω
|F̃n(y)− F (y)| = 0

(√
log n

n

)
, p.s. quand n→ +∞

Preuve : Considérons la suite Y1, Y2, ..., Yn indépendants et identiquements distribuées et

la classe des fonctions

Ln =

{
Ψy : Ω→ R+/Ψy(z) =

α.1(z<y)

nL(z)
, y ∈ Ω

}
Selon (Giné et Guillou [([24], 1999), Lemme 3 (b)]), Ln est une fonction mésurable non négative

par un Vapnik- Ćervonenkis qui est uniformément bornée avec ∆ = [nG(aF )]
−1. En outre

E[Ψy(Y )] ≤ 1

nL(aF )
et E[Ψ2

y(Y )] ≤ 1

n2L2(aF )

Par l’inégalité de Talagrand ([60], 1996), avec t = D
√

logn
n

, on obtient le résultat

Lemme 3.2.7. Comme n→ +∞, on a

sup
y∈Ω
|F̂n(y)− F (y)| = 0

(√
log n

n

)
, .p.s.
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Preuve :

|F̂n(y)− F (y)| ≤ |F̂n(y)− F̃n(y)|︸ ︷︷ ︸
T1

+ |F̃n(y)− F (y)|︸ ︷︷ ︸
T2

(3.10)

≤ |αn − α|
n

n∑
i=1

I{Yi≤y}
Ln(Yi)

+
α

n

n∑
i=1

∣∣∣∣ 1

Ln(Yi)
− 1

L(Yi)

∣∣∣∣1{Yi≤y} + T2

≤ |αn − α|
Ln(aF )

+
α

Ln(aF )L(aF )
sup
y≥aF
|Ln(y)− L(y)|+ T2

=: I + II + T2

Par (He et Yang [([30], 1998), théorème 3.2]), |αn − α| = 0P(n−1/2) et le fait que

Ln(aF )
p.s.−−→ L(aF ) > 0, on obtient

I = 0P(n−1/2)

uniformément sur y. De la même manière, l’utilisation de (Woodroofe ([68], 1985), remarque

6]), nous obtenons

II = 0P(n−1/2)

Finallement, par le lemme (3.2.2) et la condition sur h, on obtient le résultat.

3.3 Cas de α-mélange

Afin de généraliser les résultats obtenus dans le section précédente à des observations dépen-

dantes nous renforçons les hypothèses précédentes, en ajoutants des hypothèses sur le coefficient

de mélange ainsi sur le paramètre de lissage.

3.3.1 Propriétés asymptotiques

Pour d’établir la convergence presque sûre de l’estimateur θn vers θ on introduit les hypo-

thèses suivantes, cependant, pour cela là, on a besoin

– (H1) K est une densité de probabilité bornée, continue au sens de Hölder d’exposant

β > 0, satisfaisant |u|K(u)→ 0 quand |u| → ∞

– (H2) K est une noyau de second ordre

– (K3) Le noyau K est différentiable.

– (H3) {Yi, i ≥ 1} est une suite de variable aléatoire réelle et α-mélangeantes de coefficient

α(n) = 0(n−v) telle que v > 5 + 1/β
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– (H4) {Ti, i ≥ ∞} est une suite de variable aléatoire de troncature i.i.d. et indépendante

de{Yi, i ≥ ∞} .

– (H5) L’unique mode θ vérifie :

∀ε > 0,∃η > 0,∀y : |θ − y| ≥ ε⇒ |f(θ)− f(y)| ≥ η

– (H6) La densité conditionnelle jointe f ∗ij de (Yi, Yj) existe et satisfait pour toute constante

c indépendante de (i ,j) :

sup
u,v
|f ∗ij(u, v)− f ∗(u)f ∗(v)| ≤ c <∞

– (D2) La densité de probabilité f(.) est deux fois continuées différentiable sur D avec la

deuxième dérivée f (2)(θ) 6= 0. De plus, on suppose que θ ∈ D̊ , où D̊ dénote l’intèrieur

de D

– (H7) La fenêtre hn satisfait :

– i) nh2n
log logn

→∞ lorsque n→∞

– ii) cn
(3−v)β

β(v+1)+2β+1
+η < h < c′n

1
1−v ou η satisfait :

1

β(v + 1) + 2β + 1
< η <

(v − 3)β

β(v + 1) + 2β + 1
+

1

1− v

Théorème 3.3.1. : Sous les hypothèses (H1−H6), (K3) et (D2) on a

θ̂n − θ = 0

(
max

((
log n

nhn

)1/4

, hn

))
p.s. lorsque n→∞

si h = 0

(
log n

nhn

)1/5

par l’hypothèse (H7, ii), on a

θ̂n − θ = 0

((
log n

nhn

)1/5)
, p.s.

La preuve du théorème suit les mêmes étapes du cas précédents au lemme suivant :

Lemme 3.3.1. Sous les hypothèses du théorème, on a

sup
y∈D
|f̂n(y)− f(y)| = 0

(
max

((
log n

nhn

)1/2

, h2
n

))
, p.s.

Le choix de h = 0

(
log n

n

)1/5

permet d’écrire

sup
y∈D
|f̂n(y)− f(y)| = 0

(
log n

n

)2/5

, p.s.
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Démonstration : La démonstration est basée sur les mêmes augements analytique utilisées

dans la démonstration du cas précédant à savoir le développement de Taylor de l’estimateur, on

peut dire que la propriété de l’independance des observations d’aucune influence sur la partié

biais de la vitesse. Autrement dit, la partié dispersion se trouve dans la décomposition suivantes :

|f̂n(y)− f(y)| ≤ |f̂n(y)− f̃n(y)|+ |f̃n(y)− Ef̃n(y)|+ |Ef̃n(y)− f(y)|

= I1 + I2 + I3 (3.11)

Pour le terme I1

I1 ≤
|µ̂− µ|
nh

n∑
i=1

1

Ln(Yi)
K

(
y − Yi
h

)
+

µ

nh

n∑
i=1

∣∣∣∣ 1

Ln(Yi)
− 1

L(Yi)

∣∣∣∣K(y − Yih

)
≤

{
|µ̂− µ|
Ln(aF )

+
µ

Ln(aF )L(aF )
sup
y∈D
|Ln(y)− L(y)|f ∗n(y)

}
On a

Lemme 3.3.2. Sous les hypothèses (H3−H4), on a

|µ̂− µ| = 0P

(
log log n

n

)1/2

(3.12)

Car

µ̂− µ =
Ln(y)(1− Fn(y−))

Rn(y)
− L(y)(1− F (y))

R(y)

=
1

Rn(y)R(y)

{
R(y) (Ln(y)− L(y))︸ ︷︷ ︸

I1n

(1− Fn(y−)) +R(y)L(y) (F (y)− Fn(y−))︸ ︷︷ ︸
I2n

+ L(y) (Rn(y)−R(y))︸ ︷︷ ︸
I3n

(F (y)− 1)

}

Par (3.1) et (3.2), on a

|I3n| ≤ |F ∗n(y)− F ∗(y)|+ |L∗n(y)− L∗(y)|

= I3n1 + I3n2

Dans l’autre cas, par le théorème (3.2) de Cai et Roussas de ([9], 1992), (H4) et la loi lalgoritme

itérée ([28], 1992) de la loi classique, on a

I3n1 = 0P

(
log n

n

)1/2

et I3n2 = 0P

(
log n

n

)1/2

(3.13)
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Ensuite

sup
y∈D
|I3n| = 0P

(
log n

n

)1/2

(3.14)

Dans l’autre cas, par la remarque 6 de Woodroofe ([18], 1985), on a

sup
y∈D
|I1n| = 0P

(
n−1/2

)
(3.15)

Pour terminer le résultat, il suffit d’appliqué le resultat (A-13) de Sun et Zhou ([59], (2001)),

qui donne

sup
y∈D
|I2n| = 0P

(
log log n

n

)1/2

(3.16)

Donc par la continuité de F et (3.14− 3.16), on obtient

|µ̂− µ| = 0P

(
log log n

n

)1/2

(3.17)

On a Ln(aF )
p.s−→ L(aF ) > 0 et par (3.15) et (3.17), on a

f ∗n(y) = 0P(1)

Car par intégration par partie et les conditions (H1, H2, H3) impliquent que K(1) est intégrable

et par le changement de variable

|f ∗n(y)| ≤ |f ∗n(y)− E[f ∗n(y)]|+ |f ∗n(y)|

=
1

h

∣∣∣∣ ∫ K

(
y − u
h

)
{dF ∗n(y)− dF ∗(y)}

∣∣∣∣+
1

h

∫
K

(
y − u
h

)
f ∗(u)du

≤ 1

h
sup
y∈D
|F ∗n(y)− F ∗(y)|

∫
|K(1)(u)|du+

1

µh

∫
K

(
y − u
h

)
f(u)L(u)du

≤ C

h
sup
y∈D
|F ∗n(y)− F ∗(y)|+ C ′

∫
K(u)f(y − uh)du

Pour le terme I2

Soit D un compact, par le nombre finié qn de l’intervale ωn(n−1h1+2β)1/2β où β est de Hölder

Soit Ik = I(yk, ωk) tel que 1 ≤ k ≤ qn et D est bornée, soit M > 0 tel que ωnqn ≥ M. Pour

tout y ∈ D, il existe un intervalle Ik qui contient y tel que

|y − yk| ≥ ωn (3.18)

On pose

∆i(y) =
µ

nh

{
1

L(Yi)
K

(
y − Yi
h

)
− E

[
1

L(Yi)
K

(
y − Yi
h

)]}
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On a
n∑
i=1

∆i(y) = {(f̃n(y)− f̃n(yk))− (E[f̃n(y)]− E[f̃n(yk)])}+ {f̃n(yk)− E[f̃n(yk)]}

=
n∑
i=1

∆̃i(y) +
n∑
i=1

∆i(yk)

Par conséquent

sup
y∈D
|

n∑
i=1

∆i(y)| ≤ max
1≤k≤qn

sup
y∈I(yk,ωi)

|
n∑
i=1

∆̃i(y)|︸ ︷︷ ︸
ρ1

+ max
1≤k≤qn

|
n∑
i=1

∆i(yk)|︸ ︷︷ ︸
ρ2

On a

ρ1 ≤
1

h

n∑
i=1

µ

L(Yi)

∣∣∣∣K(y − Yih

)
−K

(
yk − Yi
h

)∣∣∣∣
+ E

[
µ

L(Yi)

1

h

∣∣∣∣K(y − Yih

)
−K

(
yk − Yi
h

)∣∣∣∣]
= I1n + I2n

L’hypothèse (H1) et (3.18) implique que

I1n ≤
µ|y − yk|β

L(aF )hβ+1

≤ Cωβnh
−(β+1)

= 0((nh)−1/2)

On utilise la même démonstration pour démontrer que

ρ1 = 0P(1)

Pour n supposer large et par (H7, i), on détermine la preuve .

Pour ρ2. Soit ξi = nh∆i(yk), pour (k1) on obtient

|ξi| ≤
2µ‖K‖∞
L(aF )

<∞

Par l’inégalité de Fuk-Nagaev([21], 2004)

P
{∣∣∣∣ n∑

i=1

∆i(yk)

∣∣∣∣ > ε

}
≤ C

{(
1 +

ε2n2h2

rsn

)−r/2
+ nr−1

(
r

εnh

)r+1}
(3.19)

Avec

sn =
∑

1≤i≤n

∑
1≤j≤n

|cov(ξi, ξj)|



Estimation du mode par le modèle à troncature à gauche 40

Tel que

sn =
∑

1≤i 6=j

|cov(ξi, ξj)|︸ ︷︷ ︸
Scov

+
n∑
i=1

V ar(ξi)︸ ︷︷ ︸
SV ar

Pour calculer le terme de variance, on a

Svar = nV ar(ξi)

= n

{
E
[

µ2

L2(Y1)
K2

(
yk − Y1

h

)]
−
[

µ

L(Y1)
K

(
yk − Y1

h

)]}
= 0(nh) (3.20)

Par le covariance, on a

|cov(ξi, ξj)| = |E[ξi, ξj]|

≤ µ2

L2(aF )

∫ ∫
K

(
yk − u
h

)
K

(
yk − v
h

)
|f ∗i,j(u, v)− f ∗(u)f ∗(v)|dudv

= o(h2) (3.21)

Par l’inégalité Davydov ([52], 2000), on a

|cov(ξi, ξj| ≤ Cα|i− j| (3.22)

On utilise le technique de Masry (1986 ,[42]), soit

ϕn = d 1

h log n
e (3.23)

On peut écrire

Scov =
∑

0<|i−j|≤ϕn

|cov(ξi, ξj)|+
∑

|i−j|>ϕn

|cov(ξi, ξj)| (3.24)

Par (3.21), on obtient ∑
0<|i−j|≤ϕn

|cov(ξi, ξj)| ≤ Cnh2ϕn (3.25)

A partir de l’hypothèse (H3) et (3.22), on a∑
|i−j|>ϕn

|cov(ξi, ξj)| ≤ C
∑

|i−j|>ϕn

α(|i− j|)

≤ Cn2α(ϕn) (3.26)

Il existe ε > 0, tel que log n = 0(nε) et

hv−1 = 0(n1−ε) (3.27)
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D’aprés (H3) et (3.25)− (3.27), on a

Scov = 0(nh) (3.28)

D’aprés (3.20) et (3.28), on obtient

sn = 0(nh) (3.29)

Pour ε = ε0

√
log n

nh
, on obtient

P
{∣∣∣∣ n∑

i=1

∆i(yk)

∣∣∣∣ > ε0

√
log n

nh

}
≤ C

{(
1 +

c′ε20 log n

r

)−r/2
+ nr−1

(
r

ε0
√
nh log n

)(v+1)}

≤ C exp

[
− r

2
log

(
1 +

c′ε20 log n

r

)]
+ nr−1

(
r

ε0

)v+1(
nh log n

) v+3
2

En prenant r = (log n)δ, δ > 0 et en utilisant l’extention du Taylor au log(1 + x)

P
{∣∣∣∣ n∑

i=1

∆i(yk)

∣∣∣∣ > ε0

√
log n

nh

}
≤ Cn−c

′ε20 + Cε
+(v+1)
0 (log n)(1+δ)n1− v+1

2
h
v+1
2

Par conséquent,

P
{

max
i≤k≤qn

∣∣∣∣ n∑
i=1

∆i(yk)

∣∣∣∣ > ε

}
≤

qn∑
i=1

P
{∣∣∣∣ n∑

i=1

∆i(yk)

∣∣∣∣ > ε

}
≤ Mω−1

n

(
Cn−c

′ε20(log n)(1+δ)n1− v+1
2 h−

v+1
2

)
≤ C

{
n

1
2β
−c′ε20

h(1+ 1
2β

)︸ ︷︷ ︸
F1

+
n1− v+1

2
+ 1

2β (log n)(1+δ)

ε
(v+1)
0 h1+ v+1

2
+ 1

2β︸ ︷︷ ︸
F2

}

D’une autre côté, il en résulte d’aprés (H7, ii)

F2 ≤ c(log n)1+δn1− v+1
2

+ 1
2βn−

3−v
2
η
β(v+1)+2β+1

2β

≤ c(log n)1+δn−1− η
2β

(β(v+1)+2β+1+ 1
η

)

Ainsi, pour tout η comme dans (H7, ii), F2 n’est pas borné par le terme d’une série à somme

infinie.

Dans la même pour F1.

Par conséquent,
∑
n≤1

(F1 + F2) < ∞ et par le lemme Borel-Cantelli([52], 2000) la preuve est

compléte .
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3.4 Exemple

Durée de vie aprés la retraite : on étudie la durée de vie aprés la retraite de sujets qui

entrent dans l’enquète à la suite d’un tirage au sort dans une caisse de retraite. Un sujet n’est

donc observé que si sa durée de vie aprés la retraite excède le délai entre sa prise de retraite et

l’instant de l’enquète. La durée de vie aprés la retraite est donc tronquée à gauche par ce délai.



Chapitre 4

Estimation du mode par le modèle de

Censure à droite

Ce chapitre est consacrée à la version uniforme. Plus précisèment, notre objectif est d’établir

la convergence uniforme presque sûre de la densité sur un ensemble compact pour obtenir la

convergence sûre du mode. Ensuite, nous obtenons sous un nouveau modèle censuré à droite

et sous des conditions générales la vitesse de convergence et sa normalité asymptotique dans le

cas indépendant et identiquement distribuée et dépendant.

4.1 Modèle

Soit Y1, · · · , Yn une suite de variable aléatoire indépendants et identiquements distribuées de

fonction de répartition continue F et de densité f . Dans certaines situations, la variable aléatoire

d’intérêt Y ne peut être observée complètement, c’est le cas dans les études médicales où le

patient est perdu de vie. Cependant on observe une autre variable aléatoire appelée censure,

positive de fonction de répartition G. Les variable aléatoire Ci sont supposées indépendantes

des Yi , Soit{(Z1, δ1), ......, (Zn, δn)} l’échantillon réellement observé où Zi = Yi ∧ Ci et δi =

I{Yi ≤ Ci} , Pour toute fonction de répartition W, nous noterons par τW = sup{t : W (t) < 1},

Les Zi sont de fonction de répartition H donnée par 1 − H(t) = F (t)G(t),∀t ≥ 0 et le cas

non censure est un cas particulier du modèle de censure avec G = 0, Il est bien connu que

l’estimateur non paramétrique F̂n de F est l’estimateur de Kaplan-Meier (1958 , [32]) défini par

1− F̂n(t) =


∏n

i=1(1− δi
n−i+1

)I{Zi≤t} si t < Z(n)

0 si t ≥ Z(n)

(4.1)

43
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Où Z(1) ≤ Z(2),≤ · · · ,≤ Z(n) sont les statistiques d’ordre de Zi et pour chacune des valeurs Z(i)

la valeur δi est l’indicatrice correspondante. L’estimateur de Kaplan-Meier Gn de G est comme

suit :

1− Ĝn(t) =


∏n

i=1(1− 1−δi
n−i+1

)I{Zi≤t} si t < Z(n)

0 si t ≥ Z(n)

Un estimateur à noyau du mode θ est défini comme la variable aléatoire θn maximisant l’esti-

mateur à noyau da la densité fn de f , c’est à dire

fn(θn) = sup
t∈R

fn(t)

Et son estimateur

fn(t) =
1

hn

∫ ∞
0

K

(
t− s
hn

)
dFn(s) (4.2)

K est une densité de probabilité sur R , (hn)n≤0 est une suite réels positifs tend vers zéro quand

n→∞ , 1− Fn est une estimateur de Kaplan-Meier de fonction de survie.

4.2 Cas i.i.d.

4.2.1 Convergence presque sûre

Théorème 4.2.1. Sous des hypothèses classiques sur la densité f et le noyau K(.) et si logn
nh2n
→ 0

alors

sup
t∈C
|fn(t)− f(t)| → 0 p.s

où C est un compact inclus dans [0, τH [.

Corollaire 4.2.1. Si θ ∈ C

|θn − θ| → 0 p.s.

Preuve du corollaire 4.2.1 : L’hypothèse (i) du théorème du chapitre un implique que f

est uniformément continu sur C . Egalement, f a un mode θ à unique (par hypothèse). Ainsi,

par Parzen ([50], 1962), on a, la propriété suivante :

∀ε > 0,∃η > 0,∀x ∈ C , |θ − x| ≥ ε⇒ |f(θ)− f(x)| ≥ η (4.3)

Par la définition de θ et θn, on a

|f(θn)− f(θ)| ≤ 2 sup
x∈C
|fn(x)− f(x)|.
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Le résultat (4.3) donne que, ∀ε > 0, il ∃β > 0 tel que

P(|θn − θ|) ≤ P
(

sup
x∈C
|fn(x)− f(x)| > β

)
(4.4)

Preuve du théorème 4.2.1 La preuve de ce théorème est basée sur l’inégalité de Wang ([66],

2000). Soit la fonction de distribution ν = 1− v et α0 une constante. Pour ε > 0 et 0 < t < τH ,

on a

P(|fn(t)− f(t)| > ε) ≤ α0 exp

{
− α0G

4
(t)H

2
(t)

[
min

(
1,
εG(t)

24f(t)

)]2

nh2
n

}
(4.5)

pour n assez grand. Soit C un ensemble compact est couvert par un nombre fini In d’intervalle

hβn où β est une constante positive et centrée sur des points tj = 1, · · · , ln.

Notons chaque intervalle par I(tj, h
β
n). Soit δ > 0 tel que

ln =
δ

hβn
(4.6)

Pour tout t ∈ C , il existe un intervalle I(tj, h
β
n) qui contient t. Donc,

|t− tj| ≤ hβn

Par conséquent,

|fn(t)− f(t)| ≤ |fn(t)− fn(tj)|+ |fn(tj)− f(tj)|+ |f(tj)− f(t)|.

Donc,

sup
t∈C
|fn(t)− f(t)| ≤ max

1≤j≤ln
sup

t∈I(tj ,hβn)

|fn(t)− fn(tj)|+ max
1≤j≤ln

|fn(tj)− f(tj)|

+ max
1≤j≤ln

sup
t∈I(tj ,hβn)

|f(tj)− f(t)| (4.7)

Nous étudions d’abord les deux termes |fn(t)− fn(tj)| et |f(tj)− f(t)|. Puisque K est de type

Hölder et f est Lipshitzien par hypothèse, il en résulte que, pour 1 ≤ j ≤ ln et t ∈ I(tj, h
β
n)

|fn(t)− fn(tj)| =
1

hn

∣∣∣∣ ∫ [K(t− shn

)
−K

(
tj − s
hn

)]
dFn(s)

∣∣∣∣
≤ 1

hn
G

∣∣∣∣t− tjhn

∣∣∣∣α (4.8)

≤ Ghαβ−α−1
n (4.9)

Et

|f(tj)− fn(t)| ≤ B|tj − t| ≤ Bhβn
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Si β est choisit tel que αβ − α > 1, puis pour ε > 0, on choisit n = n(ε) tel que

Ghαβ−α−1
n <

ε

3
et Bhβn <

ε

3
(4.10)

De (4.7) à (4.10) et l’inégalité précédente (4.5), on obtient pour n ≥ n(ε),

P
(

sup
t∈C
|fn(t)− f(t)| > ε

)
≤ P

(
max

1≤j≤ln
|fn(tj)− f(tj)| > ε/3

)
≤

ln∑
j=1

P
(
|fn(tj)− f(tj)| > ε/3

)

≤
ln∑
j=1

α0 exp{−α0T (tj)nh
2
n} (4.11)

Où

T (tj) = G
4
(tj)H

2
(tj)

[
min

(
1,
εG(tj)

72f(tj)

)]2

Soit maintenant tm tel que

T (tm) := min
1≤j≤ln

T (tj) (4.12)

Selon de (4.11) et (4.12), on a

P
(

sup
t∈C
|fn(t)− f(t)| > ε

)
≤ α0ln exp{−α0T (tm)nh2

n}

Soit bn = α0ln exp{−α0T (tm)nh2
n}. Pour que nh2

n →∞, on peut trouver pour η > 0 tel que

(nh2
n)−1 < η, pour n suffisamment grand (4.13)

De (4.6) et (4.13), on obtient

bn = α0

(
δ

hβn

)
n−α0T (tm)nh2n/ log(n)

≤ α0δη
β/2nβ/2−α0T (tm)nh2n/ log(n)

Comme nh2
n/ log(n)→∞, on obtient

nβ/2−α0T (tm)nh2n/ log(n) ∼ n−γ

avec γ > 2, pour n assez grand, donc
∑
n≥1

bn <∞ et par le lemme Borel-Cantelli([52], 2000) on

obtient le résultat. En combinant avec (4.4), la preuve du Corollaire est terminé.
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4.2.2 Normalité asymptotique

Théorème 4.2.2. (Louani ([39], 1998)) : Sous les hypothèses sur les dérivées K(1) et K(2) et

si nh5
n → +∞, nh7

n → 0, alors on a

√
nh3

n(θn − θ)
l−→ N (0, B(x))

où l−→ désigne la convergence en loi,

B(x) =
f(θ)

G(θ)[f (2)(θ)]2

∫
[K(1)(x)]2dx

4.3 Cas α-mélange

On suppose que les observations sont dépendants.

4.3.1 Modèle

On considère des temps de survie T1, . . . , Tn, strictement stationnaires, non négatifs, satis-

faisant la propriété de α-mélange, de fonction de répartition F et de densité f inconnues et des

temps de censure C1, . . . , Cn, indépendants et identiquement distribués (i.i.d.) et indépendants

des (Ti)1,n, de fonction de répartition G inconnue. Dans le modèle de censure à droite on observe

les couples{(Y1, δ1), . . . , (Yn, δn)} l’échantillon réellement observé où Yi = Ti∧Ci et δi = I{Ti ≤

Ci} , Pour toute fonction de répartition F, nous noterons par τF = inf{t;F (t) = 1} ≤ ∞, Les

Zi sont de fonctions de répartition H donnée par

1−H(y) = F (y)G(y), y ∈ R,

On définit un pseudo-estimateur de f par :

f̃n(t) =
1

nh

n∑
i=1

K

(
t− Yi
h

)
δi

G(Yi)

où Y(1) ≤ Y(2) ≤ ... ≤ Y(n) représentent les statistiques d’ordre associées à Yi, Ainsi K est un

noyau positif d’intégrale 1 et h = h(n) une suite de nombres réels positifs, telle que h → 0

quand n→∞. Le coefficient
δi

G(Yi)
a été introduit par Koul, Susarla et Van Ryzin ([34], 1981)

dans le cadre d’un nouvel estimateur des paramètres du modèle de régression linéaire. Lorsque

G est connue, f̃n estime la densité commune des durées de vie. Mais dans la pratique, G est en
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général inconnu. L’estimateur de Kaplan-Meier ([32], 1985) qui lui est associé a pour expression

1− Ĝn(t) =


n∏
i=1

(1− 1− δi
n− i+ 1

)1{Yi≤t} si t < Y(n)

0 si t ≥ Y(n)

On définit l’estimateur de f par :

f̂n(t) =
1

nh

n∑
i=1

K

(
t− Yi
h

)
δi

Gn(Yi)

4.3.2 Convergence presque sûre

Hypothéses

On considère un compact [0, τ ] où τ < τF les hypothéses suivantes :

– D1. {Ti, i ≥ 1} est une suite strictement stationnaire de variable aléatoire alpha-mélangeantes,

de fonction de répartition F admettant une densité f et des moments d’ordre deux finis.

– M1. Les variables de censure {Ci, i ≥ 1} sont i.i.d., de fonction de répartition G, et

indépendantes des {Ti, i ≥ 1},

– M2. K est une densité lipschitzienne à support compact, vérifiant
∫
uK(u)du = 0,

– M3. La densité f(.) est deux fois continement différentiable sur [0, τ ],

– D2. La densité jointe f1,j(., .) de (T1, Tj+1) vérifiée : sup
j>1

sup
u,v∈[0,τ ]

|f1,j(u, v)− f(u)f(v)| < c.

– D3. Le coefficient d’alpha-mélange des Ti vérifie α(n) = O(n−v) pour tout v > 4.

– D4. Le paramêtre de lissage h = h(n) est telle que h→ 0, nh→∞ et

nh
v+4
v−4

(log n)
v+4
v−4 [log(log n)]

6
v−4

→ +∞ lorsque n→∞, pour tout v > 4.

Théorème 4.3.1. Sous les hypothèses M1, M2, M3, D1, D2 et D3, on a

|θ̂n(t)− θ(t)| = 0

{
max

(√
log n

nh
, h2

)}
p.s. quand n→∞

Preuve : La démonstration est basé sur la proposition suivante :

Proposition 4.3.1. Sous les hypothèses M1, M2, M3, D1, D2 et D3, on a

sup
t∈[0,τ ]

|f̂n(t)− f(t)| = 0

{
max

(√
log n

nh
, h2

)}
p.s. n→∞

La preuve de ce théorème est basée sur la décomposition suivante :

sup
t∈[0,τ ]

|f̂n(t)− f(t)| ≤ sup
t∈[0,τ ]

|f̂n(t)− f̃n(t)|+ sup
t∈[0,τ ]

|f̃n(t)− Ef̃n(t)|+ sup
t∈[0,τ ]

|Ef̃n(t)− f(t)|
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Lemme 4.3.1. .Sous les hypothèses M2, M3, D1, D2, D3, on a

sup
t∈[0,τ ]

|f̃n(t)− Ef̃n(t)| = 0

(√
log n

nh

)
p.s lorsque n→∞.

Preuve L’intervalle [0, τ ] étant compact, on peut le recouvrir par un nombre fini qn d’in-

tervalles Ij de centres t∗j , 1 ≤ j ≤ qn et de demi-longueur an =

√
h3

n
. [0, τ ] étant borné, il

existe une constante c1 > 0 telle que qn ≤ c1

√
n

h3
. En effet, l([0, τ ]) = 2qnan = 2qn

√
h3

n
≤

2c1

√
n

h3

h3

n
= 2c1. Pour tout t ∈ [0, τ ] on pose

Zi(t) = Z(t, Yi) =
1

nh

[
δi

G(Yi)
K

(
t− Yi
h

)
− E

(
δi

G(Yi)
K

(
t− Yi
h

))]
.

Donc,

n∑
i=1

Zi(t) = f̃n(t)− Ef̃n(t)

=

{(
f̃n(t)− f̃n(t∗j)

)
−
(
Ef̃n(t)− Ef̃n(t∗j)

)}
+

(
f̃n(t∗j)− Ef̃n(t∗j)

)
=

n∑
i=1

Z̃i(t) +
n∑
i=1

Z̃i(t
∗
j)

De sorte que

sup
t∈[0,τ ]

∣∣∣∣ n∑
i=1

Zi(t)

∣∣∣∣ ≤ max
1≤j≤qn

sup
t∈Ij

∣∣∣∣ n∑
i=1

Z̃i(t)

∣∣∣∣+ max
1≤j≤qn

∣∣∣∣ n∑
i=1

Z̃i(t
∗
j)

∣∣∣∣
= S1 + S2

D’autre part ∣∣∣∣ n∑
i=1

Z̃i(t)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣f̃n(t)− f̃n(t∗j)− E
[
f̃n(t)− f̃n(t∗j)

]∣∣∣∣
≤ 1

nh

n∑
i=1

δi

G(Yi)

∣∣∣∣K(t− Yih

)
−K

(
t∗j − Yi
h

)∣∣∣∣
+

1

h
E
[

δi

G(Yi)

∣∣∣∣K(t− Yih

)
−K

(
t∗j − Yi
h

)∣∣∣∣]
= Φ1(t) + Φ2(t)



Estimation du mode par le modèle de censure à droite 50

Pour le terme Φ1(t)

sup
t∈Ij

Φ1(t) = sup
t∈Ij
|f̃n(t)− f̃n(t∗j)|

≤ 1

hG(τ)
sup
t∈Ij

∣∣∣∣K(t− Yih

)
−K

(
t∗j − Yi
h

)∣∣∣∣
≤ 1

hG(τ)

µ|t− tj|
2h

≤ µan

h2G(τ)
,

=
µ

h2G(τ)

√
h3

n
=

µ

G(τ)
√
nh

= O

(
1√
nh

)
µ étant la constante de Lipschitz. De la même manière, on conclut que

sup
t∈Ij

Φ2(t) = O

(
1√
nh

)
Ce qui signifie que

S1 = max
1≤j≤qn

sup
t∈Ij

∣∣∣∣ n∑
i=1

Z̃i(t)

∣∣∣∣ = 0

(
1√
nh

)
Pour l’étude de S2, on applique l’inégalité de Nagaev ([21], 2004). Par le lemme 1 de Cai(1998,

[10] ) les variables Y1, . . . , Yn sont alpha-mélangeantes de coefficient égal à 4α(n). Soit

Ui = Ui,k := nhZi(t
∗
k) =

δi

G(Yi)
K

(
t∗k − Yi
h

)
− E

(
δ1

G(Y1)
K

(
t∗j − Y1

h

))
On calcule d’abord

S2
n =

∑
1≤i,j≤n

|cov(Ui, Uj|

=
∑
i 6=j

|cov(Ui, Uj|+ nV ar(U1) (4.14)

= V + nV ar(U1).
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On a

V ar(U1) = V ar

[
δ1

G(Y1)
K

(
t∗k − Y1

h

)]
= E

[
δ1

G(Y1)
K

(
t∗k − Y1

h

)]2

− E2

[
δ1

G(Y1)
K

(
t∗k − Y1

h

)]
≤ E

[
δ1

G(Y1)
K

(
t∗k − Y1

h

)]2

= E
[
E
[(
K

(
t∗k − Y1

h

)
1{T1≤C1}

G(Y1)

)2

|T1

]]
= E

[(
K

(
t∗k − Y1

h

)
1

G(T1)

)2

E[1{T1≤C1}|T1]

]
= E

[(
K

(
t∗k − Y1

h

)
1

G(T1)

)2

P(T1 ≤ C1)

]
= E

[
1

G(T1)
K

(
t∗k − T1

h

)]
≤ 1

G(τ)

∫
K2

(
t∗k − y
h

)
f(y)dy

=
1

G(τ)

∫
K2(u)f(t∗k − hu)du

= O(h)

Donc

nV ar(U1) = O(nh). (4.15)

D’autre part, on a

|cov(Ui, Uj)| = |E(Ui, Uj)|

=

∣∣∣∣E( δiδj

G(Yi)G(Yj)
K

(
t∗k − Yi
h

)
K

(
t∗k − Yj
h

))
− E2

[
δ1

G(Y1)
K

(
t∗k − Y1

h

)]∣∣∣∣
= A1 − A2

Avec

A1 = E
(

δiδj

G(Yi)G(Yj)
K

(
t∗k − Yi
h

)
K

(
t∗k − Yj
h

))
= E

[
E
((

K

(
t∗k − Yi
h

)
K

(
t∗k − Yj
h

)
δiδj

G(Yi)G(Yj)

)
|Ti, Tj

)]
= E

[
K

(
t∗k − Yi
h

)
K

(
t∗k − Yj
h

)(
E(δiδj|Ti, Tj)
G(Ti)G(Tj)

)]
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Où

E(δiδj|Ti, Tj) = E
[
1{Ti≤Ci}1{Tj≤Cj}|Ti, Tj

]
= E

[
1{Ti≤Ci}∩{Tj≤Cj}|Ti, Tj

]
= P

(
{Ti ≤ Ci} ∩ {Tj ≤ Cj}|Ti, Tj

)
= P

(
{Ti ≤ Ci} ∩ {Tj ≤ Cj}

)
= P(Ti ≤ Ci)P({Tj ≤ Cj}|{Ti ≤ Ci}) = G(Ti)P({Tj ≤ Cj}|{Ti ≤ Ci})

≤ G(Ti)P(Tj ≤ Cj) = G(Ti)G(Tj),

Sous les hypothèses M2 et D1, on a

|cov(Ui, Uj)| =

∣∣∣∣E[K(t∗k − Yih

)
K

(
t∗k − Yj
h

)
P({Tj ≤ cj}|{Ti ≤ ci})

G(Tj)

]
− E2

[
K

(
t∗k − T1

h

)]∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣E[K(t∗k − Yih

)
K

(
t∗k − Yj
h

)]
− E2

[
K

(
t∗k − T1

h

)]∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∫ ∫ K

(
t∗k − z1

h

)
K

(
t∗k − z2

h

)
fi,j(z1, z2)dz1dz2

−
∫ ∫

K

(
t∗k − z1

h

)
K

(
t∗k − z2

h

)
f(z1)f(z2)dz1dz2

∣∣∣∣
= h2

∫ ∫
K(t1)K(t2)|fi,j(t∗k − t1h, t∗k − t2h)− f(t∗k − t1h)f(t∗k − t2h)|dt1dt2

≤ h2 sup
j>1
‖f1,j − f ⊗ f‖∞

= O(h2) (4.16)

De plus, d’après Masry ([42], 1986), nous définissons les ensembles

E1 = {(i, j) ; 1 ≤ |i− j| ≤ Bn}

et

E2 = {(i, j) ; Bn + 1 ≤ |i− j| ≤ n− 1},

Où Bn = O(n). On décompose V comme suit :

V =
n∑
i=1

∑
E1

|cov(Ui, Uj|+
n∑
i=1

∑
E2

|cov(Ui, Uj|

= V1 + V2,

D’aprés (4.16), on a

V1 = O(nhBn) (4.17)

Pour V2, on applique l’inégalité de Davydov (voir Rio ([52], 2000)). Aussi, pour i 6= j,

|cov(Ui, Uj)| ≤ cα(|i− j|),
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Par l’hypothéses (D3), on a

V2 = c
n∑
i=1

∑
Bn+1<|i−j|≤n−1

α(|i− j|)

≤ cn

∫ n−1

Bn
s−vds

= 0(nB1−v
n ) (4.18)

En choisissant Bn = h−2/v avec v > 4, à partir de (4.17) et (4.18)

V = V1 + V2 = O(nh2)

Finallement, on obtient

S2
n = 0(nh) (4.19)

Pour tout ε > 0, on applique l’inégalité de Nagaev ([21], 2004), nous avons

P
(∣∣∣∣ n∑

i=1

Zi(t
∗
k)

∣∣∣∣ > ε

)
= P

(∣∣∣∣ 1

nh

n∑
i=1

Ui

∣∣∣∣ > ε

)
= P

(∣∣∣∣ n∑
i=1

Ui

∣∣∣∣ > nhε

)

≤ c

(
1 +

n2h2ε2

16rS2
n

)−r/2
+ ncr−1

(
2r

nhε

)−v+1

= c(ξ1 + ξ2)

Pour

ε = ε0

√
log n

nh
et r = c log n[log(log n)]1/v (4.20)

Donc

ξ1 ≤ c exp

(
− ε20

log n

2

)
= cn−ε

2
0/2

et

ξ2 ≤ cε
−(v+1)
0 n

1−v
2 h−

1+v
2 (log n)

v−1
2 log(log n)

On peut écrire que

P
(

max
1≤k≤qn

∣∣∣∣ n∑
i=1

Zi(t
∗
k)

∣∣∣∣ > ε0

√
log n

nh

)
≤

qn∑
k=1

P
(∣∣∣∣ n∑

i=1

Zi(t
∗
k)

∣∣∣∣ > ε0

√
log n

nh

)
≤ kcqn

(
n−ε

2
0/2 + ε

−(v+1)
0 n

1−v
2 h−

1+v
2 (log n)

v−1
2 log(log n)

)
≤ kc

{
n

1−ε20
2 h−3/2 + ε

−(v+4)
0 n

2−v
2 h−

1+v
2 (log n)

v−1
2 log(log n)

}
= kc(ω1 + ω2) (4.21)
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Maintenant, d’aprés l’hypothèse D3 on a

h−(v+4)/2 = O(n(v−4)/2(logn)−(v+1)/2(log(logn))−3

qui donne

ω2 = 0(n−1(log n)−1(log(log n))−2

qui est le terme général d’un série convergente de Bertrand . De la même manière, nous pouvons

choisir ε0 tel que ω1 soit le terme général des série convergentes. Enfin, on applique le lemme

de Borel-Cantelli ([52], 2000) à (4.21) qui donne le résultat.

Lemme 4.3.2. Sous les hypothèses M2, M3, D2, D3 et D4, on a

sup
t∈[0,τ ]

∣∣∣∣ 1

nh

n∑
i=1

K

(
t− Ti
h

)
− f(t)

∣∣∣∣ = 0

{
max

(√
log n

nh
, h2

)}
p.s.

Preuve On a

1

nh

n∑
i=1

K

(
t− Ti
h

)
− f(t) =

n∑
i=1

[
1

nh
K

(
t− Ti
h

)
− E

(
1

nh
K

(
t− T1

h

))]
+

[
E
(

1

h
K

(
t− T1

h

))
− f(t)

]
= S ′ + S” (4.22)

D’où

S” = E
(

1

h
K

(
t− T1

h

))
− f(t) =

∫
1

h
K

(
t− t1
h

)
f(t1)dt1 − f(t)

=

∫
K(u)f(t− hu)du− f(t)

= O(h2) (4.23)

Pour S’, on suit les mêmes étapes ainsi les mêmes arguments pour prouver le lemme (4.3.1).

Pour cela, on pose

Zi(t) =
1

nh

(
K

(
t− Yi
h

)
− E

[
K

(
t− Y1

h

)])
Et rn = anG(τ). On a

S ′ = 0

(√
log n

nh

)
p.s lorsque n→∞

Donc, avec (4.22) et (4.23), on trouve le résultat.

Lemme 4.3.3. Sous les hypothèses M2, M3, D3 et D4, on obtient

sup
t∈[0,τ ]

|f̂n(t)− f̃n(t)| = 0

(√
log log n

n

)
p.s.
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Preuve On a

|f̂n(t)− f̃n(t)| ≤ 1

nh

n∑
i=1

∣∣∣∣δiK(t− Yih

)(
1

Gn(Yi)
− 1

G(Yi)

)∣∣∣∣
≤

sup
y≤τy

∣∣∣∣G(y)−Gn(y)

∣∣∣∣
G(τ)Gn(τ)

1

nh

n∑
i=1

K

(
t− Yi
h

)
.

Puisque G(τy) > 0 avec la Loi Forte des Grands Nombres ([28], 1992) et la Loi du Logarithme

Itéré ([20], 1943) sur la loi de censure (établir par Cai et Roussas ([9], 1992) à la distribution

de censure), le résultat est une conséquence immédiate du lemme (4.3.3)

4.4 Exemple

Un exemple classique de censure droite est celui où l’étude porte sur la durée de survie X

de patients atteints d’une certaine maladie. Pour les patients perdus de vue au bout du temps

C alors qu’ils étaient encore vivants, C censure X à droite puisque, pour eux, X est inconnue

mais supérieure à C : X > C.



Chapitre 5

Estimation du mode par le modèle

tronquée à gauche et censuré à droite

Dans ce chapitre, nous établissons les propriétées asymptotique de la convergence presque

sûre et la normalité asymptotique de notre estimateur dans le cas où les observations sont indé-

pendants et identiquements distribuées et le cas dépendant pour le modèle tronquée à gauche

censuré à droite. Ce chapite est divisé en trois sections, on trouve le modèle et les hypothèses

dans les deux sections. La dernière est consacré au résultat principal et la démontration détaillée

5.1 Modèle

Considérons un vecteur aléatoire (Y, T, C) où Y est la variable aléatoire d’intérêt de fonction

de répartition continue F et de densité f. T la variable aléatoire de troncature à gauche de

fonction de répartition L et C la variable aléatoire de censure à droite de fonction de répartition

G. Les variables aléatoires effectivement observées sont (Z, T, δ) si Z ≥ T , ou Z = min (Y,C) et

δ = 1{Y≤C}. Soit H la fonction de répartition de Z et µ = P[Z ≥ T ] . L’indépendance nous donne

H = 1−(1−F )(1−G). Soit N la taille de l’échantillon i.i.d. (Zi, δi, Ti) et n =
N∑
i=1

1{Ti≤Zi} la taille

de l’échantillon effectivement observe (c’est à dire que Ti ≤ Zi). Notons que n est une variable

aléatoire de loi Binomial B(N,µ) et µ peut être estimé par
n

N
. Maintenant conditionnellement

à la valeur de n, (Zi, δi, Ti) est encore i.i.d., mais Z et T ne sont pas indépendantes puisque

Z ≥ T . Ainsi, nous noterons P0 la loi de probabilité absolue (de l’échantillon de taille N) tandis

que P sera la loi de probabilité conditionnelle (de l’échantillon effectivement observée). Soit la

56
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fonction C (.) définie par :

C(x) = P[T ≤ x ≤ Z|Z ≥ T ] = µ−1L(x)(1−H(x))

et considérons son estimateur

Cn(x) =
1

n

n∑
i=1

1{Ti≤x≤Zi}

Soit

H1(x) = P[Z ≤ x, δ = 1|Z ≥ T ]

et son estimateur empirique

H1n(x) =
1

n

n∑
i=1

1{Zi≤x,δi=1}

L’estimateur produit-limite de F, noté F̂n est défini dans Tsai et al. (1987, [61] ) par

F̂n(t) = 1−
∏

{i:Zi≤t}

(
1− 1

nCn(Zi)

)δi
(5.1)

Pour toute fonctin de répartition S, soit aS = inf{t : S(t) > 0} et bS = sup{t : S(t) < 1} les

points extrêmes gauche et droit du support de S, par respectivement.

A la base de ce modèle, on souhaite estimer la fonction de mode

f(θ) = max
t∈R

f(t)

un estimateur naturel de f(t) est donnée par

f̂n(t) =
µn
nhn

n∑
i=1

δi

Ln(Zi)Gn(Zi)
K

(
t− Zi
hn

)

5.2 Cas i.i.d.

Dans ce qui suit, nous supposons que aL ≤ aH , bL ≤ bH et D = [a, b] est un compact tel

que D ⊂ D0 = {t : t ∈ [aH , bH ]}.

– R1 Le paramètre de lissage (hn) est satisfait si :

– (i) nh6n
logn
→∞ quand n→∞

– (ii) nh7
n → 0 quand n→∞

– R2 La fonction de densité K est satisfait :

– (i) K est positif avec un support compact D et il existe une constante M telle que

sup
t∈D

K(t) < M
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– (ii) K et K(2) sont de type hölder d’ordre β pour certains β > 0.

– (iii)
∫
R tK(t)dt = 0 ;

∫
R t

(2)K(t)dt <∞

– R3 La densité de probabilité f (.) est différentiable d’ordre 3

– R4 Le mode θ vérifié la propriété suivante : pour tout ε > 0 et t, il existe η > 0 tel que

|θ − t| ≥ ε implique que |f(θ)− f(t)| ≥ η.

5.2.1 Convergence presque sûre

Proposition 5.2.1. Sous les hypothèses (R1, i) et R2-R3, on a

sup
t∈D
|f̂n(t)− f(t)| = 0

(
max

((
log n

nhn

)1/2

, h2
n

))
p.s quad n→∞

Théorème 5.2.1. Sous les hypothèses de la proposition (5.2.1) et (R4), on a

θ̂n − θ = 0

(
max

((
log n

nhn

)1/4

, hn

))
p.s. quand n→∞

Preuves

La démonstration est basée sur les lemmes suivantes :

Lemme 5.2.1. Sous les hypothèses (R2) et (R3), on a

sup
t∈D

∣∣∣∣E[f̃n(t)]− f(t)

∣∣∣∣ = O(h2
n)

Démostration de Lemme (5.2.1) :

On pose

f̃n(t) =
µ

nhn

n∑
i=1

δi

L(Zi)G(Zi)
K

(
t− Zi
hn

)
(5.2)

Par l’utilisation de développement du taylor et par un changement de variable, on a

E[f̃n(t)]− f(t) =
1

hn
E
[

µδ1

L(Z1)G(Z1)
K

(
t− Z1

hn

)]
− f(t)

=
1

hn

∫
µ

L(y)G(y)
K

(
t− y
hn

)
dH∗1 (y)− f(t)

=
1

hn

∫
K

(
t− y
hn

)
f(y)dy − f(t)

=

∫
K(s)

(hs)2

2
f (2)(ς)ds

Avec ς est entre t-sh et t. Donc∣∣∣∣E[f̃n(t)]− f(t)

∣∣∣∣ ≤ (h)2

2
sup
t∈D

∣∣∣∣f (2)(t)

∣∣∣∣ ∫ K(s)(s)2ds (5.3)

Sous la condition donnée (R2, iii), on obtient le résultat.
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Lemme 5.2.2. Sous les hypothèses (R1, i) et R2-R3, on a

sup
t∈D

∣∣∣∣f̂n(t)− f̃n(t)

∣∣∣∣ = O

(√
log log n

nh2
n

)
Démostration de Lemme (5.2.2) :

On observe que l’on peut avoir la décomposition suivante∣∣∣∣f̂n(t)− f̃n(t)

∣∣∣∣ =
1

nhn

n∑
i=1

∣∣∣∣δiK(t− Zihn

)∣∣∣∣∣∣∣∣(1− F̂n(Zi))

Cn(Zi)
− (1− F (Zi))

C(Zi)

∣∣∣∣
=

M

hn
sup
t∈D

∣∣∣∣(1− F̂n(t))

Cn(t)
− (1− F (t))

C(t)

∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
T

1

n

n∑
i=1

δi

Piusque T = O

(√
log logn

n

)
(voir lemme 3 dans Sun et Zhou ([58], 1998)) avec l’utilisation du

la loi de grand nombre sur la loi de censuré (voir la formule 4.28 dans Deheuvels et Einmahl (

2000)), on a

sup
t∈D

∣∣∣∣f̂n(t)− f̃n(t)

∣∣∣∣ ≤ c

hn

(√
log log n

n

)
On conclut la preuve.

Lemme 5.2.3. Sous les hypothèses (R1, i) et R2-R3, on a

sup
t∈D

∣∣∣∣f̃n(t)− E[f̃n(t)]

∣∣∣∣ = O

(√
log n

nhn

)
Démostration de Lemme (5.2.3) :

Soit D est compact par le nombre finie dn de l’intervalle cenrté de t1, ..tdn de longueur λn telle

que λn = hγn où γ >
β+1
β

, et β est de Hölder. Comme D est borné, il existe une constant A tel que

dnλn ≤ A. Maintenant, on pose J(t) = arg min
j=1,...,dn

|t − tj|. Ainsi, nous avons la décomposition

suivant :

sup
t∈D

∣∣∣∣f̃n(t)− E[f̃n(t)]

∣∣∣∣ ≤ max
j=1,...,dn

sup
t∈D

∣∣∣∣f̃n(t)− f̃n(tJ(t))

∣∣∣∣
+ max

j=1,...,dn

∣∣∣∣f̃n(tJ(t))− E[f̃n(tJ(t))]

∣∣∣∣
+ max

j=1,...,dn
sup
t∈D

∣∣∣∣E[f̃n(tJ(t))]− E[f̃n(t)]

∣∣∣∣
= T ′ + T ′′ + T ′′′ (5.4)

Concernant les deux termes T’ et T” ’, avec l’hypothèse (R2), on a

T ′ ≤ c

L(a)G(b)
λβnh

−1−β
n
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Sous la condition sur λn, on obtient

T ′ = 0(1) p.s. quand n→∞ (5.5)

Pour le T”, pour tout ε > 0, on a

P
[

max
j=1,...,dn

∣∣∣∣f̃n(tJ(t))− E[f̃n(tj(t))]

∣∣∣∣ > ε

]
≤ dnP

[∣∣∣∣f̃n(tJ(t))− E[f̃n(tj(t))]

∣∣∣∣ > ε

]
(5.6)

Pour tout i ≥ 1, on pose

∆i(t) =
µ

hn

[
δi

L(Zi)G(Zi)
K

(
t− Zi
hn

)
− E

[
δ1

L(Z1)G(Z1)
K

(
t− Z1

hn

)]]
(5.7)

Sous l’hypothèse (R2), la variable aléatoire Ψi(tJ(t)) = nhn∆i(tJ(t)) sont centrés et bornées par
2µ

L(a)G(b)
M <∞. Ensuite, on applique l’inégalité de Höeffding (voir Shorack et Wellner, (([57],

1986), p. 855)), on obtient

P
[

max
j=1,...,dn

∣∣∣∣ n∑
i=1

∆i(tJ(t))

∣∣∣∣ > ε

]
= P

[
max

j=1,...,dn

∣∣∣∣ n∑
i=1

Ψi(tJ(t))

∣∣∣∣ > nhnε

]
≤ exp(−ε2n2h2

nc)

Où c est une constante positive dépendant uniquement sur M, µ , L (a) et G(b), alors (5.6)

devient

P
[

max
j=1,...,dn

∣∣∣∣f̃n(tJ(t))− E[f̃n(tJ(t))]

∣∣∣∣ > ε

]
≤ A(nhn)−γnγ−cε

2n2h2n/ logn (5.8)

Avec (R1, i), ce qui donne que (5.8) est le terme général d’un série convergente. Ensuite, par le

lemme Borel-Cantelli([52], 2000), le premier terme de (5.8) tend vers zéro presque sûrement. Si

non, si on remplace ε par ε0
√

logn
nhn

, pour quelque ε0 > 0 dans toutes les étapes du lemme, on a√
nhn
log n

T ′′ = O(1) p.s. (5.9)

En combinant avec (5.5), la preuve du lemme est compléte.

5.2.2 Normalité asymptotique

Théorème 5.2.2. Supposons que les hypothèses R1 à R3 sont vérifiées, alors on a√
nh3

n(θ̂n − θ)
D−→ N (0, σ2) (5.10)

où D−→ dénote la convergence dans la distribution et

σ2 =
µf(θ)

G(θ)L(θ)[f (2)(θ)]2

∫
R
[K(1)(r)]2dr
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Démonstration :

Supposons maintenant que la fonction de densité f(.) est unimodale à θ. Sous l’hypothèse (R4),

on a

f (1)(.) = 0 et f (2)(.) < 0

De même, on a

f̂ (1)
n (θ̂n) = 0 et f̂ (2)

n (θ̂n) < 0

Par le développement de Taylor, on obtient

0 = f̂ (1)
n (θ̂n) = f̂ (1)

n (θ) + (θ̂n − θ)f̂ (2)
n (θn)

Où θn est compris entre θ̂n et θ ce qui donne que

θ̂n − θ = − f̂
(1)
n (θ)

f̂
(2)
n (θn)

(5.11)

Nous avons la décomposition suivante :

√
nh3

n(θ̂n − θ) =
√
nh3

n

f̂
(1)
n (θ)− f̃ (1)

n (θ)

f̂ (2)(θn)

+
√
nh3

n

f̃
(1)
n (θ)− E[f̃

(1)
n (θ)]

f̂ (2)(θn)

+
√
nh3

n

E[f̃
(1)
n (θ)]

f̂ (2)(θn)

=
A1 + A2 + A3

f̂ (2)(θn)

Donc, il suffit de montrer que Ai → 0 pour (i = 1, 3), A2 est normalement asymptotique et

f̂
(2)
n (θn) converge en probabilité vers f (2)(θ).

Lemme 5.2.4. Sous les hypothèses R1 à R3, on a

A1 → 0 quand n→∞

Preuve :

On a

|A1| =
√
nh3

n

∣∣∣∣ 1

nh2
n

n∑
i=1

δiK
(1)

(
θ − Zi
hn

)(
(1− F̂n(Zi))

Cn(Zi)
− (1− F (Zi))

C(Zi)

)∣∣∣∣
=

√
nhn sup

t∈D

∣∣∣∣(1− F̂n(t))

Cn(t)
− (1− F (t))

C(t)

∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
I

1

nhn

n∑
i=1

∣∣∣∣K(1)

(
θ − Zi
hn

)∣∣∣∣
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Pour tout ε > 0 et sous (R2), on a

P
[

1

nhn

n∑
i=1

∣∣∣∣K(1)

(
θ − Zi
hn

)∣∣∣∣ > ε

]
≤ 1

nhnε

n∑
i=1

E
(∣∣∣∣K(θ − Zihn

)∣∣∣∣)→ f(θ)

εµ

∫
R

∣∣∣∣K(1)(r)

∣∣∣∣dr <∞
Puisque C(a) > 0 , I = O

(√
log log n

n

)
(voir lemme 3 dans Sun et Zhou ([58], 1998)), on a

|A1| = 0

(√
hn log log n

)
, qui tend vers zéro sous (R1, (i,ii))

Lemme 5.2.5. Sous les hypothèses (R1, ii) et R2-R3, nous avons

A3 → 0 quand n→∞

Preuves : On a

E[f̃ (1)
n (θ)] =

1

h2
n

E
[

µδ1

L(Z1)G(Z1)
K(1)

(
θ − Z1

hn

)]
=

1

h2
n

∫
R

µ

L(v)G(v)
K(1)

(
θ − v
hn

)
dH∗1 (y)

=
1

h2
n

∫
R
K(1)

(
θ − v
hn

)
f(v)dv

Sous les hypothèses (R2) à (R3) et l’intégration par partie, on a

E[f̃ (1)
n (θ)] =

1

hn

∫
R
K

(
θ − v
hn

)
f (1)(v)dv

=

∫
R
K(r)f (1)(θ − rhn)dr

Par le développement de Taylor de f (1)(.) au voisinage de θ et d’aprés l’hypothèse (R2), on

obtient √
nh3

nE[f̃ (1)
n (θ)] =

√
nh7

n

∫
R
r2K(r)f (3)(θ∗)dr

Où θ∗ est située entre θ − rhn et θ, avec les hypothèeses (R1,(ii)) et (R2)-(R3), on conclut

A3 → 0 p.s. quand n→∞

Lemme 5.2.6. Sous les hypothèses (R1, ii) et R2-R3, on a

V ar[A2]→ µf(θ)

G(θ)L(θ)

∫
R
[K(1)(r)]2dr quand n→∞

Preuves on a

V ar[A2] = nh3
nV ar[f̃

(1)
n (θ)]

=
1

hn
E
[

µ2δ1

L2(Z1)G
2
(Z1)

(K(1))2

(
θ − Z1

hn

)]
− 1

hn

{
E
[

µδ1

L(Z1)G(Z1)
K(1)

(
θ − Z1

hn

)]}2

= Θ1 −Θ2
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Le premier terme

Θ1 =
1

hn

∫
R

µ2

L2(y)G
2
(y)

(K(1))2

(
θ − y
hn

)
dH∗n(y) (5.12)

=

∫
R

µ

L(θ − rhn)G(θ − rhn)
(K(1))2(r)f(θ − rhn)dr

Encore, d’aprés la formule de Taylor on a

Θ1 = µf(θ)

∫
R

1

L(θ − rhn)G(θ − rhn)
(K(1))2(r)dr + 0(1)

Ensuite, puisque G (.) et L (.) sont continus, sous (R2)-(R3), on a

Θ1 =
µf(θ)

G(θ)L(θ)

∫
R
[K(1)(r)]2dr + 0(1)

D’autre part, par le lemme (5.2.5), on obtient

Θ2 =
A2

3

n
→ 0 quand n→∞

Finallement,

V ar[A2]→ µf(θ)

G(θ)L(θ)

∫
R
[K(1)(r)]2dr quand n→∞

Lemme 5.2.7. Sous les hypothèses (R1, i) et (R2)-(R3), on a

sup
t∈D

∣∣∣∣f̂ (2)
n (t)− f (2)(t)

∣∣∣∣→ 0 quand n→∞

Preuves : On a∣∣∣∣f̂ (2)
n (t)− f (2)(t)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣f̂ (2)
n (t)− f̃ (2)

n (t)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣f̃ (2)
n (t)− E[f̃ (2)

n (t)]

∣∣∣∣+

∣∣∣∣E[f̃ (2)
n (t)]− f (2)(t)

∣∣∣∣
= γ1,n(t) + γ2,n(t) + γ3,n(t)

Lemme 5.2.8. Sous les hypothèses (R1, i) et (R2)-(R3), on a le lemme suivant :

sup
t∈D

γ1,n(t)→ 0 quand n→∞

Preuves

On a

sup
t∈D

γ1,n(t) ≤ 1

nh3
n

n∑
i=1

∣∣∣∣δiK(2)

(
t− Zi
hn

)(
(1− F̂n(Zi))

Cn(Zi)
− (1− F (Zi))

C(Zi)

)∣∣∣∣
≤ 1

h2
n

sup
t∈D

∣∣∣∣(1− F̂n(t))

Cn(t)
− (1− F (t))

C(t)

∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
W

1

nhn

n∑
i=1

K(2)

(
t− Zi
hn

)
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Sous le lemme (5.2.5), l’hypothèse (R2), pour tout ε > 0

P
[

1

nhn

n∑
i=1

∣∣∣∣K(2)

(
θ − Zi
hn

)∣∣∣∣ > ε

]
≤ 1

nhnε

n∑
i=1

E
(∣∣∣∣K(2)

(
θ − Zi
hn

)∣∣∣∣)→ f(θ)

εµ

∫
R

∣∣∣∣K(2)(r)

∣∣∣∣dr <∞
De la même manière avec (R1, i) on obtient le résultat.

Lemme 5.2.9. Sous les hypothèses (R2) et (R3), on a

sup
t∈D

γ2,n(t)→ 0 quand n→∞

Preuves

Par le double intégration par parties et par le changement de variable, on résulte comme le

lemme (5.2.1), on obtient

sup
t∈D

γ2,n(t) = sup
t∈D

∣∣∣∣ ∫
R
K(r)f (2)(t− rhn)(t)− f (2)(t)

∣∣∣∣
= 0(h2

n)

Lemme 5.2.10. Sous les hypothèses (R1, i),( R2) et (R3), on a

sup
t∈D

γ3,n(t)→ 0 quand n→∞

Preuve

On suit les mêmes étapes et les mêmes arguments du lemme (5.2.3), par le compact D et le

changement de variable de ∆i(t). On pose

Λi(t) =
µ

nh3
n

[
1

L(Zi)G(Zi)
K(2)

(
t− Zi
hn

)
− E

[
1

L(Zi)G(Zi)
K(2)

(
t− Zi
hn

)]]
= (nh3

n)−1Vi(t)

Ceci est compléter la preuve du lemme.

Afin de réaliser la preuve, on observe quand a lorsque n assez grand∣∣∣∣f̂ (2)
n (θn)− f (2)(θ)

∣∣∣∣ ≤ sup
t∈D

∣∣∣∣f̂ (2)
n (tn)− f (2)(t)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣f̂ (2)(θn)− f (2)(θ)

∣∣∣∣
Avec le lemme (5.2.7) et l’hypothèse (R3), on obtient le résultat

Maintenant, la dernière étape du théorème (5.2.1) qui a été montrer par la condition Berry-

Esséen pour A2 (voir Chow et Teicher (1997 ; p. 322). Pour cela, on pose

A2 =
n∑
i=1

Υin(θ)

Où

Υin(θ) =
µ√
nhn

{
δi

L(Zi)G(Zi)
K(1)

(
θ − Zi
hn

)
− E

[
δ1

L(Z1)G(Z1)
K(1)

(
θ − Z1

hn

)]}
Ensuite, nous avons
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Lemme 5.2.11. Sous les hypothèses (R2) et (R3), on a
n∑
i=1

E[|Υi,n(θ)|3] <∞

Preuves

En appliquant l’inégalité Cr (voir Loève (([38], 1963), p.155), donc

E[|Υi,n|3] ≤ 4(nhn)−
3
2

{
E
[∣∣∣∣ µδ1

L(Z1)G(Z1)
K(1)

(
θ − Z1

hn

)∣∣∣∣3]+

∣∣∣∣E[ µδ1

L(Z1)G(Z1)
K(1)

(
θ − Z1

hn

)]∣∣∣∣}
(5.13)

Les deux termes de (5.13) sont finis sous (R1)-(R3), en suite
n∑
i=1

E[|Υi,n|3] = O(nh3
n)−

1
2 = O(1)

Ceci termine la preuve du lemme (5.2.11) et celle du théorème (5.2.2).

5.3 Cas de mélange

On généralise les résultats du cas précédent à des observations dépendants. Pour cela, on

garde les mêmes notations que celles dans la section précédente. Cependant, pour ce cas là, on

a besoin les hypothèses suivantes :

Hypothèses

Dans ce qui suit, on suppose que aL ≤ aH , bL ≤ bH et D = [a, b] est un compact tels que

D ⊂ D0 = {t : t ∈ [aH , bH ]}.

– A1 Sur le paramètre de lissage hn

– ( i).
√

log logn
n

= O(h3
n)

– (ii).lim nh
(ν+4)/(ν−4)
n

(logn)
ν+1
ν−4 (log logn)

6
ν−4
−→ 0 quand n −→∞ et ν est comme A3.

– A2. La fonction de la densité K est satisfait si :

– (i) K est trois fois différentiable avec un support compact sur R ;

– (ii) K et K(2) sont des fonctions Lipschitzienne continues

– (iii)
∫
R
tK(t)dt = 0,

∫
R
t2K(t)dt <∞

– A3.(Yi)i≥1 est une suite de α-mélange de variable aléatoire, avec le coefficient α(n) =

O(n−ν) pour ν > 4

– A4. La densité de probabilité f (.) est différentiable jusqu’à l’ordre 3 et f (2)(.) ne disparaître

– A5. La densité conjointe f1j(., .) de (Y1, Yj) existe pour tout M > 0

sup
r,t
|f1j(r, t)− f(r)f(t)| ≤M <∞
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– A6. Le mode vérifié la propriété suivante :

pour tout ε > 0 et t, il existe η > 0 tel que |θ − t| ≥ ε implique |f(θ)− f(t)| ≥ η.

5.3.1 Convergence presque sûre

Proposition 5.3.1. Sous les hypothèses (A1) à (A5), on a

sup
t∈D
|f̂n(t)− f(t)| = O

(
max

((
log n

nhn

)1/2

, h2
n

))
p.s. quand n→∞

Théorème 5.3.1. Sous les hypothèses de la proposition (5.3.1) et A6, on a

θ̂n − θ = O

(
max

((
log n

nhn

)1/4

, hn

))
p.s. quand n→∞

Preuve de la Proposition (5.3.1).

La preuve est basée sur les lemmes suivants :

Lemme 5.3.1. Sous les hypothèses (A1, i), (A2) et (A4), on a

sup
t∈D

∣∣∣∣f̂n(t)− f̃n(t)

∣∣∣∣ = O(h2
n)

Démonstration du lemme (5.3.1)

On observe que l’on peut avoir la décomposition suivante∣∣∣∣f̂n(t)− f̃n(t)

∣∣∣∣ =
1

nhn

n∑
i=1

∣∣∣∣δiK(t− Zihn

)∣∣∣∣∣∣∣∣(1− F̂n(Zi))

Cn(Zi)
− (1− F (Zi))

C(Zi)

∣∣∣∣
≤ M

hn
sup
t∈D

∣∣∣∣(1− F̂n(t))

Cn(t)
− (1− F (t))

C(t)

∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
T

1

n

n∑
i=1

δi

≤ M

hn

[
sup
t∈D

∣∣∣∣ F̂n(t)− F (t)

Cn(t)

∣∣∣∣+ sup
t∈D

∣∣∣∣ 1− F (t)

C(t)Cn(t)
(Cn(t)− C(t))

∣∣∣∣] 1

n

n∑
i=1

δi

≤ M

hn

[
1

Cn(a)
sup
t∈D

∣∣∣∣F̂n(t)− F (t)

∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
I

+
1− F (a)

C(a)Cn(a)
sup
t∈D
|(Cn(t)− C(t))|︸ ︷︷ ︸

J

]
1

n

n∑
i=1

δi

Puisque C(a) > 0, I = O

(√
log logn

n

)
(voir le lemme 3 dans Chen and Dai ([12], 2003)) et

J = O

(√
log logn

n

)
, avec la loi forte des grand nombres ([28], 1992) sur la loi de censure (voir

la formule 4.28 de Cai and Roussas ([9], 1992)), on a

sup
t∈D

∣∣∣∣f̂n(t)− f̃n(t)

∣∣∣∣ ≤ c

hn

(√
log log n

n

)
Où c est une constante positive. Avec l’hypothèse (A1, i), on conclut la preuve.
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Lemme 5.3.2. Sous les hypothèses (A1)-(A5),on a

sup
t∈D

∣∣∣∣f̃n(t)− E[f̃n(t)]

∣∣∣∣ = O

(√
log n

nhn

)
Démonstration

Soit D est un compact par le nombre finie dn dans l’intervalle centré de t1, ..tdn de longueur λn

telle que λn = (n−1h3
n)1/2 . Comme D est borné, il existe une constante A tel que dnλn ≤ A.

Maintenant, on pose J(t) = arg min
j=1,...,dn

|t− tj|. Ainsi, nous avons la décomposition suivant :

sup
t∈D

∣∣∣∣f̃n(t)− E[f̃n(t)]

∣∣∣∣ ≤ max
j=1,...,dn

sup
t∈D

∣∣∣∣f̃n(t)− f̃n(tJ(t))

∣∣∣∣
+ max

j=1,...,dn

∣∣∣∣f̃n(tJ(t))− E[f̃n(tJ(t))]

∣∣∣∣
+ max

j=1,...,dn
sup
t∈D

∣∣∣∣E[f̃n(tJ(t))]− E[f̃n(t)]

∣∣∣∣
= I1 + I2 + I3 (5.14)

D’aprés l’hypothèse (A2), on a

I1 ≤ cM

L(a)G(b)
λnh

−2
n

Sur le choix de λn, on obtient

I1 = 0

(
1√
nhn

)
p.s. quand n→∞ (5.15)

Pour I2, pour tout ε > 0, on a

P
[

max
j=1,...,dn

∣∣∣∣f̃n(tJ(t))− E[f̃n(tj(t))]

∣∣∣∣ > ε

]
≤ dnP

[∣∣∣∣f̃n(tJ(t))− E[f̃n(tj(t))]

∣∣∣∣ > ε

]
(5.16)

Pour tout i ≥ 1, on pose

∆i(t) =
µ

hn

[
δi

L(Zi)G(Zi)
K

(
t− Zi
hn

)
− E

[
δ1

L(Z1)G(Z1)
K

(
t− Z1

hn

)]]
(5.17)

Sous l’hypothèse (A2), les variables aléatoires Vi(tJ(t)) = nhn∆i(tJ(t)) sont centrées et bornées

avec
2µ

L(a)G(b)
M <∞. Ensuite, on applique l’inégalité de Fuk-Nagaev’s (see Rio ( [52], 2000),

p. 87, 6.19b), ∀ε > 0 et r > 1 ,

P
[

max
j=1,...,dn

∣∣∣∣ n∑
i=1

∆i(tJ(t))

∣∣∣∣ > ε

]
= P

[
max

j=1,...,dn

∣∣∣∣ n∑
i=1

Vi(tJ(t))

∣∣∣∣ > nhnε

]

≤ Aλ−1
n

[
r

n

(
2r

nhnε

)ν+1

+

(
1 +

ε2n2h2
n

rSn

)−r/2]
= Υ1 + Υ2
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Où

Sn =
n∑
i=1

n∑
j=1

|cov(Vi, V j)| (5.18)

Tout d’abord, on a

Sn =
∑
i 6=j

|cov(Vi, V j)|+ nV ar(V1) = S∗n + nV ar(V1) (5.19)

En utilisant l’hypothèse (A2) et par un changement de variables, on obtient

nV ar(V1) ≤ nE
[

µ2δ1

L2(Z1)G
2
(Z1)

K2

(
tJ(t) − Z1

hn

)]
≤ nhnµ

L(a)G(b)

∫
R
K(2)(s)f(tJ(t) − shn)ds

= O(nhn) (5.20)

Sous (A3), on obtient

|cov(Vi, V j)| = |E(ViVj)|

=

∣∣∣∣ ∫
R

∫
R
K

(
tJ(t) − r
hn

)
K

(
tJ(t) − s
hn

)
× f1j(r, s)drds

−
∫
R
K

(
tJ(t) − r
hn

)
f(r)dr ×

∫
R
K

(
tJ(t) − s
hn

)
f(s)ds

∣∣∣∣
≤ h2

n

∫
R
K(m)K(m′)× |f(tJ(t) −mhn, tJ(t) −m′hn)

− f(tJ(t) −mhn)f(tJ(t) −m′hn)|dmdm′

D’aprés l’hypothèse (A5),

|cov(Vi, V j)| = O(h2
n) (5.21)

D’après Masry ([42], 1986), on définit

E1 = {(i, j) tel que 1 ≤ |i− j| ≤ ϕn} et E2 = {(i, j) tel que ϕn + 1 ≤ |i− j| ≤ n− 1}

où ϕn →∞ quand n→∞, on peut écrire

S∗n = ϑ1 + ϑ2

où ϑ1 et ϑ2 sont les sommes des covariances sur E1 et E2 respectivement. Donc on a d’aprés

(5.21)

ϑ1 = O(nh2
nϕn)
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Pour le seconde terme, on utilise l’inégalité de covariance de Davydov pour le processus de

mélange (voir Rio, ([52], 2000), formule 1.12a, page 10),

∀i 6= j, |cov(Vi, V j)| ≤ cα(|i− j|) (5.22)

Ensuite, on obtient par l’hypothèse (A3)

ϑ2 = O(nϕ1−ν
n )

Le choix de ϕn = (h
−2/ν
n ) permet d’écrire

S∗n = O(nh(ν−1)2/ν
n ) (5.23)

Enfin, d’aprés (A3) avec (5.20) et (5.23)

Sn = O(nhn) (5.24)

Par

ε = ε0

√
log n

n
, et r = c log n(log log n)1/ν (5.25)

On a

Υ1 = O

(
λ−1
n n(1−ν)/2h−(ν+1)/2

n (log n)(ν−1)/2(log log n)ε
−(ν+1)
0

)
Sous (A1, ii),

Υ1 = 0

(
n−1 log−1 n(log log−2 n)

)
qui est le terme général d’une série convergente de Bertrand. En utilisant le développement de

Taylor de log(x+ 1) et (5.25), on a

Υ2 = A2n
1/2h−3/2

n exp

[
− r

2
log

(
1 +

nhnε
2
0 log n

rSn

)]
≤ ch−3/2

n n
1−ε20

2 (5.26)

De la même manière, on peut choisir ε0 tel que Υ2 soit le terme général des séries convergentes.

Ainsi,
∑
n≥1

(Υ1 + Υ2) <∞, et on applique le lemme Borel-Cantelli([52], 2000).D’où le résultat.

5.4 Exemple

Au cours d’une étude sur les fumeurs il est intéressant de savoir comment le temps de survie

( la variable d’intérêt ) est influencé par l’âge auquel la personne a commencé à fumer. Les
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personnes sont suivies pendant une certaine période de temps. Un fumeur qui décédé avant le

début de l’étude est systématiquement exlu de l’échantillon et donne lieu a ce qu’on appelle

une observation tronquée à gauche. En revanche, un fumeur non décédé avant la fin de l’étude

donne lieu a ce qu’on appelle une observation censurée à droite.



Conclusion

L’apport de notre étude concerne les deux cas indépendant et dépendant qui donne une

expression explicite des termes de biais et de la variance qui caractérise par les covariances de

l’estimateur construit.

Dans un premier, nous nous intéréssons à l’estimation du mode par la méthode du noyau,

lorsque la variable explicative est réelle. On a utilisé une idée trés différente de l’estimation

de noyau locale est celle de la densité lorsque la largeur du paramêtre de lissage unique h est

remplacée par n largeurs différents dépend de i tel que i = i, n. L’intérêt est de construire de

nouveaux noyaux placés aux points des données obserées mais permet que le lissage du noyau

d’un point à un autre. De plus, le bon la perfornonce de l’estimateur proposé est testée via une

étude de simulation et il est montré que l’estimateur proposé est plus efficace que l’estimateur

de Parzen 1962 et il est amélioré à mesure que la taille de l’échantillon augmente, l’avantage

variée de ce mémoire est qu’on a spécifique à des données manquantes ou incomplèles est trés

vaste et suscité beaucoup d’intêt que parmi les staticiens ces derniees années l’attitude vis-àvis

de ce type de données a longtemps été soit de les éliminier, soit de minimiser le mauvais impact

qu’elles pour aient avoir sur des procédurs statistique adaptées à des données complètes.

Dans le domaine des durées de survie, les données sont souvent incompléts à cause de deux

phénomènes destrincts : la censure et la troncateure.

Dans leur acception la plus générale, ces deux notions ont la signification suivante. Premiè-

rement, c’est la troncature, on observe X que si elle appartient à un sous ensemble B de ses

valeurs possible. On dit que X est tronquée par B. Deuxièment, il s’agit là de la censure même

dans le cas où X appartient à B, on observe pas X complètement, on sait seulement de cette

variable qu’elle appartient à un sous ensemble A de B,on dit qu’elle est censurée par A.

Les vitesses des conversences obtenues sont invensibles aux corrélations des observations.

Cependant, certains hypothèses supplémentaires ont été introduite a fin de prendre en compte

la dépendante des observations
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