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Introduction générale

Les équations différentielles stochastiques de Volterra se posent dans de nombreuses
applications telles que la finance mathématique, la biologie, etc. et au cours des 30 der-
niéres années, la théorie des équations différentielles stochastiques de Volterra (ESV) a
été développée dans diverses directions.

Nous étudions l'intégrale stochastique de I’équation de type Volterra

Xi(w) :Yt(w)—i-/o b(t,s)Xs(w)ds—l—/O o(t,s)Xs(w)dBs(w) (1)

avec Y , b et o sont des fonntions données , b et o sont déterministes , bornées et Y;
est stochastique n’est pas nécéssairement adapté. L’intégrale stochastique 0B a le sens
de Skorokhod. En général, il n’est pas nécessaire qu'un processus stochastique classique
X (w) vérifie cette équation.

Des techniques bien connues telles que la localisation, la perturbation et la transformation
de coordonnées permettent de transférer les résultats de tels problémes vers des équations
intégrodifférentielles paraboliques sur des domaines lisses, (voir [[48], Chapitre I, Section
5]). La fonction b devrait étre considérée comme un noyau b(t) = e "t°~1/T'(B);n >
0,56 € (0,2). L’équation(1) est une version stochastique abstraite des modéles déter-
ministes mentionnés. L’approche stochastique des équations intégrales a récemment été
utilisée en raison du fait que dans les applications, le niveau de précision d’un modele dé-
terministe donné ne semble pas toujours étre modifié d’'une maniére significative lorsque
la complexité du modele augmente. Au lieu de cela, 'approche stochastique fournit de

meilleurs résultats. Un exemple typique est 1'utilisation des équations intégrales stochas-
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tiques dans les modeles pluie-débit, (voir [22]).

Au cours des derniéres années, il y a eu un intérét considérable pour étudier le mou-
vement brownien fractionnaire (fBm) en raison de ses propriétés compactes telles que
I’auto-similitude,incréments stationnaires, continuité Holderienne et dépendance a longue
portée (quand H > 1/2), et aussi en raison de ses applications dans divers domaines scien-
tifiques, y compris les télécommunications, la turbulence,traitement de I'image, finance
et autres domaines. C’est un convenable généralisation du processus standard de Wiener.
Certaines enquétes et littératures complétes pourraient étre trouvées dans Biagini et al
[5], Hu [23], Mishura [31], Nualart [32] et Zahle [57]. Puisque B n’est ni un processus
semimartingale ni un processus de Markov, sauf si H = 1/2, la théorie classique d’It6 n’est
pas disponible quand on la traite. Il existe plusieurs approches pour définir une intégrale
par rapport a fBm. Une possibilité d’utiliser I'intégrale de Skorokhod ou une intégrale de
divergence introduite dans le paramétrage brownien fractionnaire dans Decreusefond et
Ustunel [11].

Notre travail est divisé en trois chapitres;

Dans le premier chapitre, nous nous intéressons principalement au cas ou Y; n’est pas
adapté. Dans ce cas, nous ne pouvons évidemment pas attendre a ce que X; soit adapté
et I'intégrale d’Itd6 dans I’équation n’est pas donc défini. Cependant, nous montrons qu’une

solution unique existe dans les sens suivants :

— En tant que processus fonctionnel.

— En tant que bruit blanc généralisé fonctionnel (distribution Hida).

De plus, dans les deux cas, nous trouvons des formules des solutions explicites. Les for-
mules sont similaires a celles du cas déterministe (¢ = 0), mais avec les produits Wick au
lieu des produits ordinaires (point par point).

L’équation a encore un sens si nous remplacons l'intégrale d’It6 par I'intégrale plus géné-

rale de Skorokhod :

Xi(w) :Yt(w)—i—/o b(t, S)Xs(w)ds+/0 o(t, ) Xs(w)dBs(w).
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Dans le deuxiéme chapitre, nous nous étudions l’existence, 1'unicité et la continuité de
la solution des équations stochastiques différentielles de Volterra avec les noyaux singuliers
et les coefficients non-Lipschitziens. Comme application, nous étudions ensuite les EDSs
avec des intégrales fractionnaires.

On présente une syntaxe des traveaux de Protter [16] qui a étudié 'ESV régie par une se-
mimartingale générale (pas nécessairement continue) et a résolu une conjecture de Berger
et Mizel [1]. Ainsi que les traveaux de Pardoux et Protter [15] qui ont examiné ’anticipa-
tion des équations différentielles stochastiques de Volterra a ’aide du calcul de Malliavin.
Enfin, dans le troisiéme chapitre, nous allons fournir des exemples d’application sur les
équations différentielles stochastiques de Volterra a la finance avec un exemple d’inves-
tissement optimal sur un marché financier modélisé par une équation de Volterra et un

autre d’'un investissement dans une production économique.



Chapitre 1

Généralités sur les équations

différentielles stochastiques de Volterra

1.1 Introduction
L’équation classique (déterministe) de Volterra du second type a la forme
t
X =Y, +/ v(t,5)Xds; 0<t<T (1.1)
0

ou Yy, v(t, s) sont des fonctions, T > 0 est une constante donnée. Cette équation apparait
dans nombreuses applications, dont certaines sont décrites dans [16]. (Voir aussi [52] et
I'exemple 1 ci-dessous). Supposons maintenant que le systéme est perturbé de maniére
aléatoire ou que les informations concernant la fonction (¢, s) sont insuffisantes / bruitées.

Dans les deux cas, une formulation mathématique possible serait de mettre
v(t,s) =b(t,s) +o(t,s)  Ws (1.2)

ou b(t, s) et o(t, s) sont des fonctions déterministes et Wy = Wi(w); w € © (un espace de
probabilité) indique un "bruit blanc" (voir les définitions ci-dessous). Nous permettons

également & Y; = Y (w) d’étre aléatoire. Cela donne - formellement - I’équation
¢ t
Xi(w) =Yy (w) +/ b(t, s)Xs(w)ds + / o(t,s)Xs(w)Ws(w)ds (1.3)
0 Jo

8
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ot le dernier terme (en rouge) reste a définir.
Si Y; est un processus stochastique adapté, il est naturel de supposer qu'une solution X;

de (1.3) doit également étre adaptée, ce qui conduit a U'interprétation suivante de (1.3) :

X,(w) = Yi(w) + / b, 5) X, (w)ds + / o(t, 8) X, (w)dBs(w), (1.4)

ot le dernier terme désigne l'intégrale habituelle d’It6 et B;(w) le mouvement brownien
dont la dérivée par rapport a t est W;(w) (au sens de la distribution). Dans ce chapitre,
nous nous intéressons principalement au cas ot Y; n’est pas adapté. Dans ce cas, nous ne
pouvons évidemment pas attendre a ce que X; soit adapté et l'intégrale d’It6 dans (1.4)
n’est pas donc définie.

Cependant, I’équation a encore un sens si nous remplacons l'intégrale d’It6 par 'intégrale

plus générale de Skorokhod :

Xi(w) :K(w)+/0 b(t, s)XS(w)ds+/0 o(t,s)Xs(w)dBs(w) (1.5)

Remarque : L’intégrale de Skorokhod

/0 ' 2.(@)6Bw)

est définie pour tous les processus Zs(w) (adaptés ou non) tels que

/0 E(Z%)ds + Y (m + ) full? < co. (1.6)

m=1

Ici f,, (t1, ..., tm, t) est la symétrisation de ft(m) (t1,...,ty) olt ft(m) est le terme de commande

dans le développement du Chaos-Wiener-It6 de Z.
Z ftm) (t1, ..., tm)dBy, ...dB, .

Si Zs(w) est adapté, 'intégrale de Skorokhod coincide avec I'intégrale d’Ito [32]. Nous

utiliserons (1.5) comme modéle mathématique pour une équation intégrale de Volterra
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perturbée de maniére aléatoire, ou une équation intégrale de Volterra stochastique. Le
but de ce chapitre est d’étudier I'existence et 1'unicité d’une solution de (1.5). De plus,
nous trouverons une formule de solution explicite. Il s’avére qu’en général (sans conditions
fortes sur Y;, b et o) il n’existe pas de processus stochastique (classique) X satisfaisant
(1.5). Cependant, nous allons prouver qu’une solution existe (et est unique) dans les sens
suivants :

— En tant que processus fonctionnel .

— En tant que bruit blanc généralisé fonctionnel (ou distribution Hida).

Nous expliquons maintenant ces deux approches plus en détail :

1. L’approche processus fonctionnel ([27],[29],[18]) :
Nous considérons ici la solution X comme un processus stochastique généralisé de

la forme

X =X? = X(¢,t,w),

ol ¢ € S (espace de Schwartz contenant des fonctions décroissantes rapidement sur
R). Heuristiquement, X (¢, t,w) peut étre considéré comme le résultat de la mésure
de X (a l'instant ¢ et dans l'expérience w) via la fonction de moyennage / test ou
"fenétre" ¢.

Le bruit blanc W peut étre considéré comme un tel processus fonctionnel par la

définition

W(6. 1) i= Wi () 1= [ ou(s)aB,

ol ¢y(s) = ¢(s —t) est la fenétre ¢ décalée de la quantité t. Notez que pour chaque
¢ fixe, X(¢,-,-) et W(o,-,-) sont des processus stochastiques continus. Il y a une

formule exceptionnelle pour l'intégrale de Skorokhod en ce qui concerne le produit
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de Wick ¢

R R

ou * désigne une convolution par rapport a t, c’est-a-dire
(oY) (w) = / ot — s)Ys(w)ds.
R

Par conséquent, nous disons qu’un processus fonctionnel X; = X7 (w) = X(o,t,w)

est une solution de (1.5) si, pour tout ¢ € S, il existe un processus stochastique

Xy = st tel que

t t
Xf:Yf’Jr/ b(t, S)des—i-/ o(t,s) X oWy ds ;0<t<T
0 0

oll nous permettons a Y; = Yf’ d’étre également un processus fonctionnel. Dans la
suite, nous montrons qu’une solution de processus fonctionnelle de (1.5) existe sous
certaines conditions sur Y,?, b(t,s) et o(t, s). De plus, nous donnons une formule de

solution explicite :

t
X, =Y, +/ H(t,s) o Ysds (1.7)
0

ou H(t,s) = H(t,s,w) est un noyau aléatoire construit a partir de K(t,s,w) =

b(t,s) + o(t, s)Ws, (w).

2. L’approche fonctionnelle généralisée du bruit blanc (distribution de Hida) [17].
Dans ce contexte, nous considérons X; et les autres éléments de 'équation (1.5)
comme des éléments de I'espace (S)* des distributions de Hida (ou des fonctions de
bruit blanc généralisées). Le bruit blanc ponctuel W, peut étre considéré comme un

élément de (S)*. Par le corollaire 3.4 dans [28] nous avons

/Zt5Bt:/Zt0Wtdt (]_8)
R R
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pour tous les processus stochastiques satisfaisant (1.6) (adapté ou non). C’est pourquoi

I'interprétation naturelle de I’équation (1.5) dans le cadre de la distribution de Hida est
t t

X =Y, +/ b(t,s)Xsds + / o(t,s)Xs o Wsds (1.9)
0 0

ou Y; est considéré comme un élément de (S)*. Notons que par (1.8) la relation entre le

bruit blanc ponctuel W, et le processus fonctionnel Wy, est (choisissez Z; = () dans

(1.8)) :

Iwmamzéwwmﬁ

c’est-a-dire que W (1)) est le résultat d’un "étalement" du bruit singulier W; par la fonction
de test 1 .

Dans ce (S)* , nous prouvons 'existence et 'unicité des résultats pour (1.9) et aussi, nous
obtenons une formule de solution du type (1.7). De plus, nous montrons que la solution

de (1.9) est en fait dans £%(u) sous certaines conditions.

1.2 Quelques Notions préliminaires

Définition 1.2.1 Soit (S, B, i) Uespace de probabilité de bruit blanc, i.e : u est la mésure
de probabilité sur les sous-ensembles de Borel B de l’espace 8" = S'(R) des distributions

tempérées sur R, avec la propriété
| expli < 0,0 >)dn) = exp(=1/2]0]1)

pour tous ¢ € S, ot ||¢[]* = [;|o]*dx et < w,d >=w(¢) est Uaction de w € S (le dual
de S ) sur ¢ €S (voir [17]).

Définition 1.2.2 Rappelons que le processus de bruit blanc W est la carte

W:8x8 =R
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donnée par

W(p,w) = Wy(w) =< w, ¢ > peS,we S
e :

Wo(w) = /R o(t)dB,.

ot le coté droit indique 'intégrale de Wiener-Ito par rapport au mouvement brownien B;.
Nous avons également décrit ci-dessous une version singuliere Wy de bruit blanc ponc-
tuelle. Heuristiquement, nous pouvons considérer que Wy est la limite de Wy comme
¢ — 6 la masse ponctuelle a t. Cette limite existe dans lespace (S*) des distributions

Hida. Pour la définition et les propriétés de (S)* voir [17].

Définition 1.2.3 Une description alternative de (S)* ([07]) peut étre donnée comme
suit :

Soit la fonction Hermite d’ordre n > 1

en(z) =7 1((n— 1)) 26T hy_y (V22) (1.10)
ol
hom = (=1)"e7 R
(2) = (=1)"e7 ——e

est le polynéme d’Hermite d’ordre m > 0.
11 est bien connu que {e,}°, forme une base orthonormale de L*. En outre, e, est une

fonction propre pour l'opérateur

d? 9
avec valeur propre 2n, i.e :
Ae, =2ne,;n=1,2,--- (1.11)

Posant 0; = fR e;dB,; et on définit
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pour tout o = (avy, - -+, Q).
Selon le théoréeme de Chaos- Wiener-Ito, nous avons que chaque f € L2 peut étre représenté

comine une somme

flw) =" caHa(w), (1.12)

o

m
||fH%Q(u) - Za!ci ;al = Hai!,
a i=1

Définition 1.2.4 On dit que f € L*(n) est une fonction de test de Hida ,f € (S) , si

Ap(k) == sup 2al(2N)* < 0o VE < o0, (1.13)
ot
@N)* = []@2)™ sia=(o,....0m).
j=1

Définition 1.2.5 Le dual de (S), noté (S)* ('espace des distributions de Hida) peut étre

représenté par l’ensemble des sommes formelles
F=> baH,, (1.14)

ol

sup b2l ((2N)™*)? < oo ;pour q < oo.

Définition 1.2.6 L’action de F € (S)* (donnée par (1.14)) sur la fonction de test f €
(S) (donnée par (1.12)) est

<F f>= Za!baca.

«
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En général, on a

(8) € L(p) C(S)" ;Vpe (1,00).

Définition 1.2.7 Nous pouvons maintenant définir le bruit blanc ponctuel W; en (S)*

par
Wiw) = ex(t)h(br),

(>>bnH,, avec €, = (0,0,---,1) avec 1 sur la n ieme place et b, = e,(t))
puLS

supb2a!(2N)™ ™ =supe(t)-1-(2n) 7 < oo,

pour q > —15 puisque eyl = 0(n=12) quand n — oo (voir[20] ;la formule(21.3.3)). Ce

qui donne que Wy € (S)*.

Dans ce qui suit, nous utiliserons la convention selon laquelle Wy désigne le bruit blanc

ponctuel (en (8)*) sit € R tant que Wy, désigne le bruit blanc défini par (1.10) si € S.

Si F = anHa et G = ZcﬁHﬁ sont deux éléments de (S)*, nous définissons leur produit
B

[0}

de Wick F oG comme élément de (S)* donné par

FoG=> ausHars =Y (Y asbs)H,

a,p v atB=y

En utilisant la caractérisation (1.13), on peut prouver que les deux espaces (S)* et (S)
sont fermés sous o, i.e : f,g € (§)* = fog € (S)* et de méme pour (S) (voir 'argument
dans [57]). Il existe une alternative a la représentation (1.12) : si f € L2(u) il existe des
fonctions f, € L2(R™) tels que :

oo

fw)=>_ [ falt- oo ta)dBE"

n=0

et

o0

Hf”%?(u) = Zn!anH%%Rn)-

n=0
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Ici £2(R™) désigne espace des fonctions L£2-symétriques sur R et dBE™ = dB,,dB,,---dB,,
désigne lintégrale d’ Ito itérée. En utilisant cette représentation, le produit de Wick de

deux fonctions
f:Z/fndB®n et QZZ/gmdB®ma

en L?(u) peut étre exprimé par (si elles convergent)

n,m

ol ® désigne le produit tensoriel symétrisé.
Le produit de Wick joue un réle crucial dans notre solution de l’équation différentielle
stochastique de Volterra . Etant donné que L' n'est pas contenu dans (8)*, une définition
supplémentaire est nécessaire pour ce cas (voir [15]).
Supposons qu’il existe X,,,Y, € L*(u) tels que X,, — X dans L'(p),Y,, — Y dans
LYu), X, oY, € LY 1) pour tout n et Z :=lim X,, oY, existe dans L' ().
On définit ainsi

XoY =17

Cette définition ne dépend pas du choix spécifique de {X,},{Y,}. En fait, nous avons
FIX oY](9) = ezl FIX](9) - FIY)(9) Vo €S (1.15)

ol

FIX0) = [ ¢ X@dnw) o€

/

est la transformation de Fourier de X.
Pour la preuve de (1.15), voir [[15], Lemme 9.2]). Une étude des propriétés du produit de
Wick est donnée dans [1/].

Rappelons maintenant deux transformations importantes sur (S)

Si F € (8)* la transformation S de F' (introduite la premiere fois dans [25]), SF, est une
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carte de S en C définie par

(On peut prouver que la fonction w — exp < w, ¢ > ; w € 8" appartient a (S), donc (1.16)
est bien défini).
Notons F € L*(u) on a donc

SF(¢) = e 319 / exp(< w, ¢ >)F(w)du(w)

’

La transformée Hermite de F, (introduite la premiére fois dans [27]) HF, est une carte de
Uespace CY de toutes les suites finies de nombres complexes en C (I’ensemble des nombres

complexes) définis par
HF (21,20 ) i= F(ZhZQ ) =SF(z161 4 2e2 + -+ +) (21,22 ) € C.

De maniére équivalente si F' € (S)* a lextension (voir [27],Th 5.7)
Fw) = anHa<w)7

alors, en wutilisant la notation avec multi indices 2% = 2{"25% -« si z = (21,29 - ) et

a = (a1, as, ) ,on obtient
’HF(z):anz" 2 e CY.
«
On peut montrer que la série converge et représente une fonction analytique de z € ClY,
pour tout F' € (8)* (voir [17]). Les caractérisations du produit de Wick en termes de

*

transformation S et H sont les suivantes : si F,G € (S)* alors

H(F o G)(2) =HEF(z) - HG(z) ;2 € CY

et
S(FoG)(9) =SF(9)-SG(o)  ;9€S,
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Enfin, rappelons qu’il existe un inverse explicite de la transformation d’Hermite (voir

[27])-

Soit A la mésure de probabilité sur R"™ définie par

[ e p)dAy) = @207 | f)e iy,

si f est une fonction mésurable bornée de y = (y1,yz,- - -) € R" dépend uniquement des n

premiéres coordonneées Yy, -+ -, Yn. S0it
X = anHa(w) € L%(p)

de sorte que X a la transformation Hermite

X(2) =HX(2) = Z Ca2®.

[

On récupere X de X par

X(w) =H'X = lim X R (0 +iy)d(y)

n,k— o0 Rn

(la limite dans L*(w) ) ot 0 + iy = (01 + iy1, 02 + iy, - - -) avec Oy = [ e,dB et

XOP(2) = 3" ez Jue={aila] <n eta; =0, pourj >k}

OcEJnJC

est la série doublement tronquée pour X.

De plus, on a lestimation suivante (voir [15],Th 4.2) :

B[x17) < int [ [ 1509 € 4 inar @)
n,k—o00
pour tout p € [1,00).

Définition 1.2.8 Soit F' une fonctionnelle a valeurs complexes sur S(R). F' est une

U—fonctionnelle si les conditions suivantes sont remplies :
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— Pour tous les ¢,¢ € S(R) la cartographie X — F(¢ + Ap), A € R a une extension
analytique compleéte, qui sera notée F (Y + z¢), z € C.
— Il existe un p € Ng (I’ensemble des entiers non négatifs) et Cy,Cy > 0 de sorte que

pour tout z € C, ¢ € S(R)
|F(20)] < Crexp(Calz*[|612,), (1.17)

ou |[@ll2p = [|APP| 2 (r)-
On a donc les résultats suivants :

Théoréme 1.1 [//]
Si @ € (S)*, alors S® est un U—fonctionnel. Inversement, si F' est un U—fonctionnel,

alors il existe un unique ® dans (S)*, de sorte que S® = F.

Théoréme 1.2 [///

Supposons que F,,,n € N et F' sont U—fonctionnels et soit ®,,,n € N et ® , respectivement,
désignent les distributions de Hida associées dans (S)*. Alors, les deuz assertions suivantes
sont équivalente :

(a) La suite (®,,n € N) converge fortement vers ®.

(b) La suite (F,,n € N) converge ponctuellement vers F' et pour tout n € N assez grand,

Uestimation (1.17) est valable pour chaque F,, uniformément dans n.

1.3 L’approche processus fonctionnel

Les processus fonctionnels ont été introduits pour la premiére fois dans [27] lors d’une
étude de certaines équations différentielles stochastiques impliquant des fonctions du bruit
blanc. Une version multiparamétrique étendue a été utilisée dans [18]. Les processus fonc-
tionnels peuvent étre considérés comme une généralisation des processus valorisés par la

distribution.
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Définition 1.3.1 Soit p > 0. Un processus fonctionnel LP (6 un paramétre) est une fonc-

tion de

X:SxRxS8 —-R

tel que
— La carte t — X(¢,t,w) est mésurable pour chaque ¢ € S et w € §'.
— La carte w — X(¢,t,w)est dans LP(u) pour tout ¢ € S et pour tout t € R.

1.3.1 EXEMPLE

On peut considérer le processus de bruit blanc comme un processus fonctionnel W (¢, t, w)

en définissant
W(¢7t7w) = W(bt(w) =< w, ¢t >,
ol
Pi(s) = ¢(s — 1),

est le décalage t de la fonction de test ¢.

Notons que si F' € 8’ et D désignent I'opérateur de différenciation, nous avons
d d
< DF,¢,(-) >= — < F,D¢,(:) >= — < F, d—qﬁ(y —1z) >=<F, d—qﬁm(y) > .
Yy x

Ainsi, prendre les dérivés de distribution de F' et appliquer le résultat a ¢, revient a
appliquer F' au dérivé de ¢, par rapport a x. Compte tenu de cela, il est naturel d’inter-
préter les équations différentielles de distribution vis-a-vis de ¢ impliquant des processus
fonctionnels X (¢, z,w) comme des équations différentielles ordinaires en z pour chaque
0.

La deuxiéme observation pertinente pour l'interprétation de (1.5) est la suivante :
Lemme 1.3.1.1 Soient Y;(w) un processus stochastique et ¢ € S tel que

Zy = (oxY),
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satisfait a la condition (1.6).Alors

/(gb % Y)t(SBt = / }/; o W¢tdt,
R R

ou x désigne la convolution, i.e :

(oY )( /¢t—5

Preuve Par le corollaire 3.4 dans [25] nous avons

/Zt(SBt:/ZtOWtdt
R R

pour tous les processus Z; satisfaisant (1.6), ou le coté droit est considéré comme un

élément de S*. On applique cette égalité & Z, = (¢ * Y'), , on obtient

[z~ [([ ott-svas o wian
= [Yiwro ([ ot - owidoyas

= / Ys(w) o Wy, ds.
R

Ce qui donne le résultat cherché. Au vu des lemmes (1.2.1) et (1.3.1.1), I'interprétation
suivante de (1.5) est naturelle :
Nous disons qu’un processus fonctionnel X (¢,t,w) = X{ est une solution de (1.5) si, pour

tout ¢ € S
t t
X? = Y;%r/ bt, S)Xg’ds+/ o(t,s)X?oWyds  ;0<t (1.18)
0 0

o Yy = Y (¢,t,w) est un processus fonctionnel donné.

Lemme 1.3.1.2 Soient b(t, s) et o(t,s) deux fonctions déterministes bornées satisfaisant

b(t,s) =o(t,s) =0 ;s 0<t<s
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on fize ¢ € S et on définit pour (t,s) € [0,00) x [0,00),
Ki(t,s) := K(t,s) = b(t,s) + o(t,s)Wy,(w),

et inductivement

t ¢
Kot s) = / K,(t,u)o K(u,s)du = / K, (t,u) o K(u, s)du n > 1.
0 s

On a donc pour tout (t, s)

M1+ |lol)"
< N - “en
[ F (s 8) [ 22y < i ; n=1,2,
et donc la série
H(t,s,w) = ZKn(t,s,w)
n=1

convege uniformément dans L* pour tout (t,s) € [0,00) x [0, 00).
Preuve : Tout d’abord, notons que si nous mettons
Y(t,s) =(t,s,w) = o(t,s)Wy,

alors

Ky(t,s) = /tK(t,u) o K(u, s)du

= [ 0t0) + (8 0) 0 (b 5) + (. )
et

Kg(t,s):/ Ksy(t,v) o K(v,s)dv

- / cocust / [(b(t,w) + (2, 1)) © (b(u, v) +(u,)) o (b(v, 5) + (v, 5))|dudv

Donc par induction

o

(1.19)

(1.20)

Kn(t,s):/< </< [T (b)) + (o, ) -+ ot

1St 0<k<n—1
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<

ouuy=tetu,=set H indique que le produit de Wick est utilisé. maintenant

<

H (O(uk, tper1) + (U, Ukt1)) Zb

0<k<n—1

la somme étant prise sur toutes les partitions {«, 3} de {0,1,---,n—1}(i.e :anN B =0 et

aUp=1{0,1,---,n—1}) nous avons utilisé la notation
ba(u) = b(Uays Uay 1) * + = O(Uay, Uay11), st ={ag, - a;}
et
’75(“) = 7(”517”61-&-1) O 'OV(UﬁmuﬁkH) st 5 = {517 T Bk’}v (1'21)
puisque

E[|[W,, ©...o W, [11M* = VEl||o|*

on obtient de (1.21) que (avec || = le cardinale de )
1Kt )20 < /< ) /< <tz o ()] - 05 |NTBT 6Pt -« - s, (1.22)
SSUR—15.. Ul

Choisissons M < oo tel que
|b(t,s)] < M et |o(t,s)| < M pour tous t,s Alors de (1.22) nous obtenons (en mettant

6] = k)

n 1 " /n g M" n
I8Nl < 7 252 (1) VR < 0+ 10

n

Lemme 1.3.1.3 Considérons K, K,, comme dans le lemme (1.3.1.2) on a donc

t
K,(t,s) = / K,_j(t,u) o K;(u,s)du ;Vj=1,2,...,n—1 (1.23)
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Preuve : Nous procédons par induction. Par définition, (1.23) est valable pour j = 1
pour tout n. Supposons que (1.23) vaut pour n = ng et pour tout j < ng— 1 et aussi pour

n=ng+1slj=7jy<ng— 1. Alors
t t u
/ Kn0+1*(jo+1)(t7 u) © Kj0+1<u7 S)du = / KTLO*jo (t> u) < (/ Kjo (uv U) < K(”? S)dv)du
t t
= / K(v,s)o (/ Kop—jo (t, 1) o Kj (u, v)du)dv

t
_ / K(v,8) 0 Ko (£,0)d0 = Ko 11 (1 5).

Lemme 1.3.1.4 Considérons K(t,s) et H(t,s) comme dans le lemme (1.3.1.2), alors
t
H(t,s) — K(t,s) = / K(t,u) o H(u, s)du.

Preuve : de (1.20) et (1.19) on obtient

t
/S K(t,u) o H(u, s)du = lim S (;K(t,u)o[(n(u,s))du
t N
:]\lfl_t’glo . (;Kn-&-l(ta 8))

= H(t,s) — K(t,s).
Théoréme 1.3 Soient b(t,s) et o(t,s) deux fonctions déterministes bornées satisfaisant :
b(t,s) =o(t,s) =0 1510 <t<s.

Soit Y; = Y (¢, t,w) un processus fonctionnel de L' (pas nécessairement adapté) tel que

Z [ K (s,u) 0 Yy o Kn(t, s)|l g2y <C <00 ;VEsun (1.24)

m=1
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(avec C' indépendant de t,s,u et n) ou K, est défini par (1.23). On définit
t
X, = X(6,tw) = Vi + / H(t,s) o Yads, (1.25)
0

alors

X, 0 K,(t,s) € LY (ds x du); Vt,n, (1.26)

et Xy est le processus fonctionnel unique de L' qui vérifie (1.26) et résout (1.18) l'inter-

prétation de ’équation stochastique de Volterra

t t
X, =Y, + / b(t,s)Xds +/ o(t,s)Xs0Bs.
0 0

Preuve : Nous vérifions d’abord que X; donné par (1.25) satisfait a (1.26) : De (1.24)

nous avons

s 00 S
(/O H(s,u)oYudu)oKn(t,s):(Z/o Ko, 1) 0 Yydu) o Ky(t, s)

— Z/ Kon(s,u) oY, o K(t,s)du
m=1"0

qui converge absolument dans £2(ds X dpu)

Ensuite, nous vérifions que si X, est défini par (1.25), alors X, vérifie (1.18), c.-a~d.

¢
X; =Y, +/ X, 0 K(t,s)ds (1.27)
0
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En remplagant par X et en utilisant le lemme (1.3.1.3), nous obtenons

t t t s
/ Xso K(t,s)ds = / Y o K(t, s)ds+/ (/ H(s,u) o Y,du) o K(t,s)ds
0 0 o Jo

:/tYsoK(t, s)ds+/0t(yu<>/ut K(t,s) o H(s, u)ds)du

0

:/tYSoK(t,s)ds—|—/tYu<>(H(t,u)—K(t,u))du

t
= / Y, o H(t,u)du
0

:Xt_}/ta

ce qui prouve que X; défini par (1.25) satisfait a (1.5).
On passe a 'unicité :

Supposons Xt(l) et Xt@) deux processus fonctionnels de £! tels que pour tout ¢
X9 o K,y(t,s) € LYdp x ds) i=1,2.
Alors, puisque les deux processus satisfaisant (1.27) nous obtenons par soustraction que
Zy = XM - x®

vérifie I’équation

Cela donne

t t t
Z - / K(t,s)o / K (s,1) 0 Zudu)ds — / Ko(t 1) o Zydu,
0 0 0

En procédant par induction on voit que

¢
Zy = / K,(t,u) o Z,du :Vn. (1.28)
0



1.3 L’approche processus fonctionnel 27

En appliquant la transformation de Fourier sur les deux cotés, nous obtenons

F2(0) = exol o) [ (FRL)@F L)@ 0

puisque K, (t,u) — 0 uniformément dans £2(x) quant n — oo pour (£, u),
on voit que (FK,(t,u))(¢) — 0 (uniformément) quand n — oo pour (t,u) et nous
concluons de (1.28) que : FZi(¢) = 0 pour tout ¢. Par conséquent, Z; = 0, ce qui

prouve 'unicité.

Théoréme 1.4 Considérons b(t, s) et o(t,s) comme dans le théoréme 1.3 Supposons que

Y, =Y (¢, t,w) vérifie (1.2]) et que Y; est indépendant de t, c-a-d.

Y, =Y, ; VL.

Alors, l'unique processus fonctionnel X; qui satisfait (1.28) et résout l’équation de Volterra

t t
X = Y0+/ b(t,s)Xsds—l—/ o(t, s)Xs0Bs,
0 0
est donné par

X; = X(o,t,w) :Y()<>(1+/tH(t,s)ds).
0

Remarque 1.3.1.1 Notons que la solution unique X;(w) de ’équation non anticipée de

Volterra

t ¢
xga) —a +/ b(t, s)xg“)ds —|—/ o(t, s)xg“)st (a constant) (1.29)
0 0
et par le théoreme 1.4

¢
2\ = a(l —l—/ H(t, s)ds).
0

Le lien entre la solution xia) de I’équation non anticipante (1.29) et la solution X, de

I’équation anticipante de Volterra dans ce théoréme est donc

X, =YootV
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En particulier, notons que si Y| anticipe, alors X; ne coincide pas avec %(t ) avec a = Yo!

La condition (1.24) peut étre difficile & utiliser dans des cas spécifiques. Afin d’obtenir une

condition plus facile & gérer, nous établissons le résultat d’intérét indépendant suivant :

Lemme 1.3.1.5 Considérons b(t,s) et o(t,s) comme dans le théoréme 1.3 et que x; =
2V soit la solution (non anticipante) de (1.29). Soit Hxy = %, la transformation Hermite

de x;. Alors
// |Z(x + iy) [PdA (z)d A (y) < oo,
(A est une mésure de probabilité) pour p < oo

Preuve : prenons la H—transformée de (1.29) on obtient

T(2) = 1—1—/0 b(t,s)iss(z)ds—l—/o o(t,s)Zs(z)Ws,(2)ds

avec Wy, (2) = 3, (¢s(-), en)zn; 2 = (21, -, 20, - +) € CY olt (¥, €,) = [p pendr désigne
le produit intérieur en £?(R).

Si on choisit M de tel sorte |b(t,s)| < M et |o(t,s)| < M pour tous ¢, s on a donc
t ¢ ~
|Z:(2)| < 1 +M/ |Z|ds + M / |Zs| - W, |ds.
0 0

Avant de terminer la preuve du théoréme on ait besoin de I'inégalité de Gronwall. Rap-
pelons tout d’abord I'inégalité de Gronwall suivante :

Lemme :
Soit T' > 0 et g une fonction positive, mésurable et bornée sur [0,7], on suppose qu’il

existe des constantes a > 0, et b > 0 telles que pour tout t € [0,7] on a

g(t) < a+ b/otg(s)ds,

alors on a

9(t) < aexp(b(t), Vi€ [0,T]
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par l'inégalité de Gronwall (voir e.g [13],Appendice 5)

0(2)] < exp(Mt+ 01 [ 1, [ds)
< exp(t+ M [ (C (6w en)llonl + 3 I6nrel - )i

< exp(M1) - exp(M 3 ( / (s en)lds) - 7] + 3 / (0, €a)[d3) - 1))

Donc, si on met a,, = Mp - fot |(¢s, €n)|ds, cela nous donne

[ [ a@raxy) < ewar) [ [ exp(3 anleahir)?

—lzn)? dﬂfn

= exp(pht?) T [ explo o) exp ™3 T2

n

]2
)
etsia>0ona

0 +oo
/Rexp(am - %ﬁ)\/% = exp(%aQ)[/_ exp(—%@f + aV)% + /0 eXp(_%@ - a)z)%]

= exp(%aQ)[/_ —i—/_oo eXp(—%yg)%]
= exp(%aQ)[l +2 /0‘1 eXp(—%yg)]

1
< exp(éaQ)[l + 2al

Considérons ensuite avec 'opérateur A qui défini par (1.11)
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00 0 t
Zan:pMZ/ |(¢87€7’L)|d8
n=1 n=1"0
t o)
=M [ (3161 en) s
n=1
t 00
oM [ 37 e, A ds
0 pn=1
t ©©
oM [ Sl 4%, s
0 n=1

t 00
<M [ (o) A%, ads
0 n=1

[e.9]

= pMt| A2 - > (2n)7* < 0.

n=1
puisque ¢ € S et A?¢,(r) = (A?¢)s(x) en combinant les trois derniers résultats, nous

obtenons

oo

/ / 17(2)PaA () dMw) < exp(pdt) [ exp(a?)[1 + 20,

n=1

= exp(pMt) - exp(z aZ +21n[1 + 2a,])
n=1

[e.o]

< exp(pMt) - exp(z a2 + 4a,) < oo

n=1

Si nous appliquons le lemme 1.3.1.5 dans le théoréme 1.4, nous obtenons ce qui suit :

Théoréme 1.5 Supposons b(t, s), o(t,s) comme dans le théoréeme 1.3 et on suppose Yy =
Yo(o,w) qui satisfait :
Yy € L7\ x \)

pour un certain € = €(¢) > 0;Vp € S, on a donc

t
X, = Yozl = ¥yo (1+ / H(t,s)ds) (1.30)
0
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est l'unique processus fonctionnel LY qui satisfait (1.26) et résout l'équation de Volterra

t t
X, =Y+ / b(t, s)Xds + / o(t,s)Xs0Bs.
0 0

1.4 L’approche fonctionnelle généralisée du bruit blanc

Dans cette section, nous considérons I’équation suivante dans le contexte de la distri-

bution de Hida :
t t
X, =Y, +/ b(t, s)Xsds + / o(t,s)Xso Wds (1.31)
0 0

ou Y; est considéré comme un processus dans S*
Tout au long de cette section, nous supposons que b(t,s) et o(t,s) sont des fonctions

déterministes bornées satisfaisant :

b(t,s) =o(t,s) =0 ;s10<t<s.

Théoréme 1.6 Supposons qu’il existe des constantes ci,co > O , p € Ny, indépendantes
de t, telles que lestimation (1.17) s’applique o F = SY; pour tout t. Alors l’équation

(1.31) a une solution unique X, dans 8*, donnée par
t
X, = Vi + / H(t,s) o Yads (1.32)
0

ou

H(t,s) = iKv(t, s) (1.33)
Ki(t,s) = b(t,s) + o(t,s)W, (1.34)
Kya(t,s) = /t Ki(t,u) o Ky(u,s)du;v=1,2,---

La série (1.33) converge fortement dans S*.
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Preuve : 1l suffit de construire la solution sur un intervalle fixe [0, 7. Nous divisons la

preuve en plusieurs étapes.
Lemme 1.4.1 K,(t,s) est une fonction généralisée bien définie pour tous les v, s,t.

Preuve : Par la proposition 2.6 dans [11] et le théoréme 3.1 dans [13], au lieu de prouver
que SK,(t, s) peut étre lié au sens de (1.33) de maniére uniforme dans ¢, s. Nous voyons
cela par induction :

Puisque b(t, s) et o(t,s) sont liés, il est clair qu’il existe des constantes ¢; > O , p; € Ny,

indépendantes de ¢, s , telles que pour ¢ € S(R)

[SKL(E,5)(2¢)| < crexplelz]l|@]l2p0)-

Supposons qu’il existe des constantes c,, p, € Ny tel que :

[SK(t, 5)(20)] < co expleu|2][|4]]25.,)

pour tous ¢ € S, t,s <T.
Par (1.34) on a

|SKu1a(t,5)(20)] S/O ISKL(t,u)(29)] - |SKy(u, )(29)|du

t
< / e1 exp(er|2]|6]lap) - o expley|2]]|
0

2)pv>du
< cyy1€xp(Cos1|2][|9l2p,0n)  sPOUr G € S(R)
ol ¢yr1 = max(T'cie,, ¢4 + ¢,);Puy1 = P1 V Dy - La preuve du lemme est achevée.

Lemme 1.4.2 La série

H(t,s) =Y Kts),

converge fortement dans S*.
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Remarque 1.4.0.2 Nous montrons d’abord que

= SK,(t,5)(¢)

est une U-fonction. Par définition, nous devons vérifier les deux assertions suivantes :

1. H(t,s)(¢ 4 2¢) est une fonction entiere pour z € C et ¢,¢ € S(R).

2. 1l emiste c1,co > 0 et p € Ny tel que

[H(t.5)(20)| < crexpleal=[|9]5,,) (1.35)

pour p € S(R) , t,s <T.

Preuve

1) Puisque SK,(t, s)(¢ + z¢) est analytique ,il suffit de véréfie que

S SKL (1 8)(t + 20)
v=1
converge dans un compact de C.
En fait, pour tout M > 0, posant K(t,s,z) = b(t, s) + o (t, s)(1(s) + z¢(s)) et

At s) = sup |K(t,s,z)|
jel<M

A%(t) = /0 T)\Q(t,u)du . B2(s) = /O TAZ(u,s)du

On trouve donc

t
sup Kot )+ 20 < sup | [ K(tu, )R (u, 5, 2)duf
|z|<M |z|<M Js

<sup/|Ktuz|du /|Ku,s,z|du)

T
§/ )\Q(t,u)du/ N (u, s)du
0 0

= A%(t)B*(t)
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De méme

sup |SKs(t,s)(v + z¢)[* < sup | f((t,u, 2)SKo(u, ) (¢ + z2¢)dul?

|z|<M [z|<M Js
t
< A(H)BA(#) / A2(u)du

par induction on a

Sup [SKealt, )0 + 26)F < A(H)B(s)— / A2 (u)du)" (1.36)

|z|<M v

Ceci implique que la série
Z SKv-i-Q(ta 8) (1/1 + Z¢)‘
v=1

converge uniformément sur {|z| < M}.

2) Soit

At, s, z) = |b(t,s) + a(t,s)zo(s)|
A%(t, 2) = /T N (t,u, 2)du

T
B2(s,z):/ N (u, s, 2)du
0

On refait le méme raisonnement que celui de la preuve de (1.36) on obtient

(fy A2(u, 2)du)"
V!

|ISK,12(t,8)(z0)| < A(t, 2)B(s, z)

Ainsi

~

[H(t5)(20)] < A(t,s,2) + ) ISKusa(t, s)(29)]

v=0

o0

<At s, 2) + At z)B(s,z)Z(%/o A2(u, 2)du)"?

v=0

< A(t,s,2) + A(t, 2) B(s, 2)V/2 exp(2 /T A?(u, 2)du)

0
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Par contre, il est facile de voir qu’il existe des constantes c3,cqs > 0 et p; € Ny telles que

T T
/ A% (u, 2)du < c5 + 04/ o(u)du
0

0
T 1
A, 2)] < o3+ el / o(u)’du)’t
0
1B(s,2)] < e + calzl|@llapm
IA(t, s, 2)| < e3 4+ calz|]|Dll2pm Vo e S(R) ,t,s<T.

On compare les deux derniers résultats on obtient (1.35).
Terminons maintenant la preuve du lemme .
Soit H(t,s) € (S)* avec S(H(t,s))(¢) = H(t,s)(¢) . Posant &, = 2" | K,(t,s). Puis on
voit que

S (¢) = S(H(t,5))(¢) pour ¢ € S(R)

|®,,(2¢)| est uniformément controlée par (1.35). En appliquant le théoréme 1.2, nous

obtenons le lemme 1.4.7.
Lemme 1.4.3 X, (donné par (1.32)) est bien défini et satisfait (1.51).
Preuve : Par hypothése, il y a un p; € Ny de sorte que

[SYi(29)| < cexp(c|z|*[|¢]l3,,)

pour tous ¢ € S(R) et t > 0.

En comparant avec (1.35) , on obtient ¢a pour certains p € Ny, ¢; > 0

[SY,(20)SH(t, 5)(20)| < crexp(el2|[|]3,)

Ici, la constante c; est indépendante de s,t, @, z. En se servant de la proposition 2.6 dans

[11] et théoréme 3.1 dans [13] on voit que X; =Y; + fo (t,s) o Ys est aussi défini , avec

SX,(¢) = SY(¢ /Ht $)(¢)SY4(¢)ds
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De méme

t t
Zy =Y+ / b(t, s)Xsds + / o(t,s)Xso Wds
0 0

est un processus bien défini dans (S)*. Compte tenu de notre construction et en consultant
le théoréme 1.5 dans [52] , nous savons que SX; = §Z;. Cela signifie que X, satisfait (1.31).

L’unicité découle de 'unicité de la solution de I’équation déterministe suivante :

2(6) = SY,(0) + / b, 5) Za(6)ds + / o(t, 5) 24(6)(s)ds

Ceci compléte la preuve du théoréme .

1.4.1 Remarques :

1. En particulier, si ¥; = Yy € (S)* dans le théoréme 1.6, alors X; = Yj ¢ xil) o,

comme avant xgl), est la solution de 1’équation

t t
V=1 +/ b(t,s)zMds +/ o(t,s)zVdB,
0 0

Cette formule est un prolongement naturel du cas non anticipant.

2. Tl existe un lien étroit entre la solution de distribution Hida X; € (S)* de I’équation
(1.31) et la solution de processus fonctionnelle X{ de équation (1.18) trouvée dans
la troisiéme partie de ce chapitre. Pour voir cela, on considére la fonction ¢ définie
par

cexp(iy), i fz] <1

o) = i

0, si|z] > 1.
avec ¢ choisi tel que [ ¢(x)dx = 1.

Mettant ¢ (z) = 1¢(§) pour € > 0. Puis pour tout ¢ € S(R) , ¢ ¢ — 9. Soit Xt(e)

€

la solution de I'équation (1.18) avec ¢ := ¢(°) est choisie de telle sorte que Yt(e) = ift¢(€),
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alors SX 9 (¢) satisfait

SX(w) = SV, (v) + / b(t,)SXO)ds + / ot 5)SXO(6)6 x v(s)ds
0 0

pour tout € > 0.
Ainsi, si SYt(E) — Y; dans (S)*, alors le théoréme 1.2, nous permet de conclure que
Xt(e) — X; dans (S)*, ou X; est la solution de ’équation (1.31) .

Dans la suite de cette section, nous traitons un cas particulier

a(t,s) = f(t)o(s) ;b(t s) = f(£)b(s)

V, =Y, = Z/ tn)dBE™ € L2(1)

Nous allons prouver que dans cette situation la solution de I’équation (1.31) est en réalité

dans £2.

Théoréme 1.7 1. Supposons § < f < 3 (& est une constante positive), f' € L3 (R,)

Ao 2wy - Soit Yy =Yy et supposons que
Z“!HAMFnH%%Rn) < +00
n=0

alors la solution X; de (1.31) est dans L*(p).

LI (s)

72(5) l(< XO >, — < XO > )]ds (1.37)

Yoo exp(X(” - XV — 2

f@) 0 _1 0
+m [YE) <>€Xp<Xt — 5 < X( ) >t)]

ou X" =[] 0(s)f(s)dBy+ [y b(s)f(s)ds
2. Supposons que f' € L} (Ry),0 < f <3 .SoitY, =Y, € L) et

[ [ it + inpaxeim < +oo
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ot dX\ est la mésure définie .

Alors X, € L%(n) et (1.37) est satisfaite.

Preuve

1. La solution X; € (S)* trouvée dans le théoréme 1.6 satisfait

SX,(8) = SYo(d / FOB(8)SX.()ds + / F(O)0(5)0(5)S X, (6)ds

Posons §,(¢) = %t()@ , on a donc

s [ iomeaors + [ o) 15.6)0()ds

Nous avons donc

t

53(0) = - [ L8 sviaexp( [ ot ftwpotantu+ [ st (139)

f(@) ‘ '
+mSYo(¢)exp(/0 a(s)f(s)¢(s)ds+/o b(s) f(s)ds)

Ceci donne la formule (1.37).

On note X\ et X? les deux parties de (1.37). On a donc

@ = — tf(t)f/(S) ex tO'U u u)au t u ujau)as
sx(%(0) = - [ HaE sy el [ atwsotau+ [ o)

(1.39)

(1)

Supposons maintenant que X, € (§)* ait 'extension formelle

Z Gnt 51, ) )dB;@n

Puisque SX"(¢) = Yoty < Gy, @ > (voir [14]). (1.39) indique que
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olt sy (u) = o(u) f(u)lsy(u). Donc

||z:2 ds

t £2 / 2 t
(Guelieny < ([ PO exptz [ o stwyiugas) [ ||2Fn &
t - (1751122 () )™
< Ct/O (n+1)ZHan|\%a(an)0(m—ﬁ!>SR)ds

(171 22 )™
(m!)?

m=0

< Ci(n+1 Z 1 E |72 (gn -,

ou a(u) = o(u)f(u) et Cy est une constante.

Ainsi
| . . n | 9 (HEH%z(R))m
Zn |Gy < €31 3 () 0= i) gy
n=0 m=0 :

00 n —1|2 m
_on [ T n—m 2 (HAUHEQ(R))
<t YN (n+1)2 (m) (= A"

n=0 m=0

(14712 &)™
< tC’tZZ n—m 'HA@” an m||£2T!)()

n=0 m=0

<tC(> | AP Fy | 72) exp(|| AT 72) < +oo.

n=0

Cela montre que Xt(l) € L£?(p1). De méme, nous avons que Xt(Q) € L3(u)

2. D’apres 'estimation

E[|X 7] <hmmf//]X(”k (& +1in)|PdA(E)dN(n) ,pour p € [1,00)

il suffit de prouver que

/ / SX((& im)er -+ (6t im)en + - JPANEAD) < +oo  (1.40)
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En fait, de (1.38) nous savons que

]éz_@o// ISX,((&1 +im)er + - - + (En +inn)en) PdA(E)dA(n)
< o / / HYD(€ + in)|*dN€)AN (1)) X

Jéz—@o// | exp(/ o(u) f(u)((& +im)er + - - + (En + inn)en) | dA(E)dA(n)
<Ciffim [ o306 [ ot st

< exp(8/0 o?(u) f*(u)du) < 400,

ou Cy et C sont des constantes appropriées. Ceci termine la preuve du théoréme.



Chapitre 2

Analyse stochastique des EDSs de

Volterra

2.1 Existence et unicité des solutions des équations sto-
chastiques de Volterra avec noyaux singuliers et co-

efficients non Lipschitziens

2.1.1 Introduction et principaux résultats

Dans cette partie, considérons 1’équation différentielle stochastique de Volterra sui-

vante, qui a été étudiée pour la premiére fois par Berger et Mizel [1] :
t t
X, ==x —i—/ b(t, s, Xs)ds —i—/ o(t,s, Xs)dWs; t>0 (2.1)
0 0

otz €R? o : Ry xR xR RIXxR™et b: Ry x Ry x R — R? sont des fonctions
mésurables de Borel, et {W;,t > 0} est un mouvement brownien standard m-dimensionnel
défini sur 'espace de Wiener classique (2, F,P), a savoir Q = Cy(R,,R™) est Iespace
des fonctions continues de R, a R™ avec la valeur zéro a l'instant 0, qui est doté de la

topologie de convergence uniforme sur des intervalles compacts, et P la mésure de Wiener

41
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sur le o-algébre de Borel F'. Soit (F;)i>0 la o-algébre P-compléte et naturelle associée a
{Wy, t > 0}. Ici, Uintégrale stochastique est I'intégrale habituelle.

De telles équations se posent dans nombreuses applications telles que la finance ma-
thématique, la biologie, etc. et au cours des 30 derniéres années, la théorie des équations
différentielles stochastiques de Volterra (ESV) a été développée dans diverses directions.
La plupart des résultats connus concernent ’équation (2.1) avec des noyaux réguliers;
voir par exemple Berger et Mizel [1], Oksendal et Zhang [10], Protter [16], Pardoux et
Protter [11] et Rodkina [18]. Lorsque les coefficients o(t, s, z) et b(t, s, z) sont des courbes
de Lipschitz continues dans x uniformément par rapport a ¢ et s, 'existence et I'unicité
d’une solution continue et adaptée a I’équation (2.1) peut tre prouvé directement en uti-
lisant des approximations successives et 'inégalité de Gronwall. En particulier, Protter
[16] a étudié 'ESV régie par une semimartale générale (pas nécessairement continue) et
résolu une conjecture de Berger et Mizel |1]. Ensuite, Pardoux et Protter [11] ont examiné
I’anticipation des équations différentielles stochastiques de Volterra a 1’aide du calcul de
Malliavin.

D’autre part, il y a aussi certains papiers qui considérent 'équation (2.1) impliquant
les noyaux avec des singularités; voir Cochran et al. |7], Coutin et Decreusefond [9],
Decreusefond [10] et leurs références. En particulier, en utilisant I’analyse du bruit blanc,
Cochran et al.[7] ont obtenu les propriétés d’existence, d’unicité et de continuité des
solutions d’ESV avec des noyaux intégraux singuliers et des termes anticipés. Cependant,
a notre connaissance, peu de travaux ont été réalisés sur les ESVs avec des coefficients non
Lipschitziens. Pour clarifier notre objectif principal dans ce chapitre, considérons I’'EDS

suivante avec des intégrales fractionnaires :

t 1 - t 1
et TR TR CEID 2.2
¢ o+ /0 (t— s b(t,s, Xs)ds + /0 = S)a20(t, s, X, )dW, (2.2)

1[O<s<t

Il est clair que la fonction du noyau K(t,s) := (tfs)a] est singuliére au point ¢. De

plus, dans certaines situations, les coefficients b et & sont des fonctions non-Lipschitziens

et ont un certain module de continuité donné par une fonction concave (voir la condition



2.1 Existence et unicité des solutions des équations stochastiques de Volterra avec
noyaux singuliers et coefficients non Lipschitziens 43

(H1) dans le théoréme 2.1). Ces deux caractéristiques de cette équation nous apporteront
quelques difficultés. Tout d’abord, la puissante inégalité de Gronwall—Bellman—Bihari
ne peut étre appliquée directement pour prouver l'existence et le caractére unique de
solutions fortes. Deuxiémement, la formule d’It6 et I'inégalité maximale de Doob habi-
tuellement utilisée dans les études sur les équations différentielles stochastiques (EDSs)
ne sont pas disponibles dans ce cas. Les discussions ci—dessus sont en fait notre principale
motivation pour étudier 'ESV général (2.1) avec des noyaux singuliers et des coefficients
non Lipschitziens.

Les principaux résultats de ce chapitre se trouvent dans (|15],[22],[23],[24])

Théoréme 2.1 Supposons que
(H1) :Pour certains p > 2 et pour tout T > 0, il existe Cr > 0, de sorte que pour tous
v,y € R et s,t €[0,T]

[b(t, 5,2) = b(t, 5,y)| < Cr - Ku(t,s) - p/"(Jx — y[?),
lot,s.x) = olt,s,y)|* < Cr - Ks(t,s) - p* (|2 — yl?)

et

t
[ 5.0+ fote.s. 0 P)ds < €
0

ou K;; 1 =1,2 sont deuz fonctions positives sur R, x R, satisfaisant
¢ _p_ »_
/ (KPT(ts) + K72 (hs)] < Cr te[0.T)
0
et p: Ry x Ry est concave et satisfait

1
/0+ mdu = 400 (2.3)

Il existe alors un processus unique progressivement mésurable (X, t > 0) satisfaisant I’équa-
tion (2.1). Ce théoréeme sera prouwvé par l'inégalité habituelle de Bihari [0] et la méthode

d’itération de Picard.
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Remarque : Comparé au résultat bien connu de Yamada— Watanabe [53] concernant les
EDSs ordinaires avec coefficients non-Lipschitziens [55], nos conditions sont plus fortes
car nous travaillons avec des équations intégrales de type Volterra.

Pour la régularité de la solution a l’équation (2.1), nous avons besoin d’une hypothése

supplémentaire (H1) définie ci-dessus.

Théoréme 2.2 En plus de (H1), nous supposons également que

(H2) Pour tout T > 0, il existe Cr > 0, de sorte que pour tout t,t',s € [0,T] et x € R?
|b(t,5,$) - b(t/7 S,l’)l < F1<t/7t78) ’ (1 + |‘T|)7
HO’(t,S,.CC) - O'(t’,s,.ib)”z < F2(t/7t7 8) ’ (1 + |£L'|2)

et

t
/ (Ib(t, 5, 0)° + [lo (¢, 5, 0)|)ds < Cr
0

ou 0 > 1 et F;, 1 = 1,2 sont deux fonctions positives sur Ry x R, x R, satisfaisantes

pour certaines y > 0
¢
/ (Fyi(t',t,s) + Fa(t', t,s))ds < Cplt — t'|”
0

Donc, la solution unique (X, t > 0) a une version continue de Holder d’ordre § € (0, zlo A
0—1 ol

S5 N\ 3):

Les résultats ci-dessus seront prouvés dans la section 2 et étendus dans la section 3 au

cas p = 2 sous une autre condition sur le noyau. Enfin, la section 4 applique ces résultats

a léquation (2.2).

2.2 Preuves des principaux résultats

Rappelons tout d’abord 'inégalité de Bihari suivante :
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Lemme 2.2.1 Soit p: Ry — Ry une fonction continue et croissante telle que p(x) > 0

lorsque x > 0. St z,q sont deux fonctions strictement positives sur Ry telles que

dﬂSZW%ﬂAq@MAQM& £>0

alors

dﬂﬁf”ﬁ@@”+lg@ﬂ@

ou f(x):= [ @dy définie pour xq > 0.

Maintenant, nous prouvons le théoreme 2.1

2.2.1 Preuve du théoréme 2.1

Avant de prouver l'existence et 'unicité d’un processus progressivement mésurable

(X;) satisfaisant ’équation (2.1) nous prouvons 'existence des intervalles de temps [0, T

avec T' > 0. Soit Mr la famille des ensembles progressivement mésurables de [0, 7] x 2.

Notons

Lh = LP([0,T] x Q; Mz;p x dt;R?)

Nous construisons la suite itérée de Picard comme suit :

X0 =4 e R

t t
X§n>:x+/ b(t,s,X§”—1>)ds+/ o(t,s, X" DdW,,  neN
0 0

Puisque o est concave, nous avons
PP(w?) < C(1+ )P < C(1 +u)

Par conséquent,

b(t, s, z)| < |b(t,s,0)|+CKi(t,s)(1+|z|),

lo(t, s, 2)I1* < [lo(t, s, 0)[* + CKa(t, s)(1 + |2f*)

(2.4)
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Ensuite, par un simple calcul standard, nous obtenons

E\X |p < Cp- [|z]P + / |b(t, s,0)|ds)? / lo(t, s, 0)|| ds)p/Q]
+Cp- E[/ Ki(t,s) - (14| X V)ds]? + G, - E[/ Ks(t,s) - (14 | X7V ds]??
0 0
t p t
<Cor+0C,- (/ K7 (t,s)ds)P? E/ (1+ X" YP)ds
0 0
t p - t
4Gy (| KE(690d5)% B [ (141X )i
0 0
t
o+ Cor - / E| X" VPds
0

Par induction on obtient

EIX," C -t
| t( )|p S Cp7T : eCP;T + ‘X|p ’ %
On a donc

sup sup E[X™|P < +o0 (2.5)
n  t€[0,T]

et par conséquent, nous savons que pour chaque n € N, X" ¢ LY. Avant de terminer la
preuve du théoréme on ait besoin de I'inégalité de Burkholder-Davis-Gandy.

Rappelons tout d’abord 'inégalité de BDG suivante :

Lemme :

soit p > 0 un réel, il existe deux constantes C, et Cy, pour toute martingale locale
continue X nulle en 0 telle que

O,E[< X, X >2] < Efsup |X|] < Ov[E(< X, X >)2]

>0

En particulier, si T" > 0,

CE[< X, X >2] <E[sup |X["] < On[E(< X, X >)2]

0<t<T
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Soit ZM™ = x™ — x™),
En appliquant I'inégalité de BDG, I'inégalité de Holder et I'inégalité de Jensen, par (H1)

nous avons

B|Z;
t t

< 277 'E| / (b(t, s, X)) — b(t, s, X™))ds[P + 2P~ 'E| / (o(t, s, X)) — a(t, s, X)) dW,[P
0 0

t t
< CyaB| [ Kalt,) (22" PSP + CorBl [ Kalt,o) - g2 s
0 0

t
0

t p t _p_ p—2 t
< Gy / K7 (1, 5)ds)'E / p(|1Z0mP)ds + Cyr( / K372(t, 5)ds)'T'E / p(|Z2m ) ds
0 0 0
t
< Cpr / E(p(|Z0™|P))ds
0

t
<Cyr [ p(EIZ2")ds
0

En intégrant les deux cotés et en appliquant 1'inégalité de Jensen, on obtient :

t t t
/ E|Z+m 1 pds < / o / p(E| Z5™P)drds
0 0 0
t s 1
<Cyr [ -1 pEiZemp) - Sarids
0 0 S

t S 1
< Cpr-t / p( / E|Z™P) - —dr]ds
O S

0

Notons

1 t
hn+1,m+1(t) e Z/ E|Z;}+1’m+1|pd8
0

Donc
t
vctnsalt) < Cor [l (s))ds
0
En se servant de (2.5), il est facile de voir que

sup sup hym(t) < 400
n,m t€[0,T)
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Si on considére h(t) := limsuph,, ,,(t) et par le lemme de Fatou, on obtient
n,m—00

W(t) < Cyr / p(h(s))ds

D’aprés le lemme 2.2.1, nous obtenons h(t) = 0 pour tout ¢ € [0,T]. Cela signifie que
{X™ n € N} est une suite de Cauchy dans IL%.. Donc, il y a un X € L%, tel que

n—oo

T
lim E / X" — X, |Pdt =0
0

De plus, nous pouvons obtenir

T t
E/ ‘/ (b(t,s,XS(”))—b(t,s,X5)>ds
0 0

T t p p—1 t
gE/ C,,,TK/ K7 (¢, s)ds) / p(IX™ — X, |P)ds|dt
0 0 0

T t
<Cyr / / p<E1X§“> . Xsyp) dsdt
0 0

T
1
< Cyr- T2/ p<JEyX§"> —Xsyp) - —ds
0

p

dt

T
1 T
< Cyr- p<?/ E|X™ — Xs\pds) =0
0

et de méme,

P
dt - 0

IE/OT ) /Ot <a(t, 5, XM o (t, s,Xs)>dWs

En passant a la limite dans (2.4) cela achéve la preuve de 'existence. L unicité découle

d’un calcul similaire.

Pour étudier la régularité de la solution , nous prouvons tout d’abord le lemme suivant :

Lemme 2.2.2 Supposons que (H1) est satisfaite. Nous avons donc pour tout ¢ > 2 et
tout T' > 0,

sup E|X;|? < 00
te[0,T]
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Preuve : On a
E|X,|? < Oy - {|a;|q+‘/ (t,5,0) ds / lo(t, s, 0)||2ds] WME(/ (1,5, X4) — b(t, s,0)|ds|"

+E‘/O (0(t, 5, X.) — o(t,5,0)]

Sous (H1) et en supposant ¢ > p, nous avons donc par I'inégalité de BDG et 'inégalité
de Holder

t t

/

B, < Cor + Cyr B [ Kl (X, P)is]"+ Cor B / Kot ) (1.7
0 0

t
< Cor+ Cor( [ KT (0500 E/ PP X, )
0

t ;
+Cq,T</ Kq 2(t $)d E/ pQ/p ‘X |p
0 0

t
S Cq,T + Cq7T/ ]E|Xs|qd8
0

Donc, l'inégalité de Gronwall donne ’estimation souhaitée.

Nous prouvons maintenant le théoréme 2.2

2.2.2 Preuve du théoréme 2.2

Notons

t
M, — / o(t, 5, X)WV,
0

Supposons que t' > t. On a

t t
Mt’ - Mt = / O-(t/’ Sva)dWs + / [O-(t,7 S7Xs> - J(ta S, XS)]dWS
t 0

— Il<t, t/> —|— IQ(t, t/)
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Pour [;(¢,t'), par le lemme précédent, on a pour ¢ > max(p, %),

¢ q/2
Bl (1. )" < E( / (e s, X, ds)
t

2

< E(/t 2]t 5,0)[|* + 2C Ko (', s) (1 + |Xs]2)]ds>q/

IN

v /2 v /2
c(/ |0(t’,s,0)|2ds>q +c(/ Kg(t’,s)(l—l—(]E|Xs|q)2/q)ds>q
t t

IN

v /26
C(/ o (1, S,O)|29ds>q (t' — t)(e—l)Q/%’
t

v p (p—2)/2
el / K7t s)ds) " o~ byl
0

< C(( —)¥P) + (', t) 0D/

dans la troisiéme étape, nous avons utilisé l'inégalité étendue de Minkowski [21] pour

obtenir

{E(/j Ks(t',5)(1+ \XS|2)ds)Q/T/q < /tt, E(1+ \XSP)q/Q]Z/q.KQ(t’,s)ds

De méme, pour I5(t,t'), nous avons

t a/2
E|L(t#)|" < E(/ o(t',5,X,) = o(t, 5, X,) %ds)
0

t /2
< (JE(/ Fy(t',t,s)(1+ |XS|2)ds>q

0

q/2

t
0
< Clt —t/|1?

Le critere de Kolmogorov donne la continuité Hélderienne de { M }icjo,n

Nous pouvons également traiter avec

¢
t— N, = / b(t,s, Xs)ds
0
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Ce qui achéve la preuve du théoréme.

2.3 Extension au cas p=2

Dans le cas de noyaux entiers fractionnaires spéciaux, en utilisant une inégalité de type
intégrale de Bihari (voir le lemme 2.3.2 ci-dessous), nous pouvons affaiblir les hypothéses

du théoréme 2.1 et avoir

Théoréme 2.3 Supposons que

(ﬁl) pour tout T > 0 , il existe Cp > 0 tel que pour tous x,y ERY et 0 < s <t <T
[b(t, 5,2) = b(t, 5,9)] < Cr - [(t = 5)*s"] 72 p! 2 (Je = y?)

lo(t,s,2) — o(t,s,y)l| < Cr-[(t —s)s"] 7" p!2(lx — yf?)
et

t
/ (Ib(t, 5,0)| + llo(t, 5,0)[2)ds < Cy
0

ot o, € [0,1) et p : Ry — Ry est une fonction concave et strictement croissante

satisfaisant

1
/0+ po p(U)du - (26)

Il existe alors un processus unique progressivement mésurable {X,,t > 0} satisfaisant
Uéquation (2.1). De plus, si (H2) est satisfaite, alors la solution unique {X;,t > 0} a une
version continue de Hélder d’ordre § € (0, % NELATD).

Un exemple typique satisfaisant (2.6) est

u[— log u]*/?,

([— log n]'/? — 1[—log n}“/z)‘l)u + 1[—log n] /P~ u> .

p(u) == e

Le lemme suivant est une légére extension du lemme 2.3 dans Zhang (2006)[55].



52 Analyse stochastique des EDSs de Volterra

Lemme 2.3.1 Soit p: R, — R, une fonction concave continue et strictement croissante
satisfaisant (2.6) pour certains € > 0.

Etant donné une fonction z : Ry — R, supposons que pour quelque o € [0, 1) nous avons

t 1
< / =l

pour tous t > 0.

Donc z(t) = 0 pour tous t > 0.

Preuve

Soit A, fo ———du.On aalors 0 < A, < 4o0.

1 u)u

=2
Sans aucune perte de généralité, il suffit de prouver que z(t) = 0 pour tout ¢t € [0, Aa~*].

Puisque p est concave et p(0) =0, on a
ap(u) < plau), VYa e [0,1],u > 0.

Par [ —L —ds= A,t 2= <1 et l'inégalité de Jensen, nous avons
I \/T &

g/ot ﬁp([ ﬁp(z(r))@@
SAatlz’a(/otAatl EDr / \/S—r p((r))drds)
/ / \/t—s 5“\/S—r)r ds)ﬁ(Z(T))dr)

<o / 472 p(=(r)dr

ot la derniére inégalité vient du fait que [’ \/(i_—) \/(1—)ds = fol —Ldu < 4.

u(l—u) -

| N

Notons

f(t) ::/0 dr=%p(z(r))dr.
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Puisque p est croissant, on a alors

f(t) <4t %pop(f(t))

l.e:

f(t) <4s™%pop(f(s))ds.

—2

Par (2.6) et le lemme 2.2.1, nous obtenons que f(t) = 0 pour tout ¢ € [0, 45~°] et donc

—2
z(t) = 0 pour tout t € [0, Aq~“].

Ce qui achéve la preuve du lemme.

2.3.1 Preuve du théoréme 2.3

Existence et unicité : suite a la démonstration du théoréme 2.1, nous avons par l'in-

égalité de Jensen

t 2 t
Bl < O [ - )7 20 B[+ O [ (- o)) By s
0 0

t t t
<Cr( [ (=95 ds) [ B(Z2m)ds 4 Cr [ (= 572 p(E|Z2P)ds
0 0 0
t
<Cr [t 9)) 2 pEIZE)ds
0
Ici nous avons utilisé I'inégalité suivante :
t
/ ((t —5) s Pds = Ct' =P < Ot =2+ U=02((t — 5)s7)71/2
0

On note
t
Qt) = / ((t — 8)s%)"2ds = Ct1-9)/2
0

—-1/2

En multipliant les deux cotés par ((t — s)s”) et en intégrant, on obtient par 'in-
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égalité de Jensen

s —r)rf)71/2

o0) drds

/0t<<t = 95) BZ T s < (o= )57 Q) [ o (B2 )

1 t
—_— E|Z7™|2 . — B12qr)d

<cr-aw [ ol

Le reste de la preuve est similaire a la preuve du théoréme 2.1 et du lemme 2.3.1.

Régularité : Sous (H1), nous avons cela pour tout g > 2,

sup E|X;|? < Cyr < o0
te[0,7

En vertu de la preuve du lemme 2.2.2 et en prenant ¢ > nous avons

1ﬁ’

EIX: |7 <C,-

|x|q+’/ tsOds

+E| /Ot[b@s, 5, X) — bit, s,0)]ds

/ lo(t, 5,0)|ds] ">

! +E‘ /Ot[a(t,s,X) —o(t,s,0)]

q
< Cor+ Cyr- E’/ — )Py V2 (X, ) ds

q/2

Cyr - E(/ ((t — 8)s%)" V2 p(|X,[2)ds

t
< Cyr+Cyr - / E|X,|7ds
0

Donc, l'inégalité de Gronwall donne 'estimation souhaitée. Le reste de la preuve est

similaire & la preuve du théoréme 2.3.
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2.4 EDS avec intégrale fractionnaire

Dans cette section, nous considérons I’équation. (2.2). Notons que pour 0 < § < 1 il

est vrai que pour tout 0 <t <t/ <T

/ 1-6
- 1-94

Nous avons ensuite le résultat suivant qui peut étre consulté sur ([54]).
Théoréme 2.4 Supposons que l'une des conditions suivantes soit vérifiée
1. — (i) ly aun B >0 et Cp >0 tels que pour tous v € RY et s, ¢, € [0, T]
b(t, s, ) — b(t', s, x)| + ||6(t, s,2) — (1, s,2)|| < Cplt —'|P(1 + |])

— (ii) pour a; € (0,1) et ap € (0,1/2) Il existe certain p > max(——, —2—) , tel

1—a1? 1—2a02

que pour tous r,y € R? et s,t,t' € (0,7
|B(t’ S, x) - [;(t7 S>y)| <Cr- pl/p(|m - y|p)’
I5(t,s,2) = &(t,5,9)|[> < Cr - p**(|z — y|?)
ou p: Ry — Ry est concave et satisfait (2.53).

2. — (i) méme que (i) de 1.
— (ii) pour ay € (0,1/2) et ag € (0,1/4) et pour tous x,y € R? et s,t € [0,T]

bt s,2) = 0(t', s,2)| + |5(t, s,2) = 5(¢',5,2)|| < Or - p'2(|2 — yf)

ot p: Ry — Ry est concave et en augmentation satisfait (2.6).

Donc, il existe une solution unique et continue adaptée a I'équation(2.2).



Chapitre 3

Etude de quelques exemples

d’applications

3.1 EXEMPLE

Un certain nombre d’applications des équations de Volterra peuvent étre trouvées
dans [[16], p. 4-13|. Nous présentons ici un exemple économique, avec une structure liée a
I'exemple de la dynamique de population présenté dans I'Ex. 2.2 dans [16]. Notre exemple
conduit & une équation différentielle stochastique de Volterra de la forme considérée dans
la premiére partie du premier chapitre.

Un investissement dans une production économique, par exemple 'achat de nouveaux
équipements de production, aura généralement des effets sur une longue période . Soit
X(t,u) la répartition du capital au temps ¢ résultant des investissements qui ont ’age u

(c’est-a~dire qui ont été faits il y a w unités de temps). Plus précisément, soit

/ X(t,s)du
U
o6
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I'intégrale qui représente le capital total gagné au moment t de tous les investissements
avec 1’age u € U. Supposons que

0X (t,u) N 0X (t,u)

5 5y —m(u)X(t,s) (3.1)

ot m(u) > 0 représente le taux de "déces" des personnes travaillant dans la production.
De plus, supposons que le montant du nouveau capital X (¢,0) au temps ¢ soit décrit par
I’équation

X(t,0) = /000 X (t,u)p(u)du (3.2)

ou p(u) est la productivité de I’équipement avec I'age u, i.e : p(u) est la production a
I'age u par unité de capital. (Dans ce modéle, nous ne considérons que la partie X (¢, u)
du capital produit qui est réinvesti dans le processus de production).
Nous supposons que la distribution du capital initial X (0, u) = ¢(u) est connue. Alors la
solution X (¢,u) de (3.1) est donnée par

d(u—t) - exp(— fotm(s +u—t)ds), si0<t<u

X(t,u) = (3.3)
X(t —u,0) - exp(— [, m(s)ds), sit > .

En substituant ceci dans (3.2) nous obtenons I’équation de Volterra
t
X(t,0) =Y, + / K(t—s)X(s,0)ds (3.4)
0

Y(t)= /000 o(s) exp(—/0 m(s + r)dr)p(t + s)ds (3.5)
et

K (t) = p(t) exp(— / m(s)ds) (3.6)

Si la fonction de productivité p(u) est soumise a des fluctuations aléatoires, nous pourrions
modéliser p(u) par

p(u) = po(u) + €W, (3.7)
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ou € > 0 et W, dénote le bruit blanc comme avant. Ceci conduit a une équation différen-

tielle stochastique de Volterra de la forme (1.4) avec X; = X(¢,0),

b(t,s) = po(t,s)exp(— /Ots m(r)dr);0 <s <t (3.8)

o(t,s) = eexp(— /0 B m(r)dr);0 < s <t (3.9)
et
Y, = /000 o(s) exp(—/o m(s+7’)dr)pg(t+s)ds+e/too d(v—t) exp(—/o m(v—t+r)dr)dB,

(3.10)

Notons bien que Y; n’est pas adapté dans ce cas.

3.2 Investissement optimal sur un marché financier mo-

délisé par une équation de Volterra
Avant d’introduire I’exemple, nous avons besoin des définitions suivantes :

Définition 3.2.1 Soient L et L l’ensemble des processus stochastiques avec espace de
parametres [0, T] et [0, T] x R, respectivement.

On définit les fonctions hamiltoniens
Hy:[0,T]xRxUxRxRxR—R

et
Hi:[0,T]xRxUxRxLxL:—R

Par

Ho(t,z,v,p,q,r) = f(t,z,v) + b(t,t,x,v)p+ o(t,t,z,v)q + / v(t, t, 2,0, 0)r(¢)v(d])
R
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et
T ob T 0o
Hilta0.p. D). o)) = [ S(staopls)ds + [ 5 (st 0)SIDp(s)| Flds
t t

+ /tT %(3, t,x,v, Q)E[Dy¢p(s)|Filv(d()ds

Ici, R désigne l’ensemble des fonctions r(-) : R — R tel que la derniére intégrale ci-
dessus converge.
Nous pouvons considérer x,p,q,r = r(-) comme des valeurs génériques pour les processus

X(t),p(t),q(t),r(t,-), respectivement (voir ci-dessous). On définit
H(ta x, U7p(')7 Q(), T()) = HO(t> xr,v,p,q, T) + Hl(ta x, Uap(')a Dtp()a Dt,Cp(')) (311)
Définition 3.2.2 L’équation déffirentielle stochastique rétrograde (backward stochastic

differential equation) pour les processus adjoints p(t), q(t),r(t,-) est définie par

dp(t) == L (t)dt + q(t)dB(t) + [pr(t,)N(dt,d();0 <t <T
p(T) = g'(X(T)),

(3.12)

ol nous avons utilisé la notation simplifiée.

oH OH

——(t) = ——(t, X(1), u(), p("), a(), 7 ("))t

Définition 3.2.3 Soit Dgg) Uespace des fonctions F € L*(Fr,p) tel que
' n=1

Pour F € Dﬁ) et t € [0,T], nous définissons la dérivé de Malliavin (ou dérivé de Hida-

Malliavin ou le gradient stochastique) de F' ent (par rapport a B(-)), DiF, par

D F = annfl(fn(')vt) (313>

n=1
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ot la notation nl,_1(fn(:),t) signifie que nous appliquons l'intégrale (n — 1) fois itérée
a la premiére n — 1 variables ty,- - -, t,—1 de fu(t1,- -+, t,_1) et garder la derniére variable
t, =t comme un parametre.

On peut facilement vérifier que

5] [ (o] - Zﬁmmmmn<w 171 s,
0

Donc (t,w) — DiF(w) appartient a L2\ X p).

Présentons maintenant 1’exemple suivant :(dans un espace de probabilité filtré (Q, F, F :=
{Fito<i<r, P))
Considérons un marché financier avec les deux possibilités d’investissement suivantes :
(i) Un actif sans risque avec un prix unitaire So(t) = 1;t =10
(ii) Un actif risqué dans lequel les investissements ont des effets a long terme (mémoire),
dans le sens suivant :
Si a I'instant s = 0 nous décidons d’investir la ou les fractions de la richesse totale actuelle
X(s) dans cet actif, alors nous supposons que la richesse X (t) = X, (¢) a 'instant t est

décrite par ’équation différentielle stochastique linéaire de Volterra

t t
X(t)==z +/ bo(t, s)m(s) X (s)ds +/ oo(t,s)m(s) X (s)dB(s); t=>0. (3.14)
0 0
Or, en forme différentielle,

dX(t) = bo(t, t)m ()X (8)dt + oo(t, t)m(t) X (t)dB(t)
1y 2o (1, s)m(s)ds + [ 20 (t, s)m(s)dB(s)] >0 (3.15)

X(0) = z.

Nous voyons donc que (3.15) différe des équations de type classique de Black-Scholes par

les deux derniers termes intégraux sur le coté droit. Ces termes représentent les effets a
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long terme (mémoire) de l'investissement de stratégie 7(-).

Nous supposons que by(t, s) = by(t, s,w) et oo(t, s) = oo(t, s,w) sont des processus bornés,
et que by(t, s) et oo(t, s) sont Fe-mésurables pour tous s,t et p.s différenciables avec des
dérivés liées par rapport a t pour tout s.

Nous supposons également que
p.s oo(t,s) > co;Vt, s € [0,T] pour certain co > 0. (3.16)

Dans cet exemple, on dit que 7 est admissible et on écrit m € A si w est F-adaptée ,
7 € L2(d)\ x dp) et I'équation (3.14) a une solution unique avec 7X € L*(d\ x dp).
Nous supposons que z > 0. Si m € A, il s’ensuit que X (t) > 0 pour tout ¢ € [0,7]. Pour

voir cela, notons que de (3.15) nous obtenons

X, (t) = zexp (/0 oo(s, s)m(s)dB(s) + [/0 bo(s,s)m(s) — %ag(s, s)m2(s) + a(s)]ds) >0
a(s) == OS %(s, r)m(r) X (r)dr + /05 %(s, r)m(r) X (r)dB(r).

Nous étudions maintenant le probléme d’investissement optimal suivant :

Cherchons 7 € A tel que

igEE[U(Xw(T))] = E[U(Xx(T))] (3.17)

ou U : [0,00) — [—00,+00) est une fonction d’utilité donnée, supposée strictement crois-
sante, concave et de classe C' sur (0,00). C’est un probléme de contrdle , et nous en
appliquons les résultats :

Le Hamiltonien H donné par la définition(3.11) s’écrit donc sous la forme

r 80’0

T
H(t,s,m,p,q) = bo(t,t)ﬂ'l‘p—i-O'o(t,t)ﬂ'Iq—i-/ %(s,t)wxp(s)ds—i-/ g(s,t)wxE[Dtp(s)/]—}]ds
t t

Supposons qu’il existe un contrdle optimal 7 € A pour (3.17) avec les valeurs correspon-

dantes X, P, q. Donc

0 A A _
]E[gH(t,X(t),mp, Q)‘Ji} ) 0
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1.e:

E[bn(t, ) X050+t 0X i)+ [ T 0X@p(0ds+ [ s X OEDis)|Flds

F| =0

Puisque X > 0, cela équivaut a

bt 050) + ool 0)3(0) +E[ [ (G 00s+ [ s, OBIDo) | ) ds

t

]—“t] —0.

(3.18)
On en déduit que 'équation différentielle stochastique rétrograde correspondante (3.12)

se réduit a

dp(t) = g(t)dB(t) 0<t<T
N(T) = U'(X(T))

qui a la solution unique

p(t) = E[U"(X(T))

-Ft} ) Q(t) = Dtﬁ(t)'

Remplacé par (3.18), cela donne 1’équation

B 110" (K(D) + et )0 () + [ 2

5 (s, E[U'(X(T))|Fs]ds

(3.19)

+ /tT%(s,t)E[DtU’(X(T))\}“S] ds

ft] =0
dans le dernier passage, nous avons utilisé le fait que :

DE[U'(X(T))|F] =E[DU (X(T))

F

qui est une identité qui découle facilement de la définition (3.13) de la dérivée de Malliavin.

A cet effet, I’équation (3.19) peut étre simplifiée a

bo(t, t)E [U’(X(T)) ft} + E[ tT %(s, t)U’(X(T))ds|}'t]

Fi] + oo(t, OB DU'(X (1)

+E[/tT%(s,t)DtU'(X(T))dsm] —0
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or,

oo(T, ) DE[U'(X (T ‘]—“t] + bol(T, E[U"(X(T ‘ft} - (3.20)

Par (3.16) nous voyons que (3.20) peut étre écrite comme

ou

Y(t) = [U’ )ft] (3.21)

Selon la régle de la chaine pour les dérivés de Malliavin, on déduit de (3.21) que

D(InY(t) = — (3.22)

D’autre part, Y(¢) étant une martingale positive, il existe un processus adapté 0y(t) tel
que

dY (t) = 0(t)Y (t)dB(t)
Y(t) =Y(0) exp(/O 0o(s)dB(s) — %/0 02(s)ds). (3.23)

De (3.23) nous obtenons

Dy(InY (1) Dt/eo JdB(s —-/ 62(s)ds) = Oo (), (3.24)
puisque
Dteo(t) - Dteg(t),

pour tout s < ¢ (parce que 6y est adaptée).

En comparant (3.22) et (3.24) nous concluons que
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et donc par (3.21),

E[0(X(D)|7] = Y (1) = E[U(X(1)| 7] e /0 teo(s)dB(s)—% /0 "02(s)ds). (3.25)

Reste a trouver la constante

= E[U’(X(T))].

A partir de (3.25) avec t = T on obtient

X(T) = () (cexp! /0 Ho(s)dB(s)—% /0 62(s)ds)) = F(c). (3.26)

Par contre, si on définit

A

Z,(t,s) == oo(t, s)7t(s) X (s) (3.27)
puis par (3.14), le couple (X, Z.) résout 'équation intégrale stochastique rétrograde

de Volterra suivante (type de Yong)(BSVIE)

) it Zlts) , [T |
X(t)—F(c)—/t Tds—/t Z.(t,s)dB(s); 0<s<T. (3.28)

D’apreés le théoréme (3.2) dans [51], la solution de cette équation est unique. Mettons

t = 0 et prenons en compte (3.28), on obtient

x:E[F(c)]—/ E[bO(’ ) 5t )]ds (3.29)

0 oo(t, s)
Cette équation détermine implicitement la valeur de c.
Nous avons donc trouvé la richesse finale optimale X de (3.26). Enfin, nous obtenons le

portefeuille optimal 7 par (3.27).

Théoréme 3.2.0.1 Supposons que oy(t,s) > 0 soit bornée par 0 pour s,t € [0,T]. Alors,
le portefeuille optimal T pour le probléme (3.17) est
Z(t, s)

— 2 s e0,T]
oo(t,5) X (5)

T =

ot (X, Z) est la solution unique de BSVIE (3.28) avec F défini par (3.26), et la constante
c est la solution de (3.29).



Conclusion

On a vu dans ce mémoire comment résoudre les équations différentielles stochastiques
de Volterra au cas ol Y; n’est pas adapté et nous avons montré qu'une solution unique
existe dans les sens suivants :

— En tant que processus fonctionnel.

— En tant que bruit blanc généralisé fonctionnel (distribution Hida).

De plus, dans les deux cas, nous avons trouvé des formules des solutions explicites.

On a vu aussi comment avoir I'existence, I'unicité et la continuité des solutions des ESVs
avec noyaux singuliers et coefficients non-lipschitziens en utilisant la méthode d’itération
de Picard et les inégalités de Bihari, Jensen, Minkowski, BDG et Holder.

Enfin,on a présenté des exemples d’applications sur les équations différentielles stochas-
tiques de Volterra a la finance avec un exemple d’investissement optimal sur un marché
financier modélisé par une équation de Volterra et un autre exemple d’un investissement

dans une production économique.

65



Bibliographie

[1] Aase. K, Oksendal. B, Privault.N and Uboe.J : White noise generalizations of the
Clark-Haussmann- Ocone theorem with application to mathematical finance. Finance

Stochast. 4 (2000),pages 465-496.

[2] Belbas.S.A : A new method for optimal control of Volterra integral equations. Appl.
Math. Comput. 189 (2007), 1902-1915.

[3] Berger.M.A and Mizel.V.J : An extension of the stochastic integral. The Annals of
Probability 10,1980.pages 435-450.

[4] Berger.M, Mizel.V ; 1980. Volterra equations with It6 integrals, I and II.J. Int. Equa-
tion 2, pages 187-245.pages 319-337.

[5] Biagini.F, Hu.Y,Oksendal.B, and Zhang. T, Stochastic Calculus for Fractional Brow-
nian Motion and Applications, Springer, London, UK, 2006.

[6] Bihari.I; 1956. A generalization of a lemma of Bellman and its application to uni-
queness problem of differential equations. Acta. Math. Acad.Sci. Hungar. 7,pages
71-94.

[7] Cochran.W.G, Lee.J-S, Potthoff.J; 1995. Stochastic volterra equations with singular
kernels. Stochastic Process. Appl. 56 (2),pages 337-349.

[8] Coutin.L, Decreusefond.L; 2001. Stochastic Volterra equations with singular kernels.
In : Stochastic Analysis and Mathematical Physics. In : Progr.Probab, vol. 50. Bir-
khauser Boston, Boston, MA, pages 39-50.

66



BIBLIOGRAPHIE 67

[9] Dahl.K.R, Mohammed.A, Oksendal.B and Rose.E.R; Optimal control with noisy
memory and BSDEs with Malliavin derivatives. arXiv : 1403.4034 (2014).

[10] Decreusefond.L; 2002. Regularity properties of some stochastic Volterra integrals
with sigular kernel. Potential Anal. 16,pp 139-149.

[11] Decreusefond.L and Ustunel.U.A.S : Fractional Brownian motion : theory and appli-
cations ; ESAIMProceedings, vol. 5, pp.75-86, 1998.

[12] Di Nunno.G, Meyer-Brandis. T, Oksendal.B and Proske.F : Malliavin calculus and
anticipative It6 formulae for Lévy processes. Infinite Dimens. Anal. Quantum Probab.
Rel. Topics, 8 (2005),pp. 235-258.

[13] Di Nunno.G, Oksendal.B and Proske.F : Malliavin Calculus for Lévy processes with
Applications to Finance. Springer 2009.

[14] Ethier.S and Kurtz.T.G : Markov Processes. Characterization and Convergence. J.
Wiley and Sons.1986

[15] Gjessing.G, Holden.H, Lindstrom.T, Oksendal.B, Uboe.J and Zhang.T.S : The Wick
product. Preprint University of Oslo .1992

[16] Gripenberg.G, Londen.S.O and Staffans.O : Volterra Integral and Functional Equa-
tions. Cambridge University Press .1990

[17] Gripenberg.G, Londen.S.O and Staffans.O : Volterra Integral and Functional Equa-
tions. Cambridge University Press 1990.

[18] Hida.T, Kuo.H.H, Potthoff.J and Streit.LL : White Noise. (Forthcoming book).July
1989

[19] Holden.H, Lindstrom.T, Oksendal.B, Uboe.J and Zhang.T.S : Stochastic boundary
value problems : A white noise functional approach. Preprint University of Oslo.1991

[20] Holden.H, Oksendal.B, Uboe.J and Zhang.T : Stochastic Partial Differential Equa-
tions. Second Edition, Springer 2010.

[21] Hille.E and Phillips.R.S : Functional Analysis and Semigroups. Amer. Math. Soc.
Colloq. Publ31. 1957



68 BIBLIOGRAPHIE

[22] Hromadka.T.V II, Whitley.R.J, Stochastic Integral Equations in Rainfall-Runoff Mo-
deling, Springer-Verlag, 1989.

[23] Hu.Y : Integral transformations and anticipative calculus for fractional Brownian
motions ; Memoirs of the American Mathematical Society, vol. 175, no. 825, 2005.

[24] Ishikawa.Y : Stochastic Calculus of Variations for Jump Processes. De Greuter 2013.

[25] Kallenberg.O : 2002. Foundations of Modern Probability, 2nd ed. Springer, Berlin

[26] Kubo.I and Takenaka.S : Calculus on Gaussian white noise I. Proc. Japan Acad. 56.
(1980),pages 376-380

[27] Lin.J : Adapted solution of backward stochastic nonlinear Volterra integral equation.

Stoch. Anal. Appl. 20 (2002),pp 165-183.

[28] Lindstrom.T, Oksendal.B and Uboe.J : Stochastic differential equations involving po-
sitive noise : In M. Barlow and N. Bingham (editors) : Stochastic Analysis.Cambridge
Univ. Press 1991, 261-303.

[29] Lindstrom.T, Oksendal.B and Uboe.J : Wick multiplication and It6-Skorohod sto-
chastic differential equations. To appear in S. Albeverio et al (editors) : Ideas and
Methods in Mathematics Analysis. Cambridge Univ. Press 1992

[30] Lindstrom.T, Oksendal.B and Uboe.J :Stochastic modelling of fluid flow in porous
media. Preprint, University of Oslo.1991.

[31] Mishura.Y.S : Stochastic Calculus for Fractional Brownian Motion and Related Pro-
cesses, vol. 1929, Springer, Berlin, Germany, 2008.

[32] Nualart.D : The Malliavin Calculus and Related Topics. Second Edition, Springer
2006.

[33] Nualart.D and Zakai.M : Generalized stochastic integrals and the Malliavin calculus.
Probab. Th. Rel. Fields 73 (1986),pp 255-280.

[34] Ogawa.S : On the stochastic integral equation of Fredholm type. Studies in Mathe-
matics and its Applications 18 (1986); Patterns and Waves-Qualitative Analysis of
Nonlinear Differential Equations, pp. 597-605.



BIBLIOGRAPHIE 69

[35]
[36]

[37]

38

[39]

[40]

[41]

42]

[43]

[44]

[45]

[46]

Oksendal.B : Stochastic Differential Equations. Sixth Edition, Springer 2013.

Oksendal.B and Sulem.A : Applied Stochastic Control of Jump Diffusions. Second
Edition, Springer 2007.

Oksendal.B and Sulem.A : Risk minimization in financial markets modeled by It6-
Lévy processes. arXiv : 1402.3131, Afrika Matematika (2014), DOI 10.1007/s 13370-
014-0248-9.

Oksendal.B and Zhang.T : The stochastic Volterra equation. In D. Nulart, M. Sanz-
Solé (eds) : Barcelona Seminar on Stochastic Analysis. Birkhauser 1993, pp.168-202.

Oksendal.B and Zhang.T : The general linear stochastic Volterra equation with anti-
cipating coefficients. In Davis, Truman and Elworthy (eds) : Stochastic Analysis and

Applications. World Scientific 1996, pp.343-366.

Oksendal.B and Zhang. T : Optimal control with partial information for stochastic
Volterra equations. Intern. J. Stoch. Anal. 2010, doi :10.1115/2010/329185.
Oksendal.B, Zhang. T : 1993. The stochastic Volterra equations. In : Nualart, D.,
Sanz-Solé, M. (Eds), The Barcelona Seminar on Stochastic Analysis. Birkh&user,
Basel.

Pardoux.E : Applications of anticipating stochastic calculus to stochastic differential
equations. In H. Korezlioglu and A.S. Ustunel (eds) : Stochastic Analysis and Related
Topics 2. Springer LNM 1444 (1990),pages 63-105 .

Pardoux.E and Protter.P : Stochastic Volterra equations with anticipating coeffi-

cients. The Annals of Probability 18 (1990),pp 1635-1655.

Potthoff.P : White noise methods for stochastic partial differential equations. Ma-
nuscript 1991.3rd ed

Potthoff.J and Streit.L : A characterization of Hida distributions. J. Funct. Anal. 101
(1991),pp. 212-229.

Pardoux.E, Protter.P : 1990. Stochastic Volterra equations with anticipating coeffi-
cients. Ann. Probability 18,pp. 1635-1655.



70 BIBLIOGRAPHIE

[47] Protter.P : 1985. Volterra equations driven by semimartingales. Ann. Probability
13,pages 519-530.

[48] Pruss.J : Evolutionary Integral Equations and Applications, Birkhauser, Basel, 1993.
[49] Rodkina.A.E; 1992. Stochastic Volterra integral equations. Izv. Akad. Nauk Respub.
Moldova Mat. 93 (3), pp. 9-15.

[50] Sanz-Solé.M : Malliavin Calculus with Applications to Stochastic Partial Differential
Equations. EPFL Press/CRC Press 2005.

[51] Shi.Y, Wang. T and Yong.J : Mean-field backward stochastic Volterra integral equa-
tions. arXiv :1104.4725v2 (2011). Discrete and Continuous Dynamical Systems Series
B 18 (2013), 1929-1967.

[52] Tianxiao.W, Qingfeng.Z and Yufeng.S : Necessary and sufficient conditions of opti-
mality for stochastic integral systems with partial information. Proceedings of the

30th Chinese Control Conference. July 22-24,2011, Yantai,China.
[53] Tricomi.F.G : Integral Equations. Dover 1985.Publications,inc.New York

[54] Yamada.T, Watanabe.S : 1971. On the uniqueness of solutions of stochastic differen-

tial equations and its applications. J. Math. Kyoto. Univ. 11; pp. 155-167.

[55] Yong.J : Backward stochastic Volterra integral equations and some related problems.

Stochastic Proc. Appl. 116 (2006),pages 779-795.

[56] Yong.J : Well-posedness and regularity of backward stochastic Volterra integral equa-
tion. Probab. Theory Relat. Fields 142 (2008),pages 21-77.

[57] Zahle.M : Integration with respect to fractal functions and stochastic calculus. I;

Probability Theory and Related Fields, vol. 111, no. 3, pp. 333-374, 1998.

[58] Zhang.T.S : Characterizations of white noise test functions and Hida distributions.

Preprint University of Oslo 1991 (To appear in Stochastics).

[59] Zhang.X : 2006. Existence and uniqueness of solutions for a class of semilinear para-

bolic PDEs with non Lipschitz coefficients. J. Math. Anal. Appl. 314,pp. 579-589.



	Généralités sur les équations différentielles stochastiques de Volterra 
	Introduction
	Quelques Notions préliminaires
	L'approche processus fonctionnel
	EXEMPLE

	L'approche fonctionnelle généralisée du bruit blanc
	Remarques:


	Analyse stochastique des EDSs de Volterra
	Existence et unicité des solutions des équations stochastiques de Volterra avec noyaux singuliers et coefficients non Lipschitziens
	Introduction et principaux résultats

	Preuves des principaux résultats
	Preuve du théorème 2.1
	Preuve du théorème 2.2

	Extension au cas p=2
	Preuve du théorème 2.3

	EDS avec intégrale fractionnaire

	Etude de quelques exemples d'applications
	EXEMPLE 
	Investissement optimal sur un marché financier modélisé par une équation de Volterra

	Bibliographie

