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Introduction générale

Les équations différentielles stochastiques de Volterra se posent dans de nombreuses

applications telles que la finance mathématique, la biologie, etc. et au cours des 30 der-

nières années, la théorie des équations différentielles stochastiques de Volterra (ESV) a

été développée dans diverses directions.

Nous étudions l’intégrale stochastique de l’équation de type Volterra

Xt(ω) = Yt(ω) +

∫ t

0

b(t, s)Xs(ω)ds+

∫ t

0

σ(t, s)Xs(ω)δBs(ω) (1)

avec Y , b et σ sont des fonntions données , b et σ sont déterministes , bornées et Yt

est stochastique n’est pas nécéssairement adapté. L’intégrale stochastique δB a le sens

de Skorokhod. En général, il n’est pas nécessaire qu’un processus stochastique classique

Xt(ω) vérifie cette équation.

Des techniques bien connues telles que la localisation, la perturbation et la transformation

de coordonnées permettent de transférer les résultats de tels problèmes vers des équations

intégrodifférentielles paraboliques sur des domaines lisses, (voir [[48], Chapitre I, Section

5]). La fonction b devrait être considérée comme un noyau b(t) = e−ηttβ−1/Γ(β); η ≥
0, β ∈ (0, 2). L’équation(1) est une version stochastique abstraite des modèles déter-

ministes mentionnés. L’approche stochastique des équations intégrales a récemment été

utilisée en raison du fait que dans les applications, le niveau de précision d’un modèle dé-

terministe donné ne semble pas toujours être modifié d’une manière significative lorsque

la complexité du modèle augmente. Au lieu de cela, l’approche stochastique fournit de

meilleurs résultats. Un exemple typique est l’utilisation des équations intégrales stochas-
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tiques dans les modèles pluie-débit, (voir [22]).

Au cours des dernières années, il y a eu un intérêt considérable pour étudier le mou-

vement brownien fractionnaire (fBm) en raison de ses propriétés compactes telles que

l’auto-similitude,incréments stationnaires, continuité Holderienne et dépendance à longue

portée (quand H > 1/2), et aussi en raison de ses applications dans divers domaines scien-

tifiques, y compris les télécommunications, la turbulence,traitement de l’image, finance

et autres domaines. C’est un convenable généralisation du processus standard de Wiener.

Certaines enquêtes et littératures complètes pourraient être trouvées dans Biagini et al

[5], Hu [23], Mishura [31], Nualart [32] et Zahle [57]. Puisque BH n’est ni un processus

semimartingale ni un processus de Markov, sauf si H = 1/2, la théorie classique d’Itô n’est

pas disponible quand on la traite. Il existe plusieurs approches pour définir une intégrale

par rapport à fBm. Une possibilité d’utiliser l’intégrale de Skorokhod ou une intégrale de

divergence introduite dans le paramétrage brownien fractionnaire dans Decreusefond et

Ustunel [11].

Notre travail est divisé en trois chapitres ;

Dans le premier chapitre, nous nous intéressons principalement au cas où Yt n’est pas

adapté. Dans ce cas, nous ne pouvons évidemment pas attendre à ce que Xt soit adapté

et l’intégrale d’Itô dans l’équation n’est pas donc défini. Cependant, nous montrons qu’une

solution unique existe dans les sens suivants :

– En tant que processus fonctionnel.

– En tant que bruit blanc généralisé fonctionnel (distribution Hida).

De plus, dans les deux cas, nous trouvons des formules des solutions explicites. Les for-

mules sont similaires à celles du cas déterministe (σ ≡ 0), mais avec les produits Wick au

lieu des produits ordinaires (point par point).

L’équation a encore un sens si nous remplaçons l’intégrale d’Itô par l’intégrale plus géné-

rale de Skorokhod :

Xt(ω) = Yt(ω) +

∫ t

0

b(t, s)Xs(ω)ds+

∫ t

0

σ(t, s)Xs(ω)δBs(ω).



TABLE DES MATIÈRES 7

Dans le deuxième chapitre, nous nous étudions l’existence, l’unicité et la continuité de

la solution des équations stochastiques différentielles de Volterra avec les noyaux singuliers

et les coefficients non-Lipschitziens. Comme application, nous étudions ensuite les EDSs

avec des intégrales fractionnaires.

On présente une syntaxe des traveaux de Protter [46] qui a étudié l’ESV régie par une se-

mimartingale générale (pas nécessairement continue) et a résolu une conjecture de Berger

et Mizel [4]. Ainsi que les traveaux de Pardoux et Protter [45] qui ont examiné l’anticipa-

tion des équations différentielles stochastiques de Volterra à l’aide du calcul de Malliavin.

Enfin, dans le troisième chapitre, nous allons fournir des exemples d’application sur les

équations différentielles stochastiques de Volterra à la finance avec un exemple d’inves-

tissement optimal sur un marché financier modélisé par une équation de Volterra et un

autre d’un investissement dans une production économique.



Chapitre 1

Généralités sur les équations

différentielles stochastiques de Volterra

1.1 Introduction

L’équation classique (déterministe) de Volterra du second type a la forme

Xt = Yt +

∫ t

0

γ(t, s)Xsds; 0 ≤ t ≤ T (1.1)

où Yt, γ(t, s) sont des fonctions, T > 0 est une constante donnée. Cette équation apparaît

dans nombreuses applications, dont certaines sont décrites dans [16]. (Voir aussi [52] et

l’exemple 1 ci-dessous). Supposons maintenant que le système est perturbé de manière

aléatoire ou que les informations concernant la fonction γ(t, s) sont insuffisantes / bruitées.

Dans les deux cas, une formulation mathématique possible serait de mettre

γ(t, s) = b(t, s) + σ(t, s) ·Ws (1.2)

où b(t, s) et σ(t, s) sont des fonctions déterministes et Ws = Ws(ω) ; ω ∈ Ω (un espace de

probabilité) indique un "bruit blanc" (voir les définitions ci-dessous). Nous permettons

également à Yt = Yt(ω) d’être aléatoire. Cela donne - formellement - l’équation

Xt(ω) = Yt(ω) +

∫ t

0

b(t, s)Xs(ω)ds+

∫ t

0

σ(t, s)Xs(ω)Ws(ω)ds (1.3)

8
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où le dernier terme (en rouge) reste à définir.

Si Yt est un processus stochastique adapté, il est naturel de supposer qu’une solution Xt

de (1.3) doit également être adaptée, ce qui conduit à l’interprétation suivante de (1.3) :

Xt(ω) = Yt(ω) +

∫ t

0

b(t, s)Xs(ω)ds+

∫ t

0

σ(t, s)Xs(ω)dBs(ω), (1.4)

où le dernier terme désigne l’intégrale habituelle d’Itô et Bt(ω) le mouvement brownien

dont la dérivée par rapport à t est Wt(ω) (au sens de la distribution). Dans ce chapitre,

nous nous intéressons principalement au cas où Yt n’est pas adapté. Dans ce cas, nous ne

pouvons évidemment pas attendre à ce que Xt soit adapté et l’intégrale d’Itô dans (1.4)

n’est pas donc définie.

Cependant, l’équation a encore un sens si nous remplaçons l’intégrale d’Itô par l’intégrale

plus générale de Skorokhod :

Xt(ω) = Yt(ω) +

∫ t

0

b(t, s)Xs(ω)ds+

∫ t

0

σ(t, s)Xs(ω)δBs(ω) (1.5)

Remarque : L’intégrale de Skorokhod

∫ T

0

Zs(ω)δBs(ω),

est définie pour tous les processus Zs(ω) (adaptés ou non) tels que

∫ T

0

E[Z2
s ]ds+

∞
∑

m=1

(m+ 1)!‖f̃m‖2 <∞. (1.6)

Ici f̃m(t1, ..., tm, t) est la symétrisation de f (m)
t (t1, ..., tm) où f (m)

t est le terme de commande

dans le développement du Chaos-Wiener-Itô de Z.

Zt(ω) =
∞
∑

0

∫

Rm

f
(m)
t (t1, ..., tm)dBt1 ...dBtm .

Si Zs(ω) est adapté, l’intégrale de Skorokhod coïncide avec l’intégrale d’Itô [32]. Nous

utiliserons (1.5) comme modèle mathématique pour une équation intégrale de Volterra
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perturbée de manière aléatoire, ou une équation intégrale de Volterra stochastique. Le

but de ce chapitre est d’étudier l’existence et l’unicité d’une solution de (1.5). De plus,

nous trouverons une formule de solution explicite. Il s’avère qu’en général (sans conditions

fortes sur Yt, b et σ) il n’existe pas de processus stochastique (classique) Xt satisfaisant

(1.5). Cependant, nous allons prouver qu’une solution existe (et est unique) dans les sens

suivants :

– En tant que processus fonctionnel .

– En tant que bruit blanc généralisé fonctionnel (ou distribution Hida).

Nous expliquons maintenant ces deux approches plus en détail :

1. L’approche processus fonctionnel ([27],[29],[18]) :

Nous considérons ici la solution X comme un processus stochastique généralisé de

la forme

X = Xφ
t = X(φ, t, ω),

où φ ∈ S (espace de Schwartz contenant des fonctions décroissantes rapidement sur

R). Heuristiquement,X(φ, t, ω) peut être considéré comme le résultat de la mésure

de X (à l’instant t et dans l’expérience ω) via la fonction de moyennage / test ou

"fenêtre" φ.

Le bruit blanc W peut être considéré comme un tel processus fonctionnel par la

définition

W (φ, t, ω) := Wφt(ω) :=

∫

φt(s)dBs,

où φt(s) = φ(s− t) est la fenêtre φ décalée de la quantité t. Notez que pour chaque

φ fixe, X(φ, ·, ·) et W (φ, ·, ·) sont des processus stochastiques continus. Il y a une

formule exceptionnelle pour l’intégrale de Skorokhod en ce qui concerne le produit
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de Wick ⋄
∫

R

(φ ∗ Y )tδBt =

∫

R

Yt ⋄Wφtdt ; ∀φ ∈ S,

où ∗ désigne une convolution par rapport à t, c’est-à-dire

(φ ∗ Y )t(ω) =

∫

R

φ(t− s)Ys(ω)ds.

Par conséquent, nous disons qu’un processus fonctionnel Xt = Xφ
t (ω) = X(φ, t, ω)

est une solution de (1.5) si, pour tout φ ∈ S, il existe un processus stochastique

Xt = Xφ
t tel que

Xφ
t = Y φ

t +

∫ t

0

b(t, s)Xφ
s ds+

∫ t

0

σ(t, s)Xφ
s ⋄Wφsds ; 0 ≤ t ≤ T

où nous permettons à Yt = Y φ
t d’être également un processus fonctionnel. Dans la

suite, nous montrons qu’une solution de processus fonctionnelle de (1.5) existe sous

certaines conditions sur Y φ
t , b(t, s) et σ(t, s). De plus, nous donnons une formule de

solution explicite :

Xt = Yt +

∫ t

0

H(t, s) ⋄ Ysds (1.7)

où H(t, s) = H(t, s, ω) est un noyau aléatoire construit à partir de K(t, s, ω) :=

b(t, s) + σ(t, s)Wφs(ω).

2. L’approche fonctionnelle généralisée du bruit blanc (distribution de Hida) [17].

Dans ce contexte, nous considérons Xt et les autres éléments de l’équation (1.5)

comme des éléments de l’espace (S)∗ des distributions de Hida (ou des fonctions de

bruit blanc généralisées). Le bruit blanc ponctuel Wt peut être considéré comme un

élément de (S)∗. Par le corollaire 3.4 dans [28] nous avons

∫

R

ZtδBt =

∫

R

Zt ⋄Wtdt (1.8)
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pour tous les processus stochastiques satisfaisant (1.6) (adapté ou non). C’est pourquoi

l’interprétation naturelle de l’équation (1.5) dans le cadre de la distribution de Hida est

Xt = Yt +

∫ t

0

b(t, s)Xsds+

∫ t

0

σ(t, s)Xs ⋄Wsds (1.9)

où Yt est considéré comme un élément de (S)∗. Notons que par (1.8) la relation entre le

bruit blanc ponctuel Wt et le processus fonctionnel Wψ est (choisissez Zt = ψ(t) dans

(1.8)) :

W (ψ, 0, ω) =

∫

R

ψ(t)Wtdt

c’est-à-dire que W (ψ) est le résultat d’un "étalement" du bruit singulierWt par la fonction

de test ψ .

Dans ce (S)∗ , nous prouvons l’existence et l’unicité des résultats pour (1.9) et aussi, nous

obtenons une formule de solution du type (1.7). De plus, nous montrons que la solution

de (1.9) est en fait dans L2(µ) sous certaines conditions.

1.2 Quelques Notions préliminaires

Définition 1.2.1 Soit (S,B, µ) l’espace de probabilité de bruit blanc, i.e : µ est la mésure

de probabilité sur les sous-ensembles de Borel B de l’espace S ′ = S ′(R) des distributions

tempérées sur R, avec la propriété

∫

S′

exp(i < ω, φ >)dµ(ω) = exp(−1/2‖φ‖2)

pour tous φ ∈ S, où ‖φ‖2 =
∫

R
|φ|2dx et < ω, φ >= ω(φ) est l’action de ω ∈ S ′ (le dual

de S ) sur φ ∈ S (voir [17]).

Définition 1.2.2 Rappelons que le processus de bruit blanc W est la carte

W : S × S ′ → R
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donnée par

W (φ, ω) = Wφ(ω) =< ω, φ > ;φ ∈ S, ω ∈ S ′

i.e :

Wφ(ω) =

∫

R

φ(t)dBt,

où le côté droit indique l’intégrale de Wiener-Itô par rapport au mouvement brownien Bt.

Nous avons également décrit ci-dessous une version singulière Wt de bruit blanc ponc-

tuelle. Heuristiquement, nous pouvons considérer que Wt est la limite de Wφ comme

φ → δt la masse ponctuelle à t. Cette limite existe dans l’espace (S∗) des distributions

Hida. Pour la définition et les propriétés de (S)∗ voir [17].

Définition 1.2.3 Une description alternative de (S)∗ ([57]) peut être donnée comme

suit :

Soit la fonction Hermite d’ordre n ≥ 1

en(x) = π− 1
4 ((n− 1)!)−

1
2 e−

x2

2 hn−1(
√
2x) (1.10)

où

hm(x) = (−1)me
x2

2
dm

dxm
e−

x2

2 ,

est le polynôme d’Hermite d’ordre m ≥ 0.

Il est bien connu que {en}∞n=1 forme une base orthonormale de L2. En outre, en est une

fonction propre pour l’opérateur

A = − d2

dx2
+ x2 + 1,

avec valeur propre 2n, i.e :

Aen = 2nen;n = 1, 2, · · · (1.11)

Posant θj =
∫

R
ejdBt et on définit
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Hα(ω) =
m
∏

j=1

hαj
(θj),

pour tout α = (α1, · · ·, αm).
Selon le théorème de Chaos-Wiener-Itô, nous avons que chaque f ∈ L2 peut être représenté

comme une somme

f(ω) =
∑

α

cαHα(ω), (1.12)

où

‖f‖2L2(µ) =
∑

α

α!c2α ;α! =
m
∏

i=1

αi!,

Définition 1.2.4 On dit que f ∈ L2(µ) est une fonction de test de Hida ,f ∈ (S) , si

Af (k) := sup
α
c2αα!(2N)αk <∞ ; ∀k <∞, (1.13)

où

(2N)α :=
m
∏

j=1

(2j)αj si α = (α1, ..., αm).

Définition 1.2.5 Le dual de (S), noté (S)∗ (l’espace des distributions de Hida) peut être

représenté par l’ensemble des sommes formelles

F =
∑

α

bαHα, (1.14)

où

sup
α
b2αα!((2N)−α)q <∞ ; pour q <∞.

Définition 1.2.6 L’action de F ∈ (S)∗ (donnée par (1.14)) sur la fonction de test f ∈
(S) (donnée par (1.12)) est

< F, f >=
∑

α

α!bαcα.



1.2 Quelques Notions préliminaires 15

En général, on a

(S) ⊂ Lp(µ) ⊂ (S)∗ ; ∀p ∈ (1,∞).

Définition 1.2.7 Nous pouvons maintenant définir le bruit blanc ponctuel Wt en (S)∗

par

Wt(ω) =
∞
∑

k=1

ek(t)h(θk),

(
∑

bnHǫn avec ǫn = (0, 0, · · ·, 1) avec 1 sur la n ième place et bn = en(t))

puis

sup
α
b2αα!(2N)−αq = sup

n
e2n(t) · 1 · (2n)−q <∞,

pour q > − 1
12

puisque ‖en‖∞ = 0(n− 1
12 ) quand n → ∞ (voir[20] ;la formule(21.3.3)). Ce

qui donne que Wt ∈ (S)∗.
Dans ce qui suit, nous utiliserons la convention selon laquelle Wt désigne le bruit blanc

ponctuel (en (S)∗) si t ∈ R tant que Wψ désigne le bruit blanc défini par (1.10) si ψ ∈ S.

Si F =
∑

α

cαHα et G =
∑

β

cβHβ sont deux éléments de (S)∗, nous définissons leur produit

de Wick F ⋄G comme élément de (S)∗ donné par

F ⋄G =
∑

α,β

aαbβHα+β =
∑

γ

(
∑

α+β=γ

aαbβ)Hγ

En utilisant la caractérisation (1.13), on peut prouver que les deux espaces (S)∗ et (S)
sont fermés sous ⋄, i.e : f, g ∈ (S)∗ ⇒ f ⋄ g ∈ (S)∗ et de même pour (S) (voir l’argument

dans [57]). Il existe une alternative à la représentation (1.12) : si f ∈ L2(µ) il existe des

fonctions fn ∈ L̂2(Rn) tels que :

f(ω) =
∞
∑

n=0

∫

Rn

fn(t1, · · ·, tn)dB⊗n
t

et

‖f‖2L2(µ) =
∞
∑

n=0

n!‖fn‖2L2(Rn).
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Ici L̂2(Rn) désigne l’espace des fonctions L2-symétriques sur R et dB⊗n
t = dBt1dBt2 ···dBtn

désigne l’intégrale d’ Itô itérée. En utilisant cette représentation, le produit de Wick de

deux fonctions

f =
∑

n

∫

fndB
⊗n et g =

∑

m

∫

gmdB
⊗m,

en L2(µ) peut être exprimé par (si elles convergent)

f ⋄ g =
∑

n,m

∫

fn⊗̂gmdB⊗(n+m),

où ⊗̂ désigne le produit tensoriel symétrisé.

Le produit de Wick joue un rôle crucial dans notre solution de l’équation différentielle

stochastique de Volterra . Étant donné que L1 n’est pas contenu dans (S)∗, une définition

supplémentaire est nécessaire pour ce cas (voir [18]).

Supposons qu’il existe Xn, Yn ∈ L2(µ) tels que Xn → X dans L1(µ), Yn → Y dans

L1(µ), Xn ⋄ Yn ∈ L1(µ) pour tout n et Z := limXn ⋄ Yn existe dans L1(µ).

On définit ainsi

X ⋄ Y = Z.

Cette définition ne dépend pas du choix spécifique de {Xn}, {Yn}. En fait, nous avons

F [X ⋄ Y ](φ) = e
1
2
‖φ‖2F [X](φ) · F [Y ](φ) ; ∀φ ∈ S (1.15)

où

F [X](φ) =

∫

S′

ei<ω,φ>X(ω)dµ(ω) , φ ∈ S

est la transformation de Fourier de X.

Pour la preuve de (1.15), voir [[18], Lemme 9.2]). Une étude des propriétés du produit de

Wick est donnée dans [14].

Rappelons maintenant deux transformations importantes sur (S)∗ :

Si F ∈ (S)∗ la transformation S de F (introduite la première fois dans [25]), SF , est une
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carte de S en C définie par

SF (φ) = e−
1
2
‖φ‖2 < F, exp < ·, φ >> (1.16)

(On peut prouver que la fonction ω → exp < ω, φ > ; ω ∈ S ′ appartient à (S), donc (1.16)

est bien défini).

Notons F ∈ L2(µ) on a donc

SF (φ) = e−
1
2
‖φ‖2

∫

S′

exp(< ω, φ >)F (ω)dµ(ω)

La transformée Hermite de F , (introduite la première fois dans [27]) HF , est une carte de

l’espace CN
0 de toutes les suites finies de nombres complexes en C (l’ensemble des nombres

complexes) définis par

HF (z1, z2 · ··) := F̃ (z1, z2 · ··) = SF (z1e1 + z2e2 + · · ·) ; (z1, z2 · ··) ∈ C
N
0 .

De manière équivalente si F ∈ (S)∗ a l’extension (voir [27],Th 5.7)

F (ω) =
∑

α

cαHα(ω),

alors, en utilisant la notation avec multi indices zα = zα1
1 zα2

2 · ·· si z = (z1, z2 · ··) et

α = (α1, α2, · · ·) ,on obtient

HF (z) =
∑

α

cαz
α ; z ∈ C

N
0 .

On peut montrer que la série converge et représente une fonction analytique de z ∈ C
N
0 ,

pour tout F ∈ (S)∗ (voir [17]). Les caractérisations du produit de Wick en termes de

transformation S et H sont les suivantes : si F,G ∈ (S)∗ alors

H(F ⋄G)(z) = HF (z) · HG(z) ; z ∈ C
N
0

et

S(F ⋄G)(φ) = SF (φ) · SG(φ) ;φ ∈ S,
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Enfin, rappelons qu’il existe un inverse explicite de la transformation d’Hermite (voir

[27]).

Soit λ la mésure de probabilité sur R
n définie par

∫

Rn

f(y1, · · ·, yn)dλ(y) = (2π)−n/2
∫

Rn

f(y)e−
1
2
|y|2dy,

si f est une fonction mésurable bornée de y = (y1, y2, · · ·) ∈ R
n dépend uniquement des n

premières coordonnées y1, · · ·, yn. Soit

X =
∑

α

cαHα(ω) ∈ L2(µ)

de sorte que X a la transformation Hermite

X̃(z) = HX(z) =
∑

α

cαz
α.

On récupère X de X̃ par

X(ω) := H−1X̃ := lim
n,k→∞

∫

Rn

X̃(n,k)(θ + iy)dλ(y)

(la limite dans L2(µ) ) où θ + iy = (θ1 + iy1, θ2 + iy2, · · ·) avec θk =
∫

ekdB et

X̃(n,k)(z) =
∑

α∈Jn,k

cαz
α; Jn,k = {α; |α| ≤ n et αj = 0, pour j > k}

est la série doublement tronquée pour X̃.

De plus, on a l’estimation suivante (voir [18],Th 4.2) :

E[|X|p] ≤ lim inf
n,k→∞

∫ ∫

|X̃(n,k)(ξ + iη)|pdλ(ξ)dλ(η)

pour tout p ∈ [1,∞).

Définition 1.2.8 Soit F une fonctionnelle à valeurs complexes sur S(R). F est une

U−fonctionnelle si les conditions suivantes sont remplies :
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– Pour tous les φ, ψ ∈ S(R) la cartographie λ → F (ψ + λφ), λ ∈ R a une extension

analytique complète, qui sera notée F (ψ + zφ), z ∈ C.

– Il existe un p ∈ N0 (l’ensemble des entiers non négatifs) et C1, C2 > 0 de sorte que

pour tout z ∈ C, φ ∈ S(R)

|F (zφ)| ≤ C1 exp(C2|z|2‖φ‖22,p), (1.17)

où ‖φ‖2,p = ‖Apφ‖L2(R).

On a donc les résultats suivants :

Théorème 1.1 [44]

Si Φ ∈ (S)∗, alors SΦ est un U−fonctionnel. Inversement, si F est un U−fonctionnel,

alors il existe un unique Φ dans (S)∗, de sorte que SΦ = F .

Théorème 1.2 [44]

Supposons que Fn, n ∈ N et F sont U−fonctionnels et soit Φn, n ∈ N et Φ , respectivement,

désignent les distributions de Hida associées dans (S)∗. Alors, les deux assertions suivantes

sont équivalente :

(a) La suite (Φn, n ∈ N) converge fortement vers Φ.

(b) La suite (Fn, n ∈ N) converge ponctuellement vers F et pour tout n ∈ N assez grand,

l’estimation (1.17) est valable pour chaque Fn uniformément dans n.

1.3 L’approche processus fonctionnel

Les processus fonctionnels ont été introduits pour la première fois dans [27] lors d’une

étude de certaines équations différentielles stochastiques impliquant des fonctions du bruit

blanc. Une version multiparamétrique étendue a été utilisée dans [18]. Les processus fonc-

tionnels peuvent être considérés comme une généralisation des processus valorisés par la

distribution.
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Définition 1.3.1 Soit p > 0. Un processus fonctionnel Lp(à un paramètre) est une fonc-

tion de

X : S × R× S ′ → R

tel que

– La carte t→ X(φ, t, ω) est mésurable pour chaque φ ∈ S et ω ∈ S ′.

– La carte ω → X(φ, t, ω)est dans Lp(µ) pour tout φ ∈ S et pour tout t ∈ R.

1.3.1 EXEMPLE

On peut considérer le processus de bruit blanc comme un processus fonctionnelW (φ, t, ω)

en définissant

W (φ, t, ω) = Wφt(ω) =< ω, φt >,

où

φt(s) = φ(s− t),

est le décalage t de la fonction de test φ.

Notons que si F ∈ S ′ et D désignent l’opérateur de différenciation, nous avons

< DF, φx(·) >= − < F,Dφx(·) >= − < F,
d

dy
φ(y − x) >=< F,

d

dx
φx(y) > .

Ainsi, prendre les dérivés de distribution de F et appliquer le résultat à φx revient à

appliquer F au dérivé de φx par rapport à x. Compte tenu de cela, il est naturel d’inter-

préter les équations différentielles de distribution vis-à-vis de φ impliquant des processus

fonctionnels X(φ, x, ω) comme des équations différentielles ordinaires en x pour chaque

φ.

La deuxième observation pertinente pour l’interprétation de (1.5) est la suivante :

Lemme 1.3.1.1 Soient Yt(ω) un processus stochastique et φ ∈ S tel que

Zt := (φ ∗ Y )t
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satisfait à la condition (1.6).Alors

∫

R

(φ ∗ Y )tδBt =

∫

R

Yt ⋄Wφtdt,

où ∗ désigne la convolution, i.e :

(φ ∗ Y )t(ω) =

∫

R

φ(t− s)Ys(ω)ds.

Preuve Par le corollaire 3.4 dans [28] nous avons

∫

R

ZtδBt =

∫

R

Zt ⋄Wtdt

pour tous les processus Zt satisfaisant (1.6), où le côté droit est considéré comme un

élément de S∗. On applique cette égalité à Zt = (φ ∗ Y )t , on obtient

∫

R

(φ ∗ Y )tδBt =

∫

R

(

∫

R

φ(t− s)Ys(ω)ds) ⋄Wtdt,

=

∫

R

Ys(ω) ⋄ (
∫

R

φ(t− s)Wtdt)ds,

=

∫

R

Ys(ω) ⋄Wφsds.

Ce qui donne le résultat cherché. Au vu des lemmes (1.2.1) et (1.3.1.1), l’interprétation

suivante de (1.5) est naturelle :

Nous disons qu’un processus fonctionnel X(φ, t, ω) = Xφ
t est une solution de (1.5) si, pour

tout φ ∈ S

Xφ
t = Y φ

t +

∫ t

0

b(t, s)Xφ
s ds+

∫ t

0

σ(t, s)Xφ
s ⋄Wφsds ; 0 ≤ t (1.18)

où Y φ
t = Y (φ, t, ω) est un processus fonctionnel donné.

Lemme 1.3.1.2 Soient b(t, s) et σ(t, s) deux fonctions déterministes bornées satisfaisant

b(t, s) = σ(t, s) = 0 ; si 0 ≤ t < s



22 Généralités sur les équations différentielles stochastiques de Volterra

on fixe φ ∈ S et on définit pour (t, s) ∈ [0,∞)× [0,∞),

K1(t, s) := K(t, s) := b(t, s) + σ(t, s)Wφs(ω),

et inductivement

Kn+1(t, s) =

∫ t

0

Kn(t, u) ⋄K(u, s)du =

∫ t

s

Kn(t, u) ⋄K(u, s)du ;n ≥ 1. (1.19)

On a donc pour tout (t, s)

‖Kn(t, s)‖L2(µ) ≤
Mn(1 + ‖φ‖)n√

n!
; n = 1, 2, ...

et donc la série

H(t, s, ω) :=
∞
∑

n=1

Kn(t, s, ω) (1.20)

convege uniformément dans L2 pour tout (t, s) ∈ [0,∞)× [0,∞).

Preuve : Tout d’abord, notons que si nous mettons

γ(t, s) = γ(t, s, ω) = σ(t, s)Wφs

alors

K2(t, s) =

∫ t

s

K(t, u) ⋄K(u, s)du

=

∫ t

s

(b(t, u) + γ(t, u)) ⋄ (b(u, s) + γ(u, s))du,

et

K3(t, s) =

∫ t

s

K2(t, v) ⋄K(v, s)dv

=

∫

s≤v≤u≤t

∫

[(b(t, u) + γ(t, u)) ⋄ (b(u, v) + γ(u, v)) ⋄ (b(v, s) + γ(v, s))]dudv

Donc par induction

Kn(t, s) =

∫

s≤un−1≤···

· · ·
∫

≤u1≤t

[
⋄
∏

0≤k≤n−1

(b(uk, uk+1)) + γ(uk, uk+1)]du1 · · · dun−1
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où u0 = t et un = s et
⋄
∏

indique que le produit de Wick est utilisé. maintenant

⋄
∏

0≤k≤n−1

(b(uk, uk+1) + γ(uk, uk+1)) =
∑

α,β

bα(u)γβ(u)

la somme étant prise sur toutes les partitions {α, β} de {0, 1, · · ·, n− 1}(i.e :α ∩ β = ∅ et

α ∪ β = {0, 1, · · ·, n− 1}) nous avons utilisé la notation

bα(u) = b(uα1 , uα1+1) · · · b(uαj
, uαj+1), si α = {α1, · · ·, αj}

et

γβ(u) = γ(uβ1 , uβ1+1) ⋄ · · · ⋄ γ(uβk , uβk+1
) si β = {β1, · · ·, βk}, (1.21)

puisque

E[|Wφu1
⋄ ... ⋄Wφuk

|2]1/2 =
√
k!‖φ‖k

on obtient de (1.21) que (avec |β| = le cardinale de β)

‖Kn(t, s)‖L2(µ) ≤
∫

s≤un−1≤...

...

∫

≤u1≤t

∑

α,β

|bα(u)| · |σβ(u)|
√

|β|!‖φ‖|β|du1 · · · dun−1. (1.22)

Choisissons M <∞ tel que

|b(t, s)| ≤ M et |σ(t, s)| ≤ M pour tous t, s Alors de (1.22) nous obtenons (en mettant

|β| = k)

‖Kn(t, s)‖L2(µ) ≤Mn · 1

n!
·

n
∑

k=0

(

n

k

)√
k!‖φ‖k ≤ Mn

√
n!
(1 + ‖φ‖n).

Lemme 1.3.1.3 Considérons K,Kn comme dans le lemme (1.3.1.2) on a donc

Kn(t, s) =

∫ t

s

Kn−j(t, u) ⋄Kj(u, s)du ; ∀j = 1, 2, ..., n− 1. (1.23)
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Preuve : Nous procédons par induction. Par définition, (1.23) est valable pour j = 1

pour tout n. Supposons que (1.23) vaut pour n = n0 et pour tout j < n0−1 et aussi pour

n = n0 + 1 si j = j0 ≤ n0 − 1. Alors

∫ t

s

Kn0+1−(j0+1)(t, u) ⋄Kj0+1(u, s)du =

∫ t

s

Kn0−j0(t, u) ⋄ (
∫ u

s

Kj0(u, v) ⋄K(v, s)dv)du

=

∫ t

s

K(v, s) ⋄ (
∫ t

v

Kn0−j0(t, u) ⋄Kj0(u, v)du)dv

=

∫ t

s

K(v, s) ⋄Kn0(t, v)dv = Kn0+1(t, s).

Lemme 1.3.1.4 Considérons K(t, s) et H(t, s) comme dans le lemme (1.3.1.2), alors

H(t, s)−K(t, s) =

∫ t

s

K(t, u) ⋄H(u, s)du.

Preuve : de (1.20) et (1.19) on obtient

∫ t

s

K(t, u) ⋄H(u, s)du = lim
N→∞

∫ t

s

(
N
∑

n=1

K(t, u) ⋄Kn(u, s))du

= lim
N→∞

∫ t

s

(
N
∑

n=1

Kn+1(t, s))

= H(t, s)−K(t, s).

Théorème 1.3 Soient b(t, s) et σ(t, s) deux fonctions déterministes bornées satisfaisant :

b(t, s) = σ(t, s) = 0 ; si 0 ≤ t < s.

Soit Yt = Y (φ, t, ω) un processus fonctionnel de L1 (pas nécessairement adapté) tel que

∞
∑

m=1

‖Km(s, u) ⋄ Yu ⋄Kn(t, s)‖L2(µ) ≤ C <∞ ; ∀t, s, u, n (1.24)
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(avec C indépendant de t, s, u et n) où Kn est défini par (1.23). On définit

Xt := X(φ, t, ω) := Yt +

∫ t

0

H(t, s) ⋄ Ysds, (1.25)

alors

Xs ⋄Kn(t, s) ∈ L1(ds× dµ); ∀t, n, (1.26)

et Xt est le processus fonctionnel unique de L1 qui vérifie (1.26) et résout (1.18) l’inter-

prétation de l’équation stochastique de Volterra

Xt = Yt +

∫ t

0

b(t, s)Xsds+

∫ t

0

σ(t, s)XsδBs.

Preuve : Nous vérifions d’abord que Xt donné par (1.25) satisfait à (1.26) : De (1.24)

nous avons

(

∫ s

0

H(s, u) ⋄ Yudu) ⋄Kn(t, s) = (
∞
∑

m=1

∫ S

0

Km(s, u) ⋄ Yudu) ⋄Kn(t, s)

=
∞
∑

m=1

∫ s

0

Km(s, u) ⋄ Yu ⋄Kn(t, s)du

qui converge absolument dans L2(ds× dµ)

Ensuite, nous vérifions que si Xt est défini par (1.25), alors Xt vérifie (1.18), c.-à-d.

Xt = Yt +

∫ t

0

Xs ⋄K(t, s)ds (1.27)
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En remplaçant par X et en utilisant le lemme (1.3.1.3), nous obtenons

∫ t

0

Xs ⋄K(t, s)ds =

∫ t

0

Ys ⋄K(t, s)ds+

∫ t

0

(

∫ s

0

H(s, u) ⋄ Yudu) ⋄K(t, s)ds

=

∫ t

0

Ys ⋄K(t, s)ds+

∫ t

0

(Yu ⋄
∫ t

u

K(t, s) ⋄H(s, u)ds)du

=

∫ t

0

Ys ⋄K(t, s)ds+

∫ t

0

Yu ⋄ (H(t, u)−K(t, u))du

=

∫ t

0

Yu ⋄H(t, u)du

= Xt − Yt,

ce qui prouve que Xt défini par (1.25) satisfait à (1.5).

On passe à l’unicité :

Supposons X(1)
t et X(2)

t deux processus fonctionnels de L1 tels que pour tout t

X(i)
s ⋄Kn(t, s) ∈ L1(dµ× ds) ; i = 1, 2.

Alors, puisque les deux processus satisfaisant (1.27) nous obtenons par soustraction que

Zs := X(1)
s −X(2)

s ,

vérifie l’équation

Zt =

∫ t

0

K(t, s) ⋄ Zsds.

Cela donne

Zt =

∫ t

0

K(t, s) ⋄ (
∫ t

0

K(s, u) ⋄ Zudu)ds =
∫ t

0

K2(t, u) ⋄ Zudu.

En procédant par induction on voit que

Zt =

∫ t

0

Kn(t, u) ⋄ Zudu ; ∀n. (1.28)
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En appliquant la transformation de Fourier sur les deux côtés, nous obtenons

FZt(φ) = exp(
1

2
‖φ‖2)

∫ t

0

(FKn(t, u))(φ)(FZu)(φ)du ;φ ∈ S

puisque Kn(t, u) → 0 uniformément dans L2(µ) quant n→ ∞ pour (t, u),

on voit que (FKn(t, u))(φ) → 0 (uniformément) quand n → ∞ pour (t, u) et nous

concluons de (1.28) que : FZt(φ) = 0 pour tout φ. Par conséquent, Zt = 0, ce qui

prouve l’unicité.

Théorème 1.4 Considérons b(t, s) et σ(t, s) comme dans le théorème 1.3 Supposons que

Yt = Y (φ, t, ω) vérifie (1.24) et que Yt est indépendant de t, c-à-d.

Yt = Y0 ; ∀t.

Alors, l’unique processus fonctionnel Xt qui satisfait (1.28) et résout l’équation de Volterra

Xt = Y0 +

∫ t

0

b(t, s)Xsds+

∫ t

0

σ(t, s)XsδBs,

est donné par

Xt := X(φ, t, ω) = Y0 ⋄ (1 +
∫ t

0

H(t, s)ds).

Remarque 1.3.1.1 Notons que la solution unique Xt(ω) de l’équation non anticipée de

Volterra

x
(a)
t = a+

∫ t

0

b(t, s)x(a)s ds+

∫ t

0

σ(t, s)x(a)s dBs (a constant) (1.29)

et par le théorème 1.4

x
(a)
t = a(1 +

∫ t

0

H(t, s)ds).

Le lien entre la solution x
(a)
t de l’équation non anticipante (1.29) et la solution Xt de

l’équation anticipante de Volterra dans ce théorème est donc

Xt = Y0 ⋄ x(1)t .
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En particulier, notons que si Y0 anticipe, alors Xt ne coïncide pas avec x(a)t avec a = Y0!

La condition (1.24) peut être difficile à utiliser dans des cas spécifiques. Afin d’obtenir une

condition plus facile à gérer, nous établissons le résultat d’intérêt indépendant suivant :

Lemme 1.3.1.5 Considérons b(t, s) et σ(t, s) comme dans le théorème 1.3 et que xt =

x
(1)
t soit la solution (non anticipante) de (1.29). Soit Hxt = x̃t la transformation Hermite

de xt. Alors
∫ ∫

|x̃t(x+ iy)|pdλ(x)dλ(y) <∞,

(λ est une mésure de probabilité) pour p <∞

Preuve : prenons la H−transformée de (1.29) on obtient

x̃t(z) = 1 +

∫ t

0

b(t, s)x̃s(z)ds+

∫ t

0

σ(t, s)x̃s(z)W̃φs(z)ds

avec W̃φs(z) =
∑

n(φs(·), en)zn ; z = (z1, · · ·, z2, · · ·) ∈ C
N
0 où (ψ, en) =

∫

R
ψendx désigne

le produit intérieur en L2(R).

Si on choisit M de tel sorte |b(t, s)| ≤M et |σ(t, s)| ≤M pour tous t, s on a donc

|x̃t(z)| ≤ 1 +M

∫ t

0

|x̃s|ds+M ·
∫ t

0

|x̃s| · |W̃φs |ds.

Avant de terminer la preuve du théorème on ait besoin de l’inégalité de Gronwall. Rap-

pelons tout d’abord l’inégalité de Gronwall suivante :

Lemme :

Soit T > 0 et g une fonction positive, mésurable et bornée sur [0, T ], on suppose qu’il

existe des constantes a ≥ 0, et b ≥ 0 telles que pour tout t ∈ [0, T ] on a

g(t) ≤ a+ b

∫ t

0

g(s)ds,

alors on a

g(t) ≤ a exp(b(t)), ∀t ∈ [0, T ]
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par l’inégalité de Gronwall (voir e.g [13],Appendice 5)

|x̃t(z)| ≤ exp(Mt+M

∫ t

0

|W̃φs |ds)

≤ exp(Mt+M

∫ t

0

(
∑

n

|(φs, en)||xn|+
∑

n

|(φs, en)| · |yn|)ds)

≤ exp(Mt) · exp(M
∑

n

(

∫ t

0

|(φs, en)|ds) · |xn|+
∑

n

(

∫ t

0

|(φs, en)|ds) · |yn|)

Donc, si on met an =Mp ·
∫ t

0
|(φs, en)|ds, cela nous donne

∫ ∫

|x̃t(z)|pdλ(y) ≤ exp(pMt) · [
∫

exp(
∑

n

an|xn|)dλ(x)]2

= exp(pMt)
∏

n

[

∫

R

exp(an|xn|) exp
−|xn|2

2
dxn√
2π

]2,

et si a > 0 on a

∫

R

exp(a|t| − 1

2
t2)

dt√
2π

= exp(
1

2
a2)[

∫ 0

−∞

exp(−1

2
(t+ a)2)

dt√
2π

+

∫ +∞

0

exp(−1

2
(t+ a)2)

dt√
2π

]

= exp(
1

2
a2)[

∫ a

−∞

+

∫ ∞

−a

exp(−1

2
y2)

dy√
2π

]

= exp(
1

2
a2)[1 + 2

∫ a

0

exp(−1

2
y2)]

≤ exp(
1

2
a2)[1 + 2a]

Considérons ensuite avec l’opérateur A qui défini par (1.11)
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∞
∑

n=1

an = pM ·
∞
∑

n=1

∫ t

0

|(φs, en)|ds

= pM

∫ t

0

(
∞
∑

n=1

|(φs, en)|)ds

= pM

∫ t

0

∞
∑

n=1

|(A−2en, A
2φs)|ds

≤ pM

∫ t

0

∞
∑

n=1

‖A−2en‖L2‖A2φs‖L2ds

≤ pM

∫ t

0

∞
∑

n=1

(2n)−2‖A2φs‖L2ds

= pMt‖A2φs‖L2 ·
∞
∑

n=1

(2n)−2 <∞.

puisque φ ∈ S et A2φs(x) = (A2φ)s(x) en combinant les trois derniers résultats, nous

obtenons
∫ ∫

|x̃t(z)|pdλ(x)dλ(y) ≤ exp(pMt)
∞
∏

n=1

exp(a2n)[1 + 2an]
2

= exp(pMt) · exp(
∞
∑

n=1

a2n + 2 ln[1 + 2an])

≤ exp(pMt) · exp(
∞
∑

n=1

a2n + 4an) <∞

Si nous appliquons le lemme 1.3.1.5 dans le théorème 1.4, nous obtenons ce qui suit :

Théorème 1.5 Supposons b(t, s), σ(t, s) comme dans le théorème 1.3 et on suppose Y0 =

Y0(φ, ω) qui satisfait :

Ỹ0 ∈ L1+ǫ(λ× λ)

pour un certain ǫ = ǫ(φ) > 0; ∀φ ∈ S, on a donc

Xt = Y0 ⋄ x(1)t = Y0 ⋄ (1 +
∫ t

0

H(t, s)ds) (1.30)
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est l’unique processus fonctionnel L1 qui satisfait (1.26) et résout l’équation de Volterra

Xt = Y0 +

∫ t

0

b(t, s)Xsds+

∫ t

0

σ(t, s)XsδBs.

1.4 L’approche fonctionnelle généralisée du bruit blanc

Dans cette section, nous considérons l’équation suivante dans le contexte de la distri-

bution de Hida :

Xt = Yt +

∫ t

0

b(t, s)Xsds+

∫ t

0

σ(t, s)Xs ⋄Wsds (1.31)

où Yt est considéré comme un processus dans S∗

Tout au long de cette section, nous supposons que b(t, s) et σ(t, s) sont des fonctions

déterministes bornées satisfaisant :

b(t, s) = σ(t, s) = 0 ; si 0 ≤ t < s.

Théorème 1.6 Supposons qu’il existe des constantes c1, c2 > O , p ∈ N0, indépendantes

de t, telles que l’estimation (1.17) s’applique à F = SYt pour tout t. Alors l’équation

(1.31) a une solution unique Xt dans S∗, donnée par

Xt = Yt +

∫ t

0

H(t, s) ⋄ Ysds (1.32)

où

H(t, s) =
∞
∑

v=1

Kv(t, s) (1.33)

K1(t, s) = b(t, s) + σ(t, s)Ws (1.34)

Kv+1(t, s) =

∫ t

0

K1(t, u) ⋄Kv(u, s)du; v = 1, 2, · · ·

La série (1.33) converge fortement dans S∗.
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Preuve : Il suffit de construire la solution sur un intervalle fixe [0, T ]. Nous divisons la

preuve en plusieurs étapes.

Lemme 1.4.1 Kv(t, s) est une fonction généralisée bien définie pour tous les v, s, t.

Preuve : Par la proposition 2.6 dans [44] et le théorème 3.1 dans [43], au lieu de prouver

que SKv(t, s) peut être lié au sens de (1.33) de manière uniforme dans t, s. Nous voyons

cela par induction :

Puisque b(t, s) et σ(t, s) sont liés, il est clair qu’il existe des constantes c1 > O , p1 ∈ N0,

indépendantes de t, s , telles que pour φ ∈ S(R)

|SK1(t, s)(zφ)| ≤ c1 exp(c1|z|‖φ‖2,p1).

Supposons qu’il existe des constantes cv, pv ∈ N0 tel que :

|SKv(t, s)(zφ)| ≤ cv exp(cv|z|‖φ‖2,pv)

pour tous φ ∈ S , t, s ≤ T .

Par (1.34) on a

|SKv+1(t, s)(zφ)| ≤
∫ t

0

|SK1(t, u)(zφ)| · |SKv(u, s)(zφ)|du

≤
∫ t

0

c1 exp(c1|z|‖φ‖2,p1) · cv exp(cv|z|‖φ‖2,pv)du

≤ cv+1 exp(cv+1|z|‖φ‖2,pv+1) ; pour φ ∈ S(R)

où cv+1 = max(Tc1cv, c1 + cv); pv+1 = p1 ∨ pv . La preuve du lemme est achevée.

Lemme 1.4.2 La série

H(t, s) =
∞
∑

v=1

Kv(t, s),

converge fortement dans S∗.
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Remarque 1.4.0.2 Nous montrons d’abord que

H(t, s)(φ) :=
∞
∑

v=1

SKv(t, s)(φ)

est une U-fonction. Par définition, nous devons vérifier les deux assertions suivantes :

1. Ĥ(t, s)(ψ + zφ) est une fonction entière pour z ∈ C et φ, ψ ∈ S(R).

2. Il existe c1, c2 > 0 et p ∈ N0 tel que

|Ĥ(t, s)(zφ)| ≤ c1 exp(c2|z|2‖φ‖22,p) (1.35)

pour φ ∈ S(R) , t, s ≤ T .

Preuve :

1) Puisque SKv(t, s)(ψ + zφ) est analytique ,il suffit de véréfie que

∞
∑

v=1

SKv(t, s)(ψ + zφ)

converge dans un compact de C.

En fait, pour tout M > 0 , posant K̂(t, s, z) = b(t, s) + σ(t, s)(ψ(s) + zφ(s)) et

λ(t, s) = sup
|z|≤M

|K̂(t, s, z)|

A2(t) =

∫ T

0

λ2(t, u)du ;B2(s) =

∫ T

0

λ2(u, s)du

On trouve donc

sup
|z|≤M

|SK2(t, s)(ψ + zφ)|2 ≤ sup
|z|≤M

|
∫ t

s

K̂(t, u, z)K̂(u, s, z)du|2

≤ sup
|z|≤M

(

∫ t

s

|K̂(t, u, z)|2du)(
∫ t

s

|K̂(u, s, z)|2du)

≤
∫ T

0

λ2(t, u)du

∫ T

0

λ2(u, s)du

= A2(t)B2(t)
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De même

sup
|z|≤M

|SK3(t, s)(ψ + zφ)|2 ≤ sup
|z|≤M

|
∫ t

s

K̂(t, u, z)SK2(u, s)(ψ + zφ)du|2

≤ A2(t)B2(t)

∫ t

s

A2(u)du

par induction on a

sup
|z|≤M

|SKv+2(t, s)(ψ + zφ)|2 ≤ A2(t)B2(s)
1

v!
(

∫ T

0

A2(u)du)v (1.36)

Ceci implique que la série
∞
∑

v=1

SKv+2(t, s)(ψ + zφ)|

converge uniformément sur {|z| ≤M}.
2) Soit

λ(t, s, z) = |b(t, s) + σ(t, s)zφ(s)|

A2(t, z) =

∫ T

0

λ2(t, u, z)du

B2(s, z) =

∫ T

0

λ2(u, s, z)du

On refait le même raisonnement que celui de la preuve de (1.36) on obtient

|SKv+2(t, s)(zφ)| ≤ A(t, z)B(s, z)
(
∫ T

0
A2(u, z)du)v/2√

v!

Ainsi

|Ĥ(t, s)(zφ)| ≤ λ(t, s, z) +
∞
∑

v=0

|SKv+2(t, s)(zφ)|

≤ λ(t, s, z) + A(t, z)B(s, z)
∞
∑

v=0

(
1√
v!

∫ T

0

A2(u, z)du)v/2

≤ λ(t, s, z) + A(t, z)B(s, z)
√
2 exp(2

∫ T

0

A2(u, z)du)
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Par contre, il est facile de voir qu’il existe des constantes c3, c4 > 0 et p1 ∈ N0 telles que

∫ T

0

A2(u, z)du ≤ c3 + c4

∫ T

0

φ(u)2du

|A(t, z)| ≤ c3 + c4|z|(
∫ T

0

φ(u)2du)
1
2

|B(s, z)| ≤ c3 + c4|z|‖φ‖2,p1

|λ(t, s, z)| ≤ c3 + c4|z|‖φ‖2,p1 ; ∀φ ∈ S(R) , t, s ≤ T.

On compare les deux derniers résultats on obtient (1.35).

Terminons maintenant la preuve du lemme .

Soit H(t, s) ∈ (S)∗ avec S(H(t, s))(φ) = Ĥ(t, s)(φ) . Posant Φn =
∑n

v=1Kv(t, s). Puis on

voit que

SΦn(φ) → S(H(t, s))(φ) pour φ ∈ S(R)

|Φn(zφ)| est uniformément contrôlée par (1.35). En appliquant le théorème 1.2, nous

obtenons le lemme 1.4.7.

Lemme 1.4.3 Xt (donné par (1.32)) est bien défini et satisfait (1.31).

Preuve : Par hypothèse, il y a un p1 ∈ N0 de sorte que

|SYt(zφ)| ≤ c exp(c|z|2‖φ‖22,p1)

pour tous φ ∈ S(R) et t > 0.

En comparant avec (1.35) , on obtient ça pour certains p ∈ N0, c1 > 0

|SYs(zφ)SH(t, s)(zφ)| ≤ c1 exp(c1|z|‖φ‖22,p)

Ici, la constante c1 est indépendante de s, t, φ, z. En se servant de la proposition 2.6 dans

[44] et théorème 3.1 dans [43] on voit que Xt = Yt +
∫ t

0
H(t, s) ⋄ Ys est aussi défini , avec

SXt(φ) = SYt(φ) +
∫ t

0

Ĥ(t, s)(φ)SYs(φ)ds
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De même

Zt := Yt +

∫ t

0

b(t, s)Xsds+

∫ t

0

σ(t, s)Xs ⋄Wsds

est un processus bien défini dans (S)∗. Compte tenu de notre construction et en consultant

le théorème 1.5 dans [52] , nous savons que SXt = SZt. Cela signifie queXt satisfait (1.31).

L’unicité découle de l’unicité de la solution de l’équation déterministe suivante :

Ẑt(φ) = SYt(φ) +
∫ t

0

b(t, s)Ẑs(φ)ds+

∫ t

0

σ(t, s)Ẑs(φ)φ(s)ds

Ceci complète la preuve du théorème .

1.4.1 Remarques :

1. En particulier, si Yt = Y0 ∈ (S)∗ dans le théorème 1.6, alors Xt = Y0 ⋄ x(1)t où,

comme avant x(1)t , est la solution de l’équation

x
(1)
t = 1 +

∫ t

0

b(t, s)x(1)s ds+

∫ t

0

σ(t, s)x(1)s dBs

Cette formule est un prolongement naturel du cas non anticipant.

2. Il existe un lien étroit entre la solution de distribution Hida Xt ∈ (S)∗ de l’équation

(1.31) et la solution de processus fonctionnelle Xφ
t de l’équation (1.18) trouvée dans

la troisième partie de ce chapitre. Pour voir cela, on considère la fonction φ définie

par

φ(x) =







c exp( 1
|x|2−1

), si |x| ≤ 1

0, si |x| > 1.

avec c choisi tel que
∫

R
φ(x)dx = 1.

Mettant φ(ǫ)(x) = 1
ǫ
φ(x

ǫ
) pour ǫ > 0. Puis pour tout ψ ∈ S(R) , φ(ǫ) ∗ ψ → ψ. Soit X(ǫ)

t

la solution de l’équation (1.18) avec φ := φ(ǫ) est choisie de telle sorte que Y (ǫ)
t := Y φ(ǫ)

t ,
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alors SX(ǫ)
t (ψ) satisfait

SX(ǫ)
t (ψ) = SY (ǫ)

t (ψ) +

∫ t

0

b(t, s)SX(ǫ)
s (ψ)ds+

∫ t

0

σ(t, s)SX(ǫ)
s (ψ)φ(ǫ) ∗ ψ(s)ds

pour tout ǫ > 0.

Ainsi, si SY (ǫ)
t → Yt dans (S)∗, alors le théorème 1.2, nous permet de conclure que

X
(ǫ)
t → Xt dans (S)∗, où Xt est la solution de l’équation (1.31) .

Dans la suite de cette section, nous traitons un cas particulier

σ(t, s) = f(t)σ(s) ; b(t, s) = f(t)b(s)

Yt ≡ Y0 =
∞
∑

n=0

∫

Rn

Fn(t1 · · · tn)dB⊗n
t ∈ L2(µ)

Nous allons prouver que dans cette situation la solution de l’équation (1.31) est en réalité

dans L2.

Théorème 1.7 1. Supposons δ ≤ f ≤ 1
δ

(δ est une constante positive), f ′ ∈ L2
loc(R+)

, ‖Aσf‖L2(R) . Soit Yt ≡ Y0 et supposons que

∞
∑

n=0

n!‖A⊗nFn‖2L2(Rn) < +∞

alors la solution Xt de (1.31) est dans L2(µ).

Xt = −
∫ t

0

f(t)f ′(s)

f 2(s)

[

Y0 ⋄ exp(X(0)
t −X(0)

s − 1

2
(< X(0) >t − < X(0) >s))

]

ds (1.37)

+
f(t)

f(0)

[

Y0 ⋄ exp(X(0)
t − 1

2
< X(0) >t)

]

où X(0)
t =

∫ t

0
σ(s)f(s)dBs +

∫ t

0
b(s)f(s)ds .

2. Supposons que f ′ ∈ L4
loc(R+), δ ≤ f ≤ 1

δ
. Soit Yt ≡ Y0 ∈ L2(µ) et

∫ ∫

|HY0(ξ + iη)|4dλ(ξ)dλ(η) < +∞
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où dλ est la mésure définie .

Alors Xt ∈ L2(µ) et (1.37) est satisfaite.

Preuve :

1. La solution Xt ∈ (S)∗ trouvée dans le théorème 1.6 satisfait

SXt(φ) = SY0(φ) +
∫ t

0

f(t)b(s)SXs(φ)ds+

∫ t

0

f(t)σ(s)φ(s)SXs(φ)ds

Posons gt(φ) =
SXt(φ)
f(t)

, on a donc

gt(φ) =
SY0(φ)
f(t)

+

∫ t

0

f(s)b(s)gs(φ)ds+

∫ t

0

σ(s)f(s)gs(φ)φ(s)ds

Nous avons donc

SXt(φ) = −
∫ t

0

f(t)f ′(s)

f 2(s)
SY0(φ) exp(

∫ t

s

σ(u)f(u)φ(u)du+

∫ t

s

b(u)f(u)du) (1.38)

+
f(t)

f(0)
SY0(φ) exp(

∫ t

0

σ(s)f(s)φ(s)ds+

∫ t

0

b(s)f(s)ds)

Ceci donne la formule (1.37).

On note X(1)
t et X(2)

t les deux parties de (1.37). On a donc

SX(1)
t (φ) = −

∫ t

0

f(t)f ′(s)

f 2(s)
SY0(φ) exp(

∫ t

s

σ(u)f(u)φ(u)du+

∫ t

s

b(u)f(u)du)ds

(1.39)

Supposons maintenant que X(1)
t ∈ (S)∗ ait l’extension formelle

X
(1)
t =

∞
∑

n=0

∫

Rn

Gn,t(s1, · · ·, sn)dB⊗n
s

Puisque SX(1)
t (φ) =

∑∞
n=0 < Gn,t, φ

⊗n > (voir [44]). (1.39) indique que

Gn,t = −
∫ t

0

f(t)f ′(s)

f 2(s)
exp(

∫ t

s

b(u)f(u)du)
n

∑

m=0

Fn−m⊗̂
(σs,t)

⊗m

m!
ds
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où σs,t(u) = σ(u)f(u)1[s,t](u). Donc

‖Gn,t‖2L2(Rn) ≤ (

∫ t

0

f 2(t)f ′(s)2

f 4(s)
exp(2

∫ t

s

b(u)f(u)du)ds)

∫ t

0

‖
n

∑

m=0

Fn−m⊗̂
(σs,t)

⊗m

m!
‖2L2

Rn
ds

≤ Ct

∫ t

0

(n+ 1)
n

∑

m=0

‖Fn−m‖2L2(Rn−m)

(‖σs,t‖2L2(R))
m

(m!)2
ds

≤ Ct(n+ 1)t
n

∑

m=0

‖Fn−m‖2L2(Rn−m)

(‖σ‖2L2(R))
m

(m!)2

où σ(u) = σ(u)f(u) et Ct est une constante.

Ainsi

∞
∑

n=0

n!‖Gn,t‖2L2(Rn) ≤ tCt

∞
∑

n=0

(n+ 1)
n

∑

m=0

(

n

m

)

(n−m)!‖Fn−m‖2L2(Rn−m)

(‖σ‖2L2(R))
m

(m!)

≤ tCt

∞
∑

n=0

n
∑

m=0

(n+ 1)2−2n

(

n

m

)

(n−m)!‖A⊗n−mFn−m‖2L2

(‖Aσ‖2L2(R))
m

(m!)

≤ tCt

∞
∑

n=0

n
∑

m=0

(n−m)!‖A⊗n−mFn−m‖2L2

(‖Aσ‖2L2(R))
m

(m!)

≤ tCt(
∞
∑

n=0

n!‖A⊗nFn‖2L2) exp(‖Aσ‖2L2) < +∞.

Cela montre que X(1)
t ∈ L2(µ). De même, nous avons que X(2)

t ∈ L2(µ)

2. D’après l’estimation

E[|X|p] ≤ lim inf
n,k→∞

∫ ∫

|X̃(n,k)(ξ + iη)|pdλ(ξ)dλ(η) , pour p ∈ [1,∞)

il suffit de prouver que

∫ ∫

|SXt((ξ1 + iη1)e1 + · · ·+ (ξn + iηn)en + · · ·)|2dλ(ξ)dλ(η) < +∞ (1.40)
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En fait, de (1.38) nous savons que

lim
N→∞

∫ ∫

|SXt((ξ1 + iη1)e1 + · · ·+ (ξN + iηN)eN)|2dλ(ξ)dλ(η)

≤ C0(

∫ ∫

|HY0(ξ + iη)|4dλ(ξ)dλ(η))×

lim
N→∞

∫ ∫

| exp(
∫ t

s

σ(u)f(u)((ξ1 + iη1)e1 + · · ·+ (ξN + iηN)eN)|4dλ(ξ)dλ(η)

≤ C1( lim
N→∞

∫

exp(4
n

∑

i=1

ξi

∫ t

0

σ(u)f(u)ei(u)du)dλ(ξ))

≤ C1 exp(8

∫ t

0

σ2(u)f 2(u)du) < +∞,

où C0 et C1 sont des constantes appropriées. Ceci termine la preuve du théorème.



Chapitre 2

Analyse stochastique des EDSs de

Volterra

2.1 Existence et unicité des solutions des équations sto-

chastiques de Volterra avec noyaux singuliers et co-

efficients non Lipschitziens

2.1.1 Introduction et principaux résultats

Dans cette partie, considérons l’équation différentielle stochastique de Volterra sui-

vante, qui a été étudiée pour la première fois par Berger et Mizel [4] :

Xt = x+

∫ t

0

b(t, s,Xs)ds+

∫ t

0

σ(t, s,Xs)dWs; t ≥ 0 (2.1)

où x ∈ R
d , σ : R+ × R+ × R

d 7→ R
d × R

m et b : R+ × R+ × R
d 7→ R

d sont des fonctions

mésurables de Borel, et {Wt, t ≥ 0} est un mouvement brownien standard m-dimensionnel

défini sur l’espace de Wiener classique (Ω,F ,P), à savoir Ω = C0(R+,R
m) est l’espace

des fonctions continues de R+ à R
m avec la valeur zéro à l’instant 0, qui est doté de la

topologie de convergence uniforme sur des intervalles compacts, et P la mésure de Wiener

41
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sur le σ-algèbre de Borel F . Soit (Ft)t≥0 la σ-algèbre P -complète et naturelle associée à

{Wt, t ≥ 0}. Ici, l’intégrale stochastique est l’intégrale habituelle.

De telles équations se posent dans nombreuses applications telles que la finance ma-

thématique, la biologie, etc. et au cours des 30 dernières années, la théorie des équations

différentielles stochastiques de Volterra (ESV) a été développée dans diverses directions.

La plupart des résultats connus concernent l’équation (2.1) avec des noyaux réguliers ;

voir par exemple Berger et Mizel [4], Oksendal et Zhang [40], Protter [46], Pardoux et

Protter [41] et Rodkina [48]. Lorsque les coefficients σ(t, s, x) et b(t, s, x) sont des courbes

de Lipschitz continues dans x uniformément par rapport à t et s, l’existence et l’unicité

d’une solution continue et adaptée à l’équation (2.1) peut tre prouvé directement en uti-

lisant des approximations successives et l’inégalité de Gronwall. En particulier, Protter

[46] a étudié l’ESV régie par une semimartale générale (pas nécessairement continue) et

résolu une conjecture de Berger et Mizel [4]. Ensuite, Pardoux et Protter [41] ont examiné

l’anticipation des équations différentielles stochastiques de Volterra à l’aide du calcul de

Malliavin.

D’autre part, il y a aussi certains papiers qui considèrent l’équation (2.1) impliquant

les noyaux avec des singularités ; voir Cochran et al. [7], Coutin et Decreusefond [8],

Decreusefond [10] et leurs références. En particulier, en utilisant l’analyse du bruit blanc,

Cochran et al.[7] ont obtenu les propriétés d’existence, d’unicité et de continuité des

solutions d’ESV avec des noyaux intégraux singuliers et des termes anticipés. Cependant,

à notre connaissance, peu de travaux ont été réalisés sur les ESVs avec des coefficients non

Lipschitziens. Pour clarifier notre objectif principal dans ce chapitre, considérons l’EDS

suivante avec des intégrales fractionnaires :

Xt = X0 +

∫ t

0

1

(t− s)α1
b̃(t, s,Xs)ds+

∫ t

0

1

(t− s)α2
σ̃(t, s,Xs)dWs (2.2)

Il est clair que la fonction du noyau K(t, s) :=
1[0<s<t]

(t−s)α
est singulière au point t. De

plus, dans certaines situations, les coefficients b̃ et σ̃ sont des fonctions non-Lipschitziens

et ont un certain module de continuité donné par une fonction concave (voir la condition
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(H1) dans le théorème 2.1). Ces deux caractéristiques de cette équation nous apporteront

quelques difficultés. Tout d’abord, la puissante inégalité de Gronwall−Bellman−Bihari

ne peut être appliquée directement pour prouver l’existence et le caractère unique de

solutions fortes. Deuxièmement, la formule d’Itô et l’inégalité maximale de Doob habi-

tuellement utilisée dans les études sur les équations différentielles stochastiques (EDSs)

ne sont pas disponibles dans ce cas. Les discussions ci−dessus sont en fait notre principale

motivation pour étudier l’ESV général (2.1) avec des noyaux singuliers et des coefficients

non Lipschitziens.

Les principaux résultats de ce chapitre se trouvent dans ([15],[22],[23],[24])

Théorème 2.1 Supposons que

(H1) :Pour certains p > 2 et pour tout T > 0, il existe CT > 0, de sorte que pour tous

x, y ∈ R
d et s, t ∈ [0, T ]

|b(t, s, x)− b(t, s, y)| ≤ CT ·K1(t, s) · ρ1/p(|x− y|p),

‖σ(t, s, x)− σ(t, s, y)‖2 ≤ CT ·K2(t, s) · ρ2/p(|x− y|p)

et
∫ t

0

(|b(t, s, 0)|+ ‖σ(t, s, 0)‖2)ds ≤ CT

où Ki; i = 1, 2 sont deux fonctions positives sur R+ × R+ satisfaisant

∫ t

0

[

K
p

p−1

1 (t, s) +K
p

p−2

2 (t, s)
]

≤ CT , t ∈ [0, T ]

et ρ : R+ × R+ est concave et satisfait

∫

0+

1

ρ(u)
du = +∞ (2.3)

Il existe alors un processus unique progressivement mésurable (Xt, t ≥ 0) satisfaisant l’équa-

tion (2.1). Ce théorème sera prouvé par l’inégalité habituelle de Bihari [6] et la méthode

d’itération de Picard.
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Remarque : Comparé au résultat bien connu de Yamada−Watanabe [53] concernant les

EDSs ordinaires avec coefficients non-Lipschitziens [53], nos conditions sont plus fortes

car nous travaillons avec des équations intégrales de type Volterra.

Pour la régularité de la solution à l’équation (2.1), nous avons besoin d’une hypothèse

supplémentaire (H1) définie ci-dessus.

Théorème 2.2 En plus de (H1), nous supposons également que

(H2) Pour tout T > 0, il existe CT > 0, de sorte que pour tout t, t′, s ∈ [0, T ] et x ∈ R
d

|b(t, s, x)− b(t′, s, x)| ≤ F1(t
′, t, s) · (1 + |x|),

‖σ(t, s, x)− σ(t′, s, x)‖2 ≤ F2(t
′, t, s) · (1 + |x|2)

et
∫ t

0

(|b(t, s, 0)|θ + ‖σ(t, s, 0)‖2θ)ds ≤ CT

où θ > 1 et Fi, i = 1, 2 sont deux fonctions positives sur R+ × R+ × R+ satisfaisantes

pour certaines γ > 0

∫ t

0

(F1(t
′, t, s) + F2(t

′, t, s))ds ≤ CT |t− t′|γ

Donc, la solution unique (Xt, t ≥ 0) a une version continue de Hölder d’ordre δ ∈ (0, 1
p
∧

θ−1
2θ

∧ γ
2
).

Les résultats ci-dessus seront prouvés dans la section 2 et étendus dans la section 3 au

cas p = 2 sous une autre condition sur le noyau. Enfin, la section 4 applique ces résultats

à l’équation (2.2).

2.2 Preuves des principaux résultats

Rappelons tout d’abord l’inégalité de Bihari suivante :
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Lemme 2.2.1 Soit ρ : R+ → R+ une fonction continue et croissante telle que ρ(x) > 0

lorsque x > 0. Si z, q sont deux fonctions strictement positives sur R+ telles que

z(t) ≤ z(0) +

∫ t

0

q(s)ρ(z(s))ds, t ≥ 0

alors

z(t) ≤ f−1(f(z(s)) +

∫ t

0

q(s)ds)

où f(x) :=
∫ x

x0

1
ρ(y)

dy définie pour x0 > 0.

Maintenant, nous prouvons le théorème 2.1

2.2.1 Preuve du théorème 2.1

Avant de prouver l’existence et l’unicité d’un processus progressivement mésurable

(Xt) satisfaisant l’équation (2.1) nous prouvons l’existence des intervalles de temps [0, T ]

avec T > 0. Soit MT la famille des ensembles progressivement mésurables de [0, T ]× Ω.

Notons

L
p
T := Lp([0, T ]× Ω;MT ; p× dt;Rd)

Nous construisons la suite itérée de Picard comme suit :

X(0) ≡ x ∈ R
d

X
(n)
t = x+

∫ t

0

b(t, s,X(n−1)
s )ds+

∫ t

0

σ(t, s,X(n−1)
s )dWs, n ∈ N (2.4)

Puisque σ est concave, nous avons

ρ1/p(up) ≤ C(1 + up)1/p ≤ C(1 + u)

Par conséquent,

|b(t, s, x)| ≤ |b(t, s, 0)|+ CK1(t, s)(1 + |x|),

‖σ(t, s, x)‖2 ≤ ‖σ(t, s, 0)‖2 + CK2(t, s)(1 + |x|2)
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Ensuite, par un simple calcul standard, nous obtenons

E|X(n)
t |p ≤ Cp ·

[

|x|p + (

∫ t

0

|b(t, s, 0)|ds)p + (

∫ t

0

‖σ(t, s, 0)‖2ds)p/2
]

+ Cp · E[
∫ t

0

K1(t, s) · (1 + |X(n−1)
s |)ds]p + Cp · E[

∫ t

0

K2(t, s) · (1 + |X(n−1)
s |2)ds]p/2

≤ Cp,T + Cp · (
∫ t

0

K
p

p−1

1 (t, s)ds)p−1 · E
∫ t

0

(1 + |X(n−1)
s |p)ds

+ Cp · (
∫ t

0

K
p

p−2

2 (t, s)ds)
p−2
2 · E

∫ t

0

(1 + |X(n−1)
s |p)ds

= Cp,T + Cp,T ·
∫ t

0

E|X(n−1)
s |pds

Par induction on obtient

E|X(n)
t |p ≤ Cp,T · eCp,T + |X|p · (Cp,T · t)n

n!

On a donc

sup
n

sup
t∈[0,T ]

E|X(n)
t |p < +∞ (2.5)

et par conséquent, nous savons que pour chaque n ∈ N, X(n) ∈ L
p
T . Avant de terminer la

preuve du théorème on ait besoin de l’inégalité de Burkholder-Davis-Gandy.

Rappelons tout d’abord l’inégalité de BDG suivante :

Lemme :

soit p > 0 un réel, il existe deux constantes Cp et CN , pour toute martingale locale

continue X ,nulle en 0 telle que

CpE[< X,X >
p

2
∞] ≤ E[sup

t≥0
|X|p] ≤ CN [E(< X,X >)

p

2
∞]

En particulier, si T > 0,

CpE[< X,X >
p

2
T ] ≤ E[ sup

0≤t≤T
|X|p] ≤ CN [E(< X,X >)

p

2
T ]
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Soit Zn,m
t := X

(n)
t −X

(m)
t .

En appliquant l’inégalité de BDG, l’inégalité de Hölder et l’inégalité de Jensen, par (H1)

nous avons

E|Zn+1,m+1
t |p

≤ 2p−1
E|

∫ t

0

(b(t, s,X(n)
s )− b(t, s,X(m)

s ))ds|p + 2p−1
E|

∫ t

0

(σ(t, s,X(n)
s )− σ(t, s,X(m)

s ))dWs|p

≤ Cp,TE|
∫ t

0

K1(t, s) · ρ1/p(|Zn,m
s |p)ds|p + Cp,TE|

∫ t

0

K2(t, s) · ρ2/p(|Zn,m
s |p)ds|p/2

≤ Cp,T (

∫ t

0

K
p

p−1

1 (t, s)ds)p−1
E

∫ t

0

ρ(|Zn,m
s |p)ds+ Cp,T (

∫ t

0

K
p

p−2

2 (t, s)ds)
p−2
2 E

∫ t

0

ρ(|Zn,m
s |p)ds

≤ Cp,T

∫ t

0

E(ρ(|Zn,m
s |p))ds

≤ Cp,T

∫ t

0

ρ(E|Zn,m
s |p)ds

En intégrant les deux côtés et en appliquant l’inégalité de Jensen, on obtient :

∫ t

0

E|Zn+1,m+1
s |pds ≤

∫ t

0

Cp,T

∫ t

0

ρ(E|Zn,m
r |p)drds

≤ Cp,T

∫ t

0

s · [
∫ s

0

ρ(E|Zn,m
r |p) · 1

s
dr]ds

≤ Cp,T · t
∫ t

0

ρ(

∫ s

0

E|Zn,m
r |p) · 1

s
dr]ds

Notons

hn+1,m+1(t) :=
1

t

∫ t

0

E|Zn+1,m+1
r |pds

Donc

hn+1,m+1(t) ≤ Cp,T

∫ t

0

ρ(hn,m(s))ds

En se servant de (2.5), il est facile de voir que

sup
n,m

sup
t∈[0,T ]

hn,m(t) < +∞
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Si on considère h(t) := lim sup
n,m→∞

hn,m(t) et par le lemme de Fatou, on obtient

h(t) ≤ Cp,T

∫ t

0

ρ(h(s))ds

D’après le lemme 2.2.1, nous obtenons h(t) = 0 pour tout t ∈ [0, T ]. Cela signifie que

{X(n), n ∈ N} est une suite de Cauchy dans L
p
T . Donc, il y a un X ∈ L

p
T tel que

lim
n→∞

E

∫ T

0

|X(n)
t −Xt|pdt = 0

De plus, nous pouvons obtenir

E

∫ T

0

∣

∣

∣

∫ t

0

(

b(t, s,X(n)
s )− b(t, s,Xs)

)

ds
∣

∣

∣

p

dt

≤ E

∫ T

0

Cp,T

[(

∫ t

0

K
p

p−1

1 (t, s)ds
)p−1

·
∫ t

0

ρ(|X(n)
s −Xs|p)ds

]

dt

≤ Cp,T

∫ T

0

∫ t

0

ρ
(

E|X(n)
s −Xs|p

)

dsdt

≤ Cp,T · T 2

∫ T

0

ρ
(

E|X(n)
s −Xs|p

)

· 1
T
ds

≤ Cp,T · ρ
( 1

T

∫ T

0

E|X(n)
s −Xs|pds

)

→ 0

et de même,

E

∫ T

0

∣

∣

∣

∫ t

0

(

σ(t, s,X(n)
s )− σ(t, s,Xs)

)

dWs

∣

∣

∣

p

dt→ 0

En passant à la limite dans (2.4) cela achève la preuve de l’existence. L’unicité découle

d’un calcul similaire.

Pour étudier la régularité de la solution , nous prouvons tout d’abord le lemme suivant :

Lemme 2.2.2 Supposons que (H1) est satisfaite.Nous avons donc pour tout q ≥ 2 et

tout T > 0,

sup
t∈[0,T ]

E|Xt|q <∞
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Preuve : On a

E|Xt|q ≤ CT · {|x|q +
∣

∣

∣

∫ t

0

b(t, s, 0)ds
∣

∣

∣

q

+ [

∫ t

0

‖σ(t, s, 0)‖2ds]q/2 + E

∣

∣

∣

∫ t

0

[b(t, s,Xs)− b(t, s, 0)]ds
∣

∣

∣

q

+ E

∣

∣

∣

∫ t

0

[σ(t, s,Xs)− σ(t, s, 0)]dWs

∣

∣

∣

q

}

Sous (H1) et en supposant q > p, nous avons donc par l’inégalité de BDG et l’inégalité

de Hölder

E|Xt|q ≤ Cq,T + Cq,T · E
∣

∣

∣

∫ t

0

K1(t, s)ρ
1/p(|Xs|p)ds

∣

∣

∣

q

+ Cq,T · E
∣

∣

∣

∫ t

0

K2(t, s)ρ
2/p(|Xs|p)ds

∣

∣

∣

q/2

≤ Cq,T + Cq,T

(

∫ t

0

K
q

q−1

1 (t, s)ds
)q−1

· E
∫ t

0

ρq/p(|Xs|p)ds

+ Cq,T

(

∫ t

0

K
q

q−2

2 (t, s)ds
)

q−2
2 · E

∫ t

0

ρq/p(|Xs|p)ds

≤ Cq,T + Cq,T

∫ t

0

E|Xs|qds

Donc, l’inégalité de Gronwall donne l’estimation souhaitée.

Nous prouvons maintenant le théorème 2.2

2.2.2 Preuve du théorème 2.2

Notons

Mt :=

∫ t

0

σ(t, s,Xs)dWs

Supposons que t′ > t. On a

Mt′ −Mt =

∫ t′

t

σ(t′, s,Xs)dWs +

∫ t

0

[σ(t′, s,Xs)− σ(t, s,Xs)]dWs

= I1(t, t
′) + I2(t, t

′)
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Pour I1(t, t′), par le lemme précédent, on a pour q > max(p, 2
γ
),

E|I1(t, t′)|q ≤ E

(

∫ t′

t

‖σ(t′, s,Xs‖2ds
)q/2

≤ E

(

∫ t′

t

[2‖σ(t′, s, 0)‖2 + 2CK2(t
′, s)(1 + |Xs|2)]ds

)q/2

≤ C
(

∫ t′

t

|σ(t′, s, 0)|2ds
)q/2

+ C
(

∫ t′

t

K2(t
′, s)(1 + (E|Xs|q)2/q)ds

)q/2

≤ C
(

∫ t′

t

|σ(t′, s, 0)|2θds
)q/2θ

(t′ − t)(θ−1)q/2θ

+ C
(

∫ t′

0

K
p

p−2

2 (t′, s)ds
)q(p−2)/2p

(t′ − t)q/p

≤ C
(

(t′ − t)q/p
)

+ (t′, t)(θ−1)q/2θ

dans la troisième étape, nous avons utilisé l’inégalité étendue de Minkowski [24] pour

obtenir

[

E

(

∫ t′

t

K2(t
′, s)(1 + |Xs|2)ds

)q/2]2/q

≤
∫ t′

t

[

E

(

1 + |Xs|2
)q/2]2/q

·K2(t
′, s)ds

De même, pour I2(t, t′), nous avons

E|I2(t, t′)|q ≤ E

(

∫ t

0

|σ(t′, s,Xs)− σ(t, s,Xs)|2ds
)q/2

≤ CE
(

∫ t

0

F2(t
′, t, s)(1 + |Xs|2)ds

)q/2

≤
(

∫ t

0

F2(t
′, t, s)(1 + (E|Xs|q)2/qds

)q/2

≤ C|t− t′|qγ/2

Le critère de Kolmogorov donne la continuité Hölderienne de {Mt}t∈[0,T ]
Nous pouvons également traiter avec

t 7→ Nt :=

∫ t

0

b(t, s,Xs)ds
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Ce qui achève la preuve du théorème.

2.3 Extension au cas p=2

Dans le cas de noyaux entiers fractionnaires spéciaux, en utilisant une inégalité de type

intégrale de Bihari (voir le lemme 2.3.2 ci-dessous), nous pouvons affaiblir les hypothèses

du théorème 2.1 et avoir

Théorème 2.3 Supposons que

(H̃1) pour tout T > 0 , il existe CT > 0 tel que pour tous x, y ∈ R
d et 0 ≤ s < t ≤ T

|b(t, s, x)− b(t, s, y)| ≤ CT · [(t− s)αsβ]−1/2 · ρ1/2(|x− y|2)

‖σ(t, s, x)− σ(t, s, y)‖ ≤ CT · [(t− s)sβ]−1/4 · ρ1/2(|x− y|2)

et
∫ t

0

(|b(t, s, 0)|+ ‖σ(t, s, 0)‖2)ds ≤ CT

où α, β ∈ [0, 1) et ρ : R+ → R+ est une fonction concave et strictement croissante

satisfaisant
∫

0+

1

ρ ◦ ρ(u)du = +∞ (2.6)

Il existe alors un processus unique progressivement mésurable {Xt, t ≥ 0} satisfaisant

l’équation (2.1). De plus, si (H2) est satisfaite, alors la solution unique {Xt, t ≥ 0} a une

version continue de Hölder d’ordre δ ∈ (0, 1
p
∧ θ−1

2θ
∧ γ

2
).

Un exemple typique satisfaisant (2.6) est

ρ(u) :=







u[− log u]1/2, u ≤ η
(

[− log η]1/2 − 1
2
[− log η](1/2)−1

)

u+ 1
2
[− log η](1/2)−1, u > η.

Le lemme suivant est une légère extension du lemme 2.3 dans Zhang (2006)[58].
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Lemme 2.3.1 Soit ρ : R+ → R+ une fonction concave continue et strictement croissante

satisfaisant (2.6) pour certains ε > 0.

Étant donné une fonction z : R+ → R+, supposons que pour quelque α ∈ [0, 1) nous avons

z(t) ≤
∫ t

0

1
√

(t− s)sα
ρ(z(s))ds

pour tous t ≥ 0.

Donc z(t) = 0 pour tous t > 0.

Preuve

Soit Aα :=
∫ 1

0
1√

(1−u)uα
du.On a alors 0 < Aα < +∞.

Sans aucune perte de généralité, il suffit de prouver que z(t) = 0 pour tout t ∈ [0, A
−2
1−α
α ].

Puisque ρ est concave et ρ(0) = 0, on a

αρ(u) ≤ ρ(αu), ∀α ∈ [0, 1], u ≥ 0.

Par
∫ 1

0
1√

(t−s)sα
ds = Aαt

1−α
2 ≤ 1 et l’inégalité de Jensen, nous avons

z(t) ≤
∫ t

0

1
√

(t− s)sα
ρ
(

∫ s

0

1
√

(s− r)rα
ρ(z(r))dr

)

ds

≤ Aαt
1−α
2

(

∫ t

0

1

Aαt
1−α
2

√

(t− s)sα

∫ s

0

1
√

(s− r)rα
ρ(z(r))drds

)

≤ ρ
(

∫ t

0

(

∫ t

r

1
√

(t− s)sα
1

√

(s− r)rα
ds
)

ρ(z(r))dr
)

≤ ρ
(

∫ t

0

4r−αρ(z(r))dr
)

où la dernière inégalité vient du fait que
∫ t

r
1√
(t−s)

1√
(s−r)

ds =
∫ 1

0
1√

u(1−u)
du ≤ 4.

Notons

f(t) :=

∫ t

0

4r−αρ(z(r))dr.
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Puisque ρ est croissant, on a alors

f ′(t) ≤ 4t−αρ ◦ ρ(f(t))

i.e :

f(t) ≤ 4s−αρ ◦ ρ(f(s))ds.

Par (2.6) et le lemme 2.2.1, nous obtenons que f(t) = 0 pour tout t ∈ [0, A
−2
1−α
α ] et donc

z(t) = 0 pour tout t ∈ [0, A
−2
1−α
α ].

Ce qui achève la preuve du lemme.

2.3.1 Preuve du théorème 2.3

Existence et unicité : suite à la démonstration du théorème 2.1, nous avons par l’in-

égalité de Jensen

E|Zn+1,m+1
t |2 ≤ CTE

∣

∣

∣

∫ t

0

[(t− s)αsβ]−1/2 · ρ1/2(|Zn,m
s |2)ds

∣

∣

∣

2

+ CT

∫ t

0

((t− s)sβ)−1/2 · Eρ(|Zn,m
s |2)ds

≤ CT (

∫ t

0

(t− s)−αs−βds)

∫ t

0

Eρ(|Zn,m
s |2)ds+ CT

∫ t

0

((t− s)sβ)−1/2 · ρ(E|Zn,m
s |2)ds

≤ CT

∫ t

0

((t− s)sβ)−1/2 · ρ(E|Zn,m
s |2)ds

Ici nous avons utilisé l’inégalité suivante :

∫ t

0

((t− s)−αs−βds = Ct1−α−β ≤ Ct1−α+(1−β)/2((t− s)sβ)−1/2

On note

Q(t) :=

∫ t

0

((t− s)sβ)−1/2ds = Ct(1−β)/2

En multipliant les deux côtés par ((t − s)sβ)−1/2 et en intégrant, on obtient par l’in-
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égalité de Jensen

∫ t

0

((t− s)sβ)−1/2
E|Zn+1,m+1

t |2ds ≤ CT ((t− s)sβ)−1/2 ·Q(s)
∫ s

0

ρ
(

E|Zn,m
r |2

)((s− r)rβ)−1/2

Q(s)
drds

≤ CT ·Q(t)
∫ t

0

((t− s)sβ)−1/2 · ρ
( 1

Q(s)

∫ t

0

E|Zn,m
r |2 · ((s− r)rβ)−1/2dr

)

ds

Le reste de la preuve est similaire à la preuve du théorème 2.1 et du lemme 2.3.1.

Régularité : Sous (H1), nous avons cela pour tout q > 2,

sup
t∈[0,T ]

E|Xt|q ≤ Cq,T <∞

En vertu de la preuve du lemme 2.2.2 et en prenant q > 4
1−β

, nous avons

E|Xt|q ≤ Cq ·
[

|x|q +
∣

∣

∣

∫ t

0

b(t, s, 0)ds
∣

∣

∣

q

+
[

∫ t

0

‖σ(t, s, 0)‖2ds
]q/2

+ E

∣

∣

∣

∫ t

0

[b(t, s,X)− b(t, s, 0)]ds
∣

∣

∣

q

+ E

∣

∣

∣

∫ t

0

[σ(t, s,X)− σ(t, s, 0)]dWs

∣

∣

∣

q
]

≤ Cq,T + Cq,T · E
∣

∣

∣

∫ t

0

((t− s)αsβ)−1/2 · ρ1/2(|Xs|2)ds
∣

∣

∣

q

Cq,T · E
∣

∣

∣

∫ t

0

((t− s)sβ)−1/2 · ρ(|Xs|2)ds
∣

∣

∣

q/2

≤ Cq,T + Cq,T · E
∣

∣

∣

∫ t

0

((t− s)sβ)−1/2 · ρ(|Xs|2)ds
∣

∣

∣

q/2

≤ Cq,T + Cq,T ·
(

∫ t

0

[(t− s)sβ]−
q

2(q−2)ds
)

q−2
2
E

[

∫ t

0

ρq/2(|Xs|2)ds
]

≤ Cq,T + Cq,T ·
∫ t

0

E|Xt|qds

Donc, l’inégalité de Gronwall donne l’estimation souhaitée. Le reste de la preuve est

similaire à la preuve du théorème 2.3.
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2.4 EDS avec intégrale fractionnaire

Dans cette section, nous considérons l’équation. (2.2). Notons que pour 0 < δ < 1 , il

est vrai que pour tout 0 ≤ t < t′ ≤ T

0 ≤
∫ t

0

( 1

(t− s)δ
−

( 1

(t′ − s)δ

)

ds =
1

1− δ

[

t1−δ − t′1−δ + (t′ − t)1−δ
]

≤ (t′ − t)1−δ

1− δ

Nous avons ensuite le résultat suivant qui peut être consulté sur ([54]).

Théorème 2.4 Supposons que l’une des conditions suivantes soit vérifiée

1. – (i) Il y a un β > 0 et CT > 0 tels que pour tous x ∈ R
d et s, t, t′ ∈ [0, T ]

|b̃(t, s, x)− b̃(t′, s, x)|+ ‖σ̃(t, s, x)− σ̃(t′, s, x)‖ ≤ CT |t− t′|β(1 + |x|)

– (ii) pour α1 ∈ (0, 1) et α2 ∈ (0, 1/2) Il existe certain p > max( 1
1−α1

, 2
1−2α2

) , tel

que pour tous x, y ∈ R
d et s, t, t′ ∈ [0, T ]

|b̃(t, s, x)− b̃(t, s, y)| ≤ CT · ρ1/p(|x− y|p),

‖σ̃(t, s, x)− σ̃(t, s, y)‖2 ≤ CT · ρ2/p(|x− y|p)

où ρ : R+ → R+ est concave et satisfait (2.3).

2. – (i) même que (ii) de 1.

– (ii) pour α1 ∈ (0, 1/2) et α2 ∈ (0, 1/4) et pour tous x, y ∈ R
d et s, t ∈ [0, T ]

|b̃(t, s, x)− b̃(t′, s, x)|+ ‖σ̃(t, s, x)− σ̃(t′, s, x)‖ ≤ CT · ρ1/2(|x− y|2)

où ρ : R+ → R+ est concave et en augmentation satisfait (2.6).

Donc, il existe une solution unique et continue adaptée à l’équation(2.2).



Chapitre 3

Etude de quelques exemples

d’applications

3.1 EXEMPLE

Un certain nombre d’applications des équations de Volterra peuvent être trouvées

dans [[16], p. 4-13]. Nous présentons ici un exemple économique, avec une structure liée à

l’exemple de la dynamique de population présenté dans l’Ex. 2.2 dans [16]. Notre exemple

conduit à une équation différentielle stochastique de Volterra de la forme considérée dans

la première partie du premier chapitre.

Un investissement dans une production économique, par exemple l’achat de nouveaux

équipements de production, aura généralement des effets sur une longue période . Soit

X(t, u) la répartition du capital au temps t résultant des investissements qui ont l’âge u

(c’est-à-dire qui ont été faits il y a u unités de temps). Plus précisément, soit

∫

U

X(t, s)du

56
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l’intégrale qui représente le capital total gagné au moment t de tous les investissements

avec l’âge u ∈ U . Supposons que

∂X(t, u)

∂t
+
∂X(t, u)

∂u
= −m(u)X(t, s) (3.1)

où m(u) ≥ 0 représente le taux de "décès" des personnes travaillant dans la production.

De plus, supposons que le montant du nouveau capital X(t, 0) au temps t soit décrit par

l’équation

X(t, 0) =

∫ ∞

0

X(t, u)p(u)du (3.2)

où p(u) est la productivité de l’équipement avec l’âge u, i.e : p(u) est la production à

l’âge u par unité de capital. (Dans ce modèle, nous ne considérons que la partie X(t, u)

du capital produit qui est réinvesti dans le processus de production).

Nous supposons que la distribution du capital initial X(0, u) = φ(u) est connue. Alors la

solution X(t, u) de (3.1) est donnée par

X(t, u) =







φ(u− t) · exp(−
∫ t

0
m(s+ u− t)ds), si 0 ≤ t < u

X(t− u, 0) · exp(−
∫ u

0
m(s)ds), si t ≥ u.

(3.3)

En substituant ceci dans (3.2) nous obtenons l’équation de Volterra

X(t, 0) = Yt +

∫ t

0

K(t− s)X(s, 0)ds (3.4)

où

Y (t) =

∫ ∞

0

φ(s) exp(−
∫ t

0

m(s+ r)dr)p(t+ s)ds (3.5)

et

K(t) = p(t) exp(−
∫ t

0

m(s)ds) (3.6)

Si la fonction de productivité p(u) est soumise à des fluctuations aléatoires, nous pourrions

modéliser p(u) par

p(u) = p0(u) + ǫWu (3.7)
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où ǫ > 0 et Wu dénote le bruit blanc comme avant. Ceci conduit à une équation différen-

tielle stochastique de Volterra de la forme (1.4) avec Xt = X(t, 0),

b(t, s) = p0(t, s) exp(−
∫ t−s

0

m(r)dr); 0 ≤ s ≤ t (3.8)

σ(t, s) = ǫ exp(−
∫ t−s

0

m(r)dr); 0 ≤ s ≤ t (3.9)

et

Yt =

∫ ∞

0

φ(s) exp(−
∫ t

0

m(s+r)dr)p0(t+s)ds+ǫ

∫ ∞

t

φ(v−t) exp(−
∫ t

0

m(v−t+r)dr)dBv

(3.10)

Notons bien que Yt n’est pas adapté dans ce cas.

3.2 Investissement optimal sur un marché financier mo-

délisé par une équation de Volterra

Avant d’introduire l’exemple, nous avons besoin des définitions suivantes :

Définition 3.2.1 Soient L et Lζ l’ensemble des processus stochastiques avec espace de

paramètres [0, T ] et [0, T ]× R, respectivement.

On définit les fonctions hamiltoniens

H0 : [0, T ]× R× U× R× R×R 7→ R

et

H1 : [0, T ]× R× U× R× L× Lζ 7→ R

Par

H0(t, x, v, p, q, r) := f(t, x, v) + b(t, t, x, v)p+ σ(t, t, x, v)q +

∫

R

γ(t, t, x, v, ζ)r(ζ)v(dζ)
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et

H1(t, x, v, p,Dtp(·), ζp(·)) :=
∫ T

t

∂b

∂s
(s, t, x, v)p(s)ds+

∫ T

t

∂σ

∂s
(s, t, x, v)E[Dtp(s)|Ft]ds

+

∫ T

t

∂γ

∂s
(s, t, x, v, ζ)E[Dt,ζp(s)|Ft]v(dζ)ds

Ici, R désigne l’ensemble des fonctions r(·) : R → R tel que la dernière intégrale ci-

dessus converge.

Nous pouvons considérer x, p, q, r = r(·) comme des valeurs génériques pour les processus

X(t), p(t), q(t), r(t, ·), respectivement (voir ci-dessous). On définit

H(t, x, v, p(·), q(·), r(·)) := H0(t, x, v, p, q, r) +H1(t, x, v, p(·), Dtp(·), Dt,ζp(·)) (3.11)

Définition 3.2.2 L’équation déffirentielle stochastique rétrograde (backward stochastic

differential equation) pour les processus adjoints p(t), q(t), r(t, ·) est définie par







dp(t) := ∂H
∂x

(t)dt+ q(t)dB(t) +
∫

R
r(t, ζ)Ñ(dt, dζ); 0 ≤ t ≤ T

p(T ) := g′(X(T )),
(3.12)

où nous avons utilisé la notation simplifiée.

∂H

∂x
(t) =

∂H

∂x
(t,X(t), u(t), p(·), q(·), r(·))dt

Définition 3.2.3 Soit D(B)
1,2 l’espace des fonctions F ∈ L2(FT , p) tel que

‖F‖2
D
(B)
1,2

:=
∞
∑

n=1

nn!‖fn‖2L2(λn) <∞.

Pour F ∈ D
(B)
1,2 et t ∈ [0, T ], nous définissons la dérivé de Malliavin (ou dérivé de Hida-

Malliavin ou le gradient stochastique) de F en t (par rapport à B(·)), DtF , par

DtF =
∞
∑

n=1

nIn−1(fn(·), t) (3.13)



60 Etude de quelques exemples d’applications

où la notation nIn−1(fn(·), t) signifie que nous appliquons l’intégrale (n− 1) fois itérée

à la première n− 1 variables t1, · · ·, tn−1 de fn(t1, · · ·, tn−1) et garder la dernière variable

tn = t comme un paramètre.

On peut facilement vérifier que

E

[

∫ T

0

(DtF )
2dt

]

=
∞
∑

n=1

nn!‖fn‖2L2(λn) <∞ = ‖F‖2
D
(B)
1,2

.

Donc (t, ω) → DtF (ω) appartient à L2(λ× p).

Présentons maintenant l’exemple suivant :(dans un espace de probabilité filtré (Ω,F ,F :=

{Ft}0≤t≤T ,P))
Considérons un marché financier avec les deux possibilités d’investissement suivantes :

(i) Un actif sans risque avec un prix unitaire S0(t) = 1 ; t = 0

(ii) Un actif risqué dans lequel les investissements ont des effets à long terme (mémoire),

dans le sens suivant :

Si à l’instant s = 0 nous décidons d’investir la ou les fractions de la richesse totale actuelle

X(s) dans cet actif, alors nous supposons que la richesse X(t) = Xπ(t) à l’instant t est

décrite par l’équation différentielle stochastique linéaire de Volterra

X(t) = x+

∫ t

0

b0(t, s)π(s)X(s)ds+

∫ t

0

σ0(t, s)π(s)X(s)dB(s); t ≥ 0. (3.14)

Or, en forme différentielle,



















dX(t) = b0(t, t)π(t)X(t)dt+ σ0(t, t)π(t)X(t)dB(t)

+[
∫ t

0
∂b0
∂t
(t, s)π(s)ds+

∫ t

0
∂σ0
∂t

(t, s)π(s)dB(s)] ;t ≥ 0

X(0) = x.

(3.15)

Nous voyons donc que (3.15) diffère des équations de type classique de Black-Scholes par

les deux derniers termes intégraux sur le côté droit. Ces termes représentent les effets à
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long terme (mémoire) de l’investissement de stratégie π(·).
Nous supposons que b0(t, s) = b0(t, s, ω) et σ0(t, s) = σ0(t, s, ω) sont des processus bornés,

et que b0(t, s) et σ0(t, s) sont Fs-mésurables pour tous s, t et p.s différenciables avec des

dérivés liées par rapport à t pour tout s.

Nous supposons également que

p.s σ0(t, s) ≥ c0; ∀t, s ∈ [0, T ] pour certain c0 > 0. (3.16)

Dans cet exemple, on dit que π est admissible et on écrit π ∈ A si π est F-adaptée ,

π ∈ L2(dλ× dp) et l’équation (3.14) a une solution unique avec πX ∈ L2(dλ× dp).

Nous supposons que x > 0. Si π ∈ A, il s’ensuit que Xπ(t) > 0 pour tout t ∈ [0, T ]. Pour

voir cela, notons que de (3.15) nous obtenons

Xπ(t) = x exp
(

∫ t

0

σ0(s, s)π(s)dB(s) + [

∫ t

0

b0(s, s)π(s)−
1

2
σ2
0(s, s)π

2(s) + α(s)]ds
)

> 0

où

α(s) :=

∫ s

0

∂b0
∂s

(s, r)π(r)X(r)dr +

∫ s

0

∂σ0
∂s

(s, r)π(r)X(r)dB(r).

Nous étudions maintenant le problème d’investissement optimal suivant :

Cherchons π̂ ∈ A tel que

sup
π∈A

E[U(Xπ(T ))] = E[U(Xπ̂(T ))] (3.17)

où U : [0,∞) → [−∞,+∞) est une fonction d’utilité donnée, supposée strictement crois-

sante, concave et de classe C1 sur (0,∞). C’est un problème de contrôle , et nous en

appliquons les résultats :

Le Hamiltonien H donné par la définition(3.11) s’écrit donc sous la forme

H(t, s, π, p, q) = b0(t, t)πxp+σ0(t, t)πxq+

∫ T

t

∂b0
∂s

(s, t)πxp(s)ds+

∫ T

t

∂σ0
∂s

(s, t)πxE[Dtp(s)/Ft]ds

Supposons qu’il existe un contrôle optimal π̂ ∈ A pour (3.17) avec les valeurs correspon-

dantes X̂, p̂, q̂. Donc

E

[ ∂

∂π
H(t, X̂(t), π, p̂, q̂)

∣

∣

∣
Ft

]

π=π̂(t)
= 0
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i.e :

E

[

b0(t, t)X̂(t)p̂(t)+σ0(t, t)X̂(t)q̂(t)+

∫ T

t

∂b0
∂s

(s, t)X̂(t)p̂(t)ds+

∫ T

t

∂σ0
∂s

(s, t)X̂(t)E[Dtp̂(s)|Ft]ds
∣

∣

∣
Ft

]

= 0

Puisque X̂ > 0, cela équivaut à

b0(t, t)p̂(t)+σ0(t, t)q̂(t)+E

[

∫ T

t

(∂b0
∂s

(s, t)p̂(t)ds+

∫ T

t

∂σ0
∂s

(s, t)E[Dtp̂(s)|Ft]
)

ds
∣

∣

∣
Ft

]

= 0.

(3.18)

On en déduit que l’équation différentielle stochastique rétrograde correspondante (3.12)

se réduit à






dp̂(t) = q̂(t)dB(t) ;0 ≤ t ≤ T

p̂(T ) = U ′(X̂(T )) .

qui a la solution unique

p̂(t) = E
[

U ′(X̂(T ))
∣

∣

∣
Ft

]

; q̂(t) = Dtp̂(t).

Remplacé par (3.18), cela donne l’équation

E

[

b0(t, t)U
′(X̂(T )) + σ0(t, t)DtU

′(X̂(T )) +

∫ T

t

∂b0
∂s

(s, t)E
[

U ′(X̂(T ))
∣

∣Fs

]

ds

+

∫ T

t

∂σ0
∂s

(s, t)E
[

DtU
′(X̂(T ))

∣

∣Fs

]

ds
∣

∣

∣
Ft

]

= 0

(3.19)

dans le dernier passage, nous avons utilisé le fait que :

DtE
[

U ′(X̂(T ))
∣

∣

∣
Ft

]

= E
[

DtU
′(X̂(T ))

∣

∣

∣
Ft

]

,

qui est une identité qui découle facilement de la définition (3.13) de la dérivée de Malliavin.

A cet effet, l’équation (3.19) peut être simplifiée à

b0(t, t)E
[

U ′(X̂(T ))
∣

∣

∣
Ft

]

+ σ0(t, t)E
[

DtU
′(X̂(T ))

∣

∣

∣
Ft

]

+ E

[

∫ T

t

∂b0
∂s

(s, t)U ′(X̂(T ))ds
∣

∣Ft

]

+ E

[

∫ T

t

∂σ0
∂s

(s, t)DtU
′(X̂(T ))ds

∣

∣Ft

]

= 0
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or,

σ0(T, t)DtE

[

U ′(X̂(T ))
∣

∣

∣
Ft

]

+ b0(T, t)E
[

U ′(X̂(T ))
∣

∣

∣
Ft

]

= 0 (3.20)

Par (3.16) nous voyons que (3.20) peut être écrite comme

DtY (t)

Y (t)
= − b0(T, t)

σ0(T, t)

où

Y (t) = E

[

U ′(X̂(T ))
∣

∣

∣
Ft

]

. (3.21)

Selon la règle de la chaîne pour les dérivés de Malliavin, on déduit de (3.21) que

Dt(lnY (t)) = − b0(T, t)

σ0(T, t)
. (3.22)

D’autre part, Y (t) étant une martingale positive, il existe un processus adapté θ0(t) tel

que

dY (t) = θ0(t)Y (t)dB(t)

i.e :

Y (t) = Y (0) exp(

∫ t

0

θ0(s)dB(s)− 1

2

∫ t

0

θ20(s)ds). (3.23)

De (3.23) nous obtenons

Dt(lnY (t)) = Dt(

∫ t

0

θ0(s)dB(s)− 1

2

∫ t

0

θ20(s)ds) = θ0(t), (3.24)

puisque

Dtθ0(t) = Dtθ
2
0(t),

pour tout s < t (parce que θ0 est adaptée).

En comparant (3.22) et (3.24) nous concluons que

θ0(t) = − b0(T, t)

σ0(T, t)
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et donc par (3.21),

E

[

U ′(X̂(T ))
∣

∣

∣
Ft

]

= Y (t) = E

[

U ′(X̂(T ))
∣

∣

∣
Ft

]

exp(

∫ t

0

θ0(s)dB(s)− 1

2

∫ t

0

θ20(s)ds). (3.25)

Reste à trouver la constante

c := E

[

U ′(X̂(T ))
]

.

À partir de (3.25) avec t = T on obtient

X̂(T ) = (U ′)−1(c exp(

∫ t

0

θ0(s)dB(s)− 1

2

∫ t

0

θ20(s)ds)) =: F (c). (3.26)

Par contre, si on définit

Ẑc(t, s) := σ0(t, s)π̂(s)X̂(s) (3.27)

puis par (3.14), le couple (X̂, Ẑc) résout l’équation intégrale stochastique rétrograde

de Volterra suivante (type de Yong)(BSVIE)

X̂(t) = F (c)−
∫ T

t

b0(t, s)Ẑc(t, s)

σ0(t, s)
ds−

∫ T

t

Ẑc(t, s)dB(s); 0 ≤ s ≤ T. (3.28)

D’après le théorème (3.2) dans [54], la solution de cette équation est unique. Mettons

t = 0 et prenons en compte (3.28), on obtient

x = E[F (c)]−
∫ T

0

E

[ b0(t, s)

σ0(t, s)
Ẑc(t, s)

]

ds (3.29)

Cette équation détermine implicitement la valeur de c.

Nous avons donc trouvé la richesse finale optimale X̂ de (3.26). Enfin, nous obtenons le

portefeuille optimal π̂ par (3.27).

Théorème 3.2.0.1 Supposons que σ0(t, s) > 0 soit bornée par 0 pour s, t ∈ [0, T ]. Alors,

le portefeuille optimal π̂ pour le problème (3.17) est

π̂ =
Ẑc(t, s)

σ0(t, s)X̂(s)
; s ∈ [0, T ]

où (X̂, Ẑ) est la solution unique de BSVIE (3.28) avec F défini par (3.26), et la constante

c est la solution de (3.29).



Conclusion

On a vu dans ce mémoire comment résoudre les équations différentielles stochastiques

de Volterra au cas où Yt n’est pas adapté et nous avons montré qu’une solution unique

existe dans les sens suivants :

– En tant que processus fonctionnel.

– En tant que bruit blanc généralisé fonctionnel (distribution Hida).

De plus, dans les deux cas, nous avons trouvé des formules des solutions explicites.

On a vu aussi comment avoir l’existence, l’unicité et la continuité des solutions des ESVs

avec noyaux singuliers et coefficients non-lipschitziens en utilisant la méthode d’itération

de Picard et les inégalités de Bihari, Jensen, Minkowski, BDG et Holder.

Enfin,on a présenté des exemples d’applications sur les équations différentielles stochas-

tiques de Volterra à la finance avec un exemple d’investissement optimal sur un marché

financier modélisé par une équation de Volterra et un autre exemple d’un investissement

dans une production économique.
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