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Introduction générale

L’estimation est une notion trés importante et essentielle dans le domaine statis-
tique mathématique qui accroit des techniques pour décrire certaines caractéristiques
d’ensembles d’observations. Cette étude est fractionnée en deux composantes princi-
pales, a savoir : ’estimation paramétrique et I’estimation non paramétrique.

L’approche non paramétrique, permet de surmonter les restrictions imposées par
les méthodes paramétriques sur le modéle, est fréquemment adoptée par les statis-
ticiens pour estimer certaines fonctionnelles liées aux données a temps discret et
continus. Contrairement a ’estimation paramétrique, I’estimation non paramétrique
consiste a estimer & partir des observations.

Les premiers travaux relatifs a I’estimation non paramétrique remontent a Ro-
senblatt (1956)[52] et Parzen(1962)[16] ou la méthode du noyau de convolution est
utilisée pour estimer la fonction de densité de probabilité. De nombreuses contribu-
tions ont alors été consacrées a ’estimation dans le cadre de données a temps discret
des fonctionnelles telles que la régression, la fonction taux de hasard. Nous citons pour
cela des travaux de Nadaraya (1964)[12| et Watson (1964)[59], Rosenblatt (1971), Pra-
saka Rao (1983), Silverman (1986)[55]. Le cadre de données indépendantes est loin
de couvrir toute la réalité du terrain.

En modélisation, il est souvent peu réaliste de supposer 'indépendance. C’est
pourquoi depuis plusieurs années déja, s’est développée une spacieuse littérature sur
les processus dépendants. Les différentes classes de mélange font sans aucun doute
partie des conditions de dépendance faible les plus étudiées. Respectivement les trois

principaux types de mélange sont le mélange fort (a-mélange), le S-mélange et le
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mélange uniforme (¢-mélange) introduits par Rosenblatt 53], Rozanov et Volkonskii
[54]. Malheureusement, les conditions de mélange sont des conditions compliquées.
Aussi on sait que certains processus bien classiques ne sont pas mélangeants. Cepen-
dant, la structure de dépendance de multiple processus utiles restent un probléme
ouvert. A titre d’exemple, Ibragimov et Linnik (1971)[28], Chernick (1981)[13] et An-
drews (1984)[!] ont montré que dans certains cas le processus autorégressif linéaire

du premier ordre en temps discret n’est pas fortement mélangeant.

En particulier, le processus stationnaire (X;);cz vérifiant le modéle AR(1) défini par
Xy = 0X4_1 + €, ou les ¢ est une suite d’innovation de Bernoulli i.i.d, n’est pas
fortement mélangeant. Cependant, I’ergodicité est consérvée en prenant des fonctions
mesurables d’un processus ergodique. Si (€);cz est un processus strictement sta-
tionnaire et ergodique, Y; = V((..., €1, €), (€141, €142, ...)) pour une certaine fonction
borélienne V(.), alors (Y;)iwez est également ergodique. Comme le processus autoré-
gressif, ci-dessus, peut étre représenté comme une fonction linéaire des ¢, il s’ensuit
alors qu’il est aussi ergodique. Nous construisons maintenant un autre exemple de
processus ergodique non mélangeant et cette fois-ci en temps continu. Il est bien
connu que le mouvement brownien fractionnaire (W/;¢ > 0) de paramétre de Hurst
H € (0,1) admet des incréments strictement stationnaires. Par ailleurs, le bruit gaus-
sien fractionnaire, défini pour tout s > 0 par (Gf )0 = (WA, — WH);50, est un
processus centré strictement stationnaire a longue mémoire lorsque H € (%, 1) (voir,
par exemple, Beran (1994)[6] p. 55, Lu (2009)[38] p. 17). De ce fait, il contrevient
alors a la condition de mélange fort. Pour un processus réel gaussien strictement sta-
tionnaire et centré (G);>o, considérons la fonction de corrélation R(t) = E[GoG].
En se reportant au travail de Maslowski et Pospisil (2008)[11], il en ressort que le

processus (Gy)i>o est ergodique lorsque tlim R(t) = 0. Un calcul facile permet alors de
- —00

voir que le processus (GI);>q vérifie bien cette condition.

Par ailleurs, les conditions de mélange sont difficiles a vérifier en pratique. Il est
donc préférable de définir un cadre de travail général en considérant des processus

satisfaisant des conditions d’ergodicité qui incluent a la fois des processus mélangeants
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et non-mélangeants. L’ergodicité est satisfaite par les processus mélangeants et elle
est, en outre, plus facile a vérifier en pratique (Krengel (1985)[33], p. 24, Ash et
Gardner (1975)[3], p. 120). La difficulté principale de Iergodicité est qu’elle ne nous
permet pas, sans conditions supplémentaires, d’obtenir des vitesses de convergence
(Krengel (1985)[33]). Donc on considére dans ce mémoire le cadre ergodique qui est

plus général et large que le cadre de dépendances faibles.

L’estimation non paramétrique relative a des processus a temps continu a regu
un intérét particulier ces derniéres décennies. Beaucoup des résultats traitant de la
convergence, des vitesses de convergence et de la normalité asymptotique ont été éta-
blis. Pour un large panorama sur la question, nous renvoyons & Bosq (1998) et les
références qui y sont citées. Nous discuterons en particulier de cette étude de ’estima-
tion non paramétrique par la méthode du noyau de la fonction de régression lorsque
les données sont stationnaires et ergodiques qui motivent plusieurs auteurs nous les
mentionnons Delecroix et Rosa (1996) [20], Laib (1999, 2005), Morvai et Al (1996)
et Yakowitz et Al (1999)[57] relative a des processus ergodiques a temps discret et
Rosenblatt (1956)[52], Parzen (1962) qui établit la normalité asymptotique, Nadaraya
(1965)[13], Watson (1964)[59], Banon (1978)[5] ainsi que celui de Castellana- Leadbet-
ter (1986)[12], présentant une condition portant sur les densités jointes et marginales
d’un processus strictement stationnaire et utilisée pour atteindre des vitesses surop-
timal dans le cas d'un processus a temps continu. L’estimation non paramétrique
des fonctions de la régression constitue un sujet qui a résulté une grande activité de
recherche et permis l'introduction de nombreux outils et méthodes considérant des
contextes multiples et variés. D’autres propriétés de I'estimateur a noyau de la régres-
sion sont étudiées sous des hypotheéses suffisantes au cas des processus stationnaires
ergodiques ce qui est notre objectif dans ce travail, dont il est le détail de I'article de

Djamal Louani et Sultana Didi (2014)[50].
Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Le premier chapitre est consacré a la présentation de 'estimateur a noyau de la

fonction de régression d'un processus stationnaire qui consiste deux cas (discret et
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continue), ensuite nous parlons de différentes définitions qui nous aide dans les pro-
chains chapitres, aussi nous rappelons d’autres outils qui sont : les modes de conver-
gence et des inégalités trés importantes sans oublier I’axe principal de ce chapitre qui
est la théorie ergodique notamment le cadre stationnaire ergodique en temps continu.

Le deuxieme chapitre a pour objectif d’étudier la consistance ponctuelle presque
stire dont elle se réalise sous spéciales hypothéses dans le contexte stationnaire ergo-
dique aux temps continus avec le vitesse de convergence de cet estimateur d’une part
et d’autre part nous abordons la consistance uniforme presque stire ou se résulte sous
des hypothéses adéquates plus le vitesse de convergence de notre estimateur.

Dans le troisiéme et dernier chapitre nous présontons la normalité asymptotique
presque stirement d’un estimateur a noyau pour la fonction de régression relatif aux
chapitres précédents pour construire les intervalles de confiance et de faire des tests

et des prévisions.



Chapitre 1

Présentation

1.1 Historique de 'estimation non-paramétrique de

la fonction de régression

Nous sommes actuellement intéressés a étudier le probléme de trouver la relation
entre une variable réelle dite variable réponse Y dans R et une autre variable ex-
plicative X dans R¢, on utilise des modéles dits de régression. Ayant observé X, la
valeur moyenne de Y est accordée par une fonction de régression : c¢’est cette fonction
qui nous informe sur le type de dépendance qu’il y a entre ces deux variables. Cette

fonction est 'espérence de la variable Y conditionnée par X :
m(x) =E[l(Y)/X =x], pour tout r € R

Dans un espace de probabilité (2, A, P) on défini ((X;, Y;), t € J) un processus
stationnaire ergodique mesurable sur R? x R avec I’ensemble des indices J peut étre
discret IN ou continu R™, ou [ est une fonction borélienne telle que E[|I(Yp)|] < oc.
Soient K : R — R un noyau (ie K > 0 et [ K = 1), h, une suite de réels positifs.
On dispose d’un échantillion composé de variables aléatoires (X;, Y1), -+, (X,, Y,)

et on dénote par (X, Y) un élément générique de cet échantillon, 'estimateur le plus
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célebre celui de Nadaraja-Watson de la régression est donné par :

> ion (20

My (x) = —
(x) S (X - Xz)
hn
1=1
La méthode du noyau introduite par Rozenblatt (1956)[52] pour estimer la fonction

de densité a été reprise par Nadaraja (1965)[13] et Watson (1964)[59] pour estimer
la fonction de régression. En raison de la forme de I'estimateur a noyau de la fonc-
tion de régression, qui est un rapport, les propriétés de convergence sont obtenues
sous des conditions plus restrictives que pour 'estimateur de la densité. Notamment,
la convergence uniforme n’est obtenue que sur des ensembles bornés. Cet estima-
teur a été largement étudié par plusieurs auteurs, nous citons entre autres, Collomb
(1985)[ 18] qui a donné une condition nécessaire et suffisante pour la convergence, uni-
forme presque stire, sur un ensemble borné, généralisant ainsi les résultats antérieurs
de Nadaraja (1964,1965) [12], [13], Devroye (1978)[21], Mack et Silverman (1982)[10],
Gasser et Miiller (1984) [25].

L’é¢tude de I'estimation de la régression non paramétrique dans le cadre des données
ergodiques en temps discret a motivé quelque nombres de travaux. Nous nous réfé-
rons, entre autres, aux travaux de Delecroix et Rosa (1996)[20], Laib (1999,2005),
Morvai et Al (1996) et Yakowitz et Al (1999)[57] ou certaines propriétés asympto-
tiques sont obtenues. Notons également que la consistance avec vitesse ainsi que la
normalité asymptotique ont été obtenues par Laib et Louani (2010,2011)[34], [37]
pour 'estimateur de régression a partir des données fonctionnelles en temps discret.
L’adaptation de l'estimateur de Nadaraja-Watson [13]-[59] en temps continu a fait sa

premiére apparition en 1978, Banon [5] :

() = /OTZ(?K gjh;) .
/0 K( hr t>
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avec la fenétre h est le paramétre d’intérét du modele satisfaire les conditions sui-

vantes :

N — |
i - T S v

Les vitesses de convergence de l'estimateur & noyau de la fonction de régression
relative aux processus a temps continu ont été relativement peu étudiées. Pour les
travaux qui ont été 'objet de cette problématique, on se référe ici & Cheze-Payaud
(1994)[11] ainsi que Bosq (1998)[5| dans les cas dits optimaux et suroptimaux. Ré-
cemment, Lejeune (2007)[37] a présenté des vitesses de convergence de 'erreur qua-
dratique moyenne du régressogramme (analogue a I’histogramme pour l’estimation
de la régression) en temps continu, citons aussi Bosq et Blanke (2007, 2008)[10], [11].
Plus récemment encore, Didi et Louani (2014)[56] ont obtenu des vitesses non para-
métriques pour les processus stationnaires ergodiques et ont donné une application a

la prévision.

Par ailleurs, les applications pour le modéle de la régression ont pris une place impor-
tante dans la prévision des séries chronologiques issues de différentes disciplines telles
que la communication, les systémes de controle, la climatologie, les études biomédi-
cales ainsi que 1’économétrie. Donc il s’agit des domaines de prévision sur lesquels les
premiers résultats furent établis. On peut nommer, Collomb (1983, 1984) [16], [17]
et Robinson (1983) [51]. Ces domaines ont connu des développements continus, men-
tionnons par exemple, les livres généraux de Devroye et Al (1986) [22], Gyorfi et Al
(1989) |26], Yoshihara (1994) [58]. Les travaux de Ramsay et Silverman (2002, 2005)
[19], [50] constituent une collection essentielle de méthodes statistiques, en particu-
lier pour la régression. Le livre de Bosq (2000) [9], aborde le traitement des modéles

fonctionnels linéaires, en particulier le processus autorégressif, nous citons aussi Bosq

et Blanke (2008) [11].
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1.2 Définitions de base

Soit (2, F, (Fi)i>0, P) un espace probabilisé filtré.

Définition 1.2.1. (Filtration) Une filtration est une suite croissante de tribus (F;)i>o,

c’est-a-dire Fy C Fyis pour tout t, s > 0.

Définition 1.2.2. (Processus en temps continu) Soit X = (X, t > 0) un processus

défini sur (2, F, (Ft)i>0, P). Le processus X est dit mesurable si l’application :
X : [0, o[xQ — (E, &)

(t, w) = Xi(w)

est mesurable par rapport a B ([0, co[)®F;. Le processus X est dit adapté siVt > 0, X,

est F; mesurable.

Définition 1.2.3. (Processus stationnaire) Un processus (Xi)ieu, U = {Z, R'}
est dit strictement stationnaire ou stationnaire au sens strict si les lois jointes de
(Xey, -, Xy) et de (Xeyqn, -+ Xi,+n) sont identiques pour tout entier positif k
et pour tous ty, ..., tp, h € Z.

Définition 1.2.4. (Ensemble invariant) Soit (X)ieu, U = {Z, R}, défini sur un
espace de probabilité (2, F, P), L’ensemble B € F est appelé invariant s’il existe un
ensemble A, tel que B = {(X,, Xnt1, ...) € A} est vrai pour tout n > 1.

Définition 1.2.5. (Ensemble §-invariant) Dans un espace mesurable et pour 6 > 0,
T? une transformation 6 ; ie (T°(x)), = w45, un ensemble mesurable A est dit -
invariant si : (T°(A)) = A.

Définition 1.2.6. (Martingale) Soit M un processus adapté avec ¥t > 0, M, € L.

On dit que M est une (Fi)i>0 martingale si : My = E[M,;,s|F:] pour tout t, s > 0.

Définition 1.2.7. (Différence de martingale en temps continu) La variable aléatoire
M = (Mt > 0) est une différence de martingale par rapport a la filtration F =
(Fi;t>0) si:
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1. M, est F;-mesurable.

2. E[M|Fi_,] =0, t >0, s>0.

1.3 Convergences

1.3.1 Convergence en loi

Définition 1.3.1.1. La suite de variables aléatoires (X, )nez de fonction de réparti-
tion F,, converge en Loi vers Y de fonction de répartition ¥, si pour tout x ou F est

continue, on a :

1.3.2 Convergence en probabilité

Définition 1.3.2.1. Une suite (X,,), de variables aléatoires converge en probabilité

vers la variable aléatoire X si :

Ve >0, lim P(|X — X,| >¢€) =0.
n—-+o0o

On note la convergence en proba : X, 5 X,

Lemme 1.3.2.1. [/5] (Premier lemme de Borel-Cantelli)

+oo
Soit (Ay), une suite d’événements. On suppose que ZIP’(An) < 4o00. Alors :

n=1

P(lim A,,) = 0.
n
C’est-a-dire presque surement, seuls un nombre fini d’événements A, sont réalisés.

Lemme 1.3.2.2. [7]1] (Second lemme de Borel-Cantelli)

+o00
Soit (Ay)n une suite d’événements indépendants. On suppose que ZP(An) = +00.
n=1

Alors :
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C’est-a-dire presque surement, une infinité d’événements A, sont réalisés.

1.3.3 Convergence uniforme

Définition 1.3.3.1. Soit I un intervalle de R, Soit (X,,) une suite de fonctions dé-
finies sur 1, et X définie sur 1. On dit que (X,,) converge uniformément vers X surl
st

Ve > 0,3w € [,Vn = ng, | X, (w) — X(w)| <e.

1.3.4 Convergence presque stre

Définition 1.3.4.1. Une suite (X,,), de variables aléatoires converge presque sire-
ment vers X si la convergence est vraie avec une probabilité 1 :

Pwe Q| lim X,(w)=X(w))=1.

n—-+o0o

On note la convergence presque sire : X, — X p.s.

Remarque 1.3.1. La convergence presque sire entraine la convergence en probabilité

qui entraine la convergence en loi.

1.4 Théorie ergodique pour des processus station-

naires

L’hypothése ergodique est née avec la théorie cinétique des gaz et la physique
statistique dans la seconde moitie du XIXe siécle. Elle fut formulée initialement par
Ludwig Boltzmann en 1871 [39], spécialement dans la théorie de Maxwell [30] et
dans la théorie de Gibbs. Le nom "hypothése ergodique" ne fit introduite qu’en
1911 par les époux Ehrenfest dans leur célébre article de revue sur les fondements
de la physique statistique. Il est construit a partir des térmes grecs epyos qui signifie

"travail Ou énergie" et ooog pour "chemin". Boltzmann utilisait pour sa part des
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1884 un mot voisin « ergoden » mais il donnait a ce mot un sens assez différent. Il
est nécessaire de faire une sorte de transition logique entre le comportement moyen
de I'ensemble des systéemes dynamiques et la moyenne temporelle des comportements
d'un systéme dynamique unique, elle découle d'une hypothése ingénieuse dont on
s’est servi pendant une longue durée sans la justifier. Le premier résultat rigoureux
pour le mathématicien est le célébre théoréme de récurrence de Poincaré datant de
I’année 1890 ( Peskir (2000)[17]) mais 'essor de la théorie date de 1931 avec les
théorémes de Neumann et de Birkhoff, elle entre alors définitivement dans le cadre
de 'analyse fonctionnelle. Les théorémes fondamentaux sont dus a Koopman, Von
Neumann et Carlman et a Birkhoff, nous nous référons au Peskir (2000)[17] pour le
théoréme ergodique ponctuelle de Birkhoff. La question qui se pose est : Est-ce que
les moyennes statistiques sont égaux aux moyennes temporelles ?

Maintenant, pour une bonne compréhension, nous proposons quelques définitions et
informations concernants la propriété ergodique des processus au temps continu, no-

tamment la relation entre le mélange fort et I'ergodcité :

Définition 1.4.1. (Processus ergodique) Un processus (Xi)ieu, U = {Z, RT} est dit

ergodique si pour tout ensemble invariant B on a P(B) =1 ou 0.

Définition 1.4.2. (0-ergodicité) Un processus en temps continu X = {X;}i>0 est
dit d-ergodique, si chaque ensemble mesurable d-invariant lié au processus X a une
probabilité soit 1 ou 0.

Autrement dit, pour tout ensemble d-invariant A, u(A) = (u(A))>%

Cette définition signifie que si nous discrétisons le processus X en blocs de temps de

longueur 6, le processus discrétisé (X3, X2°, X320, X32 ...) obtenu est ergodique.

Définition 1.4.3. (Ergodicité) Un processus en temps continu X = {X;h>o est

ergodique s’il est 0-ergodique pour tout & > 0.

Définition 1.4.4. Soit {Z;,i € Z} une famille des variables aléatoires a valeurs dans

un méme espace probabilisable (E,E). Pour tout couples (i, j) dans 7. U [—o0, +00],
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on note Uf la tribu engendrée par {Zy,i < k < j}. On appelle coefficients de mélange
fort, les réels :

a(n) = sup IP(AN B) —P(A)P(B)|

keZ,Aec®  ,Beo s,

Remarque 1.4.1. Un mélange fort implique ’ergodicité mais l’inverse n’est pas vrai :

il existe des séquences ergodiques qui ne sont pas fortement mélangées.

Nous énoncons le théoréeme ponctuel ergodique de Birkhoff lié aux processus station-

naires a temps discret et continu, (voir Krengel (1985)[33], théoréme 4.4 p.26).

Théoréme 1.4.1. [75](Théoréme ergodique en temps discret) : Soit Y = (Yy)iez est
un processus ergodique stationnaire et si Yy est intégrable, nous avons :

o1
lim —
n—oo N,

n—1
> Y. =E[Y], ps.
=0

Théoréme 1.4.2. [75](Théoreme de Birkhoff en temps continu) : Si Y = (Y})ier+
est un processus ergodique stationnaire et si Yy est intégrable, on a :

A
lim —/ Yidt = E[Yy], p-s.
T Jo

T—o00

Les domaines d’application de la théorie ergodique :

La variété des phénoménes modélisés par des processus ergodiques motive notre
travail et montre son importance. Les processus ergodiques sont largement utilisés
dans la modélisation de problématiques appliqués. Sans étre exhaustif, nous citons a
titre d’exemples :

-Sciences biomédicales, voir Banks (1975)[1].

-Economie, voir Bergstrom (1990)[7], Hale et Verduyn Lunel (1993)[27].
-Analyse génétique, voir Lange (2002)[36].

-Mécaniques, voir Arnold (1973)[2].

-Physiques, voir Papanicolaou (1995)[15].

-Mathématiques financiéres, voir Karatzas et Shreve (1991)[32].

-Démographie, voir Cohen (1979)[15].
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1.5 Inégalités importantes

Lemme 1.5.1. [29/(Inégalité de Cauchy-Schwarz )

Dans Uespace E = C°([a, ], R) des fonctions continues de [«, b] dans R muni du

b
produit scalaire (f, g) +— / f)g(t)dt, linégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit :

wigew. (| bf(t)g(t)dt)2 < ([ pow) ([ soum).

Lemme 1.5.2. [//](Inégalité de Minkowski )
Soient (X, A, p), p € [1,+00], fet g € LP(X). Alors :

( / !f(t)+g(t)lpdu) " < < / |f(t)|Pdu> 1/p+ < / |g(t)|pdu) l/p.

Lemme 1.5.3. [///(Inégalité de Jensen )
On suppose que f une fonction réelle p-intégrable sur §2 et v une fonction convexe sur

R. On a :
0 ( / f(W)du(w)) < [ st

Lemme 1.5.4. [19/(Inégalité de Bienaymé-Tchebychev )
Soit Y une variable aléatoire positive défnie sur un espace probabilisé (2, F, (Ft)i>o0, P).
On note E(Y') ’espérance de Y. Alors, pour tout a > 0 :

E(Y)

a

P(Y >a) <

L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev (voir D.Foata and A Fuchs (1996)[19] page 90)

donne une majoration de la probabilité que I’écart soit grand.

Lemme 1.5.5. (Inégalité Ezponentielle )
Soit (Zy,)n>1 est une suite des différences de martingales réelles par rapport a la tribu
engendrée par o-algebre (F,, = 0(Zy, -+, Zn))n>1, 00 0(Zy, -+, Z,) c’est la tribu

engendrée par les variables aléatoires Zy, ---, Z,. on suppose que S, = X' 1 Z;. Pour
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tout p > 2 et n > 1, on suppose qu’il existe des constantes non negatif C' et d, tels
que :

E(ZF|F1) < CP2pld2, presque strement.

donc, pour tout € >0, on a :

2
P(|Sn] > €) < 2exp {—m} ;

avec D,, = ¥ d>.

Preuve La preuve suit comme un cas particulier du théoréme 8.2.2 due a de la Pena

and Giné (1999). O



Chapitre 2

Estimation de la fonction de
régression d’'un processus stationnaire
a temps continu : Consistance

ponctuelle et uniforme presque stre

Ce chapitre a pour objectif I'é¢tude de 'estimateur a noyau de la fonction de régres-
sion lorsque le processus est supposé strictement stationnaire et ergodique. Ce cha-
pitre comprend deux sections : Dans la premiére, on étudie la convergence ponctuelle
presque siire. On traite la convergence uniforme presque stire de notre estimateur

dans la deuxiéme section.

2.1 Notations

Introduisons tout d’abord les notations nécessaires avant de poser les hypotheéses
requises pour établir nos résultats. Pour 0 un nombre réel positif tel que : n = 5 elN

et j € NN[1, n], considérons la partition (7})1<j<n de l'intervalle [0, T'. De plus, pour

t>0,0>0et1<j<n,considérons les g-algébres : F;_s = o((Xg, ;) : 0 <s<t—
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5)7 ]:J - U((XS7 }/s)u 0<s< 71]) et 815,5 = U((X57 YS)’ (XT) 0<s< ttsrs t+5)
Quand s < 0, F, est égal a la o-algebre trivial. Dans la suite, pour toute fonction

q, ¢ est la notation générique de sa dérivée. Pour i = 1,2, notant :

() = m / U)K (“’ ;TXt) i,

et

rs(e) = e | E {(zmw—lK (”” ;TXt) dt|]:t—6] i,

Z(x) = /jK (”“" ;TXt) dt.

2.2 Convergence ponctuelle presque siire

ou

2.2.1 Hypothéses

(H.0) (i) K est un noyau symetrique borné non négatif a support compact sur

[=\, A4, et / K(z)dz = 1, il existe une fonction intégrable non negative

Act
différentiable k sur [0, Ac¢y] telle que : K (2) = k(]|z]|) et / K (u)du < oo,
0
ot ||.|| et une norme sur R? et ¢; est une constante positive.
(ii) Le noyau K est une fonction lipschitzienne.
(H.1) (i) Pour tout 0 < s < ¢, il existe une constante positive ¢y et une fonction
fi.« des variables non negative bornée continue definit sur R? telle que :

P7s (Xt € S,2) =P(|| Xs—z|| <7 | Fs) = ré frs(x)+o (rd), quand r — 0.

(ii) Pour tout 0 < s <t < T telle que : t—s < a, pour tout z € R?, la fonction

frs(z) est bornée presque stirement (p.s) par une fonction déterministe

bs ().
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T
(iii) T‘l/ bio () dt — D, (z) #0 quand T' — oo.
0

(H.2) (i) Pour tout x € R? pour tout § > 0, il existe une fonction déterministe f

telle que :

i 1 [ fusoya = @), ps
0

T—oo T

(H.3) Pour tout t et r tellequet € [0, T]et t<r<t+dona:

(1) E[1(Y;)[Ses] = E[1(Y:)[X;] = m(X;) p-S.
(ii) Il existe deux constantes positives [ > 0et ¢3 > 0 telles que, pour tout
(u, v) € R*,

[m (u) = m (v)| < esllu—vl)”.

(iii) Pour tout k > 2 et pour tout § > 0, E[|1(Y,)|*|Sis] =E[|L(Y;)|*] X,.] et

la fonction hy (z) = E[]1(Y)|*| X = z] est continue au voisinage de z.

Remarque 2.2.1. Pours <0, F; est la o-algébre trivial. Donc, la condition (H.1) (%)

prend la forme :
P(| X, —z|| <r|Fs) =P(|X; —z|| <7) = rd f(z)+ O(T’d), quand 1 — 0.

avec f est une fonction déterministe positive.

Commentaires sur les hypothéses

Les conditions de I’hypothése (H.0) sont trés standards et communes dans l'estima-
tion non parametrique. L’hypothése (H.1)(i) est suppose que la probabilité condi-
tionnelle de la sphere S, , donnée la o-algébre est asymptotiquement gouverné par
une dimension locale quand le rayon r tend vers zéro sans supposer l'existence de
densités marginales et conditionnelles pour atteindre les taux de convergence indi-
qués ci-dessous. On remarque que la condition (H.1)(i) reste vraie tandis que la
distribution conditionnelle IP’% a une fonction de densité continue f;: dans R?. La

condition (H.2) implique la nature ergodique des données, (voir Gyorfi et Al (1989)).
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Notez que, en (H.1)(ii) les fonctions aléatoires f;;_s(x) appartiennent a l'espace C°

des fonctions continues, qui est un espace de Banach séparable. De plus, approcher

I'intégrale / fti—s(x)dt par une somme de Riemann, cela veut dire que :
0

T
T_I/O ft,t_(s(l’> ~n! ZfTZ,T 6 ZLM] 1)

Puisque le processus (Xr,);>1 est stationnaire et ergodique, a la suite de Delecroix
(1987), on peut démontrer que la suite (fjsj—1)s(2));>1 des fonctions aléatoires est
stationnaire et ergodique, en effet, il suffit de remplacer dans le travail de Delecroix
les densités conditionnelles par fjs;j—1)s et la densité par la fonction f. De plus, on

utilise le théoréme de Beck (Gyorfi et Al (1989), Théoréme 2.1.1), il s’ensuit que :

lim sup
T—o00 zeRM

T
%/ ftt_(;(x)dt—E(f(;,g(ZE))’ = llm sup
0

zeR4

/ftt6 Ydt — f(x)| =0, p.s

Il est alors clair que les deux conditions (H.2)(i) et (H.4)(vi), données ci-dessous,
sont satisfaites. Notez que la transformation du processus ergodique stationnaire
(X, Yi)i>0 en processus (I2(Y;))i>o est une fonction mesurable. Donc, on utilise la

proposition de Krengel (1985), puis le théoréme ergodique :

e

lim / ((V)2dt = B((2(Y)))  ps (2.1)
0

Un résultat nécessaire comme condition dans Lemme 2.3.1 ci-dessous. La condition

(H.3)(iii) est habituelle dans 1'étude de littérature des processus ergodiques. L’hy-

pothése (H.3)(ii) est une condition de régularité sur la fonction de régression. Main-

tenant, Nous donnons quelques exemples pour lesquels la condition (H.3)(i) est sa-

tisfaite.

Exemple 2.2.1.1. Considérons le modeéle de régression Y, = m(X;) + €, ou les
variables aléatoires € sont des différences de martingale par rapport la o-algébre
Sis, 7 <t <1 +0, généré par {(Xs, €), (X¢) 00 < s <r r<t<r+6}

Clairement, on a E[Y}|S, 5] = m(X;) presque sdirement.
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Exemple 2.2.1.2. Considérons le modeéle de régression Yy = m(Xy) + o(Xi)er, ou
€ sont des variables aléatoires centrées et indépendantes du processus (X;)i>0, En
prenant S, 5 est la o-algebre, généré par {(Xs) : 0 < s < r}, il est suit, pourt <r,
on a : ElY;|S, 5] = E[m(Xy) + 0(Xy)e|Sr 5] = m(Xy) + o(Xy)Ele] = m(Xy) presque

stirement.

Le premier résultat donne la convergence ponctuelle avec le résultat du vitesse de
convergence pour l'estimation de la fonction de régression.

Nous prenons depuis maintenant, pour 1 < j < n :

Tj _ X
Z,(z) = / K222 g,
T hr

2.2.2 Reésultat ponctuelle

Le théoréme suivant traite la consistance ponctuelle presque stire de M.

Théoréme 2.2.1. Sous les hypothéses (H.0)-(H.3), pour tous x € R? telle que :

f(z) # 0, nous avons :

loo T\ /2
mr(z) —m(r) = Op.s(hi) +Op.s ((%) ) ,  quand T — oc.

Preuve

Pour tout z € R?, on considére la décomposition suivante :

Qr(x) = (Mra(z) — Mmre(x)) — m(z) (Mra(z) — M () (2.2)

Ry (z) = —Br(z)(mra(z) — mra(z)) (2.3)

() — m(z) = g (z) — Cr(a) + Br(w) = Br(z) + QT(;BTT(ZT U o)
Br(x) = Cr(x) — m(z) = 222 oy

- T?LTJ ([E)
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Pour établir des résultats ponctuels et uniformes presque stire, nous avons besoin
d’une inégalité exponentielle pour des sommes partielles de différences de martingale

non bornées. Cette inégalité est donnée dans le Lemme 1.5.5

Dans la suite, nous donnons une suite des lemmes car la preuve est répartie en plu-

sieurs lemmes pour faciliter sa compréhension.

Lemme 2.2.1. Sous les hypothéses (H.0) (i), (H.1)(%)- (i) et (H.3)(iii), pour

tout x € R, on a :

) i log T\ /?
Mre(z) — mre(r) = Ops <( ;%Ld ) ) .
T

Preuve

Sous les hypothéses (H.0)(i) et (H.1)(i), comme P(||z — X¢|| < 0) = 0 et par

intégration par parties, on trouve :

1 1 J x—Xt
—_E[Z - —E|[| K dt
A = g Uo ( hr ) }
1 [0 - X
= 7 E[k‘( i >]dt
ht Jo hr
1 ) A
o [ r@dp (e - xi) < b aar
T JO 0
1 /0 A
) ([k(u)IP’(Hx—XtHShTU)]g‘—/ k/(u)P(HZE—XtHShTu)du)dt
T Jo 0

= ¢ f(x) (k:()\) - /0A u K (u) du) +0o(1)

— deyd f(a) (/OA Wk (u) du) +o(1). (2.5)
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Observez maintenant que :

fra(r) — Mra(z) = m /OT (z (i) K (9” - Xt)

el (55)m])s

- n]E[Zl()]Z/ (o0 (52)
afoor(2) s

- R S

ou (Lz(x));>1 est une séquence du différence martingale par rapport a la o-algébre
(F;)j>1. Alors il suffit de vérifier les conditions du Lemme 1.5.5 pour obtenir une limite
supérieure exponentielle permettant d’étudier le comportement asymptotique de la
quantité mrs(x) — mro(z). Comme premicre étape, par l'utilisation de l'inegalité de

Jensen et Minkowski, pour tout p > 2, remarquons que :

[E[Ly;(@)|Fi-l| < /T]le (IE Hl(Yt)K <x ;TXt) 8 U__j_2]p
+E [E Hl (V) K (3«“ ;TXt) P IE_a] m_Z] ;>”dt
< /. (E 0w w (45%) pmf

alefpoon (52 ) o

_ QP/TjleE Hl(Yt)K (x ;TXt)

Par l'utilisation de condition (H.3)(iii), il s’ensuit que, pour tout 7;_; <t < T}

p
7]
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presque stire

pour tout p > 2, on a :

o (252

p
|]:j2}

en outre, nous avons :

B[ xe (22 0ol

IN

+|

E

<|“—$||S>\hT

Col)e | K7

= roase (557)

p
yst,g] mz]

r— X
w (L) B Pl
[ x— X
e (1) (6175

|]'_j—2}

|y (1) = hyp ()] + [ (ﬂ?)\)

sup

xr —

X
hr t) |}—j_2} ’

ou Cy(z) est une constante positive. Par I'intégration par parties et 'utilisation du

condition (H.0)(i) en méme temps avec la condition (H.1)(ii), nous permet d’obte-

nir :

i

:E—Xt

T

)i

A
- / W) dP(|r — X\ < hru|Fps)
0

= [F(WP(lz — Xl < hrulFj-2)]

/0 (KY (WPl — X < hru|Fy—s)du

= cohd fir, , (z) (kz”(A)Ad— /0 ' ut (kP) (u) du) +o0(hg)

= deohf for, , (7) ( /0 ' w1 kP (u) du) +o(h). (2.6
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A
Supposons que le noyau k tel que / zd_lk(z) dz < oo et on prend B comme
0

A
/ P (2)dz < BP™!, pour tout T;_1 <t < T}, nous obtenons :
0

_X
B[ (5 ) 1| = den B0 )+ 00

Par conséquent :

p
\m] — Oy (2)deo B fur . (2) + o (D),

donnant :

E[LE, (2)\Fa]] = 27 0Cs (2) deo B b oz, , () +2° 6o ().
Donc :

B[ L ()| Fj—2]| = p!CF*0h[deyCsC () frry_, () + 0 (1)),

ot C3 = 2B. On considére la condition (H.1)(iii) et on pose la fonction f;r,_,(7)
sera bornée par une quantité déterministe by, ,25(x) telle que : T;_; < ¢t < Tj, on

peut prendre dj_, = 6h[dcoCsCyo(x)br,_, 25() + 0p.s (1)]. En outre, on a :
1 1<,

Y

1 n
= h% [d COCQ (QZ) 035 22: ij72,25 (LU) +o0 (1)

par l'utilisation de la somme de Riemann, on voit bien que :

n T
8> bry_yos(x) < / by o5 () dL.
j=2 0
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D’aprés la condition (H.1)(iv), il s’ensuit, comme T — oo, alors :

-
3

1 n
EERE PN
7j=2
1 T
S (Shgw |:d0002(£13) CST/ bt725($) dt+0(1)
0
= O0h4[dco Cy (z) C3 Das (z) +0(1)].
Donc, nous permet d’écrire :
Dn = (5nth[dcng(:c)CgD25(:L')—i—o(l)]

= O(Th).

A
Puisque E(Z(x)) = dco6hf f(x) (/ u ks (u) du) + o (h%), notons que : T, =
0

T = on et hp, = hp. Par 'utilisation de Lemme 1.5.5, pour tout ¢y > 0, on trouve :

(i (35)') = #(Eimte]-omaone (2)')

.

< expl (ME(Z1 (@) Pe(log T /Tubd,)

2Dn+2C’3n]E(Zl (flf))ﬁ()

(
., ﬁME%W®ﬂMMm}
< 2exp{ —

log T,
O (T, h4 1 -
m) (175 )

\
< 2exp{—Cy€l log T}
2

2
Cuef

Ty

ou (' est une constante positive. En prenant €5 convenable et nous utilisons le Lemme
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de Borel-Cantelli :

log T, 1/2
> nE(Z (z)) e (T(lgh%) ) < .

>

n>1

Z Lr;(z)

Alors, on a :

R B log T, 1/2
mra(x) — mra(z) = O ((Tngh%n) ) , D.S,

ce qui implique :

. - log T\ /2
mrpa(z) —mpa(x) =0 (( Ti%) ) , p.s. O

Lemme 2.2.2. Sous les hypotheses de Lemme 2.2.1, avec la fonction | prise pour étre

identique a 1, combinées avec les conditions (H.1)(it) et (H.2)(%), nous avons :

X logT 1/2
mri(z) — 1= 0ps(hr) + Oy (( Tid ) > '
T

Preuve

Remarquons que :
mry(z) — 1= (mra(x) —mra(r)) + (Mra(e) = 1) = Mra(2) + Mro(r),

les mémes procédures comme dans le Lemme 2.2.1 avec la fonction [ prise pour étre

identique & 1, il s’ensuit, selon les hypothéses de Lemme 2.2.1, que :

Mya(z) = O, ((%dj) W) . (2.8)

De plus, sous les conditions (H.0)(i), (H.1)(ii) et (H.2)(i) et par l'utilisation des
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formules (2.5) et (2.6) pour p=1ona:

Mypa(z)+1 = m /OTIET (K (I ;TXt> |ft_a) dt
1

ndcodhd f(x) (/0A u 'k (u) du)

X (dco h, (/0A w1k (u) du) /OT fris(z)dt +O(T th))

1 T
= Tf(ﬂf)/o fri—s(z)dt + 0 (1)

_ ﬁ (% /OT Foas(®) dt) +o(l)

= 140(1),

Mrs(z) = o(1), p.s. (2.9)

Combinons avec la formule (2.8) et (2.9), on obtient le résultat ce qui achéve la

démonstration. O

Lemme 2.2.3. Sous les hypothéses (H.0)(i), (H.1)-(H.3)(ii), soit v € R, nous
avons :

Br(z) = Oy.s(hy),

log T 1/2
_ B
RT(I’) = Op.s (hT (T—h%> .

Preuve On remarque qu’on peut écrire :

_ ra(x) —m(z)iry(v)  Br(z)
Br(z) = - = (@) (2.10)

d’aprés la formule (2.9), on a mp; (z) — 1 = 0,.4(1), donc il suffit d’établir que Bp(x) =
O,.+(h2). En effet, sous les hypotheses (H.0) (i), (H.2)(i) et (H.3)(i)- (ii), pour tout
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x tel que: f(z) #0,on a:

|Br(z)| = |mra(z) — m(z)mr,(v)]

s ), (2[roox (555 ]

—m(2)E [K (x ;TXt) |Ft_5]) dt‘

m /OTIE [E {(z(y;) — (@) K (“3 ;TXt> |3t_5,5} |ft_5} dt'

), oo (S5

< o i —min x| [TR [ () i
deohs- " um™ k() du
= o, min) = mis)] ndcoah%(fé)qg udlk(u))du)
X/OT ft,t_g(g;)dwou)‘
<

B AP ’% (% /OT Fous(x) dt) + 0(1)‘
= 0,.(h5). (2.11)

La deuxieme partie du lemme suit en combinant la décomposition (2.3) avec les for-
mules (2.8) et (2.11). O
Preuve du Théoréme 2.2.1

En combinant la décomposition (2.2) et la formule (2.8) avec le Lemme 2.2.1, on

Qr(r) = Oy <(%)m> : (2.12)

par conséquent, notre résultats suit de la décomposition (2.4) combinée aux résultats

trouve :

du Lemme 2.2.3 et de la formule (2.12). O
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2.3 Convergence uniforme presque siire

2.3.1 Hypothéses

Notre résultat uniforme est indiqué et prouvé sous les hypothéses supplémentaires
suivantes :

1
Pour 3 <7< 1, considérons I’ensemble compact suivant : By = {z € R¢: ||z|| < T},
ot ||.|| est une norme sur R :

(H.4) (i) Il existe une suite (ay) de nombres réels positifs telles que :

ERCEL

(ii) Pour tout 7' > 0 et tout a > 0,

sup |Dy(2)| < D < 0.
zEBT

(iii) Pour tout k > 2, la fonction hy est uniformément continue et bornée sur

I’ensemble Br.
(iv) La fonction f est bornée par une constante C > 0.

(v) 1l existe deux constantes s > 0 et u > 0 telles que, pour T assez grand :

1 < 1
a2 2T = Tltu’
T

(vi) Pour tout § > 0 assez petit, nous avons :

lim sup
T— 00 -'EEBT

T
ﬁ/o ft’t,(;(.ClZ)dt — 1’ = 0, p.S.

Commentaires sur les hypothéses

La condition (H.4)(i) est satisfaite lorsque nous considérons, par exemple, une va-
riable aléatoire réelle gaussienne de moyenne nulle avec une densité f et une va-

riance finie o2 et que nous prenons |z| < O (o (u logT)Y?) et ar = O (T~?/0?27T)
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avec v > wu. Les conditions (H.4)(ii) et (H.4)(iii) sont des versions uniformes des
conditions (H.1)(iv) et (H.3)(iii) respectivement. L’hypothése (H.4)(v) impose la

condition nécessaire pour utiliser le Lemme de Borel-Cantelli.

2.3.2 Reésultat uniforme

Le théoréme suivant donne la version uniforme de nos résultats.

Théoréme 2.3.1. Supposons que les hypothéses (H.0)-(H.4) restent vrai, de plus,

0N SUPPOSE que :

2y—1pd 2
T hoanp

e T = 0(1), quand T — oo. (2.13)

Alors, nous avons :

3 log T’ 1/2
i — =0,(h7)+Ops | | =——— d T — oco.
zselgi |y (x) — m(x)] b.s(hr) b, (Th%oz%) quan

Preuve

La preuve du ce théoréme a besoin de quelques résultats intermédiaires, que nous

donnons ci-dessous comme des lemmes.

Lemme 2.3.1. Sous les hypothéses (H.0) et (H.4)(i)-(v) avec la condition (2.13),

on a .

logT’ 1/2
7 — 1 =0, —_— , d T — oc.
xseulg |mra(x) — mra(x)| b, (Th%a%) quan 00

Preuve Soit i, ..., z,, étre une partition de I'’ensemble By de telle sorte que
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vr
nous avons : Br & U Br; avec Br; = {z: |z — x| < T v;'}. On observe que :
i=1

sup |mra(z) —mr2(z)] < max sup |mra(x) — mga(z)|
TEBT 1<k<vr LIJEBT k

- .
< lg%fgyi”zgfk [mra(r) — M)

+1£1}€a>§ |mT2(xk) mT72(:vk)\

+ max xigfk [ 2(z) — mro(z)l

= Hpy+ Hro+ Hrs.

De plus, pour tout 1 < k < vy et tous x € Bry, nous avons :

1 T — Xy
" EZ: () [ElZ, <xk>1/o “E)K( i )
(B2, (21)] — E{Zu ()

On applique l'inégalité de Cauchy-Schwarz et par la suite on considére les conditions
(H.0)(ii) et la formule (2.1), ce qui signifie qu’il existe une constante positive Cx de

telle sorte que :

el = gyt () - (4 ) o

o (o [ o)™ (e (52 e (55.5)

L 1/2 2 T 9 2 1/2
7 O B0 ( | dt)

5OKT’YVT 1/2 2
- mOps(]E [(1(Y0))7])-

IN

r — T
hr

IN
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On consideére 'hypothése (H.4) (i) en méme temps avec la formule (2.5), nous donne :

C’KTVy Vj_« ! O

o)l < = = Ons B [U0)%))

De plus, on a :

Bizo)] - Ez@) < 5[ 6

)

0Ck

(57 - () ]
K (x,;y) - K (x’“h; y) ‘ fly)dy

hr

IN

IN

50[( T V;l

< ;
hr

ensuite, nous prenons K est un noyau borné par une constante a;, nous obtenons :

@) < meTEreT ) 'ZW’K(M_Xt)'E[Zl(“”‘E[Z“”U”'dt
a0 I 9 2
< VTEZ, @)EIZ (xr) (7 [ worar)
T 1/2
x ( | Ezw) - E[zmwdt)
o\ 1/2
a15 1/2 2 5CKT7V;1
< O E ) (T (2 ))
alCKTVV;I

= LKL T 0, (EY?[(1(Y,))2).

2d+1_ 2
h7 ™ ag
Par conséquent, on a :

CKT7V7_11

Li(xy) + Lxg) < —
1( k:) 2( k) >~ h?rd—’—l()(%

(a1 + har) Op (EV2[(1 (Vo)) - (2.14)
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Maintenant, nous prenons vy = [ } et on considére le coté droit de 1’énoncé

2d+1 2
h7 ™ ag

(2.14) en méme temps avec le fait que E[({(Yp))?] < oo, nous obtenons :

Hpy = max sup |mpa(x) —mre(z)| = Op,S(TW_l), quand T — oo, (2.15)
1<k<ur 2eBy

remarquons que :

) s = gy 8100 (1 (57) e (%)

ARz, E [“”)K ( h_TXt>

De maniére analogue a Hr 1, nous permet de trouver que :

Hrs= max sup |mra(xg) —mre(z)| = Op,s(TV’l), quand T — oco.  (2.16)
1<k<vrp CEGBTJC

Pour traiter le terme Hrp o, nous procédons de la méme maniere que dans la formule
(2.7). On considére les hypothéses (H.4)(ii)-(iii), et notons 7' = T,, = on, hy =
hr,, vr = v, et ar = arg,, cest-a-dire que D,, = O (T, h%n) uniformément en
x € Br. En outre, en supposant les hypothéses (H.4)(i) et (H.4)(iv) sont vraies,

pour tout 7"> 0, on a :

inf E[Z,(z)] > 5thnOzTn + 0 (h%n) et sup E[Z;(z)] < C5thn + O(thn),

zEBT TEBT

. T logT, \? :
par conséquent, prenons v, = > 5dr1 eter, =€ | 7775 | -on obtient :
Q. th T, thO‘Tn
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n

> Loj(ax)

J=1

VTn
P ( max |mra(xy) — mra(xg)| > eT) < ZIP’ (

1<k<v
== k=1

> er, (nE[Z, (%)]))

SR SR -2 L) -
= TR O @) + O nE{Z (e,
(
62n?h# a2 e2(log T, /T,,h- o2 )
S 2VTn eXp< _ n n n n1/2
d log Ty,
(
20 ((T,,h&.)?) log T, ) T, h
< 2vp,expq — %0 (117, ) loe T 7;72
O(T,he- ) 1+c( log T )
L n Tn Tnthna%n
(
e2log T,
< 2vur, expy — 2
log T},
\ (”C(—Tnh%na%) )
2(T, /o, b, )
< €20
T’
B 2
o, W2

pour 6 sont des constantes positive. En vue de 'hypothése (H.4)(v) combinée avec

le Lemme de Borel-Cantelli, nous permet d’écrire :

d 2
1<k<vr Th o,

. - logT' 12
max |Mmy(zr) — mre(zr)| = Op.s , (2.17)

en combinant les formules (2.14)-(2.17) avec la condition (2.13) pour obtenir la preuve

de ce lemme. O

Lemme 2.3.2. Sous les hypothéses de Lemme 2.5.1, avec la fonction | prise pour

étre identique a 1, combinées avec les conditions (H.1) (i) et (H.2)(), on a :
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sup |mpa(x) — 1| = 0,4(1), quand T — oo.
TEBr

Preuve

Puisque :

M (2) = 1= (mra(2) = mra(2)) + (M (2) = 1) = Bra(2) + Rea(2).

En procédant comme dans le Lemme 2.3.1, avec la fonction [ prise pour étre identique

a 1, cela veut dire que, sous les hypothéses de Lemme 2.3.1, donc :

R . log T 1/2
sup |Rpi(z)| = sup |[mri(z) — mra(2)| = Ops | | 75— : (2.18)

zeBT zEBT Th%OéT

De plus, sous les assomptions (H.0)(i), (H.1)(ii) et (H.4)(vi), suivant des étapes

similaires pour établir la formule (2.9), on trouve :

sup |Rrp(2)] < sup | / fraios(z ‘+ops(1) = 0,,(1), (2.19)
zEBr rEBT f
en combinant la formule (2.18) et (2.19). nous obtenons la preuve. O

Lemme 2.3.3. Sous les hypothéses (H.0)(ii), (H.1)-(H.3)(ii) et la condition
(2.13), pour tout x € R, on a :

SUBP |BT(x)| = Op.s(hg“)a (2.20)
xebr
log T 1/2
R =0, | 1 . 2.21
sup 1Br(z)] ( <Thg£aT> (2:21)

Preuve

A partir du Lemme 2.3.2, il est facile de voir que inf 7y (z) = 140,4(1). On conidére
xE€Br

la formule (2.10), il suffit d’établir que : By(z) = O,.(h2). Sous les hypothéses
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(H.0)(ii) et (H.3)(i)-(ii), par les mémes arguments que dans la preuve de Lemme

2.2.3, pour tout z, alors nous avons :

1
f(x)T

Brle)] = lioa(e) = mia)inra ()] < Y|

/OT fri—s(x)dt + 0(1)‘ )

Par conséquent, en vue des hypothéses (H.4)(i), (H.4)(vi), nous permet d’écrire :

1
f(@)T

/0 @)t 1‘ +14 0(1))

sup |BT(x)] < hé% (sup

zEBT zE€BT

= Op-s (hg)

La deuxiéme partie du lemme suit en combinant la décomposition (2.3) ainsi que les
formules (2.18) et (2.20). O
Preuve du Théoréme 2.3.1 Utilisant la décomposition (2.2) avec le Lemme 2.3.1

et la formule (2.18), il s’ensuit que :

sup [Qr(@)] = 0, [ (225 )" (2.22)
wep TN = e\ T 2] '

par conséquent, la décomposition (2.4) combinée avec les résultats de Lemme 2.3.3 et

de la formule (2.22) permettent d’aboutir au résultats recherché. U
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Chapitre 3

Normalité asymptotique d’estimateur
de la fonction de régression d’un
processus stationnaire a temps

continu

Aprés 'étude de la convergence presque siire de notre estimateur, une autre question
se pose alors, celle de la vitesse de convergence de ce estimateur. Le théoréme central
limite nous donne une normalisation en /n. Dans ce chapitre, nous allons donner
un théoréme permettant d’etablir cette normalite asymptotique dans le cadre des
données ergodique. Ces résultats ont été proposés principalement par Sultana Didi et
Djamal Louani (2014)[23]. Ce chapitre est divisé en deux sections, nous regroupons
dans la premiére section I’ensemble des hypothéses utilisées pour établir la normalité
asymptotique et le résultat principal de ce chapitre et dans la deuxiéme section on

verra la démonstration détaillée de notre résultat.



CH. 3. Normalité asymptotique d’estimateur de la fonction de régression
42 d’un processus stationnaire a temps continu

3.1 Notations et hypothéses

Pour un nombre réel positif § tel que : n = — € N, on considére la J-partition

)
(Tj)1<j<n sur lintervalle [0, 7. De plus, pour tout ¢ > 0 et § > 0, considérons

les o-algebres : Gy = o((Xs) : 0 < s < t), F; = o((Xs, Yy) : 0 < s < 1), et
Sis =0((Xs, Y);(X,):0<s <t, t <r <t +49). Chaque fois que s < 0, G,
et F, se présenter comme des o-algeébres triviaux. Pour j € N, désignons G; = Gr,
et F; = Fr,. Pour § est une variable aléatoire réelle et tout & € IN, nous définissons
la projection Py par Pré = E[¢|Gk] — E[¢|Gk_1], ot E[¢|G] signifie que I'espérance
conditionnelle de ¢ sachant le o-algébre G.

Les hypothéses qui permettent d’établir la normalité sont les suivantes :

(A.0) (i) K est un noyau symetrique borné non négatif d’ordre 2 a support compact
tel que : /K(z)dz = 1, et satisfait /zfl 20K (2)dz = 0, ot .. .,
ag €N+ +ag=17, j=1,2, et /HzHQK(z)dz < 00.

(ii) Il existe une fonction intégrable différentiable non negative k sur le support

[0, c1)] telle que : K (u) = k(||u||), et / w2 (u)du < 0.
R

(A.1) (i) Pour tout 0 < s < t < T, il existe ¢y une constante positive et une
fonction aléatoire non negative continue et bornée f; ; defini sur R telle

que, presque sirment,
P75 (X, € S,x) = P(||X;—x]|| < r|F) = cor®fio(x)+o(r?), quand 7 — 0,

(A.2) Pour tout 6 > 0 et tout s, t tel quet € [0, T]et t <s<t+J,ona:

(i) E[Y[S,s] = EV,|X,] = r(X,) ps.

(ii) Il existe deux constantes 3 > 0 et c3 > 0 telles que, pour tout (u, v) € R*,

[r(u) = r(v)] < eslfu—vl|”
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(iii) E[(Y,—7(x))%S] = E[(Y,—7(x))?|X,] = Wy(X), de plus la fonction Wy (x)

est uniformément continue au voisinage de x e :

sup  |Wa(u) — Wa(x)| = o(1), quand hp — 0.

|[u—x[|<hT

(iv) Pour tout o > 0 assez petit, E[|Y;|>7®] < oo, et la fonction Wo,o(u) =

E[|Y; — r(x)[*"*|X, = u] est continue au voisinage de x.

3.2 Normalité asymptotique
Le résultat principal de ce chapitre est donné dans le théoréme suivant :
Théoréme 3.2.1. Sous les hypothéses (A.0), (A.1) et (A.2), lorsque :
: B dyy _
Th_rgo hy(Thy)? =0,

pour tout x € R? tel que f(x) #0, on a :

(ThWV2(Fr(x) — 1(x)) D N(0, Z2(x)), lorsque T — oo.

Corollaire 3.2.1. [2/] Pour tout 6 > 0 et t > 0 sur lintervalle [0, T, considérons la

o-algebre G, = o((X,) : 0 < s <t), il eziste une quantité g telle que :

T, 2
gigr?(x) = </T ft,T”(X)dt) _

En utilisant la somme de Riemann, cette quantité peut étre approchée, donc la somme

1 .
=¥ ¢V (x) a une limite finie, lequel est :
n

Elg7 " (x)] = </O§ f(X)dlt)2 = 0" f(x). (3.1)
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T
Corollaire 3.2.2. [2/] Pour § un nombre réel positif tel que : n = 5 € IN, Pour tout

d >0 ett >0 surlintervalle [0,T], ce qui signifie que :

%i < /T T ftyTi_Q(x)dt> = E ( ToTl ft(x)dt> +o(1)

- /OE(ft(X))dt—i—o(l)
= §f(x)+o(1). (3.2)

Preuve du Théoréme 3.2.1 Pour prouver notre résultat, introduisons d’abord les

Zi(x) = /06K (X ;Txt) dt.

Pour 7 = 1,2, nous avons :

Pr(x) = 21 Z / By K ( hTXt) [Fildt

puisque P(||x — X4|] < 0) = 0, on fait 'intégrale par parties et on considére les

deux notations suivantes :

hypothéses (A.0)(i) et (A.1)(i), permettent d’obtenir :

g - ][ (55%) o
- b bR

1 A
—— / k(uw)dP(|[x — Xe|| < hou)dt
0 0

h

hr

1 A

5
T <[k(U)P<HX = Xl < hrwl - /0

= o0 f(x) (k()\))\d—/:udk’(u)du) +0(1)

= deod f(x) (/OA ud_lk(u)du) +0o(1)

= ng(Sf(X)TO +0(1), (33)

E(u)P(|[x — Xy < hTu)du) dt
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A
ol Ty = ( / ud_lk(u)du). Considérons maintenant la décomposition suivante :
0

Qr(x) = (Fra(x) — Fra(x)) — r(x)(Fra(x) — Fri(x)) (3.4)
Rp(x) = =Br(x)(fr1(x) — Frai(x)) (3.5)
(%) = 7(x) = Fr(x) — Cr(x) + Br(x) = Br(x) + QT(};)TI jT(X), (3.6)

ou

Br(x) = Crl) — ) = 22— ()

se présente comme le biais conditionnel. Observe que :

_ Pra(x) —r(x)Pr(x) | Br(x)
Br(x) = (%) = (%)’

les hypothéses (A.2)(i)-(ii) et la formule (3.2) permettez-nous d’écrire :

Brix) = mz /TZE:(Yt—r(X))K (55 ) 17t

— m 2: /T T E :E {(Yt —r(x))K (X ;TXt> |3t_5,5} |E_2] dt

1 noT x— X,
< w0 S [ [k ([ ) 1]
— 1 n T; p hd »
— ndécoToh%f(x) HU—SE\I;;LT |r(u) —r(x)| ; /Ti_l cotohg frr_y(X)
h 1 < [T
- s (25 [ o)
= Ok, (3.7)

Ensuite, nous devons montrer que :

Tr1(x) L 1, quand 7T — oo.
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Remarquons, d’aprés la formule (3.2) que :

Fra(x) = maéigjéijfiE;K<X;;Q)Lﬁq}ﬁ

-z & ()]

1 i T . .
- nd5co7'0hf}f(x) ; /Ti_l(dCOTOhTft’Tig (x) + O(h7))dt

1 JIR 4
= i) (ﬁZZI/TI ft,Ti—Q(X)dt> + O(hz)

= 1+0(1), (3.8)

X—Xt
hr

avec les formules (3.7) et (3.8), nous avons ainsi prouvé que :
(T4 Br(x) = O (W(Th)'2). (3.9
I1 nous reste a déterminer la limite de Rp(x), selon la décomposition (3.5), le seul

point restant concerne le comportement asymptotique du terme (7r;(x) — 771(x)).

Nous avons besoin la décomposition suivante :

Pra(x) —fri(x) = m g /TT1 <K <X ;TXt) e {K (X ;TXt> ’E_ZD o
:gﬁéﬁﬁgkmw,

& -X - X
ou xri(x) = / K X ) _E|K X i |Fi_a| | dt. Il est facile de vérifier
Ti—1 hr hr

que la suite des variables aléatoires {xr,(x)} forment un tableau triangulaire des

différences de martingales. Par les inégalités de Markov, Burkholder et Jensen avec

le fait que : (o + b)? < 2a? + b%, pour tout € > 0, il existe une constante Cy > 0 de
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telle sorte que :

P(|fri(x) = Tra(x)| >¢€) = P (

A
)
=3
N |-
=
1
N
I 3
- I
>
N
2
N———
L™

IA
9
*1[M]=
=
%

IA
3
=
B
s\i
/—\
/—\
>
|
2
N——

IN

o / (UX;?))
(EM )]
2 B () )

62 m&g(i( Dk Z/TE[’f( e

T
Ensuite, de fagon similaire a la formule (3.3) avec les hypothéses (A.0)(ii)-(A.1)

N\_/
QL
~

IN

sont vérifiers, nous obtenons :

P(|rra1(x) = Tra(x)| >€) < /dchf
(1) = Fra()] > o Ez(nd%&oh Z oh

X (/0A vd_le(v)dv)
= e2ThdszDT 27(x) </ A d_l’“Q(”d”)
= 0 (Tih%) , (3.10)

En combinant maintenant la décomposition (3.5) les assertions (3.9) et (3.10), il
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s’ensuit que :
d\1/2 h?

Par I"utilisation de la décomposition (3.6) et les conditions (A.2)(iii) et (iv), il reste

ensuite & établir le comportement limité du terme Q7(x), notons que :

(Th{)*Qr(x) = (Th§)"(ralx) = Fra(0) + r()(Fra(x) = Fra(x))
LN @ (=X
= LR / {(Yt <”K< = )

|0 - ey () 17| e
= iZ:;fT,i(X)-

Observons d’abord que :

d\1/2 T; X — Ay
ST,i(X) — nT,i(X)_E[nT,i<X)"E—2]7 ou nT,i(X) = —TE]]Z;[}LZTR(X)] /T (}Q—T(X))K ( hTX ) dt

De plus, on voit facilement que, ({7;(x))1<i<n est une séquence de différences mar-
tingale par rapport a la suite de o-algébre (F;_1)1<i<n. Par conséquent, nous devons
vérifier les deux assertions suivantes :

(8) SB[ (x)| Fiea] = 22(x)

(b) n]E[f%i(X)]I{KTJ(X)‘X}] = o(1), vérifier, pour tout € > 0,

qui sont nécessaires pour établir la normalité asymptotique des suites de différences de
martingales & temps continu (voir, par exemple, Hall et Heyde (1980)). Tout d’abord,

nous observons que :

n

D E [17:(0)|Fia] = DB 61,01 Fio]

i=1

Notez que pour T;_; <t <Tj, nous avons F;_y C S;_s.

Par conséquent, en utilisant les conditions (A.2)(i) et I’énoncé (3.3), nous permet
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d’écrire :

ElmIFal = [ [ B o ook (520 17

_ % /T T E []E {(Yt —r(x)K (X ;Txt) \Stm} ’.7:12} dt‘
- ndc(;f?;zgh% /:11@ []E [(r(xt) —r(x))K( - )I& 56} | Fi- 2} dt‘

(Th)' /Ti sup  |r(v) — r(x)|E [k( )IE_Q] dt

ndeood f(X)hG J1, | jx—v<hr

X—Xt
hr

IN

d’aprés 'utilisation de la conditions (A.2)(ii) on peut obtenir :

1\ 1
EmlFl < (7)) gy, )~
T;
X /T ([k(w)P(||x — X¢|| < houlFi2)]o

A
—/ k’(u)]P’(Hx = Xyl| < bl Fro)du)dt
0

— <%>1/: 570f (/ lftT L (x)dt +o(1 )) /O/\udlk(u)dudt
- (1) i (/Ti_l fr o +olD).

Ainsi, par la formule (3.1), nous avons :

26-+d 2
= 5£sz (%Z( fer_,(x)d > ) +0(h%+2ﬁ>

=1

n

Z (E [n7,i(x) |E’—2D2

=1

- - 2 d+2
- (Zf( ))25171 Zl (977209) o (1)

20+

= e 907 09] o (1)

= 0 (h?%) )
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La formule (a) suit, & condition que :

Par 'utilisation d’inégalité de Jensen, on trouve :

>

(nE[Z1(x)]) Ti s T

mﬁ / <Y () ( ‘TXt) dtmz] |

Bl (IF ] = — T g ( [ (X‘Xt)dt)Qrm]

>

d’aprés la condition (A.2)(iii) et en observant que, pour tout 1 < i < n, pour tout

te[Tioy, Til,ona Fiy CSis:

IN

S Bl WIFa] < ot Y [ e e () 17
- —(nE[ZiL?X)])2 Z:/TT_E :IE [(Y; — r(x))?|S,—s] K (X ;TXt> ;Fm} dt

17T
Thd
nE21 /Ll {Wz ( hr )|}—1 2](#

= Irpi(x) + IT,Q,i(X% (3.11)
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considérant la condition (A.0)(i), ce qui donne :

X—Xt
hr

) |E-_2} dt

[ Ir1:(x)|| = n]EZl Z/ {m X,) W2(x))k2<

The. “
- (nE[Z1(x))? uv—xuthWQ Wl |Z/

< [ R = Xl < hry|Fis)t
R

Thi.
= y sup |Wa(v |Z
(ndcoToéhTf( )) lv—x||<hr

/ C(RP@P(x — X < hrul Fr)])

Ti—1

A
- / (K2Y ()P (| — Xo| < hru| Fig)du)dt

0

STt |, (Z/ funalx dt)

Par conséquent, en procédant comme pour la formule (3.2), nous obtenons
-[T,l,i(x) = O(].) (312)
De plus, on a :

Irpi(x) = (dcm;{zx flbd Z/ [ (

Wa(x) 1
(dcoro f(x))* nh 4
(x)

LK
/ /k2 YAP(||x — X4|| < hp|Fiso)dt
X
" Sl ol [ (R £ hrin
0170

- [ - X < arul7 2>du) p
= ¢ g =112 (00\ du 1 o rh .
T bdey (of (x))° / k= (u)d (";/T_l fom s ( )dt),

Ainsi, procédons de méme que pour la formule (3.2) avec un passage a la limite, il en
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résulte que :

A
Irsi(x) = Wa(x) )/ u™ 'k (u)du  quand T — oo. (3.13)
0

deoré f(x
Par conséquent, les assertions (3.12) et (3.13) donnent :

n

Jin Sl IF] < s [, p

=1

Concernant la preuve de (b) : En utilisant les inégalités de Holder, Markov, Jensen

et Minkowski, pour tout € > 0 et pour p et ¢ tels que : 1/p+ 1/¢ = 1, on trouve :

B, (e 0]l < (EIELED " P{leri(x)] > €)'

< €PUPE [[eri(x))*]

< e L, oo (45)
_E [(Y; —r(x)K (X ;Txt) mzl ; dt]

< " [Zin// B [ e (S5 )|

I o (5t

- RN
xE [k;2q( X_—TXt )1dt

- (jgh;ﬂx)/) / im(x) + o) (R (w)B(lx - X, < hru)l)
_ /0 Y2 (P — Xo|| < hpo)du)dt

< 20pc (TWay(x) + (1)) /0 P ),

(deo)?r-trg " Tahy ™ f20-1 (x)
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Par conséquent, les hypothéses (A.1)(i) et (A.2)(iii) impliquent que :

22q.—2q/p

(deo)21=1 g (The )1~ f (x)
10) ((ThT)_(q_l))

A
nE[&E; () er,co>a] o (Wa(x) +0(1)) /0 u R () du

Donc, Nous avons terminé la preuve de la partie (b). En fin, nous avons
(Thr)'2Qr(x) 2 N(0, T2(x)) (3.14)

qui compléte la preuve du notre théoréme. 0]
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Conclusion

Au cours de notre mémoire de fin d’études. Nous avons traité un cadre de travail
relatif a 'estimation non parametrique par la méthode du noyau notamment dans le
contexte de la fonction de régression de processus stationnaire et de nature ergodique
spécialement au temps continu.

Une section a été consacré a la présentation de cet estimateur a noyau liée a la
théorie ergodique qui prend un grand role dans notre étude. Puis dans ce travail on
s'intéresse aux comportements asymptotiques pour établir la propriéte forte : 'une
de convergence ponctuelle et 'autre de convergence uniforme presque siire avec des
vitesses de convergence par 'utilisation d’une inégalité exponontielle basée sur une
séquence de différences martingales en liaison avec des techniques de projection sur
des tribus. Ainsi qu’analyser la normalité asymptotique de cet estimateur sous les
conditions de I'ergodicité. Les résultats qui ont été obtenus sur I’estimation a noyau de

régression en temps continu peuvent étre généraliser au cas des données fonctionnelles.
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