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Introduction

Il est établi que dans 1’évolution de certains systémes physiques, écono-
miques, biologiques, dynamiques des populations ou de controle optimal-utilisant
des équations différentielles ordinaires ou aux dérivées partielles la réponse du
systéme dépend généralement de son état présent, cependant dans plusieurs
applications la réponse peut étre retardée ou dépendante de son histoire passée.
Dans ces deux derniers cas on parle d’équations différentielles fonctionnelles.
Pour en savoir plus sur ce type d’équations le lecteur intéressé peut consulter
le livre de Hale[15] et celui de Miller et Ross[!8]. D'une maniére générale les
retards apparaissent a cause du temp nécessaire pour que le systéme réponde
a une certaine évolution ou parcequ’'un certain seuil doit étre atteint avant
que le systéme ne soit activé. Dans ce mémoire on s’intéressera aux équations
différentielles fonctionnelles semi-linéaires perturbées et plus précisément aux
résultats d’existence de solutions faibles et extrémales fables. Ces résultats
sont basés sur la théorie des semi-groupes et sur 'argument du point fixe. Le
mémoire est organisé de la facon suivante : Le chapitre 1 est consacré aux no-
tations et définitions ainsi qu’a certaines notations préliminaires et théoémes
du poit fixe. Dans la section 1, il s’agira de notations concernant les espaces
fonctionnels et de certaines définitions (fonction de Carathéodory, ensemble
relativement compact, application complétement continue, fonction Bochner-
intégrable). Dans la section 2, on parlera des semi-groupes : semi-groupe de
classe Cj et semi-groupe intégré. Dans la section 3, il s’agira de quelques théo-
rémes de poit fixe, on s’intéressera surtout au théoréme de Burton et Kirk[31].
Dans la section 4, on citera trois modeles a retard. Dans la section 5, on ci-
tera deux exemples d’opérateurs & domaines denses. Le chapitre 2 est consacré
aux équations différentielles fonctionnelles semi-linéaires perturbées a retard
fini, définies sur des intervalles compacts réels avec des opérateurs a domaines
denses. Dans la section 2, il s’agira de la recharche des solutions faibles. Dans
la section 3, il s’agira de la recharche de solutions extrémales faibles, on se

basera sur le concept des sous et sur solutions. Dans la section 4, il s’agira
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d’appliquer les arguments utilisés dans les sections précédentes a la controlabi-
lité des équations différentielles fonctionnelles semi-linéaires perturbées. Dans
la section 5, on donnera un exemple illustrant la théorie abstraite. Le chapitre
3 sera consacré aux équations différentielles fonctionnelles semi-linéaires per-
turbées de type neutre a retard fini et ot 'opérateur A est densément défini.
Dans la section 2 il s’agira des l'existence de solutions faibles, on s’intéressera
au cas o A génére un C-semi-groupe et on appliquera le théoéme de Burton

et Kirk[31]. La section 3 sera consacrée a un exemple d’application.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Notations et Définitions

Soit J := [0,b] un intervalle compact de IR. On note par (F,|.|) un espace
de Banach réel. C'(J, E) est I'espace des fonctions continues de J dans F muni

de la norme infinie
[Ylloo = sup{ly(t)| : t € J}.

B(FE) est I'espace de Banach des opérateurs linéaires bornés de £ dans £ muni

de la norme
1Al By = sup{|Ay] [yl = 1}.

soient F et F' deux espaces de banach.
Définition 1.1.1. Une application f : J x E — E est dite L'-carathéodory
st :

1. t— f(t,y) est mesurable pour tout y € E.

2. y— f(t,y) est continue p.pt € J.

3. Vk > 0,3h, € L'(J,IR,) telle que :

[f & y)l < h(t), VE € J, Vy € Eet |y <k.

Remarquons que la condition 3 implique que t — f(t,y(t)) est L' — intgrable.

Théoréme 1.1.1. [1/] un sous ensenmble M C C(J, E) est relativement com-
pact ssi :
- M est équicontinu i.e. Y& > 0,30 > 0 Voy,20 € J |1 — 22| < § =

|f(21) — f(ao)| < €V f € M.

— pour x € J, l'ensemble f(x): f € M est relativement compact dans E.

6
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— M est uniformement borné i.e. Ib > 0 tel que ||f|lcc < bVf € M.

Définition 1.1.2. Soient E et F' deux espaces de Banach, f : E — F une
application. f est dite complétement continue si :
— [ est continue.

— Limage par f de tout borné B de E est relativement compact dans F'.

Définition 1.1.3. Une fonction mesurable y : J — E est dite Bochner-
intégrable ssi la fonction scalaire t — |y(t)| est Lebesgue intégrable. On note
par L'(J, E) l'espace de Banach des fonctions mesurables y : J — E qui sont

Bochner-intégrable normées par :

b
Iyl = / (D).

pour les propriétés des fonctions Bochner-intégrables voir par exemple [19]

1.2 Semi-groupes

On définit deux types de semi-groupe, les semi-groupes fortement continus,
appelés aussi Cy-semi-groupes et les semi-groupes intégrés. Pour plus de détails

sur la théorie des semi-groupes le lecteur intéréssé pourra consulter[29][11][7][1]

1.2.1 C(Cj-semi-groupes

oit I/ un espace de Banach réel ou complexe muni d’une norme notée ||.
Soit de B h réel 1 d’ t ,

B(E) est I'espace de Banach des applications lineaires continues de E dans E.

Définition 1.2.1. [17] On appelle Cy-semi-groupe un opérateur sur E, une

famille parametrée {T'(t)}i>0, verifiant les propiétés suivantes :

(i) T(0) = I application idetité dans B(E)

(i) T(t+s) =T(t)T(s) pour tout t,s >0

(iii) limy_o7(t)x = = pour tout x dans E.

Définition 1.2.2. [17] On appelle générateur infinitésimal du Cy-semi-groupe
{T'(t)}+>0, un opérateur A défini par :

A — i LT~
t—0

, pour x € D(A)

ot D(A) ={x € E : lim;_, T(t)ffx eziste dans E } appelé domaine de A.
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Remarque : Il est clair que le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe
est un opérateur linéaire.
Exemple : [17] L’espace
Cup([0, +00[,IR) = {f : [0, +00o[— IR; f uniformement continue et bornée}
muni de la norme

[fllo, = sup |f(@)]

a€[0,400[
est un espace de Banach.
Soit f: IR — C, t > 0 et soit :

(T(t)f)(a) = f(t+ @),Vt > 0et a € [0,400].

Evidemment 7'(¢) est un opérateur linéaire, et en plus on a :
L. (T(0)f)(o) = f(0+ ) = f(a). DancT(0) = I;
2. (Tt +s)f)(e) = f(t+ 5+ ) = (T f)(s + ) = (TH)T(s)f)(a),
Vf e Cw. DancT(t+s)=T(t)T(s), Vt,s > 0;
3. Ty [T(8)f = Fllcy, = limesofsuppeiy |t + ) = F@)]} =0,
Vie Cp.
Par conséquent {7'(t) }+>o est un Cy-esmi-groupe d’opérateurs linéaires bornées
sur Cy, nommé le Cy-semi-groupe de translations & droite de f par ¢.

On définit de méme le semi-groupe de translation a gauche de f par t par :

fla—=1t) si (a—1)>0

(T(t)f)(a) = { f(O) si (a — Zf) < 0.

On note par SG(M,w) 'ensemble des Cy-semi-groupes pour lesquels il existe
w>0et M > 1 tels que :

|T) < Me?*  Vt>0

SG(M,w) est appelé ensemble des semi-groupes exponentiellement bornés.
Si w =0 on dit que {T'(¢) }+>0 est borné.

Si de plus M =1, {T'(t) }+>0 est dit semi-groupe de contraction.

Si||IT(t)x]| = ||z||, Yt > 0et x € E, {T(t)}+>0 est dit isométrique.

On note par :
p(A) ={\ € C: (M — A)~! existe et continue}

I’ensemble résolvant de A.
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L’application :
R:p(A) — L(E)
A= RO\ A) = (M — A)7!
est appelée application résolvante de A.

Lemme : Pour tout x € Fett >0, on a

lim — / s)xds = T(t)x

h—0 h

Proposition 1.2.1. Propriétés d’un semi-groupe de classe Cy avec A son gé-

nérateur infinitésimal

(i) Pour toutx € Eett>0, on a

/tT(s)xds € D(A)

A/ s)xds =T(t)r — x

(ii) [17]soit {T(t)}i>0 € SG(M,w) et A son générateur infinitésimal, alors
lapplication :
[0, +00[— E
t— T(t)x
est dérivable sur [0, +oo] pour tout x € D(A), et on a :

%T(t)x =T(t)Ax = AT (t)x,Vt > 0.

(iii) Pour tout x € D(A)ett >0, s >0,

T(t)z — T(s)x = / t T(r)Azdr = / t AT (r)adr

s

Nous allons maintenant énoncer un théoréme important reliant le semi-groupe

a la résolvante de son générateur infinitésimal.

Théoréme 1.2.1. [17] Soit {T(t)}+>0 un Cy-semi-groupe sur un espace de
Banach E, A son générateur infinitésimal et soient w > 0 et M > 1 deux
constantes telles que :

|T(t)]| < Me** )Vt > 0.

pour le générateur A on a les propriétés suivantes :
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— Si telle que : R(\)x = fo e T (s)xds existe pour chaque v € E, alors :
Ap(A) et R(A\, A) = R()).
~ si Re(\) > w, alors :dep(A) et RINA) = [T e T (s)x.
~ [|[R(\, A|| < 235, pour tout Re(\) > w.
L opérateur :
R:R,— D(A)

A= / e MT(s)xds, v € D(A)
0
est appelé transformé de Laplace du semi-groupe
{T(t) }1>0 € SG(M,w) avec R, ={\ € C : Re(\) > w}.

Pour plus de détails voir [7]]

1.2.2 Semi-groupes intégrés

Définition 1.2.3. [7] On appelle semi-groupe intégré sur E une famille {S(t) }+>o,
verifiant les conditions suivantes :

(i) S(0) =

(i) t— S( ) est fortement continue.

(iii) S(¢ fo (1 +s) — S(7)]dr pour tous t,s >0
Définition 1.2.4. Un semi-groupe intégré {S(t)}i>o est dit non dégénéré si :
S(t)r=0=2=0,vt > 0.

Définition 1.2.5. [7] On appelle générateur infinitésimal d’un semi-groupe
intégré {S(t) }i>o0, un opérateur linéaire A : D(a) — E défini par : x € D(a) et
Vit >0, ona:

S(t)r —te = /t S(r)Azdr

ou par dérivation
S'(t)x —x = S(t)Az, Vit > 0.

Définition 1.2.6. /7] On dit qu’un opérateur linéaire A verifie la condition de
Hille-yosida s’il existe deux constantes M > 1 et w > 0 telle que :(w,+00) C
p(A) et pour tout X € (w,+00) :

M

ROA|S s e

Un cas spécial important est lorsque le semi-groupe intégré est continu locale-

ment lipschitzien.
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Définition 1.2.7. [7] Un semi-groupe est dit continu localement lipschitzien

st 2 pour tout T > 0 il existe une constante positive K telle que :
‘S(t)—S(S)‘SK’t—SL vt,SE[O,T]-

Définition 1.2.8. Un opérateur A est dit générateur d’un semi-groupe intégre,
s’il existe w € IR tel que Jw,+00[C p(A) et il existe une famille fortement
continue, exponentiellement bornée {S(t)}i>o d’opérateurs linéaires bornés telle

que :
S(0)=0et (M — A = /\/ e MS(t)dt pour tout A > w.
0

Si A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe intégré {S(t) >0 qui est
continu localement lipschitzien , alors d’aprés [7]], S(.)x est continument diffé-
rentiable si et seulement si x € D(A), et {S"(t)}1s0 est un Co-semi-groupe sur
D(A). Le théoeme suivant montre que la condition de Hille-Yosida caractérise

les générateurs des semi-groupes continus localement lipschitziens.

Théoréme 1.2.2. [11] Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. A satisfait la condition de Hille-Yosida .

2. A est le générateure d’un semi-groupe intégré continu localement lipschit-

21en.

Pour plus de détails sur la théorie des semi-groupes intégrés le lecteur intéressé
peut consulter[11][7]

1.3 Quelques théorémes du point fixe

Dans cette section, nous donnerons quelques théorémes utilisés dans la
résolution des équations différentielles par ’approche du poit fixe. Pour plus
de détails sur cette approche le lecteur pourra consulter [20)]

Soient E un espace de Banach muni de la norme |.|, 7" : E' — E une application.

Définition 1.3.1. On dit que T' est une contraction sur E, s’il existe un réel
A €]0,1] tel que :
|Tx — Ty| < Mz —y|,Vz,y € E.

Un élément x est dit point fize de T si : Tx = x.

Dans notre cas on utilisera le théoréme suivant did o Burton et Kirk.
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Théoréme 1.3.1. [71] Soient E un espace de Banach, F' et G deuz opérateurs
de E dans E satisfaisant :

1. G est une contraction.

2. F est complétement continu.

Alors :
Ou bien [’équation y = F(y) + G(y) a une solution.
Ou bien l'ensemble H = {u € E : u = AF(u) + AG(%),\ €]0,1[} n’est pas

borné.

Définition 1.3.2. Une sous ensemble fermé non vide C d’un espace de Banach

E est dit cone si :
1. c+CccC
2. \C Cc C,VX > 0.

3. {=C}n{C} = {0}.

Un cone C est dit normal si ||.|| est semi-monotone sur C c’est a dire s’il existe
une constante N > 0 telle que ||z|| < Nly||, lorsque x < y. Pour plus de détails
sur les cones et leurs propriétés voir[S][70]. On munit l'espace C(J, E) de la
relation d’ ordre < induite par le cone rqulier C de E, c¢’est a dire pour tout
v,y € C(JLE) :y <7 ssi y(t) —y(t) € C YVt € J. Dans tout ce qui suit on
suposera que le cone C est regulier. Pour plus de détails sur les cones et leurs
propriétés voir[S[[70]. Soient a,b € E tels que a < b. Alors lintervalle [a,b]
est l’ensemble de poits de E défini par :[a,b] = {z € E /a < x < b}.

Définition 1.3.3. Soit E un espace de Banach ordonné. Une application
T : E — E est dite monotone croissante si Tx < Ty pour tous x,y € E
et v <y. On dit que T est monotone décroissante si Tx > Ty et x < y.

Les points fixe extrémales :

Définition 1.3.4. On dit que x € E est le plus petit point fize de G dans E
si:x=Gretx<yquandy € E et y=Gy. On le note x,
St x, et ¥ de G existent, on les appelle points fize extrémales de G dans E.

Le théoréeme suivant est di a Heikkila et lakshmikantham [30)].

Théoréme 1.3.2. Soient [a,b] un intervalle ordonné d’un espace ordonné de
Banach E et P : [a,b] — [a,b] une application croissant. Si chaque suite

(P.,) C P([a,b]) converge, ((x,) suite monotone dans [a,b]) alors la suite de
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la P-intération de a converge vers x, de P et la suite de la P-itération de b

converge vers x* de P. De pluse :

z, = min{y € [a,b] : y > Py} et z* = max{y € [a,b] : y < Py}.

Comme conséquence, Dhage et Henderson[/] ont prouvé le théoréme de point

fixe suivant qui est utilisé pour prouver l’existence de solution extrémale.

Théoréme 1.3.3. [/ Soit [a,b] unintervalle ordonné dans un espace de Ba-
nach E et soient By, By : [a,b] — E deux fonctions satisfaisant :

— By est une contraction.

- By est complétement continu.

— Bj et By sont monotones strictement croissantes.

— Bi(z) + Ba(z) € [a,b],Vx € [a,b].
Si le cone C dans E est normal, alors l’équation x = By(z) + Ba(x) a un
plus petit point five x, et un plus grand point five x* dans [a,b]. De plus
r, = lim, oz, et z* = lim, .y, 0l (,) et (y,) sont deur suites dans

[a,b] définies par :

Tp41 = Bl(xn) + BQ<xn)a Ty =a et Ynt+1 = B1<yn) + B2<yn)> Yo = b.

1.4 Quelques modéles a retard

Nous présentons dans cette section troix exemples de modeles a retard.

Pour d’autres exemples le lecteur pourra consulter [12][9][13].

1.4.1 Le modéle proie-prédateur de Lotka-Volterra

Le premier modéle dans la dynamique des populations a été développé indé-
pendament par Lotka [2] et Volterra [32], il est décrit par le systeme d’équations

différentielles ordinaires suivant :
P'(t) = aP(t) — bP(t)Q(t) t>0 (1.4.1)

Q'(t) = —cQ(t) + dP(t)Q(t) t>0 (1.4.2)
C’est un systéme complexe, formé de deux espaces, proie et prédateur. Leffec-
tif de la population de proies est P(t), celui de la population des prédateurs
est Q(t). La quntité P(t)Q(t) est une probabilité de rencontre, qui influe né-

gativement sur une population, positevement sur 'autre. A chaque instant,
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connaissant les populations en présence, on peut décrire la tendance. On tra-
vaille avec des densités donc P,() > 0. Les paramétres a,b,c et d sont des

constantes positives qui peuvent s’interpréter de la maniére suivante :

a est le taux de croissance malthusien des proies en 1’absence des
prédateurs.

b est le taux de disparition des proies a cause des prédateurs.

c est le taux d’apparition des prédateurs en présence des proies.

d est le taux de décroissance malthusien des prédateurs en I’absence

de proies.

Plutard, plusieurs auteurs ont observé qu’il est réaliste de supposer que le
taux de croissace dépend aussi du passé, il peut étre le résultat de plusieurs
causes, telles que le manque ou "abandance de nourriture. Dans [32] le modéle
(1.4.1)-(1.4.2) prend la forme suivante :

P'(t) = =P(t)(a—bQ(t), t=0

Q'(t) = Qt)(—c+dP(t)) + 0 K(s)P(t+ s)ds, t>0

T
K est la fonction noyau. D’autres versions de modeéles & retard infini ont été

proposées par plusieurs auteurs, on citera a titre d’exemple Brelot [23].

1.4.2 Le modéle de prolifération cellulaire

C’est un modéle de production du sang propposé par Rey et Mackey en
1993 et étudié par Dyson, Villella-Bressan et Webb en 1995. Ce modéle décrit
la production des souches prolifératives et le précurseur des cellules dans la

moelle osseuse :

Du(z,t) + 2 (zu(z,t)) = pu(ax,t —r)(1 —u(az,t —7)),0 <z < 1,t > 0.
u(z,0) = ¢(x,t),0<z<1,—r <0 <0.

ot u(x,t) est la densité de la population de cellules dépendante de la maturité
x, du temps t et des paramétres u, o et r satisfaisant : 4 > 0, 0 < a < 1 et
r > 0. La variable de maturité = est a valeurs dans [a,b| et peut éétre relice
a I’hémoglobine qui se trouve entre les cellules individuelles. Dans le terme de
transport %(mu(x, t)), on suppose que toutes les cellules ont un méme taux de

maturation z. Le retard r et le facteur de maturité a surviennent lorsqu’on
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suppose que toutes les cellules se subdivisent exactement en un méme age. La
dépendance logistigue non linéaire de la densité de population, dans le terme
pu(ax,t —r)(1 —u(ax,t —r)) signifie que le prossésus de division des cellules
n’est pas modelisé directement mais il y’a une production de nouvelles cellules

de toutes les valeures de maturité.

1.4.3 Le modéle de Réaction-diffusion

Une variété de modéles mathématiques pour la plupart des processus bio-
logiques sont bien encadrés par des équations différentielles partielles fonction-
nelles. Par exemple, ’équation de réaction-diffusion logistique avec retard fini

de la forme :

{ ut ) = dBE(t, x) + rult, z)[1 — D] £ > 0,2 € [0,1].
2u(t,0) = Zu(t,1) =0.

ou d,r, 7, K sont des constantes positives.

a été utilisé pour modéliser une population a une dimension herbivore.

Il est bien connu que le retard distribué doit étre utilisé pour décrire 1’élément
stochastique dans la réponse tradive d’un processus biologique. L’équation sui-

vante de réaction diffusion avec un retard infini

u(t x) = dBu(t, ) +rut,x)[l — £ [*_k(t — s)u(s,z)ds],t > 0,z € [0,1].
Zu(t,0) = Lu(t,1) =0, t>0.

ou d, r, K sont des constantes positives. k(s) est une fonction intégrable positive

/Ooo k(s)ds = 1.

1.5 Quelques exemples d’opérateurs a domaines

pour s > 0 vérifiant

denses

Nous présentons deux exemples d’opérateurs linéaires a domaines denses :
Exemple Soit £ = [? et lopérateur A : D(A) C E — E défini par A =
{-n’z,} Dou

D(A) = {x € I?/{n*x,} € I*}

On peut vérifier que D(A) est un sous espace non vide que est dense dans F.
Exemple Soit £ = L*([0,1],IR) et l'opérateur E : D(A) C E — F défini par
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Au=u
D(A)={u € E :u(0) =u(l) =0}

On peut vérifier que D(A) est un sous espace non vide qui est dense dans F.



Chapitre 2

Equations Différentielles

Fonctionnelles Semi-Linéaires

«

Perturbées a Retard Fini avec

Opérateurs a Domaines Denses

2.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a l'existence de solutions faibles et de solutions

extrémales faibles définies sur un intervalle réel compact concernant les équa-
tions différentielles fonctionnelles semi-linéaires perturbées (EDFSLP) d’ordre
un. La section 2.2 sera consacrée a ’existence de solutions faibles. Dans la sec-
tion 2.3 on s’intéressera a ’existence de solutions extrémales faibles. Plusieurs
études ont été faites sur les EDFSLP ou 'opérateur A engendre un Cy-semi-
groupe. On citera a titre d’exemple les travaux de : Ahmed [29], Belmekki et
al [24], Benchohra et al [25], Heikkila et Lakshmikantham [30], Pazy [!], Bala-
chandran et Dauer [20], Byszewski et Akca [21].
Notre approche sera basée sur 'existence de solutions faibles en utilisant un
théoéme de point fixe pour la somme de deux applications : une contraction et
une application complétement continue. Pour la solution extrémale faible, le
concept utilisé est celui des sous et sur solutions avec toujours 'approche du
point fixe. Une application a la théorie de contréle et un exemple illustrant la
théorie abstraite clotureront ce chapitre.

Le systéme d’évolution décrit par I’équation différentielle suivante est un exemple

17
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d’équation différentielle fonctinnelle semi linéaire perturbée :

y(t) = o(t) t e [—r0], (2.1.2)
ou f,g:JxC(]-r,0],EF) — E sont des fontions données, A: D(A) CE — E
est le générateur infinitésimal du Cy-semi-groupe {T'(¢)}+>0, ¢ @ [-7,0] = E
une fonction continue donnée et (E,|.|) un espace de Banach réel.
Pour n’importe quelle fonction y définie sur [—r, ] et ¢ € [0,b], on note par y;
I'élément de C([—7,0], E') défini par : y(0) = y(t +6); 6 € [—r,0].

Ici y(.) indique I’histoire d’un état entre le temps ¢ — r et l'instant présent ¢.

2.2 Existence de solutions faibles

Dans cette section nous donnerons un résultat principal d’existence de so-
lution au probléme (2.1.1)-(2.1.2). Avant de prouver ce résultat, donnons la
définition de la solution faible.

Définition 2.2.1. On dit que la fonction y : [—r,b] — E est solution faible
du probléeme (2.1.1)-(2.1.2) si elle satisfait l’équation y(t) = ¢(t), t € [—r,0]

et l’équation intégrale :

y(t) = T(1)6(0) + / Tt — )[f (5,0) + 95, y2))ds, £ € ]

Pour résoudre le probléeme (2.1.1)-(2.1.2) introduisons les hypothéses suivantes :
(Hy) A: D(A) C E — E est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe
{T(t)}1es , ou J est un compacte pour t > 0 sur l’éspace de Banach E avec

M = sup{|[T(t)l| (), t > 0}

(Hs) La fonction f: J x C([—r,0], E) — E est de Carathéodory.
(H3) 11 existe une fonction K € L*(J,IR,) telle que :

(1) |g(t,u)—g(t,u)| < K(t)||u—1l||oc, p-pt € J etu,u € C([-r,0], E).
(ii) Mlk[[p < 1.
(Hy) Il existe une fonction P € L'(J, IRy ) et une fonction continue croissante
¥ 2 [0, 400[— [0, +00]
telle que :

[f(t,u)l < P(O)¢(lullee), ppt € Jetue C([-r,0], E).
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Théoréme 2.2.1. Supposons les hypothéses (Hq) — (H4) satisfaites. Si de plus

L
/cs+¢<s) e

on a :

b
c=M|¢(0)] + M/o lg(s,0)|ds et v(t) = max{MK(t), MP(t)}, t € J.

Alors le probléeme (2.1.1)-(2.1.2) admet au moins une solution faible dans l’in-

tervalle [—r, b]

Preuve : Ramenons le probléme (2.1.1) — (2.1.2) & un probléme de point

fixe, pour cela considerons les deux opérateurs :

F,G:C(]-r,b, E) — C([-r,1], E)

définis par :
B ¢(t) si t e [—T, 0]
F<y)(t>_{T +f0 (t—9)f(s,ys)ds si tedJ
si t € [—r0]
Gy)(t) = { fo (t—9)g(s,ys)ds st ted

alors le probléme qui consiste a trouver une solution au probléme (2.1.1)-
(2.1.2) se améne au probléme consistent & trouver la solution de 1’équation

d’opérateurs :
Fly)t) +Gy)(t) =yt),  tel-rbl

on doit montrer que les opérateurs F et G satisfont les conditions du théoréme
de burton et kirk en I'occurence :

— G est un contraction.

— F est un opérateur complétement continu.

— L’ensemble H = {u € E: AG(}) + AF(u) = u, A €]0, 1[} est borné.
La preuve sera donnée en cing étapes :
Etape 1 : F est complétement continu. En effet F' est continu car si : (y,)
est une suite de C([—r, b], E) telle que (y,) — y et n > 0 tel que ||yn|lco <1
alors :

[F(ya (1)) = F(y)(1)]

| / Tt — )[f (5,9m.) — £(5,52)]ds]

IA

M / (5, m) — F (s, 0)lds
M) = FCow)lls

IN
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puisque f et de carathéodory et en vertu du théoréme de la convergence do-

minée de Lebesgue, on a alors :
[ F(yn () = F(y()loc < MIf(yn — fCy)lle — 0 lorsque n — oo

Etape 2 : 'mage par F' de tout borné B de C([—r,b]), E) est un borné de
C([-r0b], E).
Soit :

B, ={y e C([-r,b,E): ||yl <davecd>0}.

on a pour tout ¢t € [—r,b] et y € B, :

F)®) = W®M®+Aiﬁ—ﬁﬂ&w@|

IN

MW@%HW4U@wm%

IN

MW@%HWAF%WNMRM&pmedeéaPn%E)

IN

MWW+MAP@WMS

= M)+ v [ Plsjds
M0l + MU@[Pl1s = ¢

IN

donc :
1F )]l < ¢,

par suite F'(By) est borné.
Etape 3 : F applique des ensembles bornés dans des ensembles équicontinus
de C([—r,b], E). Considérons B, comme dans 'etape 2 et soient donnés € > 0

,T1,To € [—7,b] avec 19 > 11.
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Premier cas : 7y > €, 0n a:

|F(y)(r2) — F(y)(m)] < |T(72)¢(0) — T(71)9(0)]
+| / T(1y —8) — T (11 — s)|f(s,ys)ds|

[0(r— ) T — 5))£(5,0.)ds]

T1—€
2

+ [ [T(r2 = 8)1f (s, ys)ds|

T1

’T(T2)¢(0) - T<Tl)¢(0)‘ -
M) T(r — 1+ €) — Tl s / P(s)ds

2 (d) / _ P(s)ds + Mu(d) / " P(s)ds

T1—€ T1

IA

Deuxieme cas : 71 < € : pour 79 — 7 < €, 0n a :

F(y)(72)—F(y) (m)] < [T(72)$(0)~T (71)(0) |+ M(d) /  P(s)ds + Mu(d) / P(s)ds.

I’equicontinueté vient du fait que :
1. {T'(t) }+>0 est fortement continue.
2. T(t) est compact pour ¢ > 0.

soient 0 <t < b fixé et 0 < e < t. pour y € By on définit
RO = TO00)+ [T 5)56.u)ds
= T +T() [T 5= s
notons que ’ensemble
{/ T(t—s—e)f(s,ys)ds : y € Ba}
est borné car :
| / Tt — s — ) f(s,ys)ds| < Ms(d) /OH P(s)ds.
Et maintenant puisque 7'(t) est compact pour ¢ > 0 , I’ensemble

Ye(t) = {Fe(y)(t) - y € Ba}
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est relativement compact dans E pour tout ¢ > 0. De plus

F(y)(t) — F.(y)(t)] < M(d) /t_ P(s)ds.

donc 'ensemble Y (t) = {F(y)(t) : y € By} est totalement borné et donc Y ()
est relativement compacte dans F. Comme conséquence des étapes 2 et 3 du

théoréeme d’Ascoli-Arzéla, voir [14] on conclut que 'opérateur
F C([_T7 b]? E) — C([—T', b]a E)

est complétement continu.
Etape 4 : G est une contraction. En effet, soient x,y € C([—r,b], E) alors :

G@)(t) - Gu)E)| = | / T(t = )[g(s, 23) — 9(5,.)]ds
S M/ |93xs_ Sys)|d8

— Yslloods.

VAN
=
\,
?

alors :
1G(2)(1) = GY) Do < MK ]2 = ylloo-
or d’aprés (ii) de (Hj), M| K| < 1, donc G est une contraction

Etape 5 : il reste maintenant & montrer que I’ensemble :

H={yeC(—rbE):y = \F(y) + \G(

)\)pour()<)\§1}

est borné.

soit y un élement quelconque de H. Pour tout t € J on a :

y(t) = XT'(t)p(0) + )\/OtT(t —5)f(s,ys)ds + )\/OtT(t —5)g(s, y)\s)ds.

et
W] < AMIGO) 4 AM / | F s lds
+>\M/ (s, &2 — g(s 0)|ds+)\M/ 19(s,0)|ds
< MIp(O)] + M / B (sl ds

t
M / K () lgslloods + M / 1g(s,0)ds.
0 0
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considérons maitenant la fonction p definie par :

p(t) = max{|y(s)| : —r < s <t, t € J}.

soit
t* € [=r,t] tel que p(t) = |y(t")],
si t* € [0, b], alors d’aprés 'inégalité précédente on a pour ¢t € J :
u(t) < M|6(0 \+M/ ))ds+M/K )ds+M/ygsoyds
t
< Mo0) 401 [ lo(s,0)ds + [ (uts) + ()]s
0 0
t
= o [ AE)uls) + vln(s)ds
0
si t* € [—r,0] alors pu(t) < ||¢|| et I'inegalité précédente est verifiée.
Soit : .
m(t) =+ [ A(6)nls) + vlus))ds teJ
0
Alors on a :
wu(t) < m(t) vt e J, m(0) =c¢
et
m'(t) = () [u(t) + (p(t))] p.p te
En utilisant le fait que v est croissante on obtient :
m'(t) < y(&)[m(t) + b (m(t))] p-p te
soit ”
m(t) te.

m) - om) = e

par intégration entre 0 et ¢ on obtient :

/ot m(s) T/@(bs()m(s))ds < /OtW(S)ds

par changement de variable on obtient :

[y
L st (s TS D S

donc il existe une constante [ telle que :

wu(t) <m(t) <lpourtout  te.J.
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La constante [ dépend uniquement des constantes M, w,d, K et ¢ d’aprés la

définition de p, il vient :
1Ylloo = sup y(t)| = p(b) <m(b) <1 pour  y € H.
te

Ceci montre que I’ensemble H est borné. D’aprés le theorémel.3.1 de burton et kirk |,

I'opérateur F'+G admet un point fixe qui est solution du probléme (2.1.1)(2.1.2).

2.3 Existence de solutions extrémales faibles

Dans cette section nous allons prouver I’existence de solutions minimales et
maximales faibles du probléme (2.1.1)(2.1.2) sous les coditions de monotonie
des fonctions qui s’y trouvent. Pour cela nous avons besoins des definitions

suivantes :

Définition 2.3.1. on dit qu’une fonction v : [—r,b] — E est une sous solu-
tion faible du probleme (2.1.1)(2.1.2) si :
{ v(t) = ¢(t), te [—r,0]

v(t) <T(0)6(0) + Jy T(t = 5)[f(s,5) + (5 3)lds, t €.
On définit de méme sur solution faible w du probléeme (2.1.1)(2.1.2) en inver-

sant ['ordre de l’inégalité .

Définition 2.3.2. une solution xp du probléme (2.1.1)(2.1.2) est dite maxi-

male st pour tout solution x sur J de se dernier, on a :
z(t) < xp(t) Vited
on définit de méme une solution minimale en inversant [’ordre de ['inégalité.

Considérons maintenant les hypothéses suivantes :
(Hs) les fonctions f(t,vy), g(t,y) sont strictement croissantes en y p.p t € J.
(Hg) T'(t) préserve l'ordre c’est a dire : T'(t) > 0 lorsque v > 0.
(H7) le probléme (2.1.1)(2.1.2) admet une sous solution faible v et une sur
solution faible w avec v < w.

Notre résultat dans cette section est dans ce théoréme .

Théoréme 2.3.1. supposons les hypothéses du théoréeme 2.2.1 satisfaites, si de
plus les hypothéses (Hs) — (H7) sont verifiées, alors le probléeme (2.1.1)(2.1.2)

admet une solution minimale faible et une solution mazximale faible sur [—r,b].
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Preuve : On peut montrer comme dans la preuve du théoréme 1.3.2 que
F est complétement continue et G une contraction sur [v, w]. On doit montrer
que F' et G sont croissants sur [v, w].
Soitent y,7 € [v,w] tels que y < 7, y # y. d’aprés (Hg) et (Hz), on a pour
teJ:

Fu)(t) = T(t)6(0) + / T(t — 5)f(s,y.)ds

< 1000 + | T(t - ) f(s. To)ds
R0

De méme G(y) < G(y ) donc F et G sont croissantes sur [v,w]. Finalement

soit l'element = € [v,w] d’aprés (H7) on déduit que :
v< Fv)+Gw) < F(x)+G(x) < Flw) + Gw) <w
ce qui montre que :
F(z)+ G(z) € [v,w]

pour tout z € [v,w]. Donc les fonctions F' et G satisfont les conditions du
théoréme 1.3.3 et donc le probléme(2.1.1)(2.1.2) admet une solution minimale

et une solution maximale sur [—r, b]

2.4 Application a la théorie de controle

Dans cette section, il s’agit d’appliquer 'argument utilisé dans la section
précédente a la contrélabilité des équations différentielles fonctionnelles semi-

linéaires, plus précisément en considérant le probléme suivant :

Yy (t) = Ay(t) = f(ty) + Bult),  teJ=[00  (244)
y(t) = (1), te[-r0] (2.4.5)
ou A et f sont comme dans la section 2.2 la fonction de controle u(.) est don-
née dans L*(J,U), (espace de Banach des fonctions admissibles de controle).

Finalement B est un opérateur linéaire borné de U dans F.

Définition 2.4.1. une fonction y € C([—r,b], E)est dite solution faible du
probléme (2.4.4) — (2.4.5) si :
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y(t) =T(t)p(0) + /Ot T(t—s)f(s,ys)ds+ /Ot T(t — s)B(u(s))ds, t €[0,0].

Définition 2.4.2. Le systéme (2.4.4)—(2.4.5) est dit controlable sur l'intervalle
[—r,0] si : Pour toute fonction initiale continue ¢ € C([—r,0],IR) et pour tout
y1 € E, il existe un controle u € L*(J,U) tel que la solution y(.) du probleme
(2.4.4) — (2.4.5) satisfait : y(b) = yi.

Le résultat de cette section est le :

Théoréme 2.4.1. Supposons les hypothéses (Hy) — (Hy) réalisées. Supposons
en plus :
(C1) : L’application

W:LX(JU) = E

définie par :

Wu = /Ob T(b — s)Bu(s)ds,

posséde un pseudo inverse W1 qui prend ses valeurs dans L*(J,U) \ kerW et

supposons qu’il existe deux constantes positives My et My telles que :
IBle <My et W < Mo,
(Cy) : II existe une fonction | € L'(J,IRy) telle que :
If(tu)—f(t,0) |00 < U(E)||u—1]l, pp tedJ et  uueC(-r0],E]

avec bM2 M, Ms||l]|pr < 1. Alors le probleme (2.4.4) — (2.4.5) est controlable
sur [—r,b].
Preuve : Utilisons I’hypothese C) et définissons le controle u,, par :
b

uy(t) = Wy = T(0)¢(0) — lim | T(b— 5)Byf(s,ys)ds](t).

A—00 0

Transformons le probléme (2.4.4) — (2.4.5) en un probléme de point fixe en

utilisant les opérateurs :
Fua : C([—T, b]7 E) - C([—T’, b]7 E)

définis par :
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- B 0, si te[-r0]
G(y>(t) - { fot T(t _ S)Buy(5>ds7 S teJ

Alors le probléme qui consiste a trouver une solution au probléme (2.4.4) —

(2.4.5) se réduit au probléme consistant a résoudre ’équations d’opérateurs :

F))+G)t) =y(t), te

Comme dans la section 2.2, on peut facilement montrer que les opérateurs F et
G satisfont les condition du Théoréme 1.3.1. Donc le probleme (2.4.4) — (2.4.5)
est contrdlable. Pour plus de détails sur la théorie de contréle le lecteur pourra

consulter [28].

2.4.1 Exemple

Considérons le probleme suivant :

2
%z(t,x)—%z(t,x) = F(t,z(t—r,x))+G(t, z(t—r,2)); 0 <z < m,t € J:=[0,b], (2.5.6)

2(t,0) = z(t,m) =0 t €10,0],
2(t,x) = (1) te[-r0],z €0,
oul F' et GG sont des fonctions données.
Soient E = L?0, 7], et A: E — E un opérateur défini par :

Aw = w

ou

D(A) ={w € E : w,w absolument continues et w" € F avec w(0) = w(r) = 0}.

Alors :

Aw = ZnQ(w,wn)wn, w € D(A) owy(s) =1 gSinns n=1,2..}
7r

n=1
est I’ensemble des vecteurs propres orthogonaux de A.
Il est bien connu maitenant (voir|[l]) que A est le générateur infinitésimal d’un

semi-groupe analytique {7'(t) };>0 sur £ donné par :

T(t)w = Zexp(—th)(w,wn)wn, we L.

n=1
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Puisque le semi-groupe analytique {7'(¢) };>0 est compact, il existe une constante
M telle que :
IT() |5z < M.

Alors le propléme (2.1.1)—(2.1.2) est une formulation abstraite du problem(2.5.6).
Si les conditions (H;) — (H7) sont satisfaites, alors d’aprés les Théorémes 2.2.1
et 2.3.1 le propléme (2.5.6) admet aussi bien des solutions faibles que des so-

lutions extrémales faibles.



Chapitre 3

Equations Différentielles
Fonctionnelles Semi-Linéaires
Perturbées de Type Neutre a
Retard Fini avec Opérateures a

Domaines Denses

3.1 Introduction

On s’intéressera dans ce chapitre aux solutions faibles des équations dif-
férentielles fonctionnelles semi-linéaires perturbées de type neutre du premier
ordre & retard fini dans un espace de Banach réel (E, |.|). On considérera plus

précisement le probléme suivant :

d

%[y(t)—h(t,yt)] = Aly(t)—h(t,y)|+f(t,p)+g(t,y), t € J =10,b] (3.1.1)

Yo = ¢ € C([-r,0], E) (3.1.2)

ou f,g,h:JxC(]-r,0],E) — E sont des fonctions données, A un opérateure
linéaire fermé sur F, et ¢ € C([—r,0], E).

Les équations différentielles de type neutre sont le résultat de plusieurs applica-
tions mathématiques, une extension théorique est développée pour I’équation
(3.1.1) avec g = 0, A étant un opérateur linéaire défini. Pour plus de détails
voir par exemple [27] [16] [33].

Nos résultats seront basés sur ’application du Théoréme 1.3.1 de point fixe de

29
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Burton et Kirk pour la somme d’une contraction et d’un opérateur complé-

tement continu.

3.2 Existence de solutions faibles

Cette section est consacrée au cas ou l'opérateur A génére un Cy-semi
groupe. Pour plus de détails sur les opérateurs fortement continus voir par
exemple le livre de Fattorini [10] et les articles de Travis et Webb [5] [0] .
Avant de prouve les résultat concernant le probléeme (3.1.1) — (3.1.2) comme-

nons par donner la définition de la solution faible.

Définition 3.2.1. On dit qu’une fonction y : [—r,b] — E est solution faible
du probleme (3.1.1) — (3.1.2) si : yo = ¢, la restriction de y a lintervalle [0, b]

est continue et vérifie :

y(t) = h(t,yt)+T(t)[¢(0)—h(0,¢(0))]+/OtT(t—8)[f(8,ys)+g(8,ys)]d$» teJ

Introduisons les hypotheses suivantes :
(Hy) A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe {T'(t)}i>0 compact

pour t > 0 dans l’espace de Banach E. Posons :
M = sup{||T(t)||p@) : t € J}.

(Hsy) 1l existe des constantes 0 < ¢; <1, ca >0 et 1 >0 telles que :

(i) |h(t,u) —h(t,w)| <l|u—1Tl|le, t € J et u,u € C([-r,0], FE).
(ii) |h(t,u)| < cal|ulloo + cast € J et u € C([—r,0], E).

(H3) f,g:J xC(]-r,0],E) — E sont des fonctions de Carathéodory.
(Hy) I existe une fonction K € L'(J,IR,) telle que :

(i) |g(t,u)—g(t,u)| < K(t)||lu—Tl|s, t € J etu,uw e C([-r,0], E).
(ii) (I 4+ MJk||) <1

(Hs) Il existe une fonction P € L*(J,IRy) et une fonction croissante et conti-
nue
¢+ [0, 00[= [0, 00

telles que

|f(t,u)] < P(t)Y(||ul|e), pour tout t € J et u € C([—r,0], E).
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Posons :

b
B, = (clM||¢||oo+c2<1+M>+M/0 1g(s, 0)[ds.

1—61

Théoréme 3.2.1. Supposons les hypotheses (Hy) — (Hs) satisfaites et suppo-

sons en plus :

JAE— e
L s+ U(s) i

1(t) = : ﬁ{:l max{P(t), K(t)}, pourt € J.

ol

Alors le propbléeme (3.1.1) — (3.1.2) admet au moins une solution faible.

Preuve : Transformons le probléme (3.1.1) — (3.1.2) en un probléme de

point fixe, pour cela considérons 'opérateur :
N : C([_T7 b]a E) - C([_Tv b]? E)
défini par :

o(t), te[—r0]

N = { T(8)[6(0) = h(0, )] + hlt,yn) + fy T(t — 9)[f(5,95) + g(s,ys)lds, te€J

Considérons I'ensemble C'([—r, b, E') muni de la norme suivante :
Vy € C([=r,b], E) : [lylloe = sup{[y(s)],0 < s < b}.

Il est clair que (C([—r,b], FE), ||.||o) est un espace de Banach.

Définissons les deux opérateurs
F,G:C(]-r,b],E) — C([]-r,b], E)

par :

Fo = | Tl =) f(sy)ds,  ted

Gly)(t) = h(t, 30) — T(DR(0, ) + / T(t - $)g(s,y)ds,  teJ

Il est clair que N admet un point fixe equivaut a dire que 'opérateur F' + G
en admet un.

Il suffit donc de prouver que F'+ G admet un point fixe.

Pour cela on doit montrer que les opérateurs F' et GG satisfont les conditions

du théoréme de Burton et Kirk en locurence F' est comlétement continu et
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G une contraction.

La preuve sera donnée en cinq étapes :

Etape 1 :F est continue, en effet :

Soit la suite (y,) telle que y, — vy dans C([—r,b], E). Soit n > 0 tel que

[Ynlleo < 1.
Alors :

)= Fu)0l = | [ Tl o) = o0

—f(S,ys)|dS
< Mllf yn ) = oyl

AN
<
\
=
Cn
<
2

Comme f est de Carathéodory et en vertu du théoréme de la convergence

dominée de Lebesgue, alors en passant au sup sur ¢ on a :
1E(yn) = F(W)llos < MI[(fyn) — f(y)llzr = 0 lorsque n — oo.

Etape 2 : L’image par F' de tout borné de C([—r,b], E') est bornée.
11 suffit de montrer que pour tout ¢ > 0, il existe une constante [ telle que pour
tout y € By ={y € C([-7,b],E) : ||[yllc < q} on a:

IEW)lee <.

Soit y € B,. On a pour tout t € J :
t
FOO] = | [ T 9)f.u)ds
0
b
< Molg) | Pls)as
0
En passant au sup sur ¢, on obtient :

IE(W)llee < M(q)| Pl =1

Etape 3 : F' applique des ensembles bornés dans des ensembles équicontinus
de C([-r,b], E).

Considérons B, comme dans I'étape 2 et soit € donné. Soient maintenant 7; et
T € Javec > 1y

On considérera deux cas 7y > eet 1 < e.



3.2 Existence de solutions faibles 33

Casl : Si 7 > € alors :

Fu)m) = FO| < | [ (7= 9) = T(n = )l (s,
H [ =9 =T - (o,
S R CERIEATE
<0 [ 1T =) = T(n = )| Ple)ds

00) [ 17— ) = Tlr - 9| P(5)is

+Ma(g) / " p(s)ds

T1

Cas2 : Si <ealors pour , — 7y < €ona:

F(y)(rs) — F(y)(m)] < Mu(g) / ' P(s)ds + Mib(q) / P(s)ds.

Lorsque 7, — 75 et e suffisement petit, le membre de droite de l'inégalité
précédente tend vers zero car T'(t) est un opérateur fortement continu et la
compacité de T'(t) pour ¢ > 0 implique la continuité uniforme dans la topologie
des opérateurs.

Comme conséquence des étapes 1-3 et du théoréme d’Ascoli-Arzela, il suffit
de montrer que I'image par F' de B, est un précompact de E.

Soient 0 < t < b fixé et € un nombre réel satisfaisant 0 < € < t.

Pour y € B, on définit :

t—e
F)®=T() [ T(t-s5-f(s.0)ds
0
Comme T'(t) est compact pour ¢ > 0, 'ensemble

Ye(t) = {Fc(y)(t) - y € By}

est précompact dans E pour tout € tel que 0 < € < t. De plus
t
OO - EGO] < [ 176 - 9llae|fsulds
t—e

< M) / P(s)ds.
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Dans I’ensemble
Y(t) ={F(y)(t) : y € By}
est précompact dans F, par suite 'opérateur F' est complétement continu.

Etape 4 : G est une contraction, en effet soient y;,y, € B, alors :

Gy (8) = Gly) ()] < [hlt,y1,) = h(E, y2,|

b
+ [T = ) lmlgts.m,) — o2,
0
< 0F MKl - el

ds

En passant au sup sur ¢, on obtient :

1G (1) — G(y2)|leo < (L 4+ M||K|[20)[|y1 — ¥2]|

D’aprés (ii)de (H4) G est une contraction.

Etape 5 : Il reste mantenant & montrer que 1’ensemble
Q={yeC(-rb,FE):y=AF(y) + )\G(%) pour 0 < X < 1}

est borné.
Soit y € C([—r,b], E') alors pour tout t € J on a :

(@) < ellylleo +c2 +aM||é]o
+02M+M/ $)|ys|sods

t
+M/K@mmw+M/mwww
0 0

Soit :
a—mww\S<wmwm+@u+Mwwaﬂm@mus
+M/ |+ 1 6ll)ds
+MAK@M@HMMW
Donc :
M t
WO+ 16l < B+ —2 [ Ps)6((s)] + [9ll)ds

1

Cl 0
K My(s)] + ll¢lloc]ds

1—c
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Considérons maintenant la fonction p définie par :
p(t) =sup{ly(s)| : 0 < s < tavec0 <t < b}

Soit t* € [0,¢] que u(t) = |y(t*)].
D’aprés I'inégalité précédente on a :
M t
t) <
u(t) < 61+1—Cl ;

M /OtK(s)u(s)ds.

1—61

P(s)(u(s))ds

+

Notons par v(t) le membre de droite de I'inégalité précédente, on a alors :
v(0) = By, et u(t) < v(t) pour tout  te€J

et

M pyp(uity) + 2

v'(t) K)p(t)  pour tout  teJ

:1—61 1—61

En utilisant le fait que v est croissante, on obtient :
V'(t) < (6)[v(t) + ©(v(t))] pour tout t € J.
Soit :

v'(?)
v(t) + (v(t))

o) g b < ds
[ ;@®§A%®%4MM<AJ;W3

Par conséquent, d’aprés la condition de théoreme 3.2.1, il existe une constant

< m(t).

Donc :

a telle que :
v(t) < « teJ

et donc il existe une constante d telle que :
[yl < d.

Ceci montre que 'ensemble 2 est borné. D’aprés le théoréme de Burton et
Kirk, on déduit que F' + G admet un poit fixe qui est solution faible du
probléme (3.1.1) — (3.1.2).
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3.2.1 Exemple

Comme application des résultats précédents, on considére I’équation d’évo-

lution semi-linéaire de type neutre suivante :

l’) - fjr foﬂ CL(S -1y, .27)2(8, y)dde]

— P2t 2) +o(t, 2(t —r,x), Z(t —r,2)), t€[0,b], x €[0,q], (3.2.1)
2(t,0) = z(t,m) = 0, t €10,0],
2(t,x) = o(t, x), t€[0,0], z €[0,m,]

our>0;v:[0,b] x RxIR — Ret¢:[—r0]x[0,7] — IR sont des fonctions

continues.

Soit
y(t)(z) = z(t,x), t €0,b], x € [0, 7],
0(0)(x) = ¢(0, ), 0 € [—r, 0],z € [0, 7],
/_ / a(s —t,y,x)p(s,y)dyds, x € [0, 7]
et

ft, o) (x) =ov(t, 00, ), g—i(@,x)), 0 € [—r0], z€l0,n].

Considérons F = L?[0, 7| et définissons A(t) par :
Alt)yw = w"
de domaine
D(A) ={w € E : w,w" absolument continues, w" € E, w(0) = w(w) = 0}

Alors A(t) génére un systéme d’évolution U(t, s) satisfaisant les conditions des

suppositions (P1) — (P3) ci-dessous :

(P1) U(t,t) = I ou I est 'opérateur identité de £

(P2) U(t,s)U(s,7) =U(t,7) pour 0 <7 <s<t<hbh,

(P3) U(t,s) € B(E),

ou pour tout (t,s) € J x J et pour tout y € E, 'application (¢, s) — U(t, s) est
continue (voir [3]). Ici on considére que ¢ : [—r, 0] — E telle que ¢ est Lebesgue
mesurable et h(s)|¢(s)|* est Lebesgue integrable sur [—r,0] ot h : [—r, 0] — IR

est une fonction intégrable positive. La norme est définie par :

el = 16(0)] + ( / h(s)|ols)[ds)’

-
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La fonction a est mesurable sur [0, co[x[0, 7| x [0, 7],

a(s,y,0) = a(s,y,m) =0, (s,y) € [0, 00[x][0, 7],

T t m CL2(S y iL’)
—2Zdsdydr < oo,
/0 // s

et sup,e(o ) N(t) < 00, olt

N(t) = /0 ' / t /0 W(%;—;a(s,y,xfdsdydx.

Donc, en vertue des définitions précédentes de f, g et A(.), le systéme (3.2.1)
peut étre représenté par le probléme d’évolution de type neutre abstrait (3.1.1)-
(3.1.2). Avec des conditions appropriées sur V' on assure l'existence d’au moins

une solution faible pour (3.2.1).



Conclusion et Prespectives

Dans ce mémoire nous avons considéré le probleme d’existence des solu-
tions faibles d’équations différentialles fonctionnelles semi-linéaires perturbées
d’ordre un a retard fini sur un intervalle réel J := [0, b] avec opérateurs a do-
maines denses, ces résultats sont obtenus a ’aide de la théorie des semi-groupe
de classe C et 'argument du poit fixe, et nous avons également une étude des
équations différentielles fonctionnelles semi-linéaires de type neutre & domaines
denses.

On peut aussi étendre nos résultats a ’étude de 'unicité, de la régularité, de
la controlabilité et de la stabilité des solutions.
Comme perspectives I’étude peut étre faite dans le cas infini, et ces résultats

peuvent étre étendus a la demi-droit réelle [0, oo.
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