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Introduction

Les filtrations ont été introduites par Doob et constituent une caractéristique fonda-
mentale de la théorie des processus stochastiques. La plupart des notions de base, tels que
les martingales, semimartingales, temps d’arrét impliquent la notion de filtration. Cette
notion a été étudiée par exemple dans les livres de Karandikar et Rao [13], Jeanblanc et
al. [I0] et dans les articles de Jeanblanc et Simon [9], Guiol [12], Nikeghbali [I7], Le Gall
[14], Berglund [I], Jeanblanc [8] et Pulido [19].

La théorie moderne du mouvement brownien date des années 1930. Initiée par N.
Wiener, A. Kolmogorov et P. Lévy, on peut la trouver exposée en détailles avec ses déve-
loppements les plus récents dans le livre de C Klebaner [4] et les articles de Lévique [15]

et Elie [7], Gallardo [I1] et Zambotti [22].

La propriété de représentation prévisible (PRP) s’intéresse a la représentation des
martingales, i.e., on dit qu'une martingale locale M a la F-PRP, si toute F-martingale
locale X nulle en 0 s’écrit comme une intégrale stochastique d’un processus F-prévisible
H par rapport a M,

X, = /t H,dM,, Vt>0.
0

Cette propriété a été étudiée dans les livres de Jeanblanc et al. [I0], Mansuy et Yor

[16] et C Klebaner [4] et dans les articles de Elie [7], Chorro [3], El Karaoui [6] et Pham [I8].

La propriété de représentation prévisible joue un role important dans la notion de
filtrations faiblement et fortement browniennes. Une filtration F sur (2, F,P) telle que Fy
est P.p.s triviale, est dite fortement brownienne s’il existe un F-mouvement brownien B tel
que F = FB. Une filtration F est dite faiblement brownienne s’il existe un F-mouvement

brownien B de tel sorte que chaque F-martingale locale X peut s’écrire comme
t
Xt:c—i—/ H.dBs;, t>0
0
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tels que ¢ € R et H est un processus F-prévisible. Ces filtrations ont été étudiées par

Zvonkin 23], Mansuy et Yor [16], Nikeghbali [I7], Jeanblanc et al. [I0] et Yor [21].

Ce mémoire contient trois chapitres : dans le premier chapitre, nous rappelons quelques
résultats généraux concernant les notions de filtration, mouvement brownien et semimar-

tingales, et nous nous intéressons a l'intégrale d’Ito.

Le deuxiéme chapitre étudie la propriété de représentation prévisible (PRP). Nous
commencons par des définitions et propriétés de cette représentation , puis nous étudions
la stabilité de la PRP sous changement localement équivalente de probabilité, et nous
donnons quelques exemples concernant cette propriété, et nous finissons ce chapitre par
quelques applications de la PRP en finance (la propriété de ’absence de 'arbitrage et la

probabilité de risque neutre).

Le dernier chapitre est consacré aux filtrations faiblement et fortement browniennes.
Premiérement, nous rappelons les définitions de ces filtrations, puis nous étudions la sta-
bilité des filtrations faiblement browniennes sous changement localement équivalente de
probabilité, et enfin, nous donnons quelques exemples de filtrations faiblement et forte-

ment browniennes.



Chapitre 1

Filtrations, processus stochastiques et

intégrale d’It6

Dans ce chapitre, nous présentons des concepts généraux sur les filtrations, les o-
algébres prévisibles, optionnelles et progressives, semimartingales, mouvement brownien

et intégrale d’Ito.

1.1 Filtrations

On donne la définition suivante; voir par exemple Jeanblanc et al. ([10], Définition

1.1.10.1, p. 12).

Définition 1.1.1. Un processus X a temps continu dans (2, F,P) est une famille de
variables aléatoires (X;,t > 0) telle que Uapplication (w,t) — Xi(w) est F @ B(Ry)-
mesurable.

Un processus X est dit continu, si pour tout w, Uapplication t — X;(w) est continue.

On rappelle la définition des filtrations; voir par exemple Nikeghbali ([I7], Définition

1, p. 1).

Définition 1.1.2. Soit (Q, F,P) un espace de probabilité.
Une filtration sur (Q, F,P) est une famille croissante (F;)i>o de sous o-algebres de F.

En d’autres termes, pour chaque t. F; est une o-algebre incluse dans F, et si s < t.

Fs C Fi.



1.1 Filtrations 7

Un espace de probabilité (Q, F,P) muni d’une filtration (F;);>0 est appelé un espace de
probabilité filtré.

On a le résultat suivant ; voir par exemple Berglund ([I], Définition 3.1.2, p. 14).

Remarque 1.1.0.1. F; répresente la quantité d’information disponible & 'instant ¢, il

est logique que cette quantité augmente avec le temps.

On a la définition suivante ; voir par exemple Karandikar et Rao ([I3], Définition 2.18,

p. 40).

Définition 1.1.3. Un processus X est dit F-adapté, si pour tout t, la variable aléatoire

X; est Fi-mesurable.

On donne la définition des filtrations engendrées par un processus; voir par exemple

Jeanblanc et Simon ([9], Définition 1.7, p. 6).

Définition 1.1.4. La filtration engendrée par un processus X notée FX = (FX)i>o est la

suite croissante de tribus F;X engendrée par X, Vs <t, i.e., FiX = 0(X,, 5 < t).

La définition des filtrations complétes est donnée dans la définition suivante ; voir par

exemple Nikeghbali ([I7], Définition 3, p. 1).

Définition 1.1.5. La filtration (F;)i>o est dite compléete si (Q, F,P) est complét et si

Fo contient tous les ensembles P-négligeables.

On donne la définition des filtrations satisfaisant les conditions habituelles; voir par

exemple Guiol ([12], Définition 1.7, p. 14).

Définition 1.1.6. Soit (F;)i>0 une filtration, on définit Fi- = o(Us<Fs) la tribu des évé-
nements antérieurs a t > 0 et F+r = ﬂDO Fire la tribu des événements instantanéments
postérieurs a t > 0.

On pose Fo- = Fy, on dit que (Fi)i>o est continue a droite si F; = Fi+ pour tout
t > 0. De fagcon analogue, si F; = Fy— pour tout t > 0, on dit qu’elle est continue a

gauche.

Remarque 1.1.0.2. On dit qu'une filtration F satisfait les conditions habituelles, si

elle est compléte et continue a droite.
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1.2 Les o-algébres prévisibles, optionnelles et progres-
sives

On rappelle la définition des tribus et processus prévisibles; voir par exemple Guiol

([2], Définition 1.11, p. 16), Nikeghbali ([I7], Définition 2.11, p. 349).

Définition 1.2.1. On appelle tribu prévisible par rapport a la filtration F, la plus petite
tribu sur R x €, notée P engendrée par tous les ensembles de la forme |s,t] x A ou

Ae Fy avec 0 < s < t.

Définition 1.2.2. La o-algeébre P prévisible est la o-algebre définie sur Ry x 0o engendrée
par tous les processus (X)i>o adaptés a F avec des trajectoires continus a gauche (cag) sur
10, 00[. Un processus X = (Xy)i>o est appelé F- prévisible, si l'application (t,w) — Xi(w)

est mesurable par rapport a la o-algebre prévisible P.

On donne la définition des tribus optionnelles ; voir par exemple Guiol ([12], Définition

2.11, p. 16), Nikeghbali (|I7], Définition 2.9, p. 348).

Définition 1.2.3. On appelle tribu optionnelle, la plus petite tribu sur Ry x €2, notée

O, engendrée par tous les ensembles de la forme [s,t[x A ou A € Fs avec 0 < s < t.

Définition 1.2.4. La tribu optionnelle O est la o-algebre définie sur Ry x Q engendrée
par tous les processus (X )i>o adaptés a F a trajectoires continues a droite limite a gauche
(cadlag). Un processus X = (Xi)i>o est dit F-optionnel si Uapplication (t,w) — Xi(w)

est mesurable par rapport a la o-algébre optionnelle O.
On a 'exemple suivant, voir par exemple Nikeghbali (|I7], Exemple 2.14, p. 349).

Exemple 1.2.1. Le processus de Poisson standard N = (IV;);>o est optionnel mais non

prévisible dans sa filtration naturelle FV.

On rappelle la définition des tribus et processus progressifs ; voir par exemple Nikegh-

bali ([I7], Définition 2.7, p. 342).

Définition 1.2.5. Un processus X = (Xt)tzo est appelé F-progressif, si pour chaque t >
0, la restriction de (t,w) —Xi(w) dans [0,t] x Q est B([0,t]) @ F; -mesurable. Un ensemble

A € Ry x Q est appelé progressif, si le processus 14(t,w) est progressif. L’ensemble
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de tous les ensembles progressifs est une o-algébre appelée la o-algébre progressive qui

notera M.

Les inclusions suivantes sont toujours vérifiées :

PcOcCM

1.3 Semimartingales

Martingales

On a la définition suivante ; voir par exemple Berglund ([1], Définition 2.2, p. 2).

Définition 1.3.1. Soient (2, F,P) un espace probabilisé, F = (F;)i>0 une filtration et
X = (X})i>0 un processus aléatoire adapté pour cette filtration, i.e.,pour tout t > 0, X;
est Fy-mesurable. Supposons en plus, chaque X, est intégrable, i.e., E(|X;|) < oco. On dit
que X est une F- martingale (respectivement. sousmartingale, resp. surmartingale),
si pour tous t et h > 0, on a Xy = E(Xyp|F) (resp. Xy < B(Xyin|Fr), resp. Xy >
E(XeinlFe))-

On rappelle la définition des martingales de carrée intégrables; voir par exemples

Jeanblanc et al. ([10], p. 23).

Définition 1.3.2. Une martingale X est dite de carrée intégrable, si sup, E(X?) <
0o. Par linégalité de Jenson, si X est une martingale de carrée intégrable, X? est une

sousmartingale.
On a le résultat suivant ; voir par exemple Jeanblanc ([10], Définition 1.5.2.1, p. 40).

Définition 1.3.3. Deuz martingales continues de carrées intégrables sont orthogonales

st son produit est une martingale.
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Temps d’arrét

On rappelle la notion de temps d’arrét ; voir par exemple Breton ([2|, Définition 4.4,

p. 60).

Définition 1.3.4. Un F-temps d’arrét T est une variable aléatoire de Q@ — [0, +o00]

telle que ¥t > 0, {T <t} € F;.

Une conséquence importante de la continuité a droite du filtration est que : voir par

exemple Berglund ([1], Proposition 1.2, p. 17).

Proposition 1.3.1. Pour T = Ry ou T = [0,t], on a T est un temps d’arrét, si et

seulement si, ¥Vt > 0, {T < t} € F;.
On rappelle la définition suivante ; voir par exemple Ruch (|20], Définition 35, p. 25).

Définition 1.3.5. Une famille de variables aléatoires {U,, o € A} est uniformément

intégrable si

lim sup/ |Un| dP =0
{lUa|2zn}

n—oo o

La discussion de la convergence d'une martingale dans L' nécessite la notion d’inté-

grabilité uniforme.

Martingales Locales

On rappelle la définition des martingales locales; voir par exemple Le Gall ([14], Dé-

finition 4.3, p. 50).

Définition 1.3.6. On dit qu’un processus cadlag adapté X = (Xy),.p est une martingale
locale, s’il existe une suite T,, T oo de temps d’arrét tels que pour XtT”I{Tn>0} soit une
martingale uniformément intégrable pour tout n. On dit alors que les temps d’arrét T,

localisent ou réduisent X.
On a la définition suivante ; voir par exemple Jeanblanc et al. ([I0], p. 29).

Définition 1.3.7. Si X est une martingale locale continue, il existe un unique processus

continu croissant (X), appelé le crochet (ou variation quadratique prévisible) de X
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tel que (X2 — (X);,t > 0) est une martingale locale continue.

Le processus (X) est égale a la limite en probabilité de la variation quadratique

2
> (X, = Xem)

i

ot 0 = t(()n) < t§”) <. < tg(ljl) =t, quand SUpogigp(n)—1<tz('i)1 — tgn)) tend vers zéro. Notons

2
que la limite de ), <Xt(n) — Xt(n)> ne dépend ni de filtration ni de probabilité, et le
i+1 7

processus (X) est FX-adapté.

L’exponentielle de Doléans-Dade

On rappelle la définition de d’exponentielle de Doléans-Dade ; voir par exemple Jean-

blanc et al. ([I0], Définition 1.5.7, p. 54-55).

Définition 1.3.8. Soit X une martingale locale continue, pour tout A € R, le processus

EOX), = exp ()\Xt - %2<X>t)

est une martingale locale positive (donc une surmartingale) appelée l’exponentielle de

Doléans-Dade de \X.

Semimartingales

On a la définition suivante ; voir par exemple Jaenblanc (|§], Définition 1.2.1, p. 15).

Définition 1.3.9. Un processus F-adapté X est une F—semimartingale si X = M + A
ou M est une F-martingale locale et A est un processus adapté a F et a variation finie
(i.e., [|dAs] < o), s%l existe une décomposition avec un processus A qui est prévisible,

la décomposition X = M + A est unique et X est appelée semimartingale spéciale.
On a le résultat suivant ; voir par exemple Pulido ([19], Corollaire 2.3.3, p. 26).

Remarque 1.3.0.3.
(i) Toute martingale localement carrée intégrable cadlag est une semimartingale.
(ii) Toute martingale locale cadlag a variation finie est une semimartingale .

(iii) Toute martingale locale continue est une semimartingale.
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On donne la définition suivante; voir par exemple Jeanblanc et al. ([10], Définition

1.3.2.1, p. 31).

Définition 1.3.10. Le crochet (ou la covariation quadratique prévisible) (X,Y)
de deur semimartingales continues X et'Y est défini comme le crochet de leurs parties

martingales locales MX et MY .

Le crochet (X,Y) := (MX, MY) est aussi la limite en probabilité de la covariation

quadratique de X et Y, i.e.,

p(n)—1
> (K, = X ) (Yiem, Y )

1=0

(n) (n)

pour 0 = t{" < M < . < t, £

() =t quand supg<;<p(ny_1(tiy1 — tl(-n)) tend vers 0.

1.4 Mouvement brownien

On rappelle quelques définitions et propriétés du mouvement brownien; voir par
exemple Gallardo ([I1], Définition 2.1.1, p. 50), C Klebaner (4], Théorémes 3.3 et 3.7, p.
60-66).

Définition 1.4.1. Un mouvement brownien (standard) est un processus B vérifiant :
(i) By =0 P-p.s;
(ii) B est continu, i.e., t — By(w) est C° pour presque tout w ;
(iii) B est a accroissements indépendants, i.e., By — B, est indépendant de FP =
o(Bs,s <t);

les accroissements sont stationnaires gaussiennes, i.e., pour s < t : By — By ~

N(0,t — s).

Théoréme 1.4.1. Un mouvement brownien est un processus gaussien avec une fonction
moyenne nulle, et de fonction de covariance min(t, s). Inversement, un processus gaussien
avec une fonction moyenne nulle et de fonction de covariance min(t, s) est un mouvement

brownien.

Preuve. Voir par exemple C Klebaner [4], p. 60.
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Proposition 1.4.1. Soit B un mouvement brownien en suit
(i) By est une martingale ;
(ii) B} —t est une martingale.

(iii) Y\ € R, le processus (exp ()\Bt — ’\7275) > 0) est une martingale.

Preuve. Voir par exemple C Klebaner [4], p. 65-66.

On rappelle le théoréme de Lévy suivant ; voir par exemple Zambotti ([22], Théoréme

6.3.1, p. 70).

Théoréme 1.4.2. Soient M, ..., M? des martingales locales issus de 0 telles que, toutes

les composantes M* sont des mouvements browniens indépendants, et
(M', M), = 6, ;t

ot 8; ; est le symbole de Kronecker (6;; =1 sii=j et d;; =0 si non). Alors (M*, ..., M7)
est un F-mouvement brownien & valeurs dans RY. En particulier, si M est une martingale

locale telle que (M) =t pour tout t € [0,T), alors M est un F-mouvement brownien.
Preuve. Voir par exemple Zambotti [22] p. 70-71.

Exemple 1.4.1. Le mouvement brownien B est FZ-prévisible.

1.5 Intégrale d’Ito

On définit £2(Q,[0,T]) = {(0)o<t<r, processus cadlag; F — adapté tq ]E[fOT 02ds] <

00}

On rappelle quelques propriétés de Uintégrale d’Ito, voir par exemple Gallardo ([11],
Proposition 4.2.1, p.134), Elie ([7], Proposition 4.17, p. 44-45).
Proposition 1.5.1. Sur L4(Q,[0,T]) litégrale stochastique d’Ité fg 0sdB; satisfait

1. 0+ [ 0,dB; est linéaire ;

2.t fot 0,dB, est continue p.s;

3. (fot 0sdBs)o<t<r est un processus F-adapté ;
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4. EfOHdB —OetVarf()GdB f092ds

(/OtesdBS)2 :E{/Otagds]

6. De maniére plus générale, on a :

t
E {/ HudBu\}"s} =
0
t 2 t
(/ QUdBU> |Fs| =E U 63du|]—"5]
0 0
7. On a le résultat plus général
t u tAu
E [(/ QUdBU> (/ qbudBv) |.7-'5} =FE [/ 0U¢udu|}"g}
0 S S
8. <ft HsdBS> est une F-martingale ;
0 0<t<T ’

5. Propriété d’isométrie :

E

2
9. Le processus ((fot QSdB5> - fot dis) est une F-martingale ;

0<t<T

10. La variation quadratique de l'intégrale stochastique fot 0,dB; est donnée par

</6dB> /92ds

11. La covariation quadratique entre deux intégrales stochastiques est donnée par

t u tAu
</ Qssta / ¢sst> = / Qsﬁbst
0 0 0

1. linéarité : V@,é € L2(Q,[0,T7)),

t t t
/ (0, + 0)dB, = / 0,dB, + / fdB,
0 0 0

2. Pour 7, = (t7,...,t1), on a

Preuve.

n—1

/QdB = lim Zet, (Btiyint — Bint)
0

T —0
=0

. . . . t
et comme les trajectoires du mouvement brownien sont continues, alors fo 0,dB; est

p.s continue.
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3. Lav.a fot 0,dB; est Fi-mesurable comme somme de v.a F;-mesurables, donc I'inté-

grale stochastique fot 0,dB, est un processus JF;-adapté.

4. Prenons t = t;, quitte a rajouter un point a la suite (¢;),<,,. Alors, le calcul de

Iespérance de fot 0,dB, donne

k-1 k—1

t
E {/0 esst:| = 7}?_{10;15 [91 (Bti+1/\t - Bti/\t)] = 7}31_130 ZE [Gz‘E [Bti+1/\t - Bti/\t|-7:ti” =0

=0

Le calcul de la variance, un peu plus lourd, s’écrit :

t
Var (/ HSdBS) =K
0

+2

2

[y

([ o)

— . 2
— 7}31_1}101[‘3 (Z 0; (Bti+1/\t - Bti/\t)>

=0
- ;
limy > E [eg (Biisine = Bind)”|
S E[0:0; (Buyine — Bunt) (Biyunt = Biyni)]
1<j
k-l 2
Jim 3 OB [ (B = B 7.

> E [6:8; (Biiine — Bint) B [Byyine — By el P,

i<j

k—1
lim 922 (ti—i-l - ti) +0

Tn—0
=0

[ 62ds

5. La propriété d’isométrie est celle que I'on vient d’écrire

t
Var (/ Hsst) =E
0

(/Otesstf _E [(/Otesst)r _ /Otggds

6. Quitte a rajouter 2 points a la suite (¢;),;,,, on peut supposer que s =t; et t =t



1.5 Intégrale d’Ito

16

et alors :

E| [y 0udB.|F]

k—1 T
= lim E 67; (Bti+1Nﬁ - Bti/\t) |]:;f]
Tn—0 P
Fio1
= BB |50 (B = B 17,
k—1
+ 7}11;{10 E [92 (Bti+1/\t - Bti/\t) |‘th:|
i=j
Jj—1

- Jir—rgozo b (Btm/\t - Bti’\t)

k—1
+ 7rhr—r>10 E [QZE [Bti+1/\t - Bti/\t|fti] |~th]
i=j

= [y 0udB,+0

Le deuxiéme calcul, un peu plus lourd, s’écrit :

E {( J60,dB,) |fs}

+2

+2

k—1 2
7}32101[‘3 [(Z 0; (Btiﬂ/\t - Bti/\t)) |~7:tj

1=j

k—1
JiIBOZE [912 (BtiJrl/\t - Bti/\t)Q |ftj}
=J

Z]E [ezel (Bt¢+1/\t - Bti/\t) (Btl+1/\t - Btl/\t) |‘F-tji|

i<l

k—1

i 58 (08 (B = B ] 17

=7

ZE [Qﬁl (Btiﬂ/\t - Bti/\t) E [Btz+1/\t - BtlAt|‘Ei] |'EJ:|]

i<l
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Donc
k—1

E {(f; QudBu>2 |}‘s} = Jimy STE[6 (tir — ) 1] +0
i=j
= E|[[!62du|F]
7. Pour 0 et ¢ dans LZ(€,[0,T]), et u < t, on a
2| ([ 0,4B,) (J! 0udB,) 17| = E|([/(0, +¢U1v<u)dBv>2 \.7-"3} —E {( J! GvdBv)2 \]—"s}

- E|(J 6udB.)" 7]

= E[[{ (0 + dluc)? do|F]

~ E|[I620\F] - B[] ¢2dv|F]

= 2E[[" 0,¢,dv|F;]

8. On a vu que le processus ( fot Osst> est F-adapté. La propriété d’isométrie nous
t<T
donne que [;0,dB, est dans L2(,[0,T]) et donc dans L}(£,[0,T]), le point |§|
montre que le processus ( f; HSdBS> est une F-martingale.
t<T
2
9. Le processus M défini par ((fot GSdBS> - fot ngs) est F_adapté comme

0<t<T
somme discréte de processus F_adaptés. Chaque M; est dans L4(,[0,7]) comme

somme de deux éléments de L£1(S2,[0,77). La 2éme partie de la propriété [6] nous

donne la propriété de martingale de M.

10. On a vu que le processus ( fg QSdBS> est [F-adapté. La propriété d’isométrie nous
t<T

donne que [ 0,dB, est dans L(,[0,T]) et donc dans L§(€2,[0,T]), le point |§|

montre que le processus < fot 08dB5> est une F-martingale.
t<T

2
11. Le processus M défini par ((fg HSdBS> - fot Qfds) est F_adapté comme
0<t<T
somme discréte de processus F_adaptés. Chaque M; est dans L£4(Q,[0,7]) comme
somme de deux éléments de L£3(€,[0,7]). La 2éme partie de la propriété @ nous

donne la propriété de martingale de M. Posons :

t 2 t
Mt = (/ 95d33> — / Q?ds = Xt2 — At
0 0
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E[(fy 0udBu)? = (Jy 0udBu)F) = E[(fy 0udBu + [y 0udBu)(fy 0udBu — [; 0udBy)|F]
= E[2 [} 0.dB, + [ 0.dB,)([! 0.dB,)|F]
= ER2(J7 0,dB) ([ 0.dB,) + ([ 0.dB, )| F]
= EQ2(f; 0.dB.)([ 0.dB.)|F) + El([! 0,dB,)* F]
= 2 [10,dB,E[[ 0,dB,|F,] + E[[' 62du|F,]
— 2['0,dB,E[[' 0,dB,] + E[[' 62du|F,]
= E[/’ 02du|F,]
= E[(J, 02du —E [ 02du)|F,

= E[fo 2du|F,] — E[ [, 62du|F]

= E(At"rs) —A
Donc
E<X1€2 - X52|~Fs) - E(At|~rs) - As
E(Xt2|fs) - Xs? = ]E(At|fs) - As

E(Xf‘fs) - E(At’-/—_;’) = X52 - As

E(Mt|f5) — Ms

Donc M est une martingale.
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12. On a

(Js0,dB,) = (s 0.dB,, [} 0,dB,)

n—1 t(">1 t(n)

ket k
— dim Y _ 2
= ngri]oo [/ 0,dB, / QSdBS]

o . . 2
= lim hm E Q(n) t(ni N Bt;?m))

n——+o0o 7rn—>0

n——+o00 mp—0
k=0 t(n) t(n)

= lim lim E E E 0(n>0t<n) t(n) At Bt(f.l)At)(Bt(nv) /\t_Bt(",)At)
kit1 ki kj+1 kj

n—1 k—1
— T : 2 gl )
= m Jim > > O (6T, —8)
= t" =0

= [o6%d(B.B

[ 6%ds

On rappelle le théoréme de Doob-Meyer suivant ; voir par exemple C Klebaner ([4],

Théoréme 8.2.4, p. 230).

Théoréme 1.5.1. Si M est une martingale continue de carré intégrale (i.e., E(M?) <
00, pour tout t), alors (M) est l'unique processus croissant continu nul en 0 tel que

M? — (M) soit une martingale.

Et le résultat au-dessus nous permet de conclure directement.

t u UuANt uNt
( / 0.dB,. / bodB,) = / 0,6:(B, B), — / 0.buds.
0 0 0 0

13. On a
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Formule d’It6

La formule d’'It6 est un équivalent du théoreme fondamental de ’analyse pour 'inte-

grale stochastique ; voir par exemple Lévique ([15], Theoreme 2.5.1, p. 47).
Théoréme 1.5.2. Toute fonction f € C*(R) a dérivée seconde bornée vérifie p.s

t

F (B = f (Bo) + /f DB+ [ Byds <t

0

La notation infinitésimale de cette relation est :
1
df (B) = ['(Bs) B, + 5 f* (B;) ds

On donne les exemples suivants; voir par exemple Lévique ([15], Exemples 2.5.4 et

2.5.5, p. 48).
Exemple 1.5.1. (i) Pour f(z) =z,ona f'(z) =1et f’(x) =0, donc
t
B, — By :/ 1dB,
0
(i) Pour f(z) =2*;on a f'(z) =2z et f"(x) = 2, donc
t 1 t t
Bf—Bgz/ 2BSdBS+—/ 2ds:2/ BydB, +t
0 2 Jo 0
(iii) Pour f(x) = xy, on a

t t
XY, = XoYo+ [ XY, + / Y.dX, + [X,Y],
0 0



Chapitre 2

Propriété de représentation prévisible

(PRP)

Dans ce chapitre, nous donnons des résultats sur la représentation des martingales
par intégrales stochastiques de processus prévisibles, également appelées la propriété de

représentations prévisibles

2.1 Définitions et propriétés

La propriété de représentation prévisible joue un roéle important dans la notion des

filtrations faiblement browniennes.

D’abord, on rappelle la décomposition orthogonale de Kunita-Watanabe d’une mar-
tingale locale M par rapport & une autre X ; voir par exemple Jeanblanc et al. ([I0],

Lemme 1.6.2.1, p. 83).

Définition 2.1.1. (Décomposition de Kunita- Watanabe.) Soit X une F-martingale
locale continue. Alors, toute F-martingale locale continue M nulle en 0 admet la décom-

position orthogonale unique suivante :

t
Mt:Nt+/ QstS
0

ot 0 est un processus prévisible et N est une martingale locale orthogonale a X .

21
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Donc, la question qui se pose : pour quelle martingale locale X, la martingale locale
N soit une constante ? Cette question conduit a la définition suivante ; voir par exemple
Jeanblanc et al. ([10], Définition 1.6.2.2, p. 60), Mansuy et Yor ([16], Définition 4.1, p.
78), C Klebaner ([4], Définition 8.34, p. 237).

Définition 2.1.2. Une martingale locale continue X adaptée a une filtration F est dite a la
FX-propriété de représentation prévisible (PRP), si pour toute FX -martingale locale
M, il existe une constante ¢ et un processus unique F-prévisible 0 satisfaisant fot 02d(X ), <

oo tels que

t
Mt:C+/ QSdXS, tZO
0

2.1.1 Cas du mouvement brownien

Soient B un mouvement brownien a valeurs réelles et FZ sa filtration naturelle.

Théoréme 2.1.1. Soit (M;,t > 0) une FZ-martingale de carrée intégrable (i.e., sup E(M?) <
00), il eziste une constante c et un processus prévisible unique 6 satisfaisant ]E(fot 02ds) <

oo, tel que

t
M, :c+/ 0,dB,, Vt (2.1)
0

Si M est une FB-martingale locale, il existe un processus prévisible unique 0 satisfaisant
t 2
o 03ds < oo, tel que

t
M, :c+/ 0sdBs, Vt
0

Preuve. Voir par exemple Jeanblanc et al. [10], p. 81.

Théoréme 2.1.2. Soit (M, 0 < t < T) une martingale locale adaptée a la filtration

brownienne FB, alors il existe un processus prévisible 0 tel que ]P’(f(f 02ds < 00) =1, et

t
Mt =c+ / Qsst
0

Preuve. Voir par exemple C Klebaner [4], p. 237.
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Pour une filtration G contient la filtration brownienne FZ, on a le résultat suivant.

Corollary 2.1.1. Soit B un G-mouvement brownien avec FP sa filtration naturelle. Alors

pour tout processus G-adapté et de carré intégrable 0,

t t
E( / QSdBSIEB) = / E(0,|F,;)dB;
0 0

ou E(04|Fs) désigne la version prévisible de l’espérance conditionnelle.
Preuve. Voir par exemple Jeanblanc et al. [10], p. 58.

Proposition 2.1.1. Soit M; = E(f(Br)|FP) pourt <T ou f est bornnée de classe C*.
Alors

M= BB + E(f/(Br)|FF)dB.

Preuve. Voir par exemple Jeanblanc et al. [10], p. 58-59.

Comme les intégrales d’Itd6 sont continues et toute martingale locale d’une filtration
brownienne est une intégrale d’Ito, alors toutes les martingales locales de filtration brow-
nienne sont continues, par conséquent, on a le résultat suivant ; voir par exemple C Kle-

baner ([4], Corollaire 8.36, p. 238).

Corollary 2.1.2. 1. Toutes les martingales locales de la filtration brownienne FB sont

continues.

2. Tous les processus adaptés continus a droit sont prévisibles.
On a le résultat suivant ; voir par exemple C Klebaner (|4], Corollaire 8. 37, p. 238).

Corollary 2.1.3. Soit (M;, 0 <t < T) une martingale de carrée intégrable adaptée a la
filtration brownienne TP . Alors, il existe un processus prévisible 0 tel que E(fg 0%ds < oo)
et la représentation est satisfaite. De plus

t M, B
<M, B>t = \/0 Qsds et Ht = d<d—’t>t (22)

On donne quelques exemples concernant le résultat précédent ; voir par exemple C

Klebaner ([4], Exemple 8.25, p. 238).

Exemple 2.1.1. (1) My = B? —t. Alors M; = f(f 2B,dB, et 0, = 2B,, 0 peut étre

également trouver par la formule d’Ito.
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R . S _of
t — ) : - ) :
(2) Soit M; = f(B,t) une martingale. Par la formule d’'It6 dM; = 3L (B;,t)dB;. Donc

Qt:%(Bt, t), cela montre aussi que

d{f(B,t),B); _ 0f
dt or

2.1.2 Cas de processus de Poisson

La propriété de représentation prévisible est valable aussi pour le processus de Poisson ;

voir par exemple C Klebaner (4], Théoréme 8.38, p. 238).

Théoréme 2.1.3. Soit (M;,0 <t < T) une martingale locale adaptée a la filtration de

processus de Poisson TN | alors il existe un processus prévisible 0 tel que
t —
M, = M, —|—/ 0,dN,
0

ou Ny = Ny — t est le processus de Poisson compenseé.

2.2 Stabilité de la PRP sous changement de probabilité

On étudie la stabilité de la propriété de représentation prévisible sous changement de

probabilité ; voir par exemple Jeanblanc et al. ([10], p. 80).

Soient ¥ une filtration d’un mouvement brownien B et # un processus adapté a F?
tels que L; = exp( f(f 0,dB; — 5 f(f 62ds) est une martingale. Soit Q la loi de probabilité
équivalente a P sur F2 pour tout ¢, on définit Q|7 = LiP|z. Le théoréme de Girsanov

implique que B, =B, — fot fsds est un (FZ Q)-mouvement brownien.

Proposition 2.2.1. Soient B un mouvement brownien sous P, F2 sa filtration naturelle
et Q une mesure de probabilité localement équivalente a P. Soit B la partie martingale
de la Q-semimartingale B. Si M est une (F2, Q)-martingale locale, il existe un processus
FB- prévisible 0 tel que
M, = M0+/t 0,dB,,  Vt
0

Preuve. Voir par exemple Jeanblanc et al. [10], p. 80.
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2.3 Exemples

On donne quelques exemples concernant la propriété de représentation prévisible ; voir
par exemple Jeanblanc et al.([I0], Commentaires 1.6.2.5(c), Exemple 1.6.2.6(a), p. 60-61),
C Klebaner ([4], Exemples 8.26 et 8.37, p. 239).

Exemple 2.3.1.

(1) Soient B un MB et F? sa filtration naturelle. Posons X; = a + fg K.dB, ou
(K;,t > 0) est un processus continu et ne s’annule pas. Alors X a la PRP par
rapport a sa filtration naturelle.

(2) Soit F une filtration engendrée par deux mouvements browniens indépendants B

et W,
et soit M; = fg W,d By, avec My est une martingale comme une intégrale stochastique
satisfaisant [ f(f W2ds < co. On va montrer que M n’a pas la PRP.
On a (M, M), = fot W2ds. Comme W2 = 4(M,M),, ce qui montre que W7 est
FM_mesurable. La martingale X; = W2 — t est FM-adaptée, mais n’est pas une
intégrale d’un processus prévisible par rapport a M. Par la formule d’Itd, on a :
X, =2 [} WdW,,

t (X, M), = fg W2d(W, B), = 0. Supposons qu'il existe un processus prévisible H
tel que X; = fo HydM,. Alors par <X M), = 0, implique que X; = 0,
qui est une contradiction.

(3) On donne un exemple d’une martingale qui n’a pas la PRP :
Soit M; = fo exp(aBs — u )dBs = fo (aB)sdfs, ou B, B sont deux mouvements
browniens indépendants et de dimension 1, et £ est ’exponentielle de Doléans-Dade
de aB.
On a d(M); = (E(aB),)* dt, et (& = E(aB), t > 0) est FM-adapté et donc est une
FM_martingale. Puisque & = 1+ a fg E,dB,, on ne peut pas écrire la martingale
£ comme une intégrale ni par rapport & 8 ni par rapport a M. En fait, toute F-
martingale peut s’écrire comme une somme d’une intégrale stochastique par rapport
a M (ou () et une intégrale stochastique par rapport a B.

(4) Soit F une filtration engendrée par un mouvement brownien B et un processus de

Poisson N, et soit M; = B;+ N, —t = B,+ N, ot N, = N, —t, M est une martingale
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comme une somme de deux martingales. On va montrer que M n’a pas la PRP.
On a [M,M]; = [B,B]; + [N,N]; = t + N;. ¢a donne N; = [M, M]; —t qui est
EM -mesurable. Comme B; = M; — N; + t est ]—"tM -mesurable, alors la martingale
X = fot N,-dBj, est FM-mesurable, mais n’est pas une représentation prévisible. Si
non, X; = [\ N,-dB, = [} HydM, = [} HydB, + [, H,dN,, et [ (N~ — H,)dB, =
fg H,dN,. Comme 'intégrale a droite est a variation finie, H, = N, Vs, p.s. Ainsi
f(f H, N, = 0, c.a.d fot N,-dN, = fot N,-ds. Mais ca est impossible. Pour avoir la
contradiction, soit ¢t = T, le temps de deuxiéme saut de N. Alors f0T2 NgdNg; =1
et [* Ny-ds =T, —T\.

2.4 Applications en finance

Portefeuille

On a la définition suivante ; voir par exemple Elie ([7], Définition 1.1, p. 4).

Définition 2.4.1. Un portefeuille autofinancant est une stratégie (non anticipative)
d’achat ou de vente de titres, actions, préts et emprunts a la banque, et plus généralement
de produits dérivés dont la valeur n’est pas modifiée par l’ajout ou le retrait d’argent. Pour

t < T, on notera X; la valeur en t du portefeuille X .

Stratégie autofinancement

On a les définitions suivantes ; voir par exemple Chorro (3], Définitions 4.1.2 et 4.2.2,

p. 89).

Définition 2.4.2. Une stratégie financiére est un processus stochastique H; = (69, 0t)iciomy

progressivement mesurable, & valeurs dans R? et tel que les intégrales

T T
0 0

aient un sens, o Sy est la valeur (aléatoire) d’une action (part du capital d’une entreprise)
cotée sur un marché organisé a l’instant t. On associe a toute stratégie financiére un

portefeuille financier contenant a t € [0,T], 09 unités d’actif sans risque et 0; unités
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d’actif risqué. La valeur a t € [0,T] du portefeuille associe a une stratégie H est donnée

par

t t
X, = / 69dS° + / 0,dS,
0 0

Définition 2.4.3. Une stratégie (Ht)te[O,T] est dite autofinancée, si la valeur du porte-

feuille associé vérifie I’équation différentielle suivante :

dX; = 00dS) + 0,dS;

Arbitrage et absence d’arbitrage
On rappelle la définition suivante ; voir par exemple Elie ([7], Définition 1.2, p. 4-5).

Définition 2.4.4. Un arbitrage sur la période [0, T] est un portefeuille autofinangant X
de valeur nulle en t = 0 dont la valeur Xt en T est positive et strictement positive avec

une probabilité strictement positive,
XOZO, Xr>0 et ]P)(XT>O)>0

On supposera qu’il y a sur le marché l’hypothése d’absence d’opportunités d’arbitrage

(AOA, no free lunch) entre tout instant 0 et T
{XOZO €tXT20}:>P(XT>0):0

L’hypothése signifie simplement : "Si ma richesse aujourd’hui est nulle, elle ne peut de-
venir positive et non identiquement nulle”, soit "On ne peut gagner d’argent sans capital
initial" Le raisonnement (défaitiste) est : "Si il y avait un arbitrage, quelqu’un en aurait
déja profité". Sachant qu’il y a dans les banques beaucoup d’arbitragistes, cette hypotheése

est cohérente sur les marchés.

On donne la définition suivante ; voir par exemple El Karoui (6], Définition 2.1.2, p.

26).

Définition 2.4.5. Dans un marché liquide, sans limite de transaction ni de limitation
sur la gestion (achat-vente) des actifs soutiens, ce n’est pas une opportunité d’arbitrage,

c’est pas possible de gagner de 'argent un coup sir a partir d’un investissement nul.
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Probabilité risque-neutre

On rappelle la définition suivante; voir par exemple Pham (|I8], Définition 2.3.2, p.

26).

Définition 2.4.6. Une probabilité Q est appelée probabilité risque-neutre ou proba-
bilité martingale, si Q est équivalente a P, et si le priz actualisé S, = e S, est une

martingale sous Q, ou r est le taur sans risque.

Si la probabilité de risque neutre est unique, alors le marché est dit complet, i.e., tout

actif est muni par une stratégie autofinancée.

Il y a une équivalence entre 'existence de probabilité de risque neutre et la propriété

de I'absence de l'arbitrage.
Dans ce mémoire ; on a S = B est actif risqué et S = B est le prix actualisé.

Supposons que S a la propriété de représentation prévisible sous une mesure de pro-

babilité P, i.e.,

Xy = [;0%dS0 + [} 0.dS,

= c+ [, 0,dS,

tel que ¢ = fot 0°dS? € R est la partie sans risque du portefeuille X.

Et comme la propriété de représentation prévisible est stable sous changement lo-
calement équivalente de probabilité, il existe une mesure de probabilité Q localement
équivalente a P telle que X a la PRP sous Q, i.e., X est une martingale sous la mesure Q.
Donc, la probabilité de risque neutre QQ existe toujours, i.e., la propriété de représentation

prévisible implique 'existence de la probabilité de risque neutre.

Et comme l'existence de la probabilité de risque neutre est équivalente a la propriété

de I'absence de I’arbitrage, donc la propriété de représentation prévisible implique aussi
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la propriété de I'absence de I’arbitrage, i.e.,

PRP = probabilité de risque neutre < AOA



Chapitre 3

Filtrations faiblement et fortement

browniennes

Parmi les processus en temps continu, le mouvement brownien est sans aucun doute le
processus le plus étudié et de nombreuses caractérisations de sa loi sont connues. Il peut
donc sembler un peu étrange que, décider si une filtration [F sur un espace de probabilité
donné (2, F,P) est la filtration naturelle d’'un mouvement brownien ou non. Cette question

est trés difficile, a ce jour, aucun critére nécessaire et suffisante a été trouvé.

3.1 Définitions

On a les définitions suivantes; voir par exemple Nikeghbali ([I7], Définition 8. 40, p.
395), Jeanblanc et al. ([10], Définition 5.8.1.1, p. 311) et Mansuy et Yor ([16], Définitions
6.1 et 6.2, p. 104-105).

Définition 3.1.1. Une filtration fortement brownienne est une filtration engendrée

par un mouvement brownien standard.

Définition 3.1.2. Une filtration F sur (Q, F,P) telle que Fy soit P-p.s triviale est dite
faiblement brownienne, s’il existe un F mouvement brownien B tel que B a la proriété

de représentation prévisible par rapport a F.

Notons qu’une filtration fortement brownienne est faiblement brownienne puisque le

mouvement brownien a la PRP.
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3.2 Stabilité des filtrations faiblement browniennes sous
changement de probabilité

Nous montrons que les filtrations faiblement browniennes sont globalement invariantes
sous changement de probabilité localement équivalente.
Soit [F une filtration faiblement brownienne sur un espace de probabilité (€2, F,P), et on

considére une autre probabilité Q sur (§2, F) telle que Q| = Dy P|., Vt.

Proposition 3.2.1. Si[F est faiblement brownienne sous P et Q est localement équivalente

a P, alors F est aussi faiblement brownienne sous Q.

Preuve. Voir par exemple Jeanblanc et al. [10], p. 312.

Nous allons travailler sur 'espace canonique C (R, R) muni par la filtration canonique
(Fi;t > 0) engendrée par le processus de coordonnées X;(w) = w(t),t > 0, et considérons
une martingale strictement positive D sous la mesure de Wiener. On considére ensuite la

mesure WP construite a partir de la mesure de Wiener W qui vérifie

VV\% =Dy M/\ft
(nous supposons que : Ey (D;) = Dy = 1)
Théoréme 3.2.1. Sous WP,

t
d(X, D)
XP.=x,—- | 2222 >0
(5 == [ e20)

est un (Fy;t > 0)-mouvement brownien engendre la filtration faiblement brownienne (Fy;t > 0).

Preuve. Voir par exemple Mansuy et Yor [16], p. 106.

XP n’engendre pas une filtration fortement brownienne (F;;¢ > 0) sous WP. En 1975,

Tsirel’son a donné un exemple de D qui a di par Zvonkin :

Proposition 3.2.2. (23], p. 106.) Soit b une fonction borélienne bornnée. Alors la solu-

tion Y de l’équation différentielle stochastique
t
0

a la méme filtration que B.
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Une seconde possibilité est que, sous WP, la filtration o {X Dls < t} contenue dans

(Fi;t > 0), mais néanmoins, (Fy;t > 0) soit une filtration fortement brownienne . C’est le

D, = exp (/OtT(Xo)SdXS — %/Ot TQ(Xo)Sds)

ou T'(Xe) dénote "la dérive de Trisel’son" comme Trisel’son lui méme se référe (ma dérive)

cas quand

telle que
th - thq

e |

| S

ke—N

ot {z} désigne la partie fractionnaire de = et ¢, | 0 quand k — —oo. En effet, sous W7

pour tout k, la forme de la partie fractionnaire {%} est uniformément distribuée
dans [0,1] et indépéndante de X = X, — [; T(Xe),ds (voir par exemple Yor [21], p.
113).

3.3 Exemples

On donne quelques exemples des filtrations faiblement et fortement browniennes ; voir
par exemple Jeanblanc et al. ([I0], Exemple 5.8.2, p. 313-315), Mansuy et Yor ([I6],
Définition 6.1, p. 106).

Exemple 3.3.1. (a) Mouvement brownien réféchi

Soient B un mouvement brownien, FZ sa filtration naturelle. FZ est engendrée aussi

par tout MB sous la forme,
t
(B@ = / SydBy;t > 0) , ot s : Ry — {£1} est detrministe
0

Plus généralement, nous pourrions considérer €, tout processus F-prévisible prend

ses valeurs dans {£1}, et on peut associer

t
(Bt(f): / 5sst;t20)
0

Posons €5 = sgn (Bs) et BE fo sgn (B,) dB,. Le processus B est un mouvement

Alors FB®  FB,

brownien dans la filtration F'5I, avec L; = sup,, (—B§6)>, il s’ensuit que FB =



3.3 Exemples 33

FIBl par conséquent , FIBl est fortement brownienne et différente de F?, puisque la

variable aléatoire sgn (B;) est indépendante de (|Bs|,s < t).

(b) Soit F une filtration et supposons que pour une F-martingale M donnée, toute F-

martingale N nulle en 0 peut s’écrit comme

t
Nt:/ nSdMS
0

Cela ne signifie pas que o (M, s <) est égale & F. Par exemple supposant que,
Bt(s) = fot sgn (Bs) dBs. Comme nous avons vu dans le premier exemple ci-dessus,
FBY = o (|B,|,s <t) est strictement plus petite que FB. Toute FB-martingale

(Ny,t > 0) avec Ny = 0 peut étre représentée par

t t t
N, = / vydBy = / vssgn (Bg) sgn (Bs) dBs = / nsng‘E)
0 0 0

ol ng = vgsgn (By).

c) Soit Y; = ¢ B,dW, ou W et B sont des mouvements browniens indépendants. Pour
0 P
t t
Y — / B, sgn (By,) dW, — / B, TV,
0 0
i t a .
ou W, = fo sgn (Bs) dWy, il s’ensuit que
FY = a{|Bs| W, s < t} = U{Bgs),/ﬂz,s < t}

ot B = J sgn (By) dB, est un MB indépendant de W. Toute F -martingale peut

étre écrit comme
t t
Y+ / psdBE) + / Vs dW
0 0

Pour deux FY -processus prévisibles 1 et ¢.

(d) Filtration engendrée par une intégrale stochastique avec intégrateur non
nul. Soient X; = fot H,dW, ot W est un G-mouvement brownien pour quelque fil-
tration G, et H est un processus G-adapté continu strictement positif (nous n’avons

pas besoin que G soit la filtration naturelle de W). Alors F* = o (H,, Wy;s < t).

(e) Soientt W et B deux mouvements browniens independants, et soit Z = BW. Pour
B W, = f(f (B, dW, + W,dB,), on obtient que B? + W7 est mesurable par rapport
a F7, par conséquent, les variables aléatoires \% | By + Wi et \/Li |B; — W| sont
FZ-mesurable. Les processus ﬂt(i) = \/Li (B; = W) sont des mouvements browniens

indépendants. La filtration FZ est engendrée par deux MB réfléchis indépendants.



Conclusion

Le but de ce mémoire est d’étudier les filtrations faiblement et fortement browniennes.
Nous avons étudié avec des exemples la propriété la représentation prévisible et nous avons
aussi étudié sa stabilité sous changement de probabilité équivalente et ses applications en

finance..

Nous avons donné quelques résultats généraux concernant les filtrations faiblement et
fortement browniennes, i.e., ses définitions, la stabilité des filtrations faiblement brow-
niennes sous changement de probabilité équivalente et aussi quelques exemples de ces

filtrations.
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