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Introduction

Les spécialistes de la finance ont en général recours, depuis quelques années, a des outils
mathématiques de plus en plus sophistiqués (martingales, intégrales stochastiques, ...) pour
décrire certains phénomeénes et mettre au point des techniques de calcul.

L’intervention du calcul des probabilités en modélisation financiére n’est pas récente. En effet,
c’est Bachelier qui en tentant de batir une "théorie de la spéculation" a découverte , au début
du X X" siacle, 'objet mathématique appelé "mouvement Brownien". A partir de 1973 cette
théorie a pris une nouvelle dimension avec les travaux de Black-Scholes sur ’évaluation et la
couverture des options.

Depuis ces travaux, le monde de la finance a connu de grands bouleversements, les marchés
sont devenus plus volatils créant ainsi une demande croissante des produits dérivés (options,
contrats a terme, dérivés de crédit) pour controler, miser, spéculer et gérer les risques. Les pro-
gres technologiques ont permis aux institutions financiéres de créer et de mettre sur le marché
des produits et des services qui permettront de se prémunir contre les risques et de générer des
revenus. La conception, ’analyse et le développement de ces produits et services nécessitent une
connaissance approfondie des théories financiéres avancées, une maitrise des mathématiques et
des calculs numériques sophistiqués.

Les équations différentielles servent a décrire des phénoménes physiques trés variés. Cepen-
dant, dans de nombreuses situations les phénomeénes observés ne suivent que grossiérement les
trajectoires des équations qui semblent devoir leur correspondre. Les causes possibles d'un tel
comportement peuvent étre variées : erreur de modélisation, fluctuation au cours du temps des
parameétres de ’équation, .... Dans ces situations, les approches probabilistes trouvent naturel-
lement leur place et il peut alors étre intéressant d’incorporer des termes aléatoires dans les
équations différentielles afin de prendre en compte les incertitudes précédentes. Cependant, 1'in-
troduction de ces termes aléatoires conduit & une intégration des équations qui ne correspond

pas, en général, a une adaptation immédiate de la théorie classique des équations différentielles.
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L’objectif de ce travail est d’introduire des méthodes numériques qui permet d’aborder les équa-
tions différentielles stochastiques, on présentera les schémas numériques d’Euler, Milstein et de
Runge-Kutta afin de simuler des approximations de la solution de telles équations et son ap-
plication au modéle de Black-Scholes.

Le mémoire est structuré comme suit :

Premiérement, nous présentons une synthése détaillée des processus stochastique (processus,
filtration, martingale, mouvement Brownien, variation totale et quadratique, intégrale stochas-
tique et calcul d’Ito).

Ensuite, nous présentons les équations différentielles stochastiques : définitions, solution, chan-
gement de probabilité et I’étude de quelques schémas numériques.

Finalement, nous étudions en détail un modéle d’application en finance, & savoir le modéle de
Black-Scholes pour lequel nous présentons les hypothéses de marché et certaines notions en

finance.



Chapitre 1

Généralités sur le processus stochastique

et calcul d’Ito

Le but de ce chapitre est d’introduire des outils de base de calcul stochastique essentiels.

1.1 Processus stochastique

Définition 1.1.1. Un processus stochastique défini sur un espace de probabilité (2, F,P) est
une famille des variables aléatoires X = (Xi)i>0 définies sur le méme espace de probabilité.

En d’autres termes, X est une fonction a deux variables telle que

X :[0,00) x Q2 =R
(t,w) — Xi(w).

Remarque 1.1.1. a) L’espace d’arrivée peut étre beaucoup plus complexe que R ;
b) t représente, en général, le temps;
¢) Pourt € [0,00) fixé, lapplication w € Q — Xy(w) est une variable aléatoire sur ’espace
probabilisé (Q, F,P) ;
d) Pour w € Q fizé, Uapplication t € [0,00) — Xi(w) est une fonction a valeurs réelles,

appelée trajectoire du processus, noté Xy(w) ou X;(t,w).

Définition 1.1.2. Un processus X = (X¢)i>o est appelé un processus a trajectoires conti-

nues ou simplement (processus continu) si,

Plw e Q:t— Xi(w) est continue) = 1.
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Définition 1.1.3. Soit X = (X;)i>0 un processus stochastique. Les lois de dimension finie du
processus X sont les lois des vecteurs du type (X, -+, Xy,) oun > 1 et ty,ty,t5---t, € RT.
— On dit que deuzx processus (Xi)i>o et (Yi)i>o ont méme loi s’ils ont les mémes lois de
dimension finie.

— On dit que les processus (X;)i>o et (Yy)i>o sont indistinguables si :
P(Vt € RT, X, = Y;) = 1.

Définition 1.1.4. Un processus X = (X;)i>0 est un processus gaussien si toutes ses lois de

dimension finie sont gaussiennes i.e.

Vn>1, Vip<ta<---<t, €T (X, -, Xy,) est un vecteur gaussien.
Définition 1.1.5. On dit que le processus X = (Xi)i>o est a accroissements independants
8%

Vn>1, Vi <ty <---<t, e R" Xy, X, — X4y, Xy, — Xy, _, sont indépendantes.

Définition 1.1.6. Un processus X = (X;)i>0 est mesurable si lapplication (t,w) — Xi(w)

de RT x Q dans R? est mesurable par rapport aux tribus B(RY) @ F et B(R?).

1.1.1 Filtration

Définition 1.1.1.1. Une filtration (F;);>o est une collection croissante de sous-tribus de JF,
1.€.

F,CF CF

pour tous s,t € R tels que s < t.
— Si (Fi)io0 est une filtration de (2, F,P) alors (0, F, (Fi)i>0,P) est appelée un espace de
probabilite filtre.
— Soit (Xy)i>0 un processus stochastique, sa filtration naturelle (FX)io est la filtration

définie par F;* = 0{Xs, s < t}.

Remarque 1.1.1.1. F; représente la quantité d’information disponible a 'instant t. Il est donc

logique que cette quantité augmente avec le temps.

Définition 1.1.1.2. 1. Si (F;)i>o est une filtration alors on définit la filtration suivante

@:(ﬂﬂ).

s>t
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2. On dit qu’une filtration est continue a droite si
Vt 2 O, ft - ft+

3. Soit N la classe des ensembles de F qui sont P-négligeables. Si N € Fo, on dit que la
filtration (Fy)i>o0 est compléte.

4. On dit qu’une filtration (F;)i>o satisfait les conditions habituelles si elle est a la fois

continue a droite et compléte.

Définition 1.1.1.3. Un processus X = (Xi)i>0 est adapté par rapport a la filtration (F;)e>o
si, pour tout t, X, est Fi-mesurable.

1l est inutile de dire qu’un processus est toujours adapté par rapport & sa filtration naturelle.

Remarque 1.1.1.2. Si N € Fy, et si X = (X;)i>0 est adapté par rapport a (F;)e>o alors toute

modification de X est encore adaptée.

Définition 1.1.1.4. Un processus X = (X;)i>0 est progressivement mesurable par rapport
a (Fi)iso si Uapplication (s,w — X (w)) de [0,t] x Q dans R? est mesurable par rapport a
B([0,t]) ® F, et R™.

1.2 Mouvement Brownien

1.2.1 Historique

— 1828 : Robert Brown, botaniste, observe le mouvement du pollen en suspension dans
I'eau.

— 1877 : Delsaux explique que ce mouvement irrégulier est du aux chocs du pollen avec les
molécules d’eau (changements incessants de direction).

— 1900 : Louis Bachelier dans sa thése "Théorie de la spéculation" modélise les cours de la
bourse comme des processus & accroissements indépendants et gaussiens (probléme : le
cours de l'actif, processus gaussien, peut étre négatif).

— 1905 : Einstein détermine la densité du MB et le lié aux EDPs. Schmolushowski le décrit
comme limite de promenade aléatoire.

— 1923 : Etude rigoureuse du MB par Wiener, entre autre démonstration de I’existence.

Un mouvement brownien généralement noté B pour Brown ou W pour Wiener.
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Définition 1.2.1.1. (Mouvement Brownien) Dans un espace de probabilité (2, F,P), Un
mouvement Brownien standard est un processus (B)i>q tel que :
1. By = 0 presque stirement;
2. B est continu, c’est a dire t — By(w) est continue pour presque tout w ;
3. B est a accroissements indépendants, c’est-a-dire que By — B est indépendant de
FB = o{B,,s < t};
4. les accroissements sont stationnaires (pour s < t l'accroissement By — B, ne dépend que

de la valeur de t — s), Gaussiens, et tels que si s <t, on a By — B, ~ N(0,t — s).

Un processus gaussien (centré) est un processus tel que toutes les marginales fini-dimensionnelles
soient des vecteurs gaussiens (centrés), autrement dit tel que toute combinaison linéaire finie
de ses marginales fini-dimensionnelles soit gaussienne (centrée). La loi d’un processus gaussien

centré est caractérisée par sa fonction de covariance.

Théoréme 1.2.1. (Caractérisation du Mouvement Brownien) Un processus stochastique
B = (Bt)i>0 est un mouvement Brownien si et seulement si B est un processus gaussien centré

a tragectoires continues de fonction de covariance Cov(Bg, By) = min(s,t).

Preuve. voir [13].

1.2.2 Propriétés

Soit B = (B¢)¢>0 un mouvement Brownien defini sur un espace de probabilite (§2, F,P) alors

1. Symétrie.

Le processus (—B) = (—B)i>0 est encore un mouvement Brownien

2. Changement d’échelle (scaling).
Soit C' > 0. Le processus BY = (B )0 avec Bf’ = (&)(Bc2) est encore un mouvement

Brownien.
3. Propriété de Markov simple.
Pour s > 0, posons Fy := o(B,,u < s) et Bt(s) = B;,, — B..
alors B®) = (B{);>0 est un mouvement Brownien independant de F,.
4. inversion temporel
Soit (—B) = (—Bt)t>0 est un mouvement Brownien. On pose t > 0, Z; = tBy, alors (Z4)

est un mouvement Brownien.
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Définition 1.2.2.1. (Mouvement Brownien Géométrique) Soit B un mouvement Brow-

nien, b et o deux constante. Le processus (Xi)i>o définie par :

1
X; = Xpexp ((b — 502)75 + aBt)

est un mouvement Brownien appellé Brownien géométrique.

Ce processus est aussi appellé processus "log-normal”. En effet, dans ce cas

1
In X, ={b— 502}t +oB;+Inx

et la variable qui est a droite suit une loi normale.

1.3 Martingales

1.3.1 Espérance conditionnelle

Définition 1.3.1.1. Soit X un variable aléatoire de l'espace L'(Q, F,P) et B une sous tribu
de F. Ep(X/B) est l'unique variable aléatoire de L*(B) telle que

VB € B, /Xd]P’:/EP(X/B)dIP
B B

Proposition 1.3.1.1. Soient X et Y deux variables aléatoires intégrables et B une sous tribu

de F.

Linéarité : E(c X +Y/B) = cE(X/B) + E(Y/B) p.s.

Positivité-monotonie : X >Y p.s. = E(X/B) >E(Y/B) p.s.

E(E(X/B)) = E(X).

Si X LY alors E(X/B) =E(X) p.s.

Si X est B-mesurable , alors E(X/B) =X ps.

Si Y est B-mesurable et bornée, alors E(XY/B) =E(X/B)Y p.s.
SiH C BCF alors E(E(X/H)/B) =E(X/H) =E(E(X/B)/H) p.s.

1.3.2 Martingales & temps continu
Soit (2, F, (Fi)i>0, P) est un espace de probabilite filtré.

Définition 1.3.2.1. Soit X = (X})i>0 un processus adapté et intégrable, on dit que X est
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1. Une martingale si

VO<s<t E(X)/F)=X.

2. Une surmartingale si

VOo<s<t E(X,/F) <X
3. Une sousmartingale si

VO<s<t E(X,/F)=>X.

Définition 1.3.2.2. Un processus aléatoire X = (X;)i>0 est une F-martingale si
(i) X est F-adapté,

(ii) E[|X:|] < oo, pour tout t € [0,T],

(iii) E[X;/F,] = X, pour tout s,t € [0,T] tels que s <t

Un processus X est une F-surmartingale (resp. une F-sousmartingale) s’il vérifie les pro-
priétés (i) et (ii) et B[ X;/Fs| < Xs (resp. E[X;/Fs] > X;) pour tout s,t € [0,T] tels que

s <t.
Remarque 1.3.2.1. Si (X;)i>o est une martingale alors E(X;) = E(X,) pour tout t € T.

Définition 1.3.2.3. Soit X = (X;)i>0 un processus stochastique

1. On dit que X = (Xi)i>0 est uniformement integrable si :

lim sup/ | X¢|dP = 0.
ATHO0 120 J (| X >a)

2. Sip>1, on dit que X = (X})i>0 est borné dans LP si :

lim E[| X,[”] < oo.
t—0

1.4 Variation totale et quadratique

Définition 1.4.1. La variation infinitésimale d’ordre p d’un processus X; défini sur [0,T]

associée a une subdivision I, = (7, - -, 1) est définie par :

P
VE(IL) = > [ Xin = Xy |7
=1
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Si VE(IL,) a une limite dans un certain sens (convergence presque sire, convergence LP)

lorsque

o = M loe = mac | £, — 7 [0
La limite ne dépend pas de la subdivision choisie et nous l’appellerons alors la variation
d’ordre p de X; sur [0, T]. En particulier :
—- Sip=1, la limite s’appelle la variation totale de X; sur [0,T],
— Sip =2, la limite s’appelle la variation quadratique de Xy sur [0,T] et est notée (X)r.

Remarque 1.4.0.2. Si la variation totale d’un processus existe presque surement alors elle

vaut :

p
Vi = sup Z | Xin — Xign [P D.S.

nep 5
ot P est l’ensemble des subdivisions possibles de [0,T].
Réciproquement, si ce sup est fini, le processus admet une variation totale. Ce résultat est du a
la décroissance en 11 de la variation infinitésimale : Si 11 € I alors V(1) > VA(IT') qui vient
naturellement de l'inégalité triangulaire : |x —y |<|z—z |+ |z —vy].
La variation totale d’un processus s’interpréte comme la longueur de ses trajec-

toires.

Proposition 1.4.0.1. La variation quadratique sur [0,T] du mouvement Brownien existe dans
L*(Q) (la variation infinitésimale converge en || . ||2) et vaut T. De plus, si la subdivision I,

satisfait X071 m, < oo on a la convergence au sens presque sir. On a donc :
(B)r =T.
Preuve.voir [1].

Proposition 1.4.0.2. Pour toute subdivision 11, satisfaisant 3°° 1, < oo, la variation infi-
nitésimale d’ordre 1 sur [0,T] du mouvement Brownien associée o cette subdivision converge

presque sirement vers co. Donc, la variation totale du mouvement Brownien vaut oo p.s. :
1 1
Vi = supn, Vp(Il,) = oo p.s.

Preuve.
Soit II,, une suite de subdivision de [0, 7] satisfaisant ¥9°,m, < oo. Alors, sur presque tout

chemin w, on a la relation :

Vi(Ia)(w) < suplu—ven,| | Bu(w) — Bu(w) | Vo (IL) (w)
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Le terme de gauche tend vers T car on a la convergence p.s. de la variation quadratique. Le
premier terme a droite tend vers 0 car le mouvement Brownien a ses trajectoires uniformément
continues sur [0, 7] en tant que fonctions continues sur un compact. Donc le deuxiéme terme
de droite tend nécessairement vers l'infini.

En conclusion, la variation quadratique du mouvement Brownien est non nulle, elle vaut T

dans L?, mais que sa variation totale est infinie presque surement.

1.4.1 Variation bornée
Définition 1.4.2. Un processus X est un processus a variation bornée sur [0, T s’il est variation
bornée trajectoire par trajectoire, c’est-a-dire que :

n
sup | Xi, — X4, | < o0 p.S.
I =

Remarque 1.4.1.1. Si la variation totale d’un processus existe presque strement, alors elle

vaut
n

Vi = su X, — X,
T Heg;| ti tiy |
ou P est l'ensemble des subdivisions possibles de [0,T.

Réciproquement, si ce supremum est fini, le processus admet une variation totale. La variation

totale d’un processus s’interprete comme la longueur de ses trajectoires.

1.4.2 Cas du mouvement Brownien

Soit (Bt)iep, un mouvement Brownien standard que nous noterons B(t) par la suite.

Pour t > 0, nous définissons

=3 [o() -o(“5)]

Définition 1.4.3. Pourt > 0,
lim <B)£n) =t ps

n—00

Nous définissons la variation quadratique du mouvement Brownien standard (B>§n) comme étant

donnée par cette limite et on pose (B)o = 0.

Preuve.

Soient X; = B(;—i) — B((i;)t), 1 <i<2"ett,n fixés .
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Les variables aléatoires sont indépendantes et identiquement distribuées, X; ~ N(0,¢/2") et

(B)!" = 32" X2, Nous avons alors

1=

Egmﬂziﬁwﬂ=§%=t

et

277.
2 2 t?
_ <3___) _
— 4n 4n 2n71

Par conséquent, en appliquant I'inégalité de Chebychev (avec la fonction x — z?) il vient,

o0 1 o (o0 t2
(n) 2 (n)\ _ 1.2
;P(|(B>t —t]> E) <k ;Var(<B)t ) =k ;%1 < 00

Comme cette somme est finie, nous pouvons utiliser le lemme de BorelCantelli qui nous assure
que

1
]P’{limsup ( | (B)\™ —t |> E)] =0

Nous avons ainsi
n 1
P{U,?illimsup ( |(B)™ — ¢ |> E)} =0

et donc

ce qui compléte la Preuve.

Remarque 1.4.2.1. La variation totale du mouvement Brownien trajectoire par trajectoire est
la longueur de son chemin. Un mouvement Brownien oscille en permanence et donc la longueur
de ses trajectoires est infinie. Ceci est également lié au fait que les trajectoires du mouvement
Brownien, bien que continues ne sont pas régquliéres. En d’autres termes, presque toutes les

trajectoires du mouvement Brownien ne sont nulle part différentiables sur RT.

Proposition 1.4.1. Si X; est un processus, alors
o [l est a variation bornée si et seulement si il est la différence entre deux processus crois-
sants ;
e Sl est a variation bornée et a trajectoires continues, sa variation quadratique est nulle

presque strement, c¢’est-a-dire que (X)7 = 0.
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1.5 Intégrale stochastique

On veut donner un sens a la variable aléatoire :

T
/ 0sd By
0

Lorsque I'on intégre une fonction g par rapport a une fonction f dérivable, si g est réguliére, on

définit son intégrale comme :

T T
| s = [ gte)r s
0 0

Si jamais f n’est pas dérivable mais simplement a variation bornée, on s’en sort encore en

définissant I'intégrale par :

Aw> 1ng f(tin) — F(£))

L’intégrale alors définie s’appelle intégrale de Stleljes. Dans notre cas, le mouvement Brow-
nien n’est pas a variation bornée donc, on ne peut pas définir cette limite trajectoire par trajec-
toire. Par contre, comme il est & variation quadratique finie, il est naturel de définir I'intégrale

par rapport au mouvement Brownien comme une limite dans L? de cette variable aléatoire.

n—1

/ 0,dB, = lim Zet (B, — B,

0

1.5.1 Processus élémentaire

Définition 1.5.1. Un processus (0;)i>0 est appelé processus élémentaire s’il existe une subdi-
vision 0 =ty < t; < --- < t, =T et un processus discret (0;)o<i<n—1 avec 8; mesurable par

rapport a Fy, et dans L*(Q) tel que :

i
L

et(w> = ei(w>]l}ti7ti+1}(t>

i

I
o

On note E ’ensemble des processus élémentaires.

Définition 1.5.2. Avec les méme notations, l'intégrale stochastique entre 0 et t < T d’un

processus €lémentaire 0 € E est la variable aléatoire définie par :

/edB Ze (Biyy — Br) +0:(B: — By,)  sur e, teal,

soit
t n
/ esst = Z Hi(Bt/\tiH - Bt/\ti)
0 i=0
ot a Ab=min(a,b).
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Proposition 1.5.1. Pour tout t on a
T 1
/ BydB, = =(B} —t)
0 2

Preuve.

Par définition

T n
/ BB, =1lim Y By (B, — By,)
0 n

=0
L'égalité

n n

QZBti(Bti+1 - Btz) = Z(B?H-l - BtQZ) - (Bti+1 - Bti)z
i=0 =0 =0
montre que

T 1 n 1
/0 Bsst = 5 |:Bt2 - hTILTl Z(BtH»I - Bti)2:| = 5[33 - t]'
i=0

Proposition 1.5.2. Pour 0,¢ € E, nous avons
a) E([10,dB,/F,) =0.
b) E[(J, 6:dB,)"/F,] =E( [, 02dr/F).

) BL(J!0.dB,) ([ 0:dB) [F] = B( [ 0,6,dr/F.).

1.5.2 Propriétés de l’'intégrale Stochastique

Proposition 1.5.3. Sur l’ensemble des processus élémentaires E, l'intégrale stochastique satis-

fait les propriétés :

(i) 0+ [, 0,dB; est linéaire;;

(ii) t — f(f 0,dB; est continue presque strement et F-adapté ;
(iii) E( f;°0.dB,) =0 et Var( [, 0.,dB,) =E[ [~ 62ds].
(iv) (f(f QSst)tZO est une F-martingale ;

(v) Le processus <( fot QSdBS)2 - f; des) est une F-martingale.

t>0

Preuve.

(i) La linéarité de 'intégrale stochastique est immeédiate et sa continuité résulte de la conti-
nuité des trajectoires du mouvement Brownien ;

(ii) La variable aléatoire ( fot 0,dB;) est F-mesurable pour tout t car c’est une somme de
variables aléatoires F-mesurables; il s’ensuit que l'intégrale stochastique est un processus

F-adapté;
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(iii) On démontre par des calculs directs que :

E( /O messt) - ;E[Qi(Btm—Bti)}
0

et

vor( [0a.) = e(( ['0a5)") <2 (T oz -50) ]

=0
k—1 )
- ZE[62'2<Bti+1 — B.,)’]
=0

+ QZE[9i9j<Bti+1 - Bti)<Btj+1 o Bji)]

1<J
k—1
— ZE[@?E(BQH - Bi—/Fti)}
i=0

+ 2> E[0,60,(B,,, — B.,)E(By,,, — B;,/F.,)]

1<j

k—1
= E[Zef(ml —ti)] +0
=0

= E(/Otegds).

(iv) Le processus (fot 0,dB,) est adapté et (fot 0,dB,) € L*; par conséquent, (f(f 0,dB;) €
L? . La proposition (1.5.2) donne la propriété de martingale de 'intégrale stochastique, a
savoir que c’est simplement une transformée de martingale ;

(v) Le processus (( IN Gsst)2 N 93d$> est F-adapté car c’est une somme de processus
adaptés. Chacun des processus de cette somme est dans L', car c’est la somme de deux

éléments de L. La proposition (1.5.2) conduit ensuite & la propriété de martingale.

1.6 Calcul d’'Ito

Nous allons maintenant introduire un calcul différentiel sur ces intégrales stochastiques. On

appelle ce calcul "calcul d’Itd6" et I'outil essentiel en est la "formule d’It6".
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Définition 1.6.1. (Processus d’It6) Soient (2, F,(Fi)i>0,P) un espace probabilisé muni
d’une filtration et (B)i>o un Fy-mouvement Brownien. On appelle processus d’Itd, un processus

(Xt)e>0 @ valeurs dans R tel que :

t t
Pp.s Vi <T Xt:XO—i—/ sts—i—/ H,dB;
0 0

Avec :

- Xo est Fi-mesurable;

— (Ks)i>0 et (Hg)i>o des processus adaptés a Fy ;
- fot | K| ds < 400, Pp.s;

— fot | Hy |* ds < 400, Pp.s.

1.6.1 Formule d’Ito

Théoréme 1.6.1. [12] Soit (X;)i>0 un processus d’Ité et f une fonction deux fois contindment

différentiable, on a :

F(X0) = £(X0) /f dX+/f” X),

ot pour definition

t
(X, X), = / H2ds
0

/f )X, = /f de+/f ) H,dDB,

De méme si (t, X) — f(t,x) est une fonction de classe C*?, on a :

et

£ X)) = £(0, Xo) /st ds+/st VX, + / d(X, X),
Exemple 1.6.1. Si f(z) =2*> et X; =By, Ona K, =0 et H, =1,
donc
t 1 t
Bf—z/ BsstJr—/ 2ds.
0 2 Jo
On obtient

t
B} —t= /BdB
0

Comme E( fg des) < 00, on retrouve le fait que B? —t est une martingale.
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Proposition 1.6.1. 1. La variation quadratique sur [0,t] d’un processus d’Ito X donné par :

(X), = </0t HsdBS> = /Ot 02ds

2. La covariation quadratique entre deux processus d’lto Xy et X5 donnés par :
dX! = K!dt + H}dB,

vaut :
t
(Xl,X2)t:/ 010%ds
0

Preuve.

Par définition, la covariation quadratique est donnée par :

—_

(X1, X%, = §(<X1+X2>t—<X1>t—<X2>)t
_ %(/Ot(eg 02)2ds — /Ot(eg)z‘ds - /Otwg)?ds)
_ Otegegds.

La conclusion est obtenue en notant que (X);, = (X, X),

Proposition 1.6.2. (Formule d’intégration par parties) Soient X, et Y; deuz processus
d’Ito,
t t
X, = X +/ sts+/ H.dB,
0 0
et
t t
Yt:YO+/ K;ds+/ H'dB,
0 0
Alors :
t t
XtY;g - X()}/E) + / Xtd}/; + / }/;dXt + <X, Y)t
0 0
avec la convention :

t
(X,Y), = / H.H'ds.
0

1.6.2 Formule d’It6 multidimensionnelle

La formule d’It6 multidimensionnelle se généralise aux cas ou la fonction f dépend de
plusieurs processus d’Ito6 et lorsque ces processus d’Ito6 s’expriment en fonction de plusieurs

mouvements Browniens.
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Définition 1.6.2. On appelle F-mouvement Brownien d-dimensionnel un processus a valeurs

dans R%, (By)i>o adapté a Fi, avec By = (B}, -+, BY), ot les (B!)>o sont des Fi-mouvements

Browniens standards indépendants.

On généralise la notion de processus d’Ité.

Définition 1.6.3. On dit que (X¢)¢>o est un processus d’Ito si :

t d t
Xt:X0+/ sts—l—Z/ H!dB!

Avec :

— K et les (H}) sont adaptés a Fi ;
— fot | K5 |ds < 400, Pp.s;

- fot | H |? ds < 400, Pp.s.

La formule d’It6 prend alors la forme suivante :

Proposition 1.6.3. Soient X}, - X n processus d’Ité :

t d t
X! =X} +/ Klds+ Z/ HYdBI
alors si f est une fonction deux fois différentiable en x et une fois différentiable en t, ces dérivées

étant continues en (t,z) :

t

0

f(thtlv"'vXZl) = f(07X57"'7X3)+ a_i(stiv"'an)dS
0

+ i/t OF (5, X1, X")dx'
1 0 ax ) S Y S S

1 torf o
> XL X™MA(XE X
+ 2 '_1/‘ ‘(57 ER ? 5)d< Y >S

ol
X! = Kids + Y, HYdB],
- d(Xi,Xj)s = fnzl Hsi’mHgvmds.



Chapitre 2

Approximation d’une équation

différentielle stochastique

2.1 Equations différentielles stochastiques

2.1.1 Introduction

Les équations différentielles gouvernent de nombreux phénomeénes déterministes. Pour prendre
en compte des phénoménes aléatoires, formellement on doit prendre en compte des "différen-
tielles stochastiques", ce qui transforme les équations en équations différentielles stochastiques
(EDS).

Les équations différentielles sont des équations d’évolution du type :
'(t) = b(t, x(t)) (2.1)

ou Iinconnue est une fonction x(t) qui doit vérifier une équation impliquant sa dérivée z’ et elle
méme. Les cas les plus simples sont les équations différentielles d’ordre 1 comme en (2.1) (seule
la dérivée 1 ére est impliquée) avec b(t,z) = A + cx indépendant de t et affine par rapport a x.

Symboliquement, ’équation (2.1) se réécrit :

Cette équation modélise typiquement un systéme physique (z;)¢>0 qui évolue avec le temps de
fagon que x s’accroit, a la date t, selon le taux b(t,z;). Par exemple, avec b(t,z;) = f(t)xy,

I'équation dx; = b(t)x,dt modélise le cours d'un actif financier z; soumis au taux d’intérét

22
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variable b(t) ou d’une population avec un taux de natalité b(t). Il est bien connu que la solution

est
t
T = To exp(/ b(s)ds)
0
Les EDS sont des généralisations des équations (2.1) ou la dynamique déterministe d’évolution

est perturbée par un terme aléatoire. On peut considérer que ce bruit est un processus gaussien

généralement modélisé par un mouvement Brownien B et une intensité de bruit o(z,t) :
dX; = b(s, Xs)ds + o(s, X,)dBs. (2.3)

Définition 2.1.1. On appelle équation différentielle stochastique noté (EDS) de condition ini-
tiale Xo, de coefficient de diffusion o et de coefficient de dérive b un processus X tel que pour

tout t > 0,
t t
X; = :Eo—l-/ b(s,Xs)ds—i-/ o(s, Xs)dBs. (2.4)
0 0

L’équation (2,4) sera aussi notée
dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)dBt

Xo = x9

2.2 Solution d’une EDS

On note par (M)gyx.,(R) Pensemble des matrices d X m a coeficients réels.

Définition 2.2.1. Soient d et m deux entiers positifs et soient o et b des fonctions mesurables
localement bornées définies sur R x R? et a valeurs respectivement dans (M) gxm(R) et RY.
On note o = (Uij>1§i§d,1§j§m etb= (bi>1§i§d-

Une solution de l’équation :
E(b, 0') . dXt = b(t,Xt)dt+U(t,Xt)dBt

est la donnée de :
— Un espace de probabilite filtré (2, F, (Fi)i>0, P) satisfaisant les conditions habituelles.
— Un Fi-mouvement Brownien défini sur cet espace et a valeurs dans R™, B = (B!, ---, B™).

— Un processus Fy-adapté continu X = (X, -+, X™) a valeurs dans R? tel que :
t t
X = Xo +/ b(s,XS)ds—l—/ o(s, Xs)dBs
0 0

— Lorsque Xy =z € R?, on dira que le processus X est solution de E,(b,o) .
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1l existe plusieurs notions d’existence et d’unicité pour les équations difiérentielles stochastiques.

On les cite dans la définition suivante

Définition 2.2.2. Pour l'equation E(b,c), on dit qu’il y a :
e Euzistence faible si pour tout x € R? il existe une solution de E,(b,c).
o Fristence et unicite faibles si de plus toutes les solutions de E,(b, o) ont meme lo.
e Unicite trajectorielle si ’espace de probabilite filtré (2, F, (Fi)i>0,P) et le mouvement
Brownien B etant fizes, deuz solutions X et X’ telles que Xo = X P p.s. sont indistin-

gquables.

On dit de plus qu’une solution X de E,(b, o) est une solution forte si X est adapte par rapport

a la filtration canonique de B.

Définition 2.2.3. (Solution forte) Un processus stochastique (X;)i>o est appelé une solution
forte de 'EDS E.(b,0) si :
- Xy est Fy-mesurable pour tout t > 0.

— On a les conditions de régularité
t t
p{/ b(s, X,) | ds < o0} — IP’{/ o (s, X)2ds < o0} = 1.
0 0
— Pour toutt >0, on a :
t t
X: = X, +/ b(s,XS)ds+/ o(s, Xs)dBs
0 0
avec probabilité 1.

Passons a present au théoréme d’existence et d’unicité de la solution de E, (b, o). On designe

par || . || la norme euclidienne dans R?.

2.2.1 Théoréme d’existence et d’unicité

Théoréme 2.2.1. On suppose qu’il existe une constante K positive telle que pour tout t > 0
et x,y € RY

1. Condition de Lipschitz
| b(t,z) = b(t,y) |+ |ot,z)—o(t,y) [<K|z—y]
2. Croissance linéaire

[ 0(t, ) [< K(1+ | 2 ), | o(t, ) |< K(1+ [z )
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Alors il y a unicite trajectorielle pour E(b, o) .
De plus, pour tout espace de probabilite filtré (Q, F, (Fi)i>0, P) et tout (F)i>o-mouvement Brow-

nien, il existe pour chaque x € R, une (unique) solution forte pour E,(b, o).
preuve voir|l]

Exemple 2.2.1. Nous allons maintenant nous intéresser aux solutions (Si)i>o de :
¢
Sy =z + / Ss(pds + odBy) (2.5)
0
On écrit souvent ce type d’équation sous la forme
dSt = St(ﬂdt + O'd.Bt)7 So = 2o (26)

Cala signifie que l’on cherche un processus adapté (Si)i>o tel que les intégrales f(f Ssds et

t . . L. .
fo SsdB; aient un sens, et qui vérifie pour chaque t :

t t
P,s Si=x0+ / wSsds + / 0S,dB,
0 0

Faisons tout d’abord un calcul formel, posons Y; = log(S;) ou S; est un processus d’Ité avec

Ky = nSs et Hy = 0Ss. Appliquons la formule d’Ité a f(x) = log(x) on obtient, en supposant

F(X0) = F(Xo) + /f dX+/f” X),

1 1
log(Sy) = log(So) + / —dSs + ~ / —d(5,S);
0

que Sy est positif :

2 S2

S

en effet :

t t t
(S,8), = ( / ¢S.dB,, / 0S.dB,) = ( / 0S.dB.)
0 0 0

t t
= / 02S%d(B, B), = / 02S%ds
0 0

on a: dS; = Ss(puds + odBy)

b Ss(pd dBy)
log(S;) = log(So) +/ S (p 8+U / 5 02S%ds
0
= log(So) +/ pds + adB + - / —o?ds
0 0 2 Jo

o2 t
= log(Sy) + —E)ds—i-/ odB,
0

o\»
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Soit en utilisant (2.6) :
t o2 ¢
Yt:YO—i—/ (,u—?)ds—i-/ odB;
0 0

On en déduit que :
2
o
Y; = log(S;) = log(So) + (1 — ?)t + 0B;.

exp (log(5:)) = exp (log(Sp)) exp (1 — %2)15 + 0B)

1l semble donc que :
2

o
Sy = xgexp ((,u — ?)t + cht), So = xo

Soit une solution de 'equation (2.5).

Vérifions rigoureusement cela.

Sy = f(t,By) ou :

F(t, ) = woexp (1 — )t + o)

La formule d’Ité donne :

S, = F(t. B) = (0, Bo) + /0 f(s, B)ds + /0 s, Bs)dBSJr% /0 (s, B)A(B, B),

Mais comme la variation quadratique du mouvement Brownnien vaut (s) ((B,B)s =s) on a :

t 2 t t
1
S, = x0+/(u—0—)58d8+/ o—ssst+/ =028, ds
0 2 0 0 2

t to_2 t t0.2
= :co—l—/ ,uSsds—/ —Ssds—l—/ aSsst+/ —S.ds
0 0o 2 0 0o 2

t t
Sy = x9 + / wSsds + / 0S,dB,
0 0

et finalement :

On vient donc de démontrer l'existence d’un solution de (2.5). Nous allons maintenant prouver
que cette solution est unique. Pour cela, nous allons utiliser une propriété généralisant "la
formule d’intégration par parties” dans le cas des processus d’Ité.

Notons que :
2

o
Sy = woexp((p — E)t + oBy)

est une solution de (2.5) et suposons que (Xi)i>o en soit une autre.

On va chercher a exprimer la "differentielle stochastique” X,;S;* .

Posons :
S 2
Zy =22 = exp((—p + U—)t —oBy)
S; 2
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ety =—p+oeto =—o
Alors
2

Z; = exp((p' — %)t +0'By)

et le calcul fait précédemment prouve que :
¢ t
Z, =1+ / Zs(p'ds +o'dBs) =1+ / Z((—p+ 0*)ds — odB,)
0 0

On peut alors exprimer la "differentielle” de X;Z; grace a la formule d’intégration par parties

pour les processus d’Ito :
d(XtZt) - XtdZt + thXt + d<X, Z>t

Ici on a :
t t t
(X, Z) = { / X,0dBy, — / Z0dB,); = — / 0* X, Zds
0 0 0

On en déduit que :
d(X:Z,) = X; Z((—p + o) dt — 0dB,) + X, Z,(pdt + odt) — X, Z,odt =0
X Zy est donc égale a XoZy, ce qui entraine que :
Vt >0, Pps. X, =07 '=5,
Les processus X; et Zy étant continus, ceci prouve que :
Pps. Vt>0, X,=x0Z'=S5,
On vient ainsi de démontrer le théoreme suivant :

Théoréme 2.2.2. :[12] u,o étant deuz nombres reels, (Byi)i>o €tant un mouvement Brownien
et T un reel strictement positif, il existe un processus d’Ité6 unique (S;)o<i<r qui verifie pour
toutt < 7T : )
Sy =z + / Ss(unds + odBs)
0

Ce processus est donné par :

2
o
Sy = xoexp((p — ?)t + oBy)
Remarque 2.2.1.1. : Le processus S; que l'on vien d’expliciter servira de modele standard
pour le prix d’un actif financier. On appelle le modéle de Black et Scholes.
Lorsque p = 0, S; est une martingale, ce type de processus porte le nom de martingale expo-

nentielle.
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2.3 Changement de probabilité
Comme vu précedemment, la solution de I'équation
dXt = b(t, Xt)dt + O'(t7 Xt)dBt7 XO = 2o (27)

n’est en général pas une martingale (sous la probabilité IP). La question que 'on se pose ici
est de savoir s’il existe une autre mesure de probabilité Q sous laquelle le processus (X;) soit
une martingale.
L’application en mathématiques financiéres est la suivante : pour évaluer le prix d’une option
sur un actif, on a besoin de la propriété de martingale. Pourtant, le prix d’un actif donné n’est
en général pas une martingale, mais affiche une tendance a la hausse ou a la baisse. C’est
pourquoi on désire définir une nouvelle probabilité sous laquelle celui soit une martingale, de

maniére a pouvoir effectuer des calculs.

2.3.1 Probabilités équivalentes

Soit (£2, F,P) un espace de probabilité. Une probabilité Q sur (£, F) est dite absolument

continue par rapport a P si :
VAe F:P(A)=0= Q(A4) =0.

Théoréme 2.3.1.1. Q est absolument continue par rapport a P si et seulement si, il existe une
variable aléatoire Z a valeurs positives ou nulles sur (2, F) telle que :

VA€ F:Q(A) = / Z(Q)dP(9).

A

Z est appelée densité de Q par rapport a P notée %.

2.3.2 Théoréme de Girsanov

Théoréme 2.3.2.1. [7] Soit (Q, F, (Ft)i>0,P) un espace probabilisé dont la filtration est la
filtration naturelle d’un mouvement Brownien standard (By)i>o, et soit (0)i>0 un processus

adapté vérifiant .'fOT 02ds < oo p.s tel que le processus (Li)i>o défini par :

T 1 (T
L, = exp(—/ 0.,dBs — 5/ 02ds).
0 0
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soit une Fy-martingale, Alors il exist une probabilité P de densité L, équivalente a P sous

laquelle le processus (By)i>o défini par :

T
Bt = Bt — / HSdS.
0

est un F;-mouvement Brownien standard.

2.4 Intégration numérique des EDS

Considérons ’équation différentielle stochastique (2.7). Nous avons vu que si b et o sont
continues en (s,x) et lipschitziennes en x, cette équation posséde une unique solution forte
(X¢)i>0. Cependant, il est parfois difficile d’obtenir une expression analytique pour cette solu-
tion. Il est donc important de développer des méthodes numériques afin de simuler des approxi-
mations de la solution de telles équations. Les schémas numériques utilisés pour les équations

différentielles ordinaires peuvent, en général, étre adaptés au cas stochastique.

2.4.1 Méthode d’Euler

En supposant qu’il existe une unique solution forte a ’équation différentielle stochastique
(2.7)

on a pour tout s < t € [0,T] que
t t
X = X, +/ b(r, Xr)dr+/ o(r, X,)dB,. (2.8)

pour tout s &~ ¢, nous pouvons utiliser la continuité des fonctions r — b(r, X,) et r — o(r, X;)

afin de déduire une approximation de (2.8), & savoir

Xy~ X5+ b(s, Xs)(t — s) + 0(s, Xs)(B; — By). (2.9)
Soit maintenant N € N. En posant s = % et t = ("J]rvl)T, oun € {0,1,..., N —1}, nous obtenons
de (2.9) que
nT T nT
X(n.;j-\})T ~ X% + b(W,X%\JT>N + O‘(W,X’r}g—') (B(n_gva — BTEVT>

A noter que Buinr — B nr est une variable aléatoire de loi (0, %) et est indépendante de
N

F nt, ou JF; est une filtration a laquelle sont adaptés les processus X; et B;-
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Un algorithme numérique est alors obtenu en posant XéN) = w9, et pour n € {0,1,...., N — 1},

ona
N nd T nT
X5n+)1)T2X +b(N X%VT))N—F (W XELT )an,
ou &1, - -+, &y sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d) suit

la loi Goussiene A(0, £).
Ainsi, le processus X; est approximé par X En +)1)T pour t € ] nl (nJ]rVI)T].
L’approximation précédente sera d’autant mellleure que N est choisi suffisamment grand.

En fait , nous pouvons montrer sous certaines hypothéses qu’il existe une constante Cr € (0, 00)

telle que

Cr
E( sup | XN - X > < T
(te[o,T] | X :| vV N

Par conséquent,

Cr
lim E( sup XM x )g—:o.
N—oo (te[O,T] | X ‘| vV IN

L’approximation de X; par X Eﬁ)m est donc uniformément convergente. Il est intéressante de
N

noter que cette approximation stochastique est d’ordre 1/v/ N, alors qu’elle est d’ordre 1/N dans

le cas d’équations différentielles ordinaires. Cette perte de vitesse de convergence s’explique par

I'ajout du facteur /T /N dans 'intégrale d’Ito.

2.4.2 Meéthode de Milstein

Il est bien évidemment raisonnable de chercher d’avoir une méthode de résolution allant au
cette approximation et dans cet état d’esprit, Milstein a proposé une approximation du second
ordre qui utilise & nouveau le calcul stochastique différentiel.

En supposant que la fonction o est continue et deux fois dérivables sur R, x R | nous obtenons

de la formule d’It6 ;

or,X,) = o(s,Xy) +/T %a(u, Xu)du

1 [ o
+ /—auX qu+§/s ﬁa(u,Xu)aKX)u

0 "0
= o(s,Xs)+ /Sga(u,Xu)du—i-/s %U(U,Xu)b(l',Xu)du

v [ et Xoete XadBt g [ et Xaot X,

En d’autres termes nous pouvons écrire ¢ sous la forme

o(r, X,) =o(s, Xs) / —o(u, Xy)o(u, X, )dB, +/ Gudu,
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ou (¢; est un processus continu. Nous en déduisons ’approximation

o(r, X,) ~o(s, Xs) + =—o(s, Xs)o(s, Xs) (B, — Bs) + Gs(r — s).

9
ox
Nous obtenons alors

Xy =~ X,+0b(s,X,)(t—s)+o0(s, Xs)(By — Bs)

t t
+ (%J(S,XS)J(S,XS)/ (B, — By)dB, + Gs/ (r — s)dB,.

En utilisant le fait que
t
/ B,dB, = (B —t)/2,
0
la linéarité de I'intégrale et les propriétés de 'intégrale stochastique, nous pouvons montrer que

[ =B = 3 - B+ - 1)

et
¢
[ = s, ~ (002,
ol o2, = f:(r — s)%dr = (t — 5)3/3.

En négligeant le second terme, nous avons

nT T nT’
X(n+N1)T ~ XnT —|—b(N Xr;\’;r)N—FU(W,X%T) (B(n+N1>T—B%r)

0 (nT nT 1 2T
+ %U(W,X%)U(W,X?)§{<B(n-;’l)T—Br;\:;“> —N},

L’algorithme consiste a poser XéN) = xo, et pour n € {0,1,.... N — 1},

nl T nl
XE»]:;)DT = XnT +b(— X( )> +U(— XE«LT >§n+1
N

N’ N N’
0 nl’ (N) nT (N) 1 2 T
X T AT XnT a B K
* Erd < v N % )2 S N
ou &1, - -+, &y sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d) suit

la loi Goussiene N(0, ).
Sous certaines hypothéses, nous pouvons montrer que I'approximation stochastique de Milstein

est d’ordre 1/N, c’est-a-dire qu’il existe une constante Cr € (0, 00) telle que :

E( sup |Xﬁf¥)—Xt|) <
t€[0,7 Tt

B
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2.4.3 Meéthode de Runge-Kutta

Un inconvénient des méthodes de Taylor et qu’elles mettent en oeuvre des dérivées des
termes de dérive et de diffusion b; et 0. En fait, il existe des méthodes de type Runge-Kutta,
qui ne nécessitent pas d’effectuer de telles dérivations. Indiquons ici sans justification,
pour tout s & ¢t on déduire une approximation de (2.8) par la méthode de Runge-Kutta d’ordre
1,5 a savoir
(B = B’ (= s)

(t—s)

1
Xy~ X, +b(s, X,)(t — s) + o(s, Xs)(By — Bs) + §(O'X; —0Xy)

avec
X! = X, 4+ bX,(t — s) + 0 X.\/(t—5).

On pourra trouver d’autres méthodes d’ordres plus élevés dans [11].

Soit maintenant N € N. En posant s = % ett = W, oun € {0,1,..., N —1}, nous obtenons
de (2.8) que
N N nT’ N T nl N
XE"J;)VUT ~ XE}\?)—Fb(W’X%))N—FU(W’X%)) (B(nJ]er)T—Br;\z‘>
2
B(n+1)T - Bﬂ - Z
L () K ~ N) N]
—(oX —oX
+ 5 <a ur o ur TN ,

avec

X0 = x4y xr/N) + o X /TN,
N N N N
ol Buinr — B nr €St une variable aléatoire de loi N(0, %) est indépendante.
N

L’algorithme consiste a poser XéN) = xg, et pour n € {0,1,.... N — 1},

nd T nT
Xgrjszgl)T = X%)—i—b( 7XE£F/))N+U _X%\{)>€n+1

N N N N’
o (ox - oxg) Bl
avec
X’%V) = X%{) + bX%” (T/N) + O'X%) VT/N,
ou &, - - -, &y sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d)

suit la loi Goussiene N(0, L).
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Ordre des méthodes numériques

On décrit classiquement les performances d'une méthode au moyen de ’erreur moyenne
absolue définie par

Er, =E[ Xr — X7 |].

Si limp, 0 B = 0 on dira que le schéma de discrétisation envisagé converge fortement.

Cette convergence forte sera dite d’ordre 7 si
Er, <Ch”

pour un certain C' > 0 et tout h d’un certain intervalle |0, h).
On peut démontrer que les trois méthodes numériques appliquée aux EDS sont fortement
convergente, et de plus :

— La méthode d’Euler est d’ordre 1/2.

— La méthode de Milstein est d’ordre 1.

— La méthode de Runge-Kutta est d’ordre 1,5.



Chapitre 3

Etude et Application : Modéle de
Black-Scholes

Dans ce chapitre nous allons nous concentrer sur une application des schémas de discréti-

sation vu dans le chapitre précédent.

3.1 Historique

Le premier modeéle d’évolution des actifs financiers a été proposé par Bachelier (1900). Les
actifs risqués étaient supposés Gaussiens et pouvaient donc prendre des valeurs négatives. Pour
remédier a ce défaut, le modéle retenu par la suite est un modéle rendant les actifs risqués
log-normaux, afin de s’assurer qu’ils restent toujours positifs. Ce modéle est connu sous le nom

de Black-Scholes.

3.2 Description du modéle de Black-Scholes

Nous supposons que nous avons un espace de probabilité avec une filtration (2, F, (F;)i>0, P)
tel que :
Fo=10,Q}, F1CFC-- CFr, T < oo

qui est une filtration naturelle du mouvement Brownien standard B;.
Le modéle proposé pour décrire 1’évolution des cours est un modéle & temps continu avec un

actif risqué S; a I'instant t et un actif sans risque S? a l'instant t.

34
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1. On suppose que I'évolution de S? est régie par 1'équation différentielle :
dS? =rSP%t et S)=1 = SP=¢" pour t>0

ol r est un constant positif.

2. On suppose que l’évolution du cours de l'action est régie par I'équation différentielle

Stochastique suivante :
dS; = Sy(pdt + odBy), Sp >0 (3.1)
Ou :
— B, : un mouvement Brownien standard.
— @ est un coéflicient de croissance.
— o0 : est un coéfficient de volatilité.
— Sy : est une valeur initiale pour S;.

Le modéle étudié sur 'intervalle [0,7] ou T est la date d’échéance de 'option a étudier.

La solution de (3.1) est :
2

Sy = Sy exp(ut — %t + 0dBy)

ou Sy est le cours observé a la date 0.

Cette solution est unique mais n’est pas une martingale.

La loi de S; est une loi log-normale (son logarithme suit une loi normale).

Le processus (S;) vérifie une équation de type (3.1) sauf si son logarithme est un mouvement
Brownien.

Soit un pas de discrétisation h , le schéma d’Euler de I’équation (3.1) est donné par;
Spih = Sp + uSph + 0S,AB,,
et celui de Milstein par;
Spin = Sy + uSph + 0S,AB,, + %02{(ABn)2 — h},

ot AB, ~N(0,A).
et celui de Runge-Kutta d’ordre 1,5 par;

1, AB,)?—h

avec

S =S, + uS,h + S, Vh.
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3.3 Applications

3.3.1 Exemples et simulation

L’intérét pratique de la simulation des équations différentielles stochastiques est trés im-
portant, car la résolution analytique n’est pas toujours facile. Cela rend difficile ’étude de
I’évolution dynamique d’un phénomeéne. Aujourd’hui, le développement de 1'outil informatique
motive les scientifiques pour mettre au point des schémas numériques pour la résolution appro-

chée des EDS. Nous utilisons dans le paragraphe qui suit le programme de Matleb :

e Exemples :

on a l’équation suivante :
1 2
dX; =3X2dt +3X}2dB; Xg=1

Intégration exacte : formule d’'Itd pour Y; = g(X;) = X :

a—1 1 a—2+3
dY, = aX] dX,+ §a(a - 1X, " *dt
+ X '34B,

pour a = % ona la solution exacte est :
X, = (X§ + =B)°

e L’équation de modéle Black-Scholes :

on a l’équation suivante :

dXt = ,U/Xtdt + O'XtdBt
La solution exacte de cette équation est :
L,
X = Xoexp((u— 20 )+ odBy)

siona:pu=—-lc=1Xy=1

donc : la solution exacte de I’équation
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est :

-3
Xt = eXp(Tt + dBt>

En Matlab, on peut facilement programmer ’exemple par les trois méthodes

avec la fonction suivante :

Détails :

T :Le temps final

n :Le nombre de points dans I'intervalle de temps
h =T/n :Le pas de temps

t :Linspace(0,T,n) :I'intervalle dans temps [0,T]
X (0) =1 : condition initiale

X0=1;
B=cumsum(dB,1);

for i=1:n

for j=1:m
X_exact(i,j)=(X0e~(1/3)+1/3«B(1i,j))"3;
end

end

X_exact=[ones(1,m) ; X_exact];
X_exact(end, :)=[];

hold on

for 1i=89:89
plot(t,X(:,1i),t,X_m(:,1i), " —+r",t,X_r(:,1), " '—kk',t,X_exact(:,1)) %

tracer 10 trajectoires du processus X_t pour les trois schemasy
numeriques

end

xlabel('Temps"')

ylabel('Processus X_t")

legend('Euler', 'Milstein', 'Runge-Kutta 1.5', 'Exacte')
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clear

clc

T=1; % temps final

n=50; % le nombre de points dans 1 intervalle de temps [0, TI]
h=T/n; % pas de temps

t=1linspace(@,T,n); % Ll'intervalle dans temps [0,T]

m=150;

X(1,:)=ones(1,m); % Condition initiale X 0=1
X_m(1,:)=ones(1,m);

X_r(1,:)=ones(1,m);

Z=randn{n,m); % variable aleatoire N(@,1) pour simuler le MB
dB=sqrt(h)*Z;

Simulation de la solution de 1 EDS : dX_t=b_tdt+Sigma_tdB_t :v¢
b_t=1/3%xX_t et sigma_t=X_t"(2/3)
e

%

| of

% Trois exemples :
for i=1:n-1
for j=1:m

b(i,j)=1/3%xX(1i,j)"~(1/3);
sigma(i,j)=X(1,j)~(2/3);
X(i+1,j)=X(1i,j)+h%xb(i,j)+sigma(i,j)*dB(i,j); % Euler

b_m(i,j)=1/3%X_m(i,j)~(1/3);
sigma_m(i,j)=X_m(i,3)~(2/3);
d_sigma_m(i,j)=2/3%X_m(i,j)~(-1/3);

X_m(i+1,3j)=X_m(i,j)+hxb_m(i,j)+sigma_m(i,j)*dB(i,j)+...
1/2%sigma_m(i,j)*d_sigma_m(i,j)*(dB(i,j)"2-h); % Milstein

b_r(i,j)=1/3%X_r(i,j)"(1/3);
sigma_r(i,j)=X_r(i,j)"~(2/3);

Y(i,j)=X_r(i,j)+hxb_r(i,j)+sigma_r(i,j)*ksqrt(h);

X_r(i+1,3j)=X_r(i,j)+h%kb_r(i,j)+sigma_r(i,j)=*dB(i,j)+...

1/2%(Y(i,j).~(2/3)-sigma_r(i,j))*(dB(i,j)~2-h)/sqrt(h); % Runge-«
Kutta 1.5

end
end
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FIGURE 3.1 — Méthodes d’Euler, Milstein et RK 1,5 pour X; = (X +



Etude et Application : Modéle de Black-Scholes

1.0
| —  exact
o —— Euler
) won - Milstein
i RK 1.5

0.6/
g

0.4

0.2|

080 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

FIGURE 3.2 — Méthodes d’Euler, Milstein et RK 1,5 pour dX; = —X,dt + X,dB;



Conclusion

Dans ce modeste travail, nous avons étudié quelques schémas concernant la résolution nu-
mérique des équations différentielles stochastiques. Il pousse cette étude en examinant une
application en finance du trés important modeéle de Black- Scholes. Pour cela, on a commencé
par un rappel des outils mathématiques nécessaires, a savoir le mouvement Brownien, les mar-
tingale, variation totale et quadratique, 'intégrale stochastique et calcul d’It6. Ensuite, Nous
avons défini la notion de solution d’une EDS ainsi le théoréme d’existence et d’unicité, puisque
la solution d’une EDS n’est pas en général une martingale, nous avons présenté le Théoréme de
Girsanov qui permet de définir une nouvelle mesure de probabilité pour laquelle ce processus
solution serait une martingale. Enfin, on a vu comment réaliser une simulation des exemples

d’application par un programme informatique.
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