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Introduction

Les fonctions spéciales sont définies de maniére assez imprécise, puisqu’elles regroupent
les fonctions que 'usage (ou la fréquence d’utilisation) a fini par associer & un nom. Parmi ces
fonctions, on trouve un grand nombre de fonctions qui sont des solutions d’équations diffé-
rentielles du second ordre, sans que cette propriété soit exclusive. Ces fonctions sont toutefois
trés utiles, car elles apparaissent trés souvent, dés que ’on cherche a résoudre des équations
différentielles du second ordre dont les coefficients ne sont pas constants. Les fonctions spé-
ciales sont disponibles en programmation sous la forme de bibliothéques. Elles sont aussi
définies pour un grand nombre d’entre elles dans les logiciels de calcul symbolique (Maple,
Mathematica,...).

Le calcul fractionnaire est un champ des Mathématiques, qui consiste a généraliser les opéra-
teurs d’intégration et de dérivation d’ordre entier. En particulier, la question sur la dérivation
non entiére remonte a la fin du 177¢ siécle. Cette élégante théorie a fait 'objet de plusieurs
travaux de recherches récents ou anciens. L’histoire affirme que la théorie de la dérivation
fractionnaire est née le 30 Septembre 1695, toutefois elle reste encore mystérieuse! En effet,
il n’y avait pas d’interprétations géométrique et physique acceptables de ces opérateurs. En
fait la question sur la signification géométrique du concept de la dérivation non entiére, a été
posé a plusieurs reprises. Plus précisément, cela figurait en tant que probléme ouvert, lors de
la cloture de la premiére Conférence Internationnale sur le Calcul Fractionnaire & New Ha-
ven(USA), en 1974. Récemment, en 1996, la conférence sur les méthodes des transformées et

les fonctions spéciales dans la ville de Varna(Bulgarie) a montré que le probléme était encore
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irrésolu! Ce qui rend ce domaine trés interessant en terme de matiére de recherche.

Ce mémoire est partagé en trois chapitres.

Le premier chapitre est destiné aux différents outils et techniques mathématiques utilisés
par la suite : quelques rappels sur I’Analyse complexe, Fonctions spéciales (Fonction Gamma,
Fonction Beéta, Fonction Error) et Analyse et calcul fractionnaire (intégrale et dérivée frac-
tionnaire au sens de Riemann-liouville, la dérivation fractionnaire au sens de Caputo).

Le deuxiéme chapitre a pour sujet les fonctions hypergéométriques de Gauss. On rappelle
quelques définitions, propriétés, ect....., sur les fonctions spéciales et précisément les fonctions
hypergéométriques qui seront utilisées dans la suite.

Dans le troisiéme chapitre : Nous introduisons de nouvelles fonctions comme générali-
sation des fonctions gamma incomplétes [13|, les fonctions s’avérent utiles dans la théorie
des probabilités de conduction thermique et dans ’étude des transformées de Fourier et de
Laplace. Quelques propriétés importantes de la fonction sont étudiées. Nous avons étudié le
comportement asymptotique, cas spéciaux, formule de décomposition, représentations inté-
grales, convolutions, relations de récurrence et formule de différenciation de ces fonctions.
en utilisant la fonction béta généralisée definie dans [13], nous élargissons la définition de dé-
rivé fractionnaire de Riemann-Liouville et nous en discutons les propriétés [8]. de plus, nous
établissons les relations avec des fonctions spéciales étendues de deux et trois variables via

des fonctions génératrices.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Rappels Sur Analyse Complexe

L’analyse complexe est un domaine des mathématiques traitant des fonctions & valeurs
complexes (ou plus généralement, a valeurs dans un C-espace vectoriel) et qui sont dérivables
par rapport & une ou plusieurs variables complexes. Les fonctions dérivables sur un ouvert du
plan complexe sont appelées holomorphes et satisfont de nombreuses propriétés plus fortes

que celles vérifiées par les fonctions dérivables en analyse réelle.

Définition 1.1.1. une fonction f de la variable compleze z, définie dans un ouvert G € C

est holomorphe au point zy € G si elle est dérivable par rapport & z au point 2

lim f(z) = f(20)

Z—>20 z — ZO

existe.

La limite se note f'(zo) et s’appelle la dérivée de f(z).

Remarque 1.1.1. la fonction z — 2y (application identique) sont holomorphes de dérivées

respectives 0 et 1.
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Proposition 1.1.1. [a fonction z — Z (conjugué) n’est holomorphe en aucun point de C

cela s’écrie aussi

f(zo+h) = f(20) + f'(20)h + |h|e(h),avec e(h) — 0 quand h — 0.

ce qui est a rapprocher de la définition différentiabilité usuelle par rapport aux variables réelles

r = Rez ety =1Imz

f(zo+h) = f(z0) + %hl + g—‘;hz + |hle(h),avec €(h) — 0 quand h — 0

Proposition 1.1.2. Toute fonction holomorphe est différentiable au sens des variables réelles

et on’ a

or _

2 ) =ik

ce que l'on appelle les relations de cauchy. Inversement si f est différentiable et satisfait ces

relations en zg, alors f est holomorphe en zg.
Résultats

1. Une fonction f est holomorphe dans G si elle est holomorphe en tout point de G.

2. Il est claire que la somme, le produit, la composée de deux fonctions holomorphes est
une fonction holomorphe. En particulier les polynomes, les fonctions rationnelles sont

holomorphes (hors de leurs poles).

Considérons la forme différentielle f(z)dz = Pdx + Qdy on P = f(z),Q = if(z). on

constate que :

Q= Py=if'(z) —if'(z) =0

De sorte que si f’ est continue, la formule de Green-riemann s’applique. on’ a donc :
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Théoréme 1.1.1. si f holomorphe dans un ouvert GG, alors pour tout triangle T inclus dans
G, on'a

f(2)dz=0
or

ot OT est le bord orienté du triangle T'.

Preuve. on applique donc la formule de Green-riemann

. f(z)dz = //T[Q; — Pldxdy = o

si f’ est continue. ]

Théoréme 1.1.2. si f est holomorphe dans un ouvert étoilé G, alors f possé une primitive
dans G. Cela signifie qu’il existe une fonction F holomorphe dans G, et telle que F' = f.

Cette primitive est alors déterminée a une constante prés.

Preuve.

si G étoilé par rapport a 0, on peut poser

F(z) = /OZ f(u)du

ol le chemin d’intégration est le segment orionté de 0 vert z. on’a

Fz 4 1) = F) = hC) = [ 1) = 7 = el

ot I'intégrale est calculée cette fois sur le segment [z, z+h]. Comme [ est continue au point z,
on voit que €(h) tend vers 0 avec h. Ainsi F' est holomorphe de dérivée f. Naturellement, si ¢
est une autre primitive, ¢ — F' est a dérivée nulle, c’est une constante (appliquer le théoréme

des accroissements finis sur le segment [0, z]). =
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Corollaire 1.1.1. si f est holomorphe dans un ouvert étoilé G, alors :

/Wf(z)dz =0

pour tout chemin fermé vy inclus dans G.(Naturellement v est supposé de classe C* par mor-

ceaur,).

Preuve. En effet cette intégrale vaut la variation d’une primitive F' le long de v, donc 0

puisque le chemin est fermé. [

1.1.1 Formules De Cauchy

Soient D un disque de rayon R, et a un point de D. soit v un cercle concentrique a D, de
rayon r tel que |a| < r < R. soit aussi 7. un cercle centré en a, de rayon ¢ < r — |a|. Soit f
une fonction holomorphe dans D. alors f(z)/(z — a) est holomorphe dans D — {a}.
L’ouvert D — {a} n’est pas étoilé, mais c’est la réunion de deux ouverts étoilés convenables.
Il existe donc deux chemins fermés v; (i=1,2) pour chacun desquels f% f(2)dz = 0. On en

déduit la formule :

(), [ )

,YZ—CL %Z—CL

On paramétre v, par la formule z = a + e’ pour 6 € [0, 27], d’ou

A{ %dz — 0% f(a+ ee)idf — 2in f(a)

Théoréme 1.1.3. ( Formule De Cauchy)
Soit a un point d’un disque ouvert D. Soit f une fonction holomorphe sur D et continue sur

ladhérence D. On’a

fla)= - [ LB

2im Jop z—a

ol 0D le bord de D, orienté positivement.
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Preuve. Pour r €]|a|, R], on note

I 1 f(z)dz
" 2 c(0,r) zZ—a

Et on remarque que I, = f(a) si |a|] < R d’aprés la formule de cauchy, Il s’agit donc de

prouver que I, converge vers Ir lorsque r tend vers R. mais

T reftf(relt) Re'tf(Re't)
or(l, — Ip) — ) _ey dt
il 7) /0 rett —a Re't —q

On peut conclure de plusieurs fagons, par exemple en appliquant le théoréme de convergence
dominée, en notant M un majorant de | f| sur D(0, R) et en supposant r > 7o >| a | +-a avec

a>0,on’a :
reltf(reit) Rel®f(Re't) < 2RM
reit —q Reit —a |~ «

qui est une fonction intégrable sur [0, 27]. Puisque la fonction & intégrer tend vers 0 lorsque

r tend vers R m

/ 224z 41
|z]=2 z+1

Soit f(z) = 2?2 — 4z + 1,2 = —i et notons que f est analytique dans |z| < 2 et que z; est &

Exemple 1.1.1. calculer

Solution :

I'intérieur du disque |z| < 2.
D’apreés la formule de cauchy, on obtient :

2 441
/ BT = ginf(—i)
|z|=2 Z+1

= 2m x 43

= —8m.
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Corollaire 1.1.2. La fonction f est indéfiniment dérivable (indéfiniment holomorphe) dans
D, et c’est la somme de sa série de taylor de centre 0, cette dérniére ayant un rayon de

convergence au, moins égale au rayon R de D.

Preuve. le second membre de la formule de cauchy est évidement dérivable par rapport

& a, donc le premier membre aussi, et

oy L[ S

" un op (2 —a)?

puis par récurrence

fa) 1 / f(z)dz
op (

n! 2im z —a)ntt

Ce qui prouve que f est indéfiniment holomorphe dans D. Ensuite on écrit :

1 a”
2 —a - ZTL—H
n>0

La converge uniforme par rapport a |z| = R > |a| entraine :

fla) = Z cpa”

n>0

ou
1 f(z)dz
Cn = = — T N
2im Jop (2 —a)ntl

Cette s’érie entiére converge pour tout |a| < R, donc son rayon est au moins R. enfin on

constate que :
/"(0)

n!

Cp =
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Corollaire 1.1.3. (Inégalités de cauchy)
Posons M(r) = sup,,_, | f(2)|. Appliquant la formule donnant ¢, au cercle de rayon r < R,

on obtient :

1 /(2] M(r)
/a |dz| <

‘Cn| = % b, |Z|n+1 rn
Définition 1.1.2. (Théoreme de Fubini pour les rectangles fermés)
Soit R = [a,b] X [c,d] (a < b,c < d) un rectangle fermé du plan R? et f : R — R une fonction

continue, alors f est intégrable sur R et on’a :

/Lf<x’y>d$dy = /ab Mdﬂw,y)dy} i = /Cd Mbﬂx,y)dw} dy.

Récapitulation

Une fonction f holomorphe a les propriétés suivantes :
a) [, f(2)dz = 0 pour tout triangle 7" inclus dans I'ouvert d’holomorphie.

b) f a une primitive dans tout ouvert étoilé ou elle est holomorphe.

(
(
(c) La formule de cauchy a lieu dans tout disque d’holomorphie.
(d) f indéfiniment holomorphe.

(

e) f est développable en série entiére (série de taylor) dans tout disque d’holomorphie.
Inversement : Chacune de ces propriétés caractérise les fonctions holomorphes. En effet, si

f est continue, on’a les implications :
1. (¢) = (d) = holomorphie.

2. (¢) = (a) = (b) = holomorphie
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1.2 Fonctions spéciales

1.2.1 Fonction Gamma

La fonction gamma d’euler est une fonction de base du calcul fractionnaire. Cette fonction

généralise le factoriel n!, et permet a n de prendre des valeurs réelles ou complexes.

Définition 1.2.1. La fonction gamma est définie par l'intégrale

[(x) = /0+°° t" e tdt (1.1)

qui converge sur le demi-plan complexe R(x) > 0.

Propriétés 1.2.1. : La fonction Gamma a les propriétes suivantes :
1. T(1) =1
2. T(x+1) =al(x)
3 T(rz+n+l)=z(@+1)(z+2)...(x+n)(x) VneN
4. T'(n+1)=n! VYneN
5. T(3) = v

6. T(n+3) = VT vp e N

22nn)

Preuve.
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+oo
[(x+1) :/ e gt

—+o00
= / e Yo dt
0

=]

on intégre par partie:

U=t" — U =at""!

Vi=e'dt — V=—e*

+00 +0oo
/ e ftrdt = [—e "X]I™ + / e tat"ldt
0 0
“+oo
= / e "t dt
0
= zl(x)
3.
['(z+n+1) = 7
pour n=0 = [(z+1)=2zl(2)
pour n=1 = I'(z+2)=(z+ 1)z'(x)
pour n=2 = I(z+3)=(z+2)(z+1)2'(z)

IF'z+n+1l)=(@+n)(z+n+1)...(x+2)(z+ 1)zI'(z)

!

pour mn=n
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4.
'n+1) = 7
I'z+1) = 2l(x) pour z=n
F'n+1) = nl(x)
= nI'(n—1)+1)
= nn—1I'(n-1)
= nn—1)(n—-2)I'(n-2)
= nn—1)(n—2)(n—3)I'(n—3)
= nn—1)(n—-2)(n—-3)(n—3)...I'(1)
= nl
D.
1
r(3) = v
1 e —ty i1
r (5) = /0 e "t dt
On pose :

1 oo ey
r (—) = / ° 2ydy
2 0 Y
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Si k impaire k =2n — 1 :
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1.2.2 Fonction Béta

Parmi les fonction de base du calcul fractionnaire la fonction béta. Cette fonction joue un

role important spécialement dans certaine combinaison avec la fonction gamma.

Définition 1.2.2. [a fonction béta est définie par :
1
Blpg) = [ 01— 0t (1.2)
0

p,q € C l'intégrale converge pour Re(p) > 0 et Re(q) >0

Propriétés 1.2.2. Soient p,q € C.
1. B(p,q) = B(q,p)
2. B(p,q) =2 fog sin??~1 f cos?1 4
3. Blp.g) = (—1)1 [/ ot
Preuve.

1. B(p,q) = [, "1 (1 — ) dt

Onpose: y=1—-t =t=1—y et dt=—dy

0
B(p,q) = —/ (1—y)Py''dy
1
1
= /yql(l—y)pldy
0
= B(q,p).

2. B(p,q) =2 f(]% sin?~! § cos?171 9?7
On pose : t = sin® ) = dt = 2 cos O sin Odf
t—0=606—0

t—1=0-—7
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us

B(p,q) = /2 (sin® 0)P~1(1 — sin® §)?~'2 cos 6 sin Od6
0

jus

2
= 2 / sin??72 0 cos%472 6 cos 6 sin 6d6
0

= 2/2 sin??~1 9 cos??1 9do
0

1
Bl = [ 01— 0t
0
onpose:x:ridx:ﬁdu

Low et v 7' —du
B = 1—
(p.q) /0 u—1 ( u—l) (u—1)2

e e T
R O T T Ny

— (_1)q/0+oo W u— 1) P du

+oo Up—l
= —1 q _—
( ) /0 (U — 1)p+qdu

]
Proposition 1.2.1. La fonction Béta est reliée aux fonctions Gamma par la relation
sutvante : Vp,q >0, on’ a:
I'(p)L'(q)
B(p,q) = (1.3)
I'(p+q)

1.2.3 fonction Error

Définition 1.2.3. La définition de la fonction Error est donnée par :

Erf(x) = % /Ox e Pdt,x eR (1.4)
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La fonction complémentaire d’erreur (Erfc) est une fonction étroitement liée qui peut étre

écrite en termes de la fonction d’erreur comme
Erfe(z)=1— Erf(z)

En conséquence de (1.4) on remarque que Erf(0) =0 et Erf(oco) = 1.

1.3 Analyse et calcul fractionnaire

On va commencer par introduire une des plus importantes approches de calcul fraction-

naire : au sens de Riemann-liouville . Y comprie, quelques une de ses propriétés .

1.3.1 intégrale fractionnaire au sens de Riemann-liouville

La notion d’intégrale fractionnaire d’ordre oo € C(:R(«r) > 0), selon ’approche de riemann-

liouville. généralise la célebre formule (attribuée a cauchy)d’intégrale répété n-fois :

(I"f)(z) = /jdtl/j dtg.../atn_lf(tn)dtn
S S

/ (z— " F()dt (n € NY)

|
cJa

(n—1)
Définition 1.3.1. Soit f € L'([a,b]). L’intégrale fractionnaire de Riemann-liouville de la

fonction f d’ordre o € C(R(«) > 0) notée (I f) est définie par :

I'f(z) = ﬁ /x(x —D)* M)t x>a (1.5)

ot I'(«) est la fonction gamma donnée par (1.1).

Théoréme 1.3.1. Si f € L'[(a,b)], alors I®f existe pour presque tout x € [a,b] et de plus
I3 f € L'(a,b)].
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Preuve. En introduisant la définition (1.3.1) puis en utilisant le théoréme de fubini, on

trouve :

[neie < gk [ oo
/'f |/ — t)°dadt
S [ 15016 - 1ya

(b—a)
= F(a—|—1/|f )ldt

puisque f € L'([a,b]), la derniére quantité est fini, ce qui établit le résultat désiré.

IA

IA

Exemple 1.3.1. Soient a > 0,8 > —1 et f(z) = (x — a)?, alors :

(12 F) () = ﬁ / "= 01— o)t

En effectuant le changement de variable : t = a + (x — a)y 0<y<1)

alors (1.6)devient :

1)) = Fo [ =0 =0
- ﬁ/;(x—a—(x—a)y)“ o+ (2 — )y — 2’ (= — a)dy
- i [ - a = -0y
= %Ll(l—y)“lyﬁdy
(z — a)>”

1
_ 1 — )01y (B+D-1
) /0 (1—-y)*"y dy

(1.6)



1.3 Analyse et calcul fractionnaire 20
En tenant compte de la fonction Béta (1.2) puis de la relation (1.8)on arrive a
(x _ a)a+ﬁ
I° = —————8B 1
(20w = S Bl )
(z —a)* P T(@)0(8 +1)
I'a) T(a+p+1)
. F(ﬁ + 1) a+f3
= Tatgrn“ 9
Ainsi on obtient :
I'(B+1)
Tt — a)? — L (r — q)*TP 1.
(12— ")) = ey gy @ = o (17)
Exemple 1.3.2. Soit f(x) = 2 avec f > —1 on'a
1 x
a _ Ja o B8 _ pa—1
I = 1°f@) = g | P —orar (1.9
En posant : t = zu, (1.8)devient :
Y .
I“fx:—/ zu)’ (1 —u)* “zdu 1.9
@)= 7 | w0 -0 (19)

En utilisant la fonction béta (1.2) puis de la relation (1.3) on arrive & :

xotB

1@ = fo [ =0

xoth
= WB(B +1,q)

_ F<ﬁ + 1) .%'OH_'B
MNa+6+1)

Proposition 1.3.1. . Soient o, § € C tels que R(«), R(B) > 0, pour toute fonction

f € LY([a,b]), on'a :

IUIZf) = I3 f = IJ(I7 f)

pour presque tout x € [a,b]. Si de plus f € C([a,b]), alors cette identité est vraie Va € [a,b].
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Preuve. Supposons d’abord que f € L'([a,b]), on’a :

1

RN = e / (o — @) (I £) (s)ds

1 1

= —— xx—aafl Ss— A=l s
=m0 rwa

En vertu de théoréme (1.3.1), les intégrales figurant dant ’égalité précédente existent pour

presque tout x € [a, b, et le théoréme de Fubini permet donc d’écrire :

28 £)] () = ﬁﬁ / W0l / "z — @) (s — ) ds)dt (1.10)

En effectuant le changement de variable : s =t + (z —t)y 0 <y <1 On obtient :

[ISUff)J(x):ﬁé / T i) — et / (1= gy ldydt (111)

Enfin,en tenant de la définition (1.3.1) puis de la relation (1.3) on obtient :

I8 f))(2) = ﬁé / " F )@ — e = (1) ()

Supposons maintenant que f € C([a,b]), alors (d’aprés les théoréme sur les intégrales dépen-

dant de paramétres)I’ f € C([a,b]), et par suite :
195 118 f € C([a, 1)

Ainsi, d’aprés ce qui précéde, les deux fonctions continues 19M° f, I¢IP f coincident presque

partout sur [a, b, elles doivent donc coincider partout sur [a, b]. "

le théoréme suivant fournit un résultat concernant l'inversion de la limite et de 'intégrale

fractionnaire.
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Théoréme 1.3.2. Soient a > 0, et (f1.)}>5 est une suite de fonctions continues et simplement
convergentes sur [a,b]. Alors on peut invertir lintégrale fractionnaire au sens de Riemann-

louuville et le signe limite comme suit :

()| @)= i (1))

k—+00

Preuve. soit f — f simplement convergente et

12 fule) — (17 (2)] = \ﬁ [ 150 = 01—y

¢ Uit ety
< Uizl
< AT
< gy Mo Tl (=) im0

1.3.2 la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-liouville

Définition 1.3.2. Soit f € L'([a, b]) une fonction intégrable sur [a,b], la dérivée fractionnaire
au sens de Riemann-liouville de la fonction f d’ordre

a € C(R(«) > 0) notée D2 f est définie par :

D) = s (52) [ =i (112)

n—1<[Ra)l<n e x>a
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En particulier, pour « = m € N, on’a

(DY) (z) = %1) (%) /:f(t)dt = f(x) (1.13)

dxm

210 = g5 (s ) [ = 0r 0= g ()

par suite la dériwée fractionnaire au sens de Riemann-liouville coincide avec la dérivée clas-

sique pour o € N

Remarque 1.3.1.
DN = e (1) 0@

tel que : n = [R(a)]+ 1,2 >a

Exemple 1.3.3. 1. Soit f(z) = (x — a)® avec B> —1 pour >0 tel quen —1 < a < n.

on’a d’aprés la remarque (1.5.1) puis l'exemple (1.3.3) :

r 1
DEf(a) = DI (o) = o s D = o)
Alors, pour (o — ) € {1,2,...,n} on'a :
Def(x)=D%z—a)*? =0 je{1,2,...,n} (1.15)
Par ailleurs st (o — ) € {1,2,...,n} on trouve :
apip — LB+ “a
Dgf(z) = m(x —a)’ (1.16)

2. En particulier, si 8 = 0 et a > 0, la dérivée fractionnaire de Riemann-liovville d’une
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fonction constante f(x) = C est non nulle, sa valeur est :

Clr—a)™™@

DyC =
- I'l—a)

La proposition suivante établie une condition suffisante d’existence de la dérivée frac-
tionnaire.

Proposition 1.3.2. Soient « >0 et n = [a] +1. Si f € AC™(a,b], alors la dérivée fraction-

naire D% f existe presque partout sur [a,b] et de plus,elle est donnée par :

nl 1 (g , z
Dg f(x) = ]z:; F(jf——c(yj—l)(x —a)) ™"+ ﬁ/ﬂ (x — )" > ()t

1.3.3 Propriétés de la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-

Liouville

Par analogie avec la dérivation usuelle, et comme conséquence directe de la relation (1.5),

I'opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-liouville est linéaire.

Théoréme 1.3.3. Soient f et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires de Riemann-

Liouville d’ordre « existent. Alors pour A\, u € R,D¥(\f + pg) existe et on'a :

Dg(Mf + pg)(x) = MDg f)(x) + n(Dgg)(x)

Lemme 1.3.1. Soit a €]n — 1,n[ et f est une fonction vérifiant DS f =0 alors :

n—1

_ r(j+1)
F0) = Gt @ )

Preuve. Soit

(Dgf)(x) =0
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En tenant compte de la remarque (1.3.1) on’a :

() 1w o

et par suite :

e f1(=)

I
&Q
—~

8
|
S
~—
<

Maintenant, I’application de l'opérateur I a I’équation précédente donne :
m—1
(L)) = ) ¢l ((z —a)’)

J=0

En utilisant la relation (1.7)on obtient ainsi :

Enfin, la dérivation classique et 1'utilisation de la formule :

(4] oo = e

établit le résultat désiré. [
L’opérateur de la dérivation au sens de Riemann-liouville posséde les propriétés résumeées

dans la proposition suivante :

Proposition 1.3.3. Soient o, > 0 tels quen —1 <a<nm-—1<p<m.
1. Pour f € L*([a,b]), légalité :
D (I3 f (1)) = f(t)

est vrai pour presque tout x € |a, b
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2. Sia> B3>0, alors pour f € L*(|a,b]), la relation :

Dy (D3 f)(t) = (I°77f)(x)

est vrai presque prtout sur |a,bl.

3. Si 8> a>0 etla dérivée fractionnaire D3~ f existe,alors on’a :
DI f)(x) = (DI f)()

4. Si f € LY([a,b]) et I"“f € AC™([a,b]) avec n = [R(a) + 1], alors :

n—1

D)) = f0) = 3 P [(d) I;““f] (@

0 j—n—f—()é—f—l)x*mﬂ‘ %

1.3.4 la dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Bien que la dérivation fractionnaire au sens de Riemann-liouville a jouée un role im-
portant dant le développement du calcul fractionnaire, plusieurs auteurs Y compris Caputo
(1967-1969) ont rendu compte que cette définition doit étre révisé, car les problémes appli-
qués en visco-élasticité, mécanique des solides et en rhéologie, exigent des conditions initiales
physiquement interprétables par des dérivées classiques, ce qui n’est pas le cas dans la modé-
lisation par 'approche de Riemann-liouville qui exige la connaissance des conditions initiales

des dérivée fractionnaire.

Définition 1.3.3. Soient a € C avec R(a) > 0 et n € N* tel quen — 1 < R(a) < n et
fe (la,b])

la dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Caputo de la fonction f notée DS f est définie
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par :

DOf = I"°D"f(z)
_ 1 ) (1) (g _ gy
- o | 0 = ear

a

Remarque 1.3.2. La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-liowville d’ordre o €lm—1, m|

s’obtient par une application de 'opérateur d’intégration fractionnaire d’ordre m — o« suivit

d’une dérivation classique d’ordre m, alors que la dérivée fractonnaire au sens de caputo est

le résultat de la permutation de ces deux opérations.

Exemple 1.3.4. Pour f(z) = (z — a)” avec B >0, on’a

0, si Be{0,1,2,...,m—1}
‘Dyf(x) =

Bfta(x - 04)5_0‘, si B>n-—1

En particulier,si f est constante sur [a,b], alors :

Dif =0

(1.17)



Chapitre 2

Fonction Hypergéométrique

2.1 Introduction

Le terme de fonction hypergéométrique, parfois sous le nom "fonction hypergéométrique
de Gauss", désigne généralement une fonction spéciale particuliére, dépendant de trois para-
meétres a, b, ¢, notée o F1 = (a, b, ¢; z), parfois notée sans indice quand il n’y a pas d’ambigiiiteé,
et qui s’exprime sous la forme de la série hypergéométrique (lorsque celle-ci converge). Selon
les valeurs prises par les parameétres, cette fonction correspond a de nombreuses fonctions
usuelles ou spéciales. La fonction hypergéométrique est également solution d’une équation
différentielle complexe linéaire du second ordre, dite hypergéométrique. Toute équation diffé-
rentielle linéaire du second ordre comprenant également trois points singuliers réguliers peut

se ramener a cette équation.
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2.2 Fonction de Appell

Une extension formelle de la fonction hypergéométrique a deux variables, aboutissant a
quatre types de fonctions (Appell 1925; Picard 1880 ; Goursat 1882; Whittaker et Watson

1990).

Fi(a; 8, 857 2,y) = ZZ <a)m.+n Lt )nxmy"

Bufas .87, 75y) = 303 menlOnlTn

F3(a’a/;575/;7;$7y) _ Z Z (a)m<a/)n(6)m(ﬁl)nxmyn

N — & )m+n 6 m+n _m n
Fi(o: Biyviyimy) = DY %x y
Ces doubles séries sont absolument convergentes pour :

Fy pour|z| <1,y <1
Fy pour|z|+|y| <1

F3 pour|z| <1,y <1

Fy pourlz|z +|y|z <1
2.3 fonction de Lauricella

En 1893, Giuseppe Lauricella a défini et étudié quatre séries hypergéométriques Fa,Fg,Fo,Fp

de trois variables.

oS

(b)) (b)) (Ba)s

FE’)(CL,bl,bg,b3,01,02703;$1,$2,.%'3) _ § : (a)z1+22+13< 1)z1( 2):2('3)‘23 111 122x§3
i1 i 73 =0 (Cl)il(02)1‘2(63)1‘3@1-22-13-

pour

’:L'l‘ + ‘%2’ + |£L’3‘ <1
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o

Z al i1 a’2 12 (a3)23 (bl)ll <b2>l2 (b3>13 .'L’le'lzl’zs

1 g L3
(01)21+12+1311'12'Z3'

(3)
F (a17a27a37b17b27b37c fI)l,ﬂ?Q,xg

41,12,23=0
pour
‘x1| < 1» |l’2’ < 1a |‘T3‘ <1
oo
F(3) b.c1. Co. Ca: _ Z ( )11+12+23( i1+i2+13 41 do i3
C (CL, » 01, 02, 3,I1,l’2,l‘3> L (Cl)z (62)1 (63)1 21‘22%3‘ 1 L2 T3
i1,12,i3=0 1 2 3
pour
1|7 + |2|7 + |23]7 < 1
— (@) (b1)i, (b2)i, (b3)s
Fé3)<a,b1,bg,bg,c;xl,l'g,wg) _ Z 1)i1+i2+i3\Y1)i1 \V2 )iz \V3 )ig .ZU“.I‘?SE?
i1.42.0a=0 (€1 )irtinrisinlinlis!
pour

|$1| < 17 |.752| < 17 |.7)3| <1

Ces fonctions peuvent étre étendues a d’autres valeurs des variables x1, xo, x3 par la suite

analytique.

2.4 Fonction de Bessel

2.4.1 Fonction de Bessel de premiére espéce :

Définition 2.4.1. L’équation différentielle de Bessel est définie par :
1 2
y"+;y'+ (1—v—>y—0 (2.1)

La solution de cette équation s’appelle fonction de Bessel.

Proposition 2.4.1. L’équation différentielle de Bessel est une équation linéaire d’ordre deuz.

La solution générale a la forme :

Y = C1Y1 + C2Yo
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ol ¢y et co sont des constantes, et y; et yo sont les solutions lincaires et indépendantes de

l’équation.

Probléme :

On va chercher la solution de ’équation sous la forme de la série :
y=aP(ap +a1x +ar* + .. +taz'+...) = Zaix”p

On posant ag # 0. Le probléme sera de trouver les coefficients a;,7 = 1,2, ... et le nombre

p, de la fonction :
[ee]
)=
i=0

Sera induite dans ’équation. Trouvons les dérivées :

a;(i + p)r Pt

QQ\
Il

=0

ai(i +p)(i+p—1)z"P?

S
Il

S
Il
o

En les remplacant dant I’équation, on trouve :

Do ai+p)(i+p— a4 Y ai +p)a 4 <1——>Zaz T =0
=0

i=0
L’identité peut étre écrite sous forme :

[e.9] o0

> ail(i+p) =Ml = =)

=0 =0
On peut déduire que :

aj—2
a; =

i(2p+ )



2.4 Fonction de Bessel 32

En tenant compte que :
a; =0,a3 =0,a5 =0,...a11 = 0, c’est-a-dire que les coefficients ayant des indices impairs

sont nuls, sur la base de la formule de récurrence, on peut écrire :

2T Topr2) T 2+l

“ = iy - VT e+
Lo gy -

R P R PR P [Ty

as = (_1)k22kk!(p—|—1)<pi2)...(p+k)

On remarque que tous les coefficients pairs sont exprimés en fonction ag, on peut écrire alors :

1

W= TR )

En tenant compte de :

D(p+1)(p+1) = D(p+2), T(p+2) (p+2) = T(p+3), ect ..., T(p+1)(p+1)(p+2) . .. (p+k) = D(p+k+1)

On peut écrire pour simplifier que :

1

= (—1)F
az = (=1) 226210 (p 4 k + 1)

Résultat :

la solution de I’équation peut étre représentée sous forme :

(/2%

=L (_1)kk!f‘(p+ k+1)

k=0
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ol p = +w, la solution de I’équation pour p = v est notée par J,(z) et elle est appelée équation
de Bessel de premiére espéce d’ordre v. La solution pour p = —v est notée par J_,(z) et elle

est appelée équation de Bessel de premiére espéce d’ordre —v. Par conséquent :
i :U /2)2k+v
k'F (p+v+1)

o)
/2 2k—v
T Z )
— k"F —v+1)
Pour v non entier J,(z), J_,(x) sont des fonctions linéairement indépendantes et par consé-

quent :

y = c1Jy(x) + caJ_p(2)

est la solution générale de ’équation de Bessel.

Corollaire 2.4.1. Si v est un etier égale a n, J,(x), J_,(x) seront linéairement dépendantes.

Pour confirmer celui-ci, considérons la série pour J_,(x), et transformons la :

i $/2>2k n
—~ k'F —n+1)
On connait que la fonction gamma pour les nombres entiers négatifs et nuls elle est égale a

Vinfini. Par conséquent, pour k <n — 1,I'(=n+ k + 1) = oo et la série sera nulle.

La sommation peut étre débutée de k =n :

o . /2 2k—n
Tn(®) = ;(_1) k‘!f(‘(p/—) n+1)
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Sim=k—n, on aura :

e i (SC 2)2m+n
Jon(z) = Z_o(_l) (m—Hi)!F(m—Fl)
00 /2 2m+n
= <—1)”Z_(‘1)mm!§(£z)+n+1)

m=0

Etant donné que I'(m + 1)! = m!, alors I'(m +n + 1)! = (m + n)!. La derniére série

détermine la fonction J,(x). Par conséquent :

donc J,(x) et J_,(x) sont linéairement dépendantes :

Considérons Jo(z) et Ji(x) :

o L /2 2k
Jo() ;(_ ) k!(r(/k)ﬂ)
R k(2/2)%
= kz_o(—l) NCIEE
:1_$_2+ x4_$6+$8_1.10 L

22 24212 26312 28412 210512

(avec 0! =1)
Par conséquent :
Jo(—z) = Jo(x) et la fonction est paire. Pour x = 0, Jo(x) = 1. Si pour Jo(x), on prend la

somme des cing membres de la série :

1'2 .1'4 .176 .738
= 22 T oigp T o3 T o8
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Y . 10
L’erreur sera inférieure a siogm < | 107 la série converge alors principalememt pour x < 1.

M) = (-

|
e KIT(k+1)
i x/2)2k+1
|
s Kl(k+1)
. e .7}3 4 $5 .1’7 +
209233 7 9252131 273141 T

Pour x =0, Jy(x) = 0. De plus, on a Ji(—x) = —Jy(x) et par conséquent Jy(x) est impaire.

La relation Jo(—x) = Jo(x) et Ji(—x) = —J1(x) permet de dresser la table pour x > 0.

Z Jo(z) Ji(x)
0.0 1.0000 | 0.0000

0.5 | 0.9385 | 0.2423
1.0 | 0.7652 | 0.4401
1.5 | 0.5118 | 0.5579
2.00| 0.2239 | 0.5767
2.5 | -0.0484 | 0.4971
3.0 | -0.2601 | 0.5391

2.4.2 Fonction de Bessel de deuxiéme espéce

Probléme : En qualité de deuxiéme solution on prend :

Yo(z) = lim cos v, (z) — J_,(x)

v—n sin 7Tv

Pour v = n : sinmn = 0,cosnm = (—1)" et (—1)"J,(x) = J_,(x) et on obtient une indéter-

mination 0/0.
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Utilisons la regle de I’'Hospital :

Y.(2) = lim Llcosmud,(z) — J_y(z)]

v—n %sinﬂv
On obtient :
_— 0 n+k
2 x 1 I'(n—k) fo\2k—n 1 (=D (5)"*
Y, =—J, In — —— T L \5 T m
(x) 7TJ (x) [n2 +c] P T(k+ 1) (2> szop(k+1)r(n+k+1) —m +

Ou C est la constante d’Euler.

Reésultat : La solution générale est :

La fonction Y,,(x) s’appelle équation de Bessel de deuxiéme espéce d’ordre n ou fonction de

Neumann.

Corollaire 2.4.2. Ecrivons la série pour Yo(x)

1§:—
2 x x? x? 1 20 1 1
- E{‘]0(‘7”)0“5”)_”ﬁ_ﬁ(l*ﬁ)*m(1+§+§)+“‘]

donc :

Yo(x) — 00 pour x—0

2.4.3 Equation différentielle conduisant a I’équation de Bessel. Fonc-

tion de Bessel de troisiéme espéce

Soit I’équation :

1 2
M+;y+<V——>y:o (2.2)
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Transformons cette équation en introduisant une nouvelle variable ¢ = Az. Exprimons la

dérivée de y en fonction de t :

, dy dy dt  dy
YOO @ T dt de
oo diE dydi Ly

dx: a2 de O di?

Les expressions trouvées sont remplacées dans (2.2) :

>y X\ dy A2
2 2
A 2t A dt (A ) y=0

Simplifions par \?

d’y 1dy v?
i AR (T
dt2+tdt+( )y

C’est donc I'équation de Bessel.
Ses solutions seront : J, et J_, ou J,(A\x) et J_,(Az)

Probléme : Considérons I’équation :

(2.3)

Si on introduit le signe (-) sous la parenthése et 'on pose i? = —1, I’équation (2.3) devient :

1 2
y"+—y’+(i2—v—2>y=0
Xz X
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qui est un cas particulier de I’équation (2.2), quand A = i. La solution de I’équation (2.2)

sera @ Jy,(xi) et J_,(xi)

o0 ( )2k+u i2k+v
Jo(ed) = z_% T+ )Tk +v+1)
_ ZU o %)Qk—i-v
— D(k+1)I'(k+v+1)
0 N (g)Qk v 2k v
N _ 2
Tlel) = ;( VrET o= s D)
e g)%fv
- kzol“(k+1)1“(k—v+1)

On’a utilisé % = (—1)* et (—=1)* =1

Proposition 2.4.2. Etant donné que l’équation différentielle est homogéne, donc quelque
soit Cy et quelque soit Cy les fonctions C1J,(xi) et CyJ_,(xi) seront ses solutions. En posant

Ci=1i"" et Cy =1i" , on obtient la solution sous forme :

( )2k+v

'_'UJU - — —V;v
(i) Zz;Fk+1 Tk+v+1)

( )2k+v

B zgr k+ 10k +v+1)

00 >2kv
(e :z%Fk+1 k—v+1)

Résultatl : Posons :
( >2k+v

ZFk+1 I'k+v+1)

=0

)Qk v

I y(z
Z@I’k—l—l (k—v+1)
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Les fonctions I,(z) et I_,(x) sont les fonctions de Bessel du troisiéme espéce. Dans le cas de
v fractionnel, ,(z) et I_,(x) sont linéairement dépendants et y = C11,(x) + C2l_,(x) sera la
solution générale de (2.3).

Résultat2 : dans le cas v = n(entier), I,(z) = I,(z)

Vérifions :

)2k n

ZOFk;Jrl k—n+1 ;rkﬂ (k—n+1)

)Qk n

Etant donné que £ < n —1le nombre k —n+1 < 0 et par conséquent I'(k —n+1) = 0o , et
les membres correspondants de la série sont nuls.

Introduisons un nouveau indice de sommation m, en posant k = m +n. D’ou :

(%>2m+n

N (3 N _
Ion(z) = Z (m+n)T(m+1) Z L(m+n+1Dm! In()

Dans le cas ot v est un entier, la nouvelle solution linéairement indépendante avec I,,(z) :

w1, () — L(2)

2 sinmn

Kn(z) =
et la solution générale de (2.3) s’écrira sous forme :

y = C11,(z) + CoK, ()

2.4.4 Fonction génératrice de la fonction Bessel

a1 . z(p—1 , , .
Considérons la fonction u(z,t) = e? (%) qu’on décompose en série :
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On peut écrire, que :
oo 0 (_1)m(§)k+mtk7m
u(z,t) = Z Z Tl

k=0 m=0

Ou :
+oo

u(z,t) = ZAnt"

Le coefficient A,, est :
o (§>2m+n o (g)?m-ﬁ-n
An — -1 m 2 — -1 m 2
mz:o( ) (m +n)lm! m:0< ) I'(m+n+ 1)m!
Pour z = z, le coefficient A,, devient J,(z) et
+o0o
u(z,t) =270 = 3" g (@) (2.4)

La fonction u(x, t) s’appelle la fonction génératrice de la fonction de Bessel de premiére espéce

d’ordre entier n.

Si l'on pose z =iz, on’a :

(%)2m+ni2m+n
(

m+n+ 1)m!

oo
m=0

Ap = Z(_l)mr
. (

%)Qm—i-n

Il
-~

Z I'(m+n+ 1)m!

m=0
"1, (x)

Il
-~

et

uliz,t) = 31 =", (2)

La fonction u(ix,t) s’appelle la fonction génératrice de la fonction de Bessel de troisiéme

espece.
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2.4.5 Propriétés de la fonction de Bessel de premiére et troisiéme
espeéces

1. Formule de récurrence :

Tn(r) = 2 (w) ~ Jua(w)

Cette formule joue un roéle important dans la théorie des fonctions de Bessel. Elle permet
de réduire le calcul des fonctions d’ordre supérieur a des fonctions de premier et deuxiéme

ordre, c’est a dire : Jy(z) et Jo(x) .

Exemple 2.4.1.

T(w) = Bale) = D) hle)
= 23000 - 50| - 2060 - o)

= E-%Jja:) - %Jo(x) - §J1(96) + Jo()
- {g - ;} Ji(x) — {% - 1] Jo(x)

La formule de récurrence permet pour la fonction de Bessel d’ordre entier de se limiter

a l’établissement des tables pour Jo(zx) et Jy(x)

Preuve. Prenons la relation (2.4) et calculons ‘?)—;‘ par deux méthodes :
(a) 5 =30 (14 ) = § 21X Ju(@)t" + § 1% Ju ()t
(b) G = X% Jula)nt™™!
ou

Les deux parties droites des deux différentes expressions doivent étre égales pour .

Egalisons les coefficients pour "~ 1.
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On obtient :

T
Jo1(2) + 5 Jnsa(2)

D’ou :

Jns1(z) = ?Jn(m) = 7Jn(ac) — Jp1(x), ete. ..

2. Formule pour la dérivée :

Jp(@) = 2[Jn-1(2) = Jnia(@)]

Pour la démonstration calculons par deux méthodes :
() 32 = (3DL(1+1)) = § [T D@ = T Ju(2) ]
(b) G2 =X 1% Jn(a)t

égalisons les coeflicients pour ¢". On obtient :

T (z) = %[Jn_l(x) o (2)], ete.

La formule montre, que par les tables Jy(z) et Ji(x), on peut calculer J/ (x). Dans le cas

particulier pour n = 0, on obtient :
, 1 1
Jo(a) = 5lJ-1(2) = Ni(@)] = 5[=(2) = Ji(2)] = —i(2)

3. Prenons la formule (2.6). Dérivons par rapport a ¢t comme fonction exponentielle d’abord

puis comme série :

ou  xi (41 1 <% " " <3 " o | Tl
5= Ee(t i) (1+t_2) = [Zz L(x)t" + ) it L, (z)t" 5
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+oo
= Z "1, (2)nt"

Egalisons les coefficients pour t"~1. On obtient :

"L(z)n = %i[z‘"lfn_mxw g (o))
— %w[[nl(x)H?InH(m)]
In(x)n = —[I-1(x) — Ly (2)]
D’ou :
2n
Inr(2) = =—In() + In-1 ()

La formule récurrente pour la fonction de Bessel de troisiéme espéce.

4. Sil’on calcule g—;‘ de la formule (2.6) par deux méthodes et on égalise les coefficients dans
les deux expressions trouvées pour t", on obtiendra la dérivée de la fonction de Bessel

du troisieme espece :

ou %(t,%ﬂ ] n n+1 " n—1
o= 2( ) 2[221 )t +Zz[ )t

D’une autre part :

au o n 7/ n
p Zz I (z)t

i"I(z) = 3.[Z'"flfn_1(ﬂl7) " g (2)]

— E[[n,l(x) — L1 ()]

AN

ou :

1) = Slhas (@) = ()] et
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pour n =0:
avec :

Des formules analogues peuvent étre obtenues pour Y,,(z) et K,(x)

2.5 Fonctions de whittaker

2.5.1 Fonctions de Kummer M ,,(z)

Considérons 1’équation :

d? d k 1/4 2
_u_|_ u+{_+—/ m }u:() (2.8)

dz?2  dz z 22

Probléme(1) : On va chercher une solution sous une forme :

o0

u(z) = P Z ;2"

=0

On aura :
1 ) .
u'(z) = (m + §> P Z ;7 + 2" Z ia; 2!
>0
ou
1 , 1
(m + 5) Pk Zaiz’ = (m + 5) @

et

1 - 1 - 1 -
1 . 1 _1 . 1 .
2"t E 1a;2' 7 = 2" E ja; 2t = 2™t E (1 + Daj12"

>0 >0 >0
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de 13

1
m+ 3
z

W) = —<m+1) uz)  m+;

22 z

u(z) + Zmta Z(z + Daj, 2

>0

1 . i m—21 . . )
+ (m+ 5) P Z(z + Va2 + 272 Z(Z + 1)iaip12

i>0 i>0

m? + 1 4 4
= = Lu(z) + (2m + 1)zm_% Z(z + Da 12" + P Z(z + 1)ia; 12’
m?+ 1 4
= = Lu(z) + 2™ 2 Z(z +1)2m + 1 +1d]a; 12"

donc (2.8)fournit la relation de récurrence :
o1 : :
(m+k+z+§) a; + (i+ 1)[2m+ 1+ iJaiy1 =0

ou
m+k+i+i
(t+1)(2m+1+1)

Ait1 = — a;

En posant a;, on obtient pour a; la valeur

4 = (_1)i<m+k‘+i+%)(m+k+z’+g)...(m+k+¢+%+i_1)
Z i2m+1)2m+2)...(2m+1)

i T@m+ D0 (m 4k + 5 +1)

i (m+k+ HT2m +i+ 1)

T

En d’autres termes :

m+k+3  (m+k+H(m+k+3) ,

_1'(2m+1)z 2A2m + )2m +2) }
2m—|—1)F(m+/€+%+i)

Z 2'Fm—|—k‘+ Or@m+i+1)

Exemple 2.5.1. Posons u(z) = e *v(z). Alors
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et

u’(z) = e H{o(z) = 20'(2) +"(2)}

Il s’en suit que v(2) satisfait a l’équation différentielle :

dz2 dz (2.9)

z 22

2 2
d*v dv+{k‘+1/4+m }v:O

Cherchons une solution sous une forme v(z) = 2™z Yisobiz'. Les formules de Probléme(1)
impliquent la relation de récurrence :

1
(=m = 5 =i+ k)bt (i + 1)(2m + i+ Dby =0

1.e:
m—k+i+1
i+1D)(2m+i+1)"

bit1 = (

d’ou, en posant by =0 :

) m+1{ m+k+ 3 (m+k+Hm+k+32) , }
VZ) = %2 2

em+ ) " 2emtsnem+2)

Exemple 2.5.2. En faisant la substitution u(z) = e */?W (z)

on obtient pour la fonction W (z) 'équation différentielle :

2 1 1/4 2
dW{ h/ﬂ}wz

d2 | 4 2

1t 5 (2.10)

Il découle de exemple (2.2.1) que la fonction :

\ +k+3  (m+k+Hm+k+3)
M, (2) = 2™ie2/2 ] m 2 2 2,2
km(2) = 27z { TTemy)’ T 2emenemry

est une solution de (2.10). L’autre solution est My _,(2) .
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Corollaire 2.5.1. La premiére formule de Kummer :

2T My(2) = (—2) 72 Mgy (—2)

2.5.2 Fonctions de whittaker Wj ,,(2) :

Définition 2.5.1. (Forme intégrale) :

Considérons une intégrale (une forme limite de l’intégrale hypergéométrique)

(0+) —k—1 t % —t
v(2) = vpm(2) = / (—t)2Fm [ 1+ - e 'dt
z

o

Théoréme 2.5.1. v(2) satisfait a I’équation différentielle :

d*v 2k dv  1/4—m?+k(k—1)
1)1 = =
dz? ( z ) dz * 22 v=0

Preuwve. si l’on pose :

k-1

—k—1 t 24+m
funt2) = (07 (14.2) e
z

et

d\* [2k d  1/4—m?+k(k—1)

D,=|— ——1)—
<dz) * ( z ) dz * 22

alors :

—k+1/2 —mdfy—1.m(t, 2)
22 dt

Dz.fk,m(t’ Z) =

m le théoréme s’en suit :

Définition 2.5.2. On définit la fonction de Whittaker Wy ,,,(2) par :

D(k+1/2 —m)zke=
Wim(2) = — ( / 5 ) Vkm(2) (2.11)
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cette expression est bient définit si k+1/2 —m & Z~. elle satisfait d [’équation différentielle

de Whittaker :

d*W 1k 1/4—m?
ST S O 7 7
dz? +{ k‘+2+ bz }

Proposition 2.5.1. Soit R(k —1/2 —m) <0, alors :

ke~ 3 X 1 t 3
() = 17 (14 L ~tgy
Wian(2) F<1/2—k+m>/o 2 (*) °

Ceci définit Wy (2) pour tous k,m.

(2.12)

Corollaire 2.5.2. les fonctions ci-dessous fournissent des exemples de fonctions de Whitta-

ker :

(a) Fonction de distribution des erreurs :

o9} 22
ET‘fC(l') = / e_tzdt = 2%'%67W_1/4’1/4<5L'2)
0

(b) Fonction T incompléte :

(s, x) = /0 e tdt = [(s) — x(s_l)/ze_%W(S,l)/Zs/g(:13)

Théoréme 2.5.2.

B ['(—2m) ['(—2m)
W = 5 = = k)M’“”(Z) Y T2 m - k)M’“"m(z)
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2.6 Fonction de Macdonald K(z)
Définition 2.6.1. On définit :

> 2/2 n+2r

I,
(2) = ' (n+r1)!

M

r=0

Sine€Z, siseC on définit :

e (2/2)s+2r

Li(2) = i7" Jy(iz) = ; ril(s+r+1)!

ces fonctions satisfont a l’équation différentielle :

Pl(2) | 1dL(2) <1 n 5_2) L(2)=0

dz? z dz 22
Proposition 2.6.1. Les relations de récurrence sont donnée par :

[a(9) = Lua(2) = 21,(2)

L) = L) (L)) = 2 e (2)

Définition 2.6.2. On définie la forme intégrale par :

(2/2)°
T(1/2)0(s + 1/2

I(z) = ] /077 cosh(z cos ¢) sin®® ¢d¢

Si R(s+1/2) >0

Définition 2.6.3. L’intégrale de hankel est définie par :

2)s 0+ 12
Lz = G2 / e dt
2 J_

s 0+ _
_ (2/2) / u——le 1>du
— 00

271
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Proposition 2.6.2. Le développement asymptotique est présenter par :

r 1 .
o(4s* — (204 1)%)
IS(Z) 27TZ 1/2 { + Z r|93r o7

Si|argz |< §

Définition 2.6.4. (fonctions K(z))

On définit la fonction de Macdonald :

Ko(2) = (1) Wh(22) =

Propriétés 2.6.1. Les forme intégrales :

1.
[(1/2)(z/2)° [ 971
Ks() — / Z/) / e—zt 7 dt
3+1/2> 1
['(1/2)(z/2)* [
/ Z/) / efzcoshé?s]nhQS 0do
T(s+1/2) Jo
SiR(s+1/2) >0et|argz|<F.
2.
I(s+1/2)(22)° [*  coszu
K —
s(2) 25T(1/2) /0 (u2 + 22)s+1/2
SiR(s+1/2) > 0,0 >0et|argz|< 5
3.

| —

“+o00
/ e ? cosh tfstdt
—00

(1 = ze'/2)

Si R(2%) >0
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4. un développement asymptotique :

(4% — 12)(4s% — 3?)

z 1182

4 2 12
K(z) ~ (Z)We_z {1 422 +

Si|argz |< 22

21(82)?

b



Chapitre 3

Extension de Fonction Gamma

3.1 Extension De Fonction Gamma(Schaudry-Zubair)

3.1.1 Introduction

A un nombre considérable des problemes en mathématiques appliquées, en astro-physique,

en physique nucléaire, en statistique et en ingénierie peuvent étre exprimées en termes de

fonctions gamma incomplétes/5].

Yo, z) = /093 t* e tdt, R(a)>0 (3.1)

P, z) = / (gt (3.2)

Ces fonctions ont été d’abord examinées en réel x par legendre [4]. Le comportement fonc-

tionnel de ces fonctions et la formule de décomposition :

M) =~(a, ) + T'(a, x) (3.3)

Ont été étudiés par prym [5]. La théorie plus ancienne des fonctions gamma incomplétes et
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des références a la littérature sont données dans [15]. Récemment, les auteurs [14] ont montré
que les solutions de plusieurs problémes de conduction thermique peuvent étre exprimées en

termes de représentation généralisée des fonctions gamma incomplétes.

~v(a, x; ) :/ e P gt R(a) >0 (3.4)
0

(o, x;b) = / o let bt gy (3.5)

Il convient de noter que si nous prenons b =0 dans (3.4) et (3.5) , nous obtenons
(@, z;b) = v(a, z) (3.6)
I'a,z;0) =T, x) (3.7)

Sans perte de généralité, nous supposerons que b # 0

3.1.2 Principaux résultats et application

Théoréme 3.1.1. (Théoréme de décomposition )
v(er, 2 b) + (e, ;3 b) = 262 Ko (2V), b > 0 (3.8)

Preuve. Ceci découle des définitions (3.4)et(3.5) des fonctions gamma incomplétes géné-
ralisées et de [[3], p.82 (23)]. Au vu de la formule de décomposition (3.8), il suffit d’étudier

les propriétés de la fonction (o, x;b). ]

Théoréme 3.1.2.

/ po-lgat=bt™ gy a “y(a,azx;ab), a>0 (3.9)
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Preuve. Le coté gauche est égal a :

/OO ta—le—at—btfldt

en substituant t = £/a et dt = d€/a,a > 0, nous obtenons que le coté gauche est égal a :

a_“/ 5“_1e_5_abt71d£ = a *y(a, ax; ab)

qui est le coté droit. [

Théoréme 3.1.3. (Relation de récurrence) :

1

D(a+1,2;0) = al'(a, 2;b) + b (or — 1, 2;b) + 2% P> (3.10)
Preuve.
d -1 1
d—(gr:ae*x*bx ) = (az® !+ ba*? — x¥)e X Px (3.11)
x

En intégrant les deux cotés dans (3.11) par rapport a x de x a oo et en utilisant (3.5), on

obtient :
—2%e P — al(a, 25 b) + b0 (o — 1, 23b) — T + 1, 3 b) (3.12)
La réorganisation des termes en (3.12) donne la preuve. L]
Corollaire 3.1.1.
MNa+1,z) =al(a,x) + 2% (3.13)
Preuve. Cela découle de (3.10) quand on prend b =0 "

Théoréme 3.1.4. (Formule de différenciation) :

%(I‘(a, z;b)) = —g®le XX (3.14)
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Preuve. Cela découle de (3.5) quand on différencie par rapport a x [

Corollaire 3.1.2.

%(F(a +1,2)) = -2 e ™™ (3.15)
Preuve. Cela découle de (3.14) quand on prend b =0 ]

Théoréme 3.1.5. (Différenciation paramétrique) :

%(F(a,x; b)) = —T'(a—1,2;b) (3.16)
Preuve.
0 O, [ 1 i pi-t
%(F(a,x;b)) = %(/ t* e P ) (3.17)
= - / o2t Pt gy (3.18)
= —T(a—1,x;b) (3.19)

1l convient de noter que le processus de différenciation en ce qui concerne le paramétre b sous

le signe intégral de (3.19) est justifié [7, p427-448] n

Théoréme 3.1.6. (Connexion avec d’autres fonctions spéciales) :

r <%,x; b) _ %\/— [e_2‘/BETfC <\/5 — %) + ez\/BETfC (\/E—i- %)] (3.20)

Preuve. Il découle de (3.5) que :

11 < -1
r (—, =; b) = / T72e TP dr (3.21)
2z 1

T

en remplagant T = 1/t en (3.21) , on obtient :

r (g, L b) (G (e (3.22)
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7 7

ou” x7 est l'opérateur de convolution défini par :

a(x) x b(x) = /OI a(x — 1)b(t)dt (3.23)

on peut écrire (3.22) sous la forme opérationnelle [[2], p.131 (20) et p.246 (10)]

11 1
I'(=,—b|=e™L1{ —e 2Py (3.24)
2w p—2>

En remplagant x par 1/x dans (3.24) et en utilisant Uidentité [[2], p.246 (10)], nous

obtenons la preuve de (3.24). "

Corollaire 3.1.3.

Lo\ VT | avm VB e Vb
F(Q,yc,b)—Q\/B [e Erfc (\/_ ﬁ) Erfc (ﬁ—i—ﬁ)] (3.25)

Preuve. Cela découle de (3.20) lorsque nous utilisons la formule de différenciation para-

métrique (3.19). n

Remarque 3.1.1. [l convient de noter que les fonctions F(%, x;b) et F(—%, x;b) peuvent étre
exprimées en fonction des fonctions gamma incomplétes et des fonctions hypergéométriques
confluentes en utilisant les relations [[3], p.133 (42)] et [[9], p.940 (8-351) ( 4)] et les équations

(3.20) et (3.25). Nous avons les représentations suivantes :
1 -1 11 11
T (=) =exbx i i 2
(3r0) =e> o (Gogu) + o (550)] (3.26)
L L Lo 1 2vb 1
I‘(Q,x,b>—2 [e F(2,u>+e r 50 (3.27)
1 1 “1 11 11
-2 4+b) = — —x—bx - . _ —_ . 2
(~550) =550 [ (550) ~ 0 (550), (3.29)

r (—%,m; b) - 2%/5 [e2\/BF Gu) —e2VPp (%v)} (3.29)
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ou :
b
u=1z+—+2Vb (3.30)
x
and
b
v=a+——2Vb (3.31)
x
Théoréme 3.1.7. Poura < —-1etb<0:
[(a,7;0) < ePT(a,b+ ), >0 (3.32)
Preuve. Soit f(x) = e*I'(«a, x). Alors, selon [[3], p.135 (12)]
f™(z) = (=1)"(1 = a)e*T(a — n,x),n =0,1,2,3,... (3.33)
En utilisant le théoreme d’expansion de Taylor et (3.33), nous obtenons :
"™ I'(a, b+ ) = i (_b)n(l —a),€T(a—n, )
9 - n! n 9
n=0
Or
ePT(a,b+2) = i (_b)n(l —a),'(a—n,x) (3.34)
Y — n! n ) N
En utilisant Uextension en série de e P/t dans (3.5), on peut écrire :
C(a,z;0) = i": (_b)nI‘(a —n,x) (3.35)
PR - —~ n‘ ) .
En comparant (3.34) et (3.35), on obtient la preuve de (3.52).
Il est supposé que l'inégalité (3.32) peut étre améliorée. ]
Théoréme 3.1.8. (formule Asymptotique) : pour fire b > 0 et «
T(c, z;b) ~ 262K, (2vb) — 2% >z — 0F (3.36)
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Preuve.ll découle de (3.5) que pour b > 0
D(a,z;b) = 262K, (2Vb) — /OI e P g bh>0 (3.37)
Cependant, pour les fires b > 0 et «
/Ow ol t P gy pre X 4y ot (3.38)

En laissant x — 0 dans (3.37) et en utilisant (3.38), on obtient la preuve de (3.36). "

3.2 Extension de dérivé fractionnaire au sens de Riemann-

liouville

3.2.1 Introduction

Ces derniéres années, les opérateurs de dérivés fractionnaires et leurs extensions ont fait
l’objet d’une attention considérable. Il existe de nombreuses définitions des dérivés fraction-
naires généralisés impliquant des fonctions béta étendues et hypergéométriques [[12],[17]]. En

outre, Ozarslan et Ozrgin [16] ont été introduits et étudié 'opérateur dérivé fractionné étendu.
Définition 3.2.1. L’opérateur dérivé fractionnaire étendu défini par :

s 2z — ) e & f(1)dE, (R(n) < 0)
A" L pn=m{ f(2)}}, (m—1<R(n) <m(m € N))

dz™m

DIP{f(2)} = (3.39)

Il est clair que le cas particulier de (3.39) , lorsque p = 0, se réduit immédiatement
en dérivée fractionnelle de Reimann-Liouville. Au cours des derniéres années, de nombreux
chercheurs ont étudié systématiquement les opérateurs de dérivés fractionnaires étendus et ont

examiné leurs applications dans différents domaines (voir [[12],[16],[17]]). Au vu de Ueffica-
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cité des travaur susmentionnés, fonction béta généralisée due a choi et al [7], nous étendons
la définition de l'opérateur de dérivé fractionnaire de Riemann-Liouville et discutons de ses
différentes propriétés. En outre, nous établissons certaines relations avec des fonctions spé-
ciales étendues de deux et trois variables via des fonctions génératrices. Pour notre propos,

nous rappelons quelques travauz et définitions antérieurs.

Définition 3.2.2. La fonction béta généralisée définie par [voir choi [7]]
1 —P qa
B, 4(x,y) = / 21—t tel® At (3.40)
0

(min{R(z), R(y)} > 0; min{R(p), R(q)} = 0)

Définition 3.2.3. La fonction hypergéométrique généralisée définie par [voir choi [7]] :

oo

2Fipqla,b,c;2) = Z(a>n

n=

B, (b4+n,c—10b) 2"
B(b,c—b) n!

(3.41)

(p>0,9 > 0;]2[ < L;R(c) > R(b) > 0)

3.2.2 Extension des fonctions hypergéométriques et des représenta-

tions intégrales :

En utilisant (3.40), nous considérons une autre extension des fonctions de Appell et Lau-

ricella a une, deux et trois variables

Définition 3.2.4. L’extension des fonctions hypergéométriques de deuzx et trois variables sont

définies comme suit :

- B,,(a+m+n,d—a)z™y"
F1<a’7 b7 c, dax7yap7 q) = Z (b)m(c>n A B(a d— (Z) Wﬁ (342>
m,n=0 ) o

(R(p) > 0,R(q) > 0; |z < 1,|y[ < 1)
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> B, (b+m,d—0b)B,,(c+mn,e—c)z™y"
F b d . . — mn D,q ) D,q ? - g 3.43
2(@, e 767x7y7p7Q) m;()(a‘) + B(b,d—b)B(C,e—C) m! n! ( )
(R(p) > 0,R(q) > 0; [z <1+ [yl <1)
0 B _ bm n dr m ,mn T
Fi(a,b.c,d e;x,y,2p,9) = Y palotmtntee” ))Onlald) 74" 2 (3.44)

B(a,e — a) m! n! rl

m,n,r=0

(R(p) > 0,R(q) > 0; |z < 1, |y < L,[2] < 1)

Remarque 3.2.1. Pour p = q, les définitions ci-dessus sont similaires a Ozarslan et Ozergin

[16] et pour p =0 = q, semblables a [18].

Théoréme 3.2.1. L’intégrale suivante est vraie pour (3.42) :

/ lta_l(l—t)d_a_l(l—xt) b(1—yt) el T T dt (3.45)

Fi(a,b,¢,d;z,y;p,q) = Bla.d—a)
) 0

Preuve. Pour prouver le théoréme ci-dessus, nous commencons par supposer que :
J= / N1 = )1 — 2t) (1 — yt) e T Tt

En utilisant I’extension en série binomiale pour (1 —xt)~° et (1—yt)~¢ et interchanger ’ordre

de sommation et dintégration, on obtient :

1 [eS) n 0° m
_ a—1(1 _ p\d—a—-1,(EF-7%) (.Cl?t) (yt)
7= [ttt {;(b)n A O
o0 oo 1 n m
— D) () patmtn=l1 _ 4 d—a—1,(2-1%) [L’_y_
52> e { [ (1 -1yt e
En appliquant les (3.40) et (3.42), on obtient la représentation souhaitée. ]

Théoréme 3.2.2. L’intégrale suivante est vraie pour (3.43) :

d b—1 gC— 1(1 8)67071

tb 1
Fy(a,b,c,d,e;z,y;p,q) =
2(@, e 76796',(%17’(]) B(b d—bBCG—C / / 1—$t—y8)

x e T i 1R gtds




3.2 Extension de dérivé fractionnaire au sens de Riemann-liouville 61

—a

Preuve. :Nous commengons par élargir (1 — xt — ys)

b— 1 d b—1 o 1(1 _ o\e—c—1
/ / t (L= 8) 7 (g2t (3.46)
1 — xt — ys)®

nous avons .

_ ©© t — ys)V
346 / / tb 1 d b—1 ( . 1gt)sc—1<1 . S)e—c—le(Tp—lis) Z(G)N<x N'yS) dtds

En utilisant la formule de sommation :

S s

N=0 ’ r=0 [=0

On obtient :

b d b—1 g~ e
// t 1 ! 1(1 5) 1e(%p*%*%7&)dtd8 (347)

1—xt—ys)

c— e—c—1_(=2--2 - (yt)
(3.47) //tblltdbl(t 2051 (1) e 1o E ) 3OS (o) TH H WO s

r=0 [=0

Ici, impliquant des séries et les intégrales sont convergentes, puis en intervertissant l’ordre de

sommation et d’intégration, on obtient :

b— 1 d b—1 ¢~ 1 e—c—1
/ / ! N (3.48)

1 —xt —ys)®
.= z" 1 1
(348) =Y Y (@rwgy [ T Al t)dt/ S (1 = g)e e g
r=0 1=0 0
En appliquant (3.40) et (3.43), on obtient la représentation souhaitée. "

Théoréme 3.2.3. L’intégrale suivante est vraie pour (3.44) :

['(e)

1
Fp(a,b,c,d,e; P Q) = = [ T (1=t) T (1—at) P (1—yt) (1 —2t) e T
D(aa ,C,a,e;xr, Y,z p, Q) F(a)F(e — CL) /0\ ( ) ( X ) ( Yy ) ( V4 ) (]
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Preuve. La prewve du théoréme (3.2.3) est aussi similaire a la prewve du théoréeme (3.2.1).

Par conséquent, nous omettons ses détails ici. [

3.2.3 La dérivé Fractionnaire au sens de Riemann-liouville étendu

Ici, nous introduisons un nouvel opérateur de dériwé fractionné de type Riemann-liouville

étendu comme suit :

Définition 3.2.5. lopérateur dérivé fractionné de type Riemann-liouville étendu défini par :

DM f(2);p.q} = ﬁ fOZ(Z — t)—n—le(ff“%)f(t)dt, (R(y) < 0)
Z P ADT{f(2)} ) (m —1<R(n) <m(m e N))

(3.49)

OuR(p) > 0,R(q) > 0 et le chemin d’intégration est une ligne de 0 a z dans le plant compleze.

Clairement pour p = q, (3.49) se réduit a (3.39) et pour p = 0 = ¢, on obtient sa
forme classique (voir, pour plus de détails [[11],[18], [19]]) Maintenant, nous établissons des

théoréemes impliquant les dériwés fractionnaires étendus :

Théoréme 3.2.4. La représentation suivante pour (3.49) est vraie :

D% p,q} = T (R(n) <0 3.50
(Hipap = 210 () < 0) (3.50)
Preuve. En utilisant (3.49) et (5.40), on obtient :
1 z -pz _ qz
DI[z%p, q) = —/ Nz — 1)t TR f(4)dt
F = g (
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En remplacant t = uz, nous avons :

1 1 —pPz_ _qz
D[zYp,q) = —/ (uz)Mz — uz) " e “iw) zdu (3.51)
I'(=n) Jo
[yt 32
= u (1 —wu) 7 et w TTu'duy .
I'(=n) Jo
On appliquant la definition (3.40)on aura le résultat . ]

Théoréme 3.2.5. Soit R(n) < 0 et supposons qu’une fonction f(z) soit analytique a ’origine

avec son expansion de Maclaurin donnée par :

Zan (Iz] < p)
pour quelque p € R™. puis nous avons :
DI[f(2);p,d) =Y anDI[2";p, q] (3.53)

Preuve. nous commengons de la définition (3.2.5) a la fonction f(z) avec son expansion

en série, nous obtenons :

DU Yipa) = s I Zant"

Puisque la série puissance converge uniformément sur tout disque fermé centré sur 'origine
et dont le rayon est inférieur a p, la série sur le segment de droite allant de O a un z fixé pour

|z| < p. garantit une intégration terme par terme comme suit :

DY f(2);p,q} = Z an, { /OZ t"(z — t)—n—le(%m*z‘izt } Z a, D7z";p, q
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Théoréme 3.2.6. la représentation suivante est vrate :

ot a INONE
D;\ ”[2)‘ 1(1 —2)"%pq] = FEH; 20 11*—’1;,)7(1(04, A;m; 2) (3.54)

(R(n) > R(\) > Oet|2| < 1)

Preuve. Calculs directs :

1 # pz qz
DI =0 ) = e [ = e E e apay
- 0
n—A—1 z ¢ n—A-1 .
= Z—/ A1 — ) <1 — _> Tt
L(n—A) Jo z
277—)\—12)\ /1 N v .
= —— [ v (1—uz)"*(1- u)"_’\_le(_ﬂ_ﬁ)
L(n—A) Jo

En utilisant (3.49) et apres une petite simplification, nous avons le (3.54). Ceci compléte

la preuve. [

Théoréme 3.2.7. la représentation suivante pour est vraie

T(\)

DY AN = az) (1= bz) ip,q) = )

2T RN, By az, bz p, q) (3.55)

(R(n) > R(A) >0,R(a) >0,R(B) >0,]az| <1 et |bz| <1)
plus généralement, nous avons :

r'(\)
['(n)

2SN, 8,515 az, bz, ez p, q)

DY "1 = az) (1 = bz) P(1 —c2) 7;p,q] =
(3.56)

(R(n) > R(A) >0,R(a) > 0,R(B) >0,R(y) >0,|az| < 1,]bz| <1 et |ez| <1)

Preuve. a prouver (3.55) :
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En utilisant les séries d’ezpansion suivantes pour (1 —az)™* et (1 —bz)™"

(10202 = 3 S (@)

En appliquant ensuite le théoréme (3.2.4), on obtient :

DAL = a2) (1= b2) Pipg) = Z kT k), DA, g
=0 k—O

- (@) (0)* Byy(AN+1+k,np—\ ik
= O gy

Maintenant, en appliquant (3.42) , nous obtenons :

r
D} A1 = az) (1 = bz) ip,q] = F?; 2T R (N «, B myaz, bz p, q)
7

De méme, comme dans la prewve de (3.55), en prenant le théoreme binomial pour
(1—az)™, (1 -b2)"7 et (1 —cz)™", puis en appliquant les théoremes (3.2.4) et (3.44) , on
peut facilement prouver (3.56). Par conséquent, nous omettons les détails de sa preuve. cela

compléte la preuve. [

Théoréme 3.2.8. la représentation suivante est vraie :

DA K |:Z (1_2) Oé pq( ’/8 fYa _ )7paQ:| = B(ﬁ 7_;)F<n_)\)Zn_lFZ(a7B,A;Van;x72;p7Q)
(3.58)

(?R(n) > R(A) > 0,R(a) > 0,R(B) > 0,R(y) > 0; 1%2‘ <1l et |z|+]z < 1)

Preuve. En appliquant (3.43) sur le LHS de (3.58), nous obtenons :

D’\ A 11— 2) *F,4 (a,ﬂ;’y; %) D, q} (3.59)
—z
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o) = |0 (SRR () g
1 A=n | A-1 = " Caeny.
= sz [z nzo(a)an,q(ﬁ +n,7 - B)H{(l —2) p, q]

En utilisant l'expansion de la série de puissance pour (1—z)~*", en appliquant les théorémes

(3.2.4) et (3.483), nous obtenons :

Di\_n |:Z)\_1(1 - Z)_an,q < 7ﬁ 77 . 7p7 Q>:| (360>

(3.60) = DX}

n

A1 —a = ()nBpg(B+n,v—F z \" )
s {Z s () }’p’q]

77,

=0
— ;)D)\U[Z)\ 12 pqﬁ+n7 ﬁ)

B =7 {(1—2)_“_"};p,q]

n=

Cela compléte la preuve [
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