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Introduction

les équations différentielles a retard interviennent dans certains modeéles
dontI’état a un instant donné, estune fonction des temps passés, [1], on peut
les rencontrer dans plusieurs domaines d’application, notamment en econo-
mie, en physique, en médecine ,en biologie en écologie... En effet, dans certains
phénomenes, on c’est aperecu que la connaissance de la solution en un point
ne suffit pas pour décrir I’évolution sur un intervalle de temps donnée. Des
retard surgissent a cauase du temps nécessaire pour que le systéme réponde
a une certaine évolution, ou parce qu'un certain seuil doit etre atteint avant
quelesystémenesoitactivé. Lasignification duretard dans tel ou tel modele
peut etre différente : Durée de gestion, période d’incubation d'une maladie
contagieuse, temps d’accumulation, temps néécessaire pour la maturation de
cellule oulatransformation d'un type decellule en un autre... Les problemes
démographiques ont été les premiers grands incitateurs a I'introduction des
retards dans les modeles mathématiques. citons quelques auteurs qui ont étu-
dié ce type d’équations. [1],[5] [7]
Les équations différentielles a retard ou les équations d’évolution fonction-
nelles modélisaient pendant plusieurs années beaucoup de phénomeénes scien-
tifiques dont certaines applications dela biologie, la physique, la mécanique
etles sciences des matériaux, etc... voir les exemples cités dans l'article [5] et
dansleslivres de Hale et Verduyn Lunel [17], Kolmanovskii et Myshkis [20].
L’existence et 'unicité des solutions faibles, fortes et classiques des équations
semi-linéaires fonctionnelles ont été largement étudié par de nombreux au-
teurs en utilisant la théorie des semi groupes, I'argument du point fixe, la
théorie du degré topologique et les mesures de non compacité ; voirles livres
d’Ahmed [3], de Engel et Nagel [16], de Pazy [19] et de [21] .



Chapitre 1

Préliminaires

Notations, Définitions et Théoremes

Considérons J := [0, +[ et H := [-r,0] pour r>0.
Soit E I'espace de Banach des réels muni de la norme(".").
SoientC(H, E) I'espace de Banach des fonctions continues muni de la norme

"Y'= =suply(t)]  teH.

etB(E) 'espace des opérateurs linéaires bornés de E dans E muni de la
norme
"N"se) = sup[N(y)| Iyl =1.

une fonction mesurable y: J——E est dite intégrable au sens de Bochner si
et seulement si |y| est
intégrable au sens de Lebesgue. Pour plus de détails sur les propriétés de
Bochner-intégrabilité voir Yosida [22] .
Soit L(J,E) I'espace de Banach des fonctions mesurables y: J-—E qui
sont intégrables au sens de Bochner, muni de la norme
J
PATE ly(®)

0

Pour toute fonction continuey défnie sur [-r,~[ et pour tout t € J, notons
par y: I’élément de C(H; E) déFni par :

yi(0) = y(t + 0)pourd € H.

7



Déftnitions et Théorémes 8

Ici yi(-) représente I'historique de I’état a partir du temps t — r jusqu’au
temps présent t.

Définitions et Théoréemes

Dans cette sous-section on présentera quelques définitions et théorémes
important pour la compréhension des chapitres qui suivent.

Déftnition 1.2.1. (Equation différentielle)

En mathématiques, une équation différentielle est une relation entre une ou
plusieurs fonctions inconnues et leurs dérivées. L ordre dune équation diffé-
rentielle correspond au degreé

maximal de dérivation, auquel ['une des fonctions inconnues a été soumise.

Déftnition 1.2.2. (Fonction de Classe C)
soita € R*et ¢ : [0, a] —— R", une application est de classe C* si elle est
continue et dérivable.

Déftnition 1.2.3. (Fonction de Classe C*)
soita€e R*et¢: [0, a] —— R™, une application est de classe C~
si elle est continue et infiniment dérivable.

Déftnition 1.2.4. (équation Différentielle Autonome)
On appelle équation différentielle autonome, une équation de la forme

y = a(y)

c-a-d que la variable X n’intervient pas dans [’équation.

Quelques théoremes de points fixes

En analyse, un théoréeme de point fixe est un résultat qui permet
d’affirmer qu'une fonction fadmet -sous certaines conditions- un point fixe.
Les théoremes de points fixes se révelent étre des outils trés utiles en ma-
thématiques, principalement dans le domaine de la résolution des équations
différentielles. voici a titre d’exemples, quelque théorémes courament utilisés :



Quelques théoremes de points ftxes 9

1.Le théoréme de point fixe de Banach donne un critere général
dans les espaces métriques complets
pour assurer que le procédé d’itération d’'une fonction tende vers un
point fixe.

2. Le théoreme de point fixe de Brouwer n’est pas constructif,
il garantit I'existence d’'un point fixe d'une fonction continue définie
delaboule unité fermée euclidienne dans elle-méme, sans apporter de
méthode egénérale pour le trouver.

3. Lethéoreme de point fixe de Lefschetz est trés important en
topologie algébrique, caril permet d’'une certaine maniere, de trouver
un moyen de compter les points fixes.

4. Le théoréeme de Knaster-Tarski est un théoreme de point fixe pour
une application monotone d’un treillis complet dans lui-méme ; il figure
parmi les exceptions qui, contrairement aux précédents, ne concerne
pas une fonction continue; en revanche, il est tres intéressant dans les
manipulations de structures d’ordre.

Citons maintenant certains des premiers théoremes de points fixes. Commen-
cons par donner la définition dé’une application contractante.

Déftnition 1.3.1. (application contactante)
Une application P sur un espace métrique (X, p)
est dite contractante s il existe 0 <r < 1 tel que p(P X, Py) < p(X, y).

Théoreme 1.3.1. (Principe de [’application contractante de Banach) Soit
P une application contractante sur un espace métrique complet X, alors il
existe un unique point fixe x dans X.

Théoreme 1.3.2. (Théoréme de point fixe de brouwer)[10]
Toute application continue de la boule unité fermée de R"
dans elle méme admet un point fixe.

Théoreme 1.3.3. (Premier théoreme de point fixe de Schauder)
Soit X un sous ensemble non vide, convexe et compact d’un espace de Banach
Y et soitP : X —— xun opérateur continu. Alors P a un point fixe dansX.



1.3 Quelques théoréemes de points ftxes 10

Théoreme 1.3.4. (Second théoréme de point fixe de Schauder)

Soit X un sous ensemble non vide, convexe et borné d’un espace de Banach
Y , et soitP : X — X un opérateur compact. Alors P admet un point fixe dans
X.

Theorem 1.1.?? [?] soient E un espace de banach ,F et G deux opérateurs
de E dans E satisfait :
— G est une contraction.
— F est compléetement continue.
alors : ou bien [’equation 'y = F(y) + G(y) a une solution .

ou bien [’ensemble

u
H=ue E:XG(XA-XF(U)=u,XE 0, 1)

n’est pas bornné.

Theorem 1.2. soient [a, b] un intervalle ordonnée d’un espace ordonnée de
banach E et P : [a, b] —— [a, b] une application croissante . , (Xn) Suite mo-
notone dans [a, b] alors la suite de la P-iteration de a converge vers x. de P et
la suite de la P-iteration de b converge vers x* de P . de plus

X: =miny€ [a,b] : y=Py X* =maxy € [a,b] : y<Py.

comme conséquence ,Dhage et Henderson [13] ont prouvé le théoreme sui-
vante qui est utilisé pour prouver [’existence de solution extrémales.

Theorem 1.3. [13] soient [a, b] un intervalle ordonnée d’un espace ordonnée
de banachE et soit B1, B2 : [a, b] — E deux fonction satisfaisant :

— B1 est une contraction

— B2 est comlétement continu.

— B1 et B2 sont monotones strictement croissantes.

— Bi(X) + B2(x) € [a, b], VX € [a, b].
si le cone dans E est normale , alors I’équation X = B1(X) + B2(X) a un plus
petit point fixe X. et un plus grande point fixe x* dans [a, b] . de plus x. =
limn-—« Xn €t X* = liMh-—» Xn, OU (Xn) et (yn) sont deux suites dfa, b]
définies par :

Xn+1 = B1(Xn) + B2(Xn),Xo =@  ,Yn+1 = B1(yn) + B2(Yn),Yo =D
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Déftnition 1.3.2. Lafonction f: J x E — E est dite L*-Carathéodory si
elle satisfait les conditions suivantes :

—Pour tout te J, lafonctionf (t,.) : E — E estcontinue.

—Pour tout y € E, lafonction f(.,y) : J — E est mesurable.

~vke N,3hce L1(J, ., RY) tel que:

[f(t,y)| < h«(t) V|y|<K p.pteld

Déftnition 1.3.3. Soient (X, " ") un espace de Banach et A un opérateur
linéaire sur X a domaine D(A).
[’opérateur A est dit opérateur de Hille-Yosida s’il existe des constantes
® € RetM =1 telles que :
Jo, +=[c p(A)
ou p(A) est [’ensemble résolvant de A et
M

"ML - A)™ Sﬁ' VA>wo, VNE N.
-



Chapitre 2

Equations Differentielles dans des
Espaces de Banach

Equation Différentielle

En mathématiques, une équation différentielle est une équation
ayant pour inconnue une ou plusieurs fonctions, elle se présente sous la
forme d’'une relation entre ces fonctions inconnues et leurs dérivées succes-
sives.
L’ordre d’une équation différentielle correspond au degré maximal de dériva-
tion auquel 'une des fonctions inconnues a été soumise. Il existe une forme
deréférence alaquelle on essaie de ramener les équations différentielles par
divers procédés mathématiques en 'occurence

yi(t) = f(ty) (2.1)

équation d’ordre 1 ou y est la fonction inconnue, et t sa variable.

Les équations différentielles représentent un objet d’étude de toute premiére
importance, aussi bien en mathématiques pures qu’en mathématiques appli-
quées.

Elles sont utilisées pour construire des modeles mathématiques de processus
d’évolution physiques etbiologiques, parexemple pourl’étudedela radioac-
tivité, la mécanique céleste ou la dynamique des populations... La variable
treprésente alors souvent le temps, méme si d’autres choix de modélisation

12



Quelques modeles mathématiques utilisant des équations
différentielles 13

sont possibles. Les objectifs principaux de la théorie des équations différen-
tielles sont la résolution explicite compléte quand elle est possible, la réso-
lution approchée par des procédés d’analyse numérique, ou encore ’étude
qualitative des solutions. Ce dernier domaine s’est progressivement étoffé et
constitue un des composants principaux d'une vaste branche des mathéma-
tiques contemporaines , I’étude des systémes dynamiques.

Quelques modeles mathématiques utilisant des
équations différentielles

nous présentons dans cette section trois exemples des modéles structurée.
pour d’autres exemples le lecteurs paurra consulter ca :

modeéle de Réaction-diffusion

une variété de modéles mathématiques pour la plupart des processus
biologiques sont bien encadrés par des équation différentielles partielles fonc-

tionnelles .
par exemple ,’équation de réaction-diddusion avec retard finie de la forme :
ou 0? ut -1, x)
gfl(t’X) = daazX(t,x) +ru(t,x)[1 - K 1, t>0,x€ [0,(12)2)
u
(0= _(1)=0 t>0. (2.3)
ox ot

ou d, r, T et K sont des constantes positives. a été utilisé pour modéliser
une population a une dimension herbivores. il est bien connu que le retard
distribué doit étre utilisé pour décrire I'élément stochas-tique dans la réponse
tardive d’un processus biologique.

I’équation suivante de réaction-diffusion avec un retard infinie

o 2 I

Mo =d 4 1 - d t>0x€ (@
at(t,x) = dazxﬂ,—X)HU(t,X)[l- K _w (t=s)u(s,x)ds], XE [8,4]
@(t, 0) = a_u(t, 1)=0 t>0. (2.5)
Ox ot

K(s) est une fonction intégrable positive pour s>0

0

K(s)ds=1
0



le modéle proi-prédateur de lotka-voltrrra 14

A également été utilisé comme une version modifiée de 2.2.
le modéle a été étudié par plusies auteurs, a savoire Ruan et Wu [21] ,.

le modéle proi-prédateur de lotka-voltrrra

le premier modele dans la dynamique des population a été développé
indépendament par lotka et volterra,
il est décrit par le systéme d’équation différentielle ordinaire suivant :

Pi(t) = aP(t) - bP(t)Q(t), t20 (2.6)

Q(t) = —cQ(t) +dP()Q(1), t20 (2.7)

c’est un systeme complexe formé de deux especes ,prois et prédateur.
la’effectif de la population de proies et P(t) ,celui de la la population et Q(t)
.laquantité P (t)Q(t) est une probabilité de rencontre,qui infue négativement
sur une population positivement sur 'autre. A chaque instant,connaissant
les population en présence,on peut décrire la tendance.On travaille avec des
densité donc P, Q > 0 . les parametre a, b, ¢ sont des constantes positives
qui peuvent s’interpréter de la maniere suivante : aest le taux de croissance
malthusien des proies en 'absence des prédateurs.

b est le taux disparition des proies a causes des prédateurs.

c est le taux d’apparition des prédateurs en présence des proies .

dest le taux de décroissance malthusien des prédateurs en ’absence de proies.
Plutard, plusieurs auteurs ont observé qu’il est réaliste de supposer que le
taux de croi-ssance dépend aussi du passé il peut etrele résultat de plusieurs
causes ,telles que le manque ou ’'abandance de nourritur. Dans [12] le modéle
S 4.2 4.3 prend la forme suivante :

Pi(t) = ~P(t)a-bQ(t), t20 (2.8)

J
QI(t)=Q(t)(—c+dP(t)+ ’ K(s)P(t + s)ds), t=0 (2.9)

-r
K est la fonction noyau.Dautre versions de modeles a retard infinie ont été
proposé par plusieurs auteurs,on citera a titre d’exemple Brelot[8].



le modeéle de proliferation cellulaire 15

le modéele de proliferation cellulaire

c’est un modéele de production du sang proposé par Rey et Mackey en
1993 ee étudié par Dyson, Villela-Bressan et Webb en 1995.
cemodele déceitlaproduction des souches prolifératives etle précurseur
des cellules dans la moelle osseuse :

ou ou
E(X, t)+a;€xu(x, t)) = pu(oax, t-r)(1-u(ox, t-r)), t>0et 0 <x<1;
u(x,0) =o(a,n), -r<0<0etxe [0,1]

ou u(x, t) est la densité de population des cellules dépendante de la maturité
X,

ou I'age biologique,et du temps t et p, a et r des parametre satisfaisant

e 1>0,0 <a<letr>0.lavariable de maturité x est a valeurs dans [0, 1]

et peut étrereliée ’hémoglobine quisetrouve entreles cellules individuelles

dans le terme de transporto,f (g(X)u(x, 1)),

on suppose que toutes les cellules ont une meéme taux maturation g(x) = xle
retard r est le facteur de maturité asurvinnent lorsqu’on suppose que toutes
les cellules se subdivisent exactement en un meme l’age .

la dependance logistique non linéaire de la densité de population ,dans le
terme pu(ox, t = r)(1 - u(ox, t—r)),

sinigfie que le processus de division de cellules n’est pas modélisé directe-
ment ,mais il y’aune production de nouvelles cellules de toutes les valeurs de
maturité.

Conditions Initialeset et Théoréeme de Cauchy-
Lipschitz

Une condition initiale ou condition de Cauchy, pourune équation d’ordre
n d’inconnue y est la donnée d’une valeur xo et de nvecteurs Yo,..., Yn-1. La
fonction solution y satisfait ces conditions initiales si

y(Xo) = Yo, yi(Xo0) = Y1, y"(X0) = Yn-1
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. Un probléme de Cauchy est la donnée d’une équation diférentielle avec un
jeudeconditionsinitiales. Pourune équation différentielle sous forme réso-
lue, moyennant une certaine hypothése de régularité (caractere localement
lipschitzien a xfixé, par rapport au bloc des autres variables) le théoréme de
Cauchy-Lipschitz énonce que, pour chaque condition initiale :

—il existe une solution qui la satisfait et qui est définie sur un intervalle

de laforme

—il existe une unique solution maximale qui la satisfait.
Un autre probléme classique est celui des conditions aux limites, pourlequel
on prescrit les valeurs d’'une fonction solution en plusieurs points, voire les
valeurs des limites d’'une fonction solution aux bornes du domaine. Ainsi le
probléme :

:yjj+y=0

\ YO =y@m=0_ - .
Un tel probleme, parfois appelé probleme de Dirichlet, peut tres bien n’avoir

aucune solution ou au contraire une infinité de fonctions solutions. Dans
I'exemple donné, les solutions sont les fonctions de la forme x —— sin(x) + Kk,
pour toute constante k.

équation différentielle a Retard

Dans cette section, nous rappelerons quelques notions debasedela théo-
rie d’existence, d'unicité, et de prolongement des solutions pour les équations
différentielles ordinaires et les les équations différentielles a retard. Nous dis-
cuterons en particulier le dernier point.

Equations différentielles ordinaires

Soient U un ouvertde R * R et f: U —— R une fonction continue.

Déftnition 2.4.1. Une équation différentielle ordinaire (EDO) sur U est
une relation du type :

() = f(t;x(®)
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que [’on note brievement
X = f(t; x) (2.10)

N — dx
ou X =dt

Déftnition 2.4.2. Soit X une fonctin d’une partie de R dans R La fonction x
est dite solution de I’équation 2.10 sur un intervalle | € R si elle est définie et
continiment dérivable sur I et si (t; X(t)) € U pour tout t € I, et x satisfait la
relation 2.10 sur 1.

Déftnition 2.4.3. Soit (to; xo) € U donné. La fonction x est dite solution du
probleme a valeur initiale, associé a [’équation 2.10 s’il existe un intervalle |
contenant to tel que X soit solution de I’équation 2.10 sur | et vérifie X(to) = Xo.

Remarque 2.4.1. Pour (to; Xo) € U donné, un probleme a valeur initiale

associé a [’équation 2.10 est généralement exprimé sous [’écriture suivante :
X = f(t; X); X(to) = Xao. (2.11)

Une solution de 2.11 est également dite solution de [’équation 2.10 a valeur
initiale Xo a [’instant initial to (ou encore, de condition initiale (to; Xo).

Déftnition 2.4.4. Pour (to; Xo) € U donné, une solution du probléme 2.11
est dite unique si elle coincide avec toute autre solution partout ou elles sont
toutes les deux définies.

Remarque 2.4.2. Si le probleme 2.11 admet une solution unique, celle-ci
est notée par
X = X(to; Xo)

Proposition 2.4.1. Pour tout (to; Xo) € U, le probléeme 2.10 est équivalent a
[’équation intégrale [
X(t) =Xo +  f(s;x(s))ds (2.12)
t

Remarque 2.4.3. Poursamaniabilité, / ‘équation intégrale 2.12 est souvent
utilisée au lieu du probléme 2.11, par exemple dans les preuves de résultats

d’existence, d’unicité, etc. , des solutions
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Existence, Unicité et Prolongement des So-

lutions

Theorem 2.1. (Existence)
SoientU un ouvert de R c R et f: U —— R une fonction continue. Pour tout
(to; Xo) € U, le probléme 2.11 admet au moins une solution.

Lemme 2.5.0.1. Soient U un ouvert de R * R et f: U —— R une fonction
continue.

Si W c V c U sont tels que W est fermé et borné (c.-a-d. compact), et V est
ouvert avec V < U , alors il existe L > O tel que, pour toute condition initiale
(to; Xo) € W, il existe une solution x du probléme 2.11 définie au moins sur
I’intervalle [toL; to + L]

Déftnition 2.5.1. Soient U un ouvert de RR et f : U — RY une fonction.
On dit que f = f (t; x) est localement lipschitzienne en x si pour tout fermé et
borné (c.-a-d. compact) K c U, il existe une constante L > O telle que

[f(t; x1) = f(t; x2)| < L|x1 = Xz
pour tous (t; x1) et (t; x2) dans K.

Theorem 2.2. (Unicité)
Soit U un ouvert de R x R. Si f : U — R est continue et localement

lipschitzienne en x, alors pour tout (t0; x0) € U, le probleme 2.11 admet une
solution unique.

Déftnition 2.5.2. Soient X une solution de [’équation 2.10 et | € R un
intervalle sur lequel x est definie.

1.Une fonction x! est appelée prolongement de x si elle est définie sur un
intervalle -1 contenant strictement |, et coincide avec x sur |, et vérifie
la relation 2.10 sur |I.

2.La solution x est dite maximale (on dit aussi non prolongeable) si elle
n’admet pas de prolongement, c’est-a-dire que [’intervallel est l’inter-
valle maximal d’existence de la solution x.
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Remarque 2.5.1. L existence d’'une solution maximale prolongeant toute
solution est une conséquence du Lemme de Zorn. L ’intervalle maximal d exis-
tence d 'une solution est toujours ouvert.

Theorem 2.3. (Prolongement)

Soit x une solution maximale de [ ’équation 2.10 et soit | =]a; b[ son inter-
valle maximal d’existence. Alors, pour tout fermé et borné (c.-a-d. compact)
Wdans U, il existet! , ett? tels que (t; x(t)) f=Wpourt€la; tt]ette [t2; b

Lemme 2.5.0.2. Soient x une solution maximale de /’équation 2.10 et | =
]a; b[ son intervalle maximal d’existence. Alors (t; x(t)) va vers le bord de U
lorsque t tend vers a et vers b.

2.6 Equations Différentielles Fonctionnelles a
Retard

Déftnition 2.6.1.
Co = C([-1,0]; R)

désigne la norme d’un élément ¢ de Co par

"¢" =suple(6)] 6 € [-r,0]

Déftnition 2.6.2. Soitto € R etr = 0. Soientx € C([to — r; to + r]; R) et
t € [to; to + r]. On définit une nouvelle fonction x;, élément de Co, par

xt(0) = x(t + 0); 0 € [-r,0]:

Lemme 2.6.0.3. Pour tout t fixé, la fonction x: est obtenue en considérant
la restriction de la fonction x sur [’intervalle [t - rt], translatée sur [-r,0].

Déftnition 2.6.3. Soient U un ouvert de R+ Cop et f: U — R une fonction
continue.
On appelle équation différentielle fonctionnelle a retard (EDFR) sur U une
relation de la forme

Xt) = f(t; x), te [-r,0]. (2.13)
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Lemme 2.6.0.4. 1.Une application telle que f, définie sur un ensemble
de fonctions, est parfois désignée sous le nom de fonctionnelle au lieu
de fonction

2.La référence a ’équation 2.12, qui est une équation différentielle fonc-
tionnelle, comme étant une EDF R souligne le fait qu’il n’y a que le
présent et le passé de x qui interviennent dans la détermination de x

Déftnition 2.6.4. Soit x une fonction de | ¢ R dans R.
1. On dit que X est solution de I’équation 2.5.1 s’il existe to € R etr>0
telsque
X€E C([to—r,to+1[; R), (t; x0) € U

et x verifie la relation 2.5.1 pour tout t € [to; to + r[, s il existe r > 0 tel que
x soit solution de 2.5.1

[to—-rto+r]: Xy =0

données, alors la solution du probleme 2.5.2 est dite unique si deux solutions
coincident la ou elles sont simultanément définies

Dans le cas ou il y a unicité, la solution de 2.12 a valeur initiale cad la
solution du probleme 2.5.2 est notée par X(to, ¢. L’équation 2.12 est du type
le plus général, en ce sens qu’elle inclut aussi bien les EDOs

x = f1(t,x),
que les équations différentielles a retard(s)

Xt) = fa(t, x(1)); x(t, ra(t)); x(t, ro(t))

avec
O<rt)s<ri=12,.... )

, puisqu’il suffit de poser

f(t; u) = f2(t; u(0)); u(ra(t)); - - - ; u(rp(®)

Alors, nous avons

f(t; x0) = fa(t; x(0)); X(t, ra(1), xe(rp(t)) = f2(t; X(1); x(tra(t)); x(trp(1)))
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: De méme les équations intégro-différentielles de la forme
L
ity = fa(t; 6; x(t + 6))do
-r

. sont du type 2.5.1 pour

Jo
f(t;u) = fa(t; 0; u(6))do

: D’autres types d’équations peuvent également étre exprimés par la relation
On dit que I’équation 2.5.1 est autonome sila fonction f ne dépend pas
de t. On note dans ce cas f(u) au lieu de f(t; u) Une fonction x est
solution du probléme 2.5.2 si et seulement si elle est solution de

It
x(t)=p(0) + ) f(s; Xs)ds; Xo = @

I’équation intégrale

X(t) =(0)+ . f(s; Xs)ds; Xo =@

Souvent dans les applications il est plus commode de convertir le probleme
en ’équation intégrale 2.3 et de travailler avec cette expression de la
solution considérée.

2.6.1 Existence, Unicité et Prolongement des solutions

Nous rappelons, dans ce paragraphe, quelques résultats de base sur I'exis-
tence,'unicité etle prolongement des solutionsdel’équation 2.5.1,en accor-
dant une attention particuliére a cette derniere notion.

Theorem 2.4. Soient U un ouvert de R = Cp et f: U — R une fonction
continue. Si (to; ¢) € U, alors le probléme 2.5.1 admet au moins une solution.
Plus généralement, si la fonction f est continue et W < U est compact, alors il
existe un voisinage V < U de W tel que f (V) soit bornée, et il existe r > O tel
que, pour tout (t0; @) € W, il existe au moins une solution x du probleme 2.5.1,
définie sur l'intervalle [to — r; to + ).

Theorem 2.5. (Unicité)

Soient U un ouvert de R x Co et f: U — RY une fonction continue. On suppose
que f = f (t, X) est lipschitzienne en x dans les compacts de U. Si (t0; ¢) € U,
alors le probleme 2.11 admet une solution unique. On suppose que la fonction f
dans I’équation 2.11 est continue. Soit X une solution de  cette equation, définie
sur ['intervalle [to — 1, a[, a > to.
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Déftnition 2.6.5. On dit que -x est un prolongement de x s’il existe b > a tel
que X est définie sur [to — r; b[, coincide avec x sur [to — r; a[, et vérifie
[’équation 2.5.1 sur [to — r; b[.

a droite.

Theorem 2.6. (Prolongement)

Soient U un ouvert de R+ Co et f : U — R une fonction continue. Soit x une
solution maximale de [’équation 2.5.1 et soit [tor; b[ son intervalle maximal
d’existence. Alors, pour tout compact W dans U , il existe t tel que (t; xt) W
pourte [tw; b[.

Lemme 2.6.1.1. Soient U un ouvert de R * Co et f: U — R une fonction
continue. Soit X une solution maximale de [’équation 2.5.1 et soit [to — r; b[
son intervalle maximal d’existence. Soit W [’adhérence de f(t; x;) : t € [to; b[
dans R x Co. Si W est compact alors il existe une suite fc R telle que tkbj et
(tk; Xt ) tend vers le bord de U lorsque k — . Sir > 0, alors il existe

€ Co tel que (b; y) appartienne au bord de U et (t; xt)(b; y).l'orsque t —> b-

Commentaire.
Rappelons que le théoreme 2.3 affirme que toute solution de I’équation dif-
férentielle 2.10 peut étre prolongée jusqu’a ce que sa trajectoire atteigne le
bord de I'ouvert U (le domaine de définition de I’équation différentielle or-
dinnaire considérée).
Lapreuve de cerésultat se base surla propriété quel'image par une fonction
continue d’une partie
fermée et bornée de R c R, qui est donc compacte. Cette propriété n’est pas
vraie pour une fonctionnelle continue. En effet, une partie fermée et bornée
de R ccon’est pas nécessairement compacte héritant cette propriété del’es-
pace Co. Ainsi, le résultat du théoreme cité plus haut n’est plus vrai dans
le cas des équations différentielles ordinaires a retard. Ce qui vient d’étre dit
justifie la condition de compacité sur 'objet de 'hypotheése dans la 2.6.
Par ailleurs, le corollaire de ce dernier montre qu’en particulier si I'adhérence
de la trajectoire f(t; xt) : t € [to; b[ d'une solution de équations différentielles
ordinaires a retard 2.5.1 est compacte, elle est alors non prolongeable car
sa trajectoire aura nécessairement atteint le bord de U (ici, le domaine de
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définition de I'equation différentielle fonctionnelle a retard).

Mais en général cette condition de compacité surlatrajectoire d'unesolution
n’est pas réalisée comme on peut le constater sur 'exemple étudié plus bas.
D’ou la nécessite d’introduire sur la fonctionnelle fune hypothése supplé-
mentaire assurant la prolongeabilité des solutions de 2.5.1 jusqu’a atteinte
par leurs trajectoires du bord de U .

Une telle hypotheése est évidemment en rapport avec ce qui vient d’étre dit
plus haut.

Elle est vérifiée dans la plupart des cas rencontrés dans les applications.

Déftnition 2.6.6. SoientU un ouvert de R+ Co et f: U — R une fonction.
On dit que la fonction f est quasi-bornée si /’image par f de tout ensemble
fermé et borné de U est un ensemble borné de RY. Il est facile de vérifier la
proposition suivante que nous utiliserons d’ailleurs tout au long de cette thése
en substitution a la définition 2.6.6



Chapitre 3

Existence et Unicité de Solutions
pour des Equations Differentielles
a Retard Fini dans un Espace de
Banach

Ce chapitre est consacre a ’existence de solutions faibles et de solutions
extrémales faibles definies sur un intrvalle reél compacte concernant les équa-
tions différentielles fonctionelles d’ordre un. Plusieres études ont été faites sur
les équations différentielles ordinaires a retard, on citera les travaux de Abbas
et Benchohra [1], BelmekKi...
le systeme décrit parl’équation differentelle suivante estun exemple d’equa-
tion dfférntielle semi lineaire a retard fini :

Yi(t) —Ay(t) = f(t,y) +9(t,yy),; t€ J:=[0,b] (3.1)
yi) = @o),; te[-r0] (3.2)

ou f,g: jxc([-r,0],E) — E sont des fonctions données, A: D(A) c E est le
generateur infinitisimale du Co-semi groupe (T (t))wo, ® : [-r,0] — E une
fonction continue donneé et (E, ".") un espace de Banach reél.

24
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3.1 Existence de Solutions Faibles

Dans cette section nous donnerons un résultat principal d’existence de
solution au probleme3.1. Avantde prouvez ce résultat, donnons la définition
de sa solution faible.

Déftnition 3.1.1. On dit que la fonction y : [-r, b] —— E est solution faible du
robléme 3.1 si elle satisfait yr = ®(t), t € [-r, O] et ’équation intégrale
Y1) = TO9(0) + T(t-S)[f(s) +

g(S)ESUr résoudre le probléme 3.1 introduisons les hypothéses suivantes :
- (H1) : A: D(A) c E — E est le générateur infinitisimal d'un Co-semi
groupe (T (t))wes,0u J est un compact pour t>0 sur I’espace Banach E,
avec
M =sup "T (t)"sE), t > 0.

- (H2) : La fonction f: J x C([-r, 0], E) — Eest de carathéodory.
- (H3) :il existe une fonction K € L'(J, R telle que :
— |g(t, u) = g(t, u)] < K(t)"u - u", p.pt € Jetu, u e e C([-r, O]).

-M"K"1< 1.
- (H4) : il existe une fonction p € L(J, R* et une fonction continue
croissante
W [0, ©] = [0,«]
telle que:

[f(t,u)[<p(t)P("u™),p.pte Jetue C([-r,0],E).

Supposons les hypotheses (H1) —(H4) satisfait et si de pluson a :

g YL (3.3)
¢ sty(s)
J c
ol :c = M"®(0)"'+M lg(s, 0)| ds et y(t) = max MK(t), Mp(t), t € J, alors le
probléeme 3.1admet au moins une solution faible dans l'intervalle [-r, b].
ramenons le probléme 3.1a un probleme de point fixe, pour cela considérons
les deux opérateurs :

F, G : C([-r, b], E) = C([-1, b], E)
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definis par :
U
oo(t), site [-r,0];
FY®= I, | (34)
TOPO) + T(t-s)f(s,y )ds, siteJ.
U
10, site [-r,0];
GY®= | (3.5)

ST T(t-s)xg(s ydssite J.
alors le probleme qui consiste a trouver une solution au probléme 3.1 se ra-
mene au probléme consistent a trouver la solution de I'equation d’opérateurs :

FY® + G =y(), ; t€ [-r, b]

on doit montrer que les opérateurs F et G satisfassent les conditions du
Théoréme de Burton et kirk.

Démonstration. la preuve sera donnée en cinq étapes :

Etape1:

F est completement continue.en effet, F est continue car si : (yn) est une
suite de C([-r, b], E) telle que

(yn) = yetn > Otelque"yn"« < 1

alors : |

)y
| T (t=9)[f(s, yns = f(s, ys)]ds]|
0
o
< M [f(s, yns — f(S, ys|ds
0
= M"f(.,yn) —f(.,y)"t

puisque f et de carathéodory et en vertu du théoréme de la convergence
dominée de Lebesgue ,on a alors

|F(yn(t) = F(Y)()

IF (yn(t) = F (Y)(©)]- < M"f(., yn — F(., ¥)"L1 —> Olorsquen ——

. Etape2:
I'mage par F de tout borné B de C([-r,b]),E) estun borné de C([-r,b],E). soit :
B,=ye€ C([-r,b],E) : "y'-= < davecd = 0
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on a pour toutt € [-r,b] ety € B,

[
IFy) @) = TOO)+ T (- 9f(s, y)ds|
= M|®(0)] + M Ot|f(s, y|
) I
< M|®©O)+M ° o
P Ow(ys,
< M[d©O)+M o
P (s)y(d)ds
o f.
P(s)ds
0
= M|®O)[+My(d)  P(s)ds
<

M"®". + My (d)"P"1 =¢C
donc :

F (y)" <C

, par suite F (Bg) est borné.

Etape 3 :

F applique des ensembles borné dans des ensembles équicontinus de C([-r,b],E). considérons
B4 comme dans I'etape 2 et soient donnés

0>0,11,12€ [-T1,b];avect2>11

. premier cas :t1 >S,ona:

IF(Y)(t) -F(Y) (2 =T (r2)®(0) = T (11)®(0)

71—$S

T M9 =Tl s,

. ._IO =9 T3l yds

+ I: [Tz =95y,

< T @)9(0) - T ()P(0) .

+ My(d) T(ta—12+5)=T(s)"8(E) i P (s)ds
+ 2|v|\|;(o|)J " p(s)ds+ My(d) ) " p(9)ds

T1—S T1
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deuxieme cas:

T1 <S:pourty —12<S

,ona:

J- 2s J. S
P (s)ds+My(d) P(s)ds
0

[F(y)(t2)=F(y) (t1)| ST (12®(0)-T (z2P(0)+ P (s)ds+M(d) P(s)ds
.I'equicontinueté vient du fait que : étape4 (T (t))w=o est fortement continue.

étape5 T (t) est compact pour t > 0. soient 0 <t<bfixé et 0 <s<t.poury €
B4 ondefinit

J s
Fs(Y)(t) = T ()®(0)+ T(t-9s)f(s,ys)ds T(t-s
1
=T ()P(0) + = 5)f(s,ys)ds
0
notons que I'ensemble
J s
{

0
T (t—s-9)f(s,ys)ds : y € Bg}

est borné car :

..- t—-s -' t
T(t=s=s)f(s,ys)ds <Myy(d) P (s)ds

t=s

-
. et maintenant puisque T (t) est compact pourt > 0, 'ensemble

Y (O ={F(y)(®) : y € Bq}

est relativement compact dans E pour tout t > 0.De plus
)t
F(Y)(t) = Fs(y)(t) < My(d) P (s)ds

t—s
.donc I’ensemble
Y (1) ={F (Y)(t) : y € Bd}

est totalement borné et doncY (t) est relativement compacte dans E. comme
conséquence des étapes 2 et 3 du Théoreme d’Ascoll-Arzéla[?] .on conclut
que lopérateur

F: C([-r, b), E) —— C([-T, b), E)
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est completement continu.

Etapeg4 :
G est une contraction .En effet, soient x, y € C([-r, b), E) alors :
)t
IGH)(M) -GOI = | . T (t = s)[g(s, Xs) = 9(s, ys)]ds|
Jo
. T(t=s)[g(s,Xs) =9(s,ys)]ds|
]
= M| . T(t=s)[g(s,Xs) =9(s,ys)]ds]
< M ’ K(S)"Xs — ys"ds.
0
alors :

"GX)(L) ~ GY)(H)"= < MK "X = y"-.

or d’aprés de (hs) , M "K".1< 1, donc G est une contraction.
Etape 5:
il reste maintenant a montrer que 'ensemble :

y
H=ye C([-r,b), E) : y=AF (y) + AG( x)peur0<xs 1

est borné. soit yun élemept quelconque de H .pour tout te Jona:
J t t k
y(t) =AT(t)D(0) + 1 T )f(s,y)ds+a Tt - 9), X)ds
0 0
, et
J e
[f(s.ys|
0
ly(®)| = AM|P(0)[ + AM If(s,ys|
-. t y ° -. t
+ M ]g(s,, ~g(s,0)lds+AM l9(s, 0)ds
0 A J‘ 0
< Mle(O)| + M P (s)y("ys"ds
J- t o t
+ M |a(s,0)|dS.
0 0
+ M K(s)"ys"ds+M lg(s,0)|dS.
0 0

considerrons maitenant la fonction p definie par :
H(t) =max |ys| : -r<s<t te ]

. soit
I* € [-r, [telquep(l) = |y(I*)],
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sit* € [0,b], alors d’aprés I'inegalité précédente on a pour te J:
J t J t J t
H(t) <M [®(0)] + M P(s)(H(s))ds+M K(s)u(t)ds+M |9(s, 0)]ds
1% Je ° °
SM[®0)[+M ° Y(S)MES)w(H(s)])ds
f. losodst
= C+

0
= ot VE)M(S)w((s)])ds.

sit* € [-r, 0] alors u(t) < "¢" et I'inegalité précédente est verifiée. soit :

)t
m(t) =c+ . Y(S)M(S)w(H(s)])ds, teJ
alors ona
H(t) <m(t) vte Jm(0)=c
et
Xmi(t) =v(s)[U(s)w(H(s))ldsp.p tel
. En utilisant le fait que y est croissante on obtient :
mi(t) < y(s)[K(S)w(M(s))lds p.p tel
o O v te
as = . € J.
() +y(m()" PP
parintégration entre O et t on obtient :
-. m(t) mj(s) -. t
ds< s)ds
;e 1O
par changement de variable on obtient :
_. m(t) J )
_ds L < ds
c S+ y(s) ¢ S+y(s)

donc il existe une constante I telle que :
H(t) Sm(t) <1

pour tout t € J. la constante 1 dépend uniquement des constantes
M, w, d, K et y d’aprés la definition de | , il vient :

"y = sup ly(t)| = u(b) < m(b) <1 pour yen.

teJ
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Cecimontrequel’ensembleHestborné.d’aprésletheoréme(??)burton etkirk),
lopérateur F + G admet un point fixe qui solution du probléme (3.1)-(

Remark 3.1.0.1. 34). O

3.2 Existence des solutions extrémales faibles

dans cette section nous allons prouver I’éxistence de solutions minimale et
maximale faibles du probléme 3.1 sous les coditions de montonie des fonction
qui s’y trouvent .pour cela nous avons besoins des definition suivantes:

Déftnition 3.2.1. on dit qu 'une fonction v : [-r, b] —— E est une sous
solution ,faible du probleme si :

3
v(t) = o(t), te [-r,0]etv(t) < T(H)D(0)+ T(t-5)(s,ys)ds, te .
0

On definit de meme sur solution faible w du probléme (3.1.1))3.1.2) en in-
versant l’ordre de l’inegalité .

Déftnition 3.2.2. une solution xv du probleme (3.1)-(

Remark 3.2.0.2. 34) est dite maximale si pour tout solution x surJde se
dernier,ona:
X(t) < xm (H)VE € J.

on definit de meme une solution minimale en inversant [’ordre de l’inegalité.

Considerons maintenant les hypotheses suivantes :
- (Hs) : Les fonctions f(t,y),g(t,y) sont strictelent croissantes en

y p.p teJd.

- (He) : T (t) préserve I'ordre c’est a dire : T (t) =2 0 lorsque v 20
- (H7) : Le probleme 3.1 admet une sous solution faible v et une sur
solution faible W avecv < W.
Notre résultat dans cette section est une application du theoreme.

Théoreme 3.2.1. Supposons les hypotheses du theoréme ?? satisfaites ,si
de plus les hypotheses (H5)-)H7) sont verifiées,alors le probléme 3.1 admet
une solution minimale faible et une solution maximale faible sur [-r,b]
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Démonstration. on peut montrer comme dans la preuve du théoréme 1.2 que
Fest complétement continue et Gune contraction sur [v,w]. on doit montrer
que F et G sont croissants sur [v, w].

Soienty,y € [v, w] tels que:

ysyyf=y.

d’aprés les hypotheses (Hs) — (H7), on a pourt € J
)t
Fiy) ) = T(@{)P(0O)+ T (t = 9)f(s, ys)ds
)% )
<T (H)P(0) + T(t - s)f(s,ys)ds
0
= Fy®)

de meme G(y) < G(y)donc F et G sont croissante sur [v, w] , finalement
soit I'’element x € [v, w] , d’aprés (H7) on deduit que :

VEFWV)+GV)SFX) +G(X)sF(w)+GWw) sw
, ce qui montre que :
F(X) + G(x) € [v, w]

pour toutx € [v,w] . donc les fonctions F et G satisfont les conditions du
théoreme 1.3 et donc le probleme 3.1 admet une solution minimale et une
solution maximale sur [-r, b] O



Chapitre 4

Application aux equations
defférentielles a retard

4.1 Application aux équations défférentielles a
retard

Dans ce travail, on s‘intéresse a résoudre par la méthode d extrapolation
1’équation différentielle a retard suivante :

ix(t) =Lxt +f(t)xo =€ C:=C([-r, O];R"), (4.1)

ou L est un opérateur linéaire borné de C a valeurs dans R".
Il a été appliquée pour étudier 'équation différentielle a retard 4.1.

L’ équation 4.1aussi étudiée par [2] utilisant la notion des semi-groupes
intégrés introduite par [4].

Proposition 4.1.1. Soit A un opérateur de Hille-Yosida sur X. Alors, la
partie D(Ao) de D(A) dans X, définie par

D(Ao) = {x € D(A) : AX € Xo}, Aox = AX, VX € D(Ao),

engendre un Co-semigroupe (To(t))w=o sur Xo. De plus p(A) € p(Ao),
et pour tout A € p(A), M1 = Ao)~t est la restriction de A(I — A)™ a Xo.

33
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Pour définir la notion d ’extrapolation, on suppose sans
perdre de généralité que A est un opérateur de Hille-Yosida
de type négatif sur X.

On munit ’espace Xod d’une nouvelle norme définie par

"x"_1 = "Agx", pour x ¢ Xo.

Le complété de (Xo, " - "-1) s appelle espace d’extrapolation de Xo associé a
Ao et sera noté par (X-1, " - "-1).

Comme pour tout X € Xo et pour chaque t = 0, nous avons

"To(t) Xll_l — "Aa 1To(t) Xll

— IITO(.[) Aa Xll S M"X"—ll

alors I'pérateur To(t) peut étre prolonge d 'une fagon
unique en un operateur linéaire borné dans X-1. Ce prolongement est un Co-
semi-groupe sur X-1 noté (T-1(t))w=o0 et appelée le semi-groupe d’ extrapola-
tion de (To(t))t=o.

L’espace d "origine X est compris entre les espaces Xo et X-1 .

Proposition 4.1.2. Soit A un opérateur de Hille-Yosida de type négatif sur
X. Pour la norme définie sur X par

"X"—l — "A_lX", VX E X,

Xo est un sous espace dense dans Y = (X, " - "-1).
Donc [’espace d’extrapolation X-1 est aussi le complété de yet X s’injecte
dans X-1.

De plus A-1 est une extension de A sur X-1 et (A-1)"*X = D(A).

Lemme 4.1.1. Pour f€ Lip+=x)ett=0,
soit ),
(T-1% F)(t) = T-1(t — s) f(s)ds,

0
alors les propriétés suivantes sont vérifiées :

i) (T-1 % f)(t) € Xo,
i) "(T-1* f)(®)" = M1"f "Lio:x), M1 est independantes de f ett,
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i) lim "(T-1x f)(t)"=0.
t— 0
Terminons ce paragraphe par un réultat de la perturbation d’'un opéateur
de Hille-Yosida, par un opéateur linéire borné de Xo dans X .

Proposition 4.1.3. Soit A un opérateur de Hille-Yosida sur X et B : Xo —
X,

un opérateur linéaire borné. Alors la partie de A + B dans Xo engendré un
Co-semigroupe (T, B(t))w=o sur Xo.

De plus, (T (t))w=o Vérifiée la formule de Duhamel suivante

)
T =To® +  Talt-s)

BTS(t)ds, Vv t=>0.

Considérons I’équation différentielles a retard suivante :

d
_ = > =
0] Lx: + (1), t20, Xo = ¢€ C, (4.2)
oulLe L(C,R") etf: [0, +[— R" continue.
Soit (T(t))g=0 le semi-groupe solution de 1’équation a retard homogéne
suivante

%x(t) = Lxi, t=0, xo = ¢€ C, (4.3)

et de générateur I'opérateur A donné par
D(A) = {¢ € C*([-r, 0], R") : ¢(0) = L¢},

Ad=¢), Ve DA

Pour résoudre 'équation 4.2 en particulier 4.3,nous allons lui associer un
probléme de Cauchy dgns I'espace de Banachg( ;= R"x C, muni de la
norme i i

n :: |n| + Ilgll 'Cv n e X'
g
ou

"g c = sup |g(v)|

-r<r <0
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et | - | est la norme euclidienne de R". Le probléme de Cauchy associé a
I’équation 4.2 dans X est

- > . 2 -
d o0 z_ o) + B9 =0, © wo Z_ '@Z
0t ouest I’Bﬁ%rateur défini sur X par - ’
A=(CL-5 ; 0),D(A) = {0} xCt (4.4)
avec 8}y est 'opérateur défini par
3o = ¢)(0)

, pour tout ¢ € C! La premiére remarque, qu’ on peut faire sur 'opérateur
A, est qu’ il est & domaine non dense. Plus précisement on a D(A) = {0}x C.
Nous allons montrer que Aest un opérateur de Hille-Yosida et nous avons le
lemme principal suivant

Lemme 4.1.2. L opérateur A de résolvante est un opérateur de Hille-Yosida.

Et pour tout 1> "L"yon a s i s
(AL-=A)™" oo 0 , v " e Xetne N, ou
v n v
0
(AL-=A)™" LI , V " eXetne N, ou
v n v

dn= (AL =A) My + (AL —A) ™l O (A)n)

Démonstration. Pour A > "L" et (,n) € X, 1’équation

- > .=
a-a 0 =N
o
.z
admet une solution dans {0} x C! donnée par
Io

0
0(6) = e’¢(0) + e“ONy(s)ds, -r< 0 <0,
avec 0 I,

¢(0) = O*My(0) + L( e y(s)ds)]+O (.

Par suite
®(0) = h(6) + O~ (M)n, -r< 0 <0,
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avec J 0 J 0
h(@) := e O *(W)[w(0) + L( e y(s)ds)] + e 09Ny (s)ds, —r<
[%

0<0.0On peutvérifier facilement que hest continument dérivable sur[-r, O] et
en utilisant la définition de O()), on montre aisément que hi(O) = Lh. C est
a dire h € D(AL). De plus, pour tout 6 € [-r, 0], on a

d
(M - dr—)h(ﬁ) = y(0)
d’ ou
d=AI- Aty +e 0 (Wn.

Le résultat est obtenu par itérations.

Puisque I'opérateur Aest un opérateur de Hille-Yosida alors;
la part (A)o de A dans Xo :5D(A) = {0} x C donnée par
=(° w) - 060 . 1.
A0 =G, )% 4 D(A0)={0}timesipe C':¢i(0)= La},
(Ao , D((A)o) ={0}times{p € C* : /(0) = Lo},

engendre un Co-semi-groupe sur {0} x C. i 5
De plus, ce semi-groupe est donné explicitement par ( :) '(I)'(t) )iz0

4.2 Equationsdifférentielles aretard homogénes

Dans ce paragraphe, nous appliquons le résultat,pour établir une formule
de la variation de la constante qui permet d’exprimer le semi- groupe
solution (T (t))=o0 de '’équation différentielle a retard homogene
EX(t) = Lx, t 20,

Xo = ¢,

comme perturbation du semi-groupe donné explicitement par

. ot +%r)(t§q§;@+)r: 0,
$(0), sit+t 2 0,
solution de I'équation a retard "triviale" suivante
Ex(t)=0,t20,
Xo = ¢,
et dont le générateur est
D(Ao) = {¢ € C': $(0) = 0}, Ao = ¢/, pour ¢ € D(Ao)

(RDE)

(RDE)o
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Remarquons d’abord gue I'opérateur A peut s’écrire sous la forme A=

A,+B,ouB:= 00 et A est I'opérateur défini sur X par

(2) Ay 1= (5700, D(A) 5= {0} x C*

Autrement dit, 'opérateur A est une perturbation de Ao
par I'opérateur B linéaire borné de

Xo := D(A) =D(Ag) ={0} x C
dans X.

Pour atteindrel’objectif de ce paragraphe, nous avons besoin du résultat
suivant :

Corollaire 4.2.1. L opérateur Ao définie par (2) est un opérateur de Hille-
Yosida. En plus, pour tout A >0, on a

- s s ) 2

(1= A)E L 0 n o eX,
v ¢ v

ou [
1 o
$(0)= }Tew[\v(O) +n]+  eOy(s)ds, -r<0<0.
/]

Il est simple de voir comme pour A que la part (Ao)o de Ao dans
Xo = {0} xC est donnée par s

do 00 .
(Ao = (5, )= , D((A ) )o={0}x{p € C*: ¢/(0) = 0},
— oY, _ @ 60
(A) =C )= -
>
et engendre le Co-semi-groupe ( 0 )iz0 dans Xo = {0} x C.
0 To(t) s
Ennotant par (To-1(t))=ole Co-semi-groupe d ’extrapolation de ( :) g © )20,
0
nous avons la formule de Duhamel suivante :
"0 Z o T ) -L(T())Z
S
(3) = +  To-a(t-9) ¢ ;
T ®)d To(t)d 0 0
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Vo€E CetVt=0.
En utilisant cette formule, nous avons le résultat principal suivant :
Théoréeme 4.2.1. Soit ¢ € C. Aors on a:
t
0
T )= To(t)d + (I — Ao) To(t = s)(e(-)L(T (s) ¢))ds, Vt =0, ou
e(+) est la fonction définie sur [-r, O] par
e(:)(0) =e’, vo € [-r1,0]
Preuve
pourA=1,0na:
- s 2
(1-AY? "o_ o ¥neR"
0 e(:)n
Par _suite la fgmule de Duhgme] (3) devient _ >
0 0 t 0
= +  Tou(t-s)(I-A
T e o o TR LT (9ecs
- 2 )
o t
4)= + (I = (Ao)-1)( To(t =~ s)(e(-)LT (s)0¢)ds)
To(t)¢ 0
Posons, pour tout t € [-r, 0]
Jt
h(t,t) := To(t —s) (e(-)L(T(s) $))(r)ds, Vt 20.

0

En utilisant la définition du semi-groupe (To(t))wo,

It"’l’ It .
RAUL § £ [-1, § nbidd (53d9ds + , e"TL(T (s) )ds, sit+1>0,

,TL(T(s) 9)ds, sit +1<0.

Par suite, il aisé de voir que

0
h(t, )¢ Clet , N(t.0)=0,vt=0,
T

h(t, -) € D(Ao), Vt 2 0.
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Ce qui est équivalent a

- z
Oh(t) € D((Ao), Vt=0,
et donc ).
(I'= (Ao)-1)( . To(t =s)(eQL(T(s)0. ¢))ds) = (4.5)
=( 0 (e(-)L(T(s) ¢))ds) (4.6)

(1-Ac) ’OTo(fs)
Par conséquent, d’aprés 4.6, on a le résultat du théoréme.
Dans ce paragraphe, nous appliquons laméthode
d extrapolation au probleme de Cauchy,
associé a I’équation 4.2 dans X := R"x C, suivant

- > - > > - 2 .z

d o0 — A 0 () 120, 0 _ 0 ,
dt u(t)

u(t) 0 u(0) ¢
pour montrer ’éxistence et la dépendance continue par rapport aux
parametres de la solution de I’équation a retard suivante :

Ix() = Lx + (), 2 0, x0 = ¢,
oulLe L(C,R" etf: [0, +°[— R", continue.
Notons par

(T-1()) =0 ] 5

. , . . I O
le semi-groupe d’extrapolation du semi-groupe ( 0 T )eo , engendré
par la part de A dans Xo = {0} x C.
La solution forte, pour tout ¢ € C
etfe C([O,+=[, R"),
du probléme de Cauchy (NACP) est donnée
par la formule de la variation de la constante suivante .

-0 Z_-O th -f(s)

(7) = +  Ta(t-s ds, t= 0.
u(t) T(t)o o TS

Pour expliciter la deuxieme composante de la solution forte du

probleme de Cauchy ( NACP), nous avons besoin du lemme fondamental

suivant :
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Lemme 4.2.1. Soient ¢ € Cet f € C ([ 0O, +=[, R"). Alors, pour tout
A>"L", ona

)+
a(t, -) = T (t-s) 'OV (s))ds € D(A), Vt = 0.
0
preuve
Pour tout t € [-r, 0], on a
’ (I)(t+r),I si—-r<t+1<0,
TONI= )2 Lt (9 i st 120
ce qui nous p?rlﬂjg Td’(g)gp&(;l];tgsr) (?s(t’-l- r)’,tpoureg(()tg’g _rs)eo[_—lr,(%,f }(g oo+
t+7
g(t, 7) = (8) +I wred teess L(T (c)(e’0O~1(W)f(s)))dods, sit+ 1>0,
o €TI0 (W) (s)ds, sit+1<0.
0 | . 0 0

0

__Puisquef es}* continue sur [0, + « [, alors g(t, ).est dérivable sur][ £, O] et
Jo“’ L (T(t +1-5) (€% O L()F(s)))ds +

+)
0 A t
" git, ) = . €ETI0TR)F(s)ds, sit+1>0,
. i
. e+ L(L)f(s)ds, ift+1<0.
A 0

Par suite g(t, -) est continuent dérivable sur[-r, 0] et

0
=, 9t 0) = Lg(t, ),

1. e,
g(t, -) € D(A), Vt 2 0.

Ce qui acheve la demonstration. En utilisant la formule de la variation de la
constante et le lemme précedent,

Théoreme 4.2.2. Soient ¢ € C et f € C([0, +[; R"). Alors, la deuxieme
composante de la solution forte est donnée,
pour tout A >"L", par

)y
(10) u(t) = T+ (Al —A) T (t - 5)(e?O Y (W)f (5))ds, V't = 0.
0

0
T oot +1), si-r<t +1<0,

u(t+1)(0),sit+1t> 0.

De plus, u vérifie la propriété de translation u(t)(t) =

Preuve :
on a
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- > . 2
-1 n —_ O up n
(- A) = VN € RetvL>"L
0 e.0-1(\)n
La formule zde la Variationz de la constante (7) devient s
0 0 +J T (t =s)(AL-A) 0 ds
= —1(t =s)(AI - ,
u(t) TMe o 6.0 -1()f(s)
- 5 >

T (t)¢ + ()\41 - (A)—l)(’ OtT (t_s)(er o1t (S))ds)

D’aprés le lemme précédent, on a

(’OfT (t=5)e® o1yt onas) € D((A)o), ¥ 120,

etdonc
(12) (ML = (A)-1)( t 1 (-0 1pt(syas) =

= (¢-n) ’ (A0 ()f (5))dstT (i-s0 )

I e
a3 U =T+ 1 -A) T —5)(e?O™Y(W)f(s))ds, V=0

Par conséquent

En explicitant u(t)(z ), pour tout t € [-r, O], a partir de (13), (8) et (9), la
propriété de translation, s’en déduit alors aisément.
Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de ce paragraphe.

Théoreme 4.2.3. Soient € Cetfe C ([ 0,+=[, R"). Alors, [ ’équation de
reterd homogene admet un e solution unique x donnée par
(1), te [-r, 0],

ou u est la deuxieme composante de la solution forte de ( NACP) donnée
par la formule ( 13).

En plus la solution de I’équation fe retard homogene satisfait | ’estimation
t

W' <sMie  “t['¢tc+ e “S|f(s)|ds], vt 0.

u

Inversement, pour ¢ € C et f € C([0, +[, R"), alors la fonction 0 ,

définie par u(t) = x;, Vt > 0, u(O) = ¢ est la solution forte du probléme de
Cauchy ( NACP).
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Démonstration. A partir de (13), (8) et (9),on a

b )
u(t)(0) = ¢(0) + L(T(s)p)ds +A O (Wf(s)ds
0 0
JJ
+A L (T (o)(e*. O~*(1)f(s)))dods
JO 0

- L(T(t-s) (e O WF(s)))ds,
0

et en utilisant (8), on montre que
d d —_
g(t, 1) = g(t, Y + O (1), vE2 0.
dt T

D’aprés (13) etlesdeux dernieres équations, nous montrons
facilement que u(t) est dérivable en O et vérifie

d
FUOO) = Lu@ +f (), 120,

Par suite, la propriété de translation (11) implique que la fonction x définie
sur [-r,+<°[ par

u(t)(0), sit =0,

o(1), site [-r, 0],

vérifie I’égalité suivante

x(t) =

Xt = u(t), vt=0.

D’ou x est I‘unique solution de I’quation différentielle a retard non-homogene.
Pour I'estimation, il suffit dutiliser le fait que x: = u(t), 'estimation

exponentielle satisfaite par (T (t))wo .

Inversement, soit x la solution de I’équation a retard.

Nous avons montré ci-dessus que le probleme de Cauchy (NACP) admet une

solution forte unique u, satisfait '’équation cette équation

et la propriété de translation . Alors, par unicité de la solution de I’équation
précedend, on conclut que u(t) = x:. s

Par congéuent la fonction 0 est la solution forte du probléme de
Xt
Cauchy (NACP). O
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4.3 Example

Dans cette section nous présentons un exemple, pour illustrer la partie
théorique.

Exemple 4.3.1. Comme application, introduisons ! ‘exemple suivant : Consi-
dérons le systeme

ou(t,x) 0
—— = —aJd(t,x) + F(ut(., X)), te [0,T],

u(t,0)=0, te|[0,T],
u@®, x) = (0, x),0 € [-r,0],; xe [0,1]
1>0,r>0,¢€ C([r 0], X) et Fe C([-r, O], X) dans R.
Pour passer a la forme abstraite, posons
x =C([0, I], R), ; yit) = u(t, .).
et
f(t, y) = F(yi(., X); 0)
et on note Ay = -yl avec
D(A) = {u € CX([0, I], R) : u(0) = 0},
on a alors
D(A) ={u e C([0, I], R)} = X.
L opérateur A satisfait les deux propriétés suivates (voir these de Belmekki)[6]
1.]0, «[c p(A)
2. (M -A)T<1,A>0

Ce qui implique que A satisfait la condition de Hill Yosida avec M = 1 et

® = 0. Le probleme ‘?? peut alors s écrire
yi(t) = Ay() +f(t.yy);
y(t) = ¢(t),te [-r,0].

Donc, sous des conditions appropriées sur la fonction F , en particulier la

condition F est de Carathéodori (voir les hypotheses (H1)—(Hsg) dans la thése de
Belmekki) [6], le probléeme ?? admet une solution integrale extrémale.



conclusion

dans ce mémoire nous considéréle probléme del’existence et]'unicité de
solutions de divers
classes d’équations différentielles fonctionnelles avec retard fini sur un
intervalle réel J=[0,b].
Dans notre exposé nous avons donné des conditions suffisantes d’existence
aussi bien de "mild solutions"
quede "mild solutions " intégrales ,alors on peut ajouter d’autres conditions
de sorte que ces solutions
passant au rang de solutions strictes .
Dans tout I’exposé ,nous avons considéré une classe de problemes du premier
ordre.
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perspectives

comme perspective d’avenir nous souhaitons aborder les thémes suivantes :

—équations différentielles fonctionnelles a retard infini dans des espaces
de banach .

—équations différentielles fonctionnelles a retard dependant de I'état .

—équations différentielles fonctionnelles a retard de type neutre.

—resultasd’'une part aux équations différentielles fonctionnelles d’ordre
superieur d’autre part aux équations différentielles d’ordre fractionnel.
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