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Introduction

Depuis la création des marchés financiers, les économistes observent que ces marchés

connaissent une alternance de phase d’euphorie et de dépression. La question qu’ils se

posent est celle de savoir comment "battre le marché".

Depuis longtemps, Les mathématiciens ont essayé de résoudre les questions soulevées

par le monde de finance. L’une des caractéristiques de ces questions est qu’elles font

apparaître des dynamiques d’apparence désordonnées et c’est pourquoi les modèles pro-

babilistes semblent relativement bien adaptés à cette situation.

L’idée remonte en 1900 par la thèse de Louis Bachelier [2] "Théorie des spéculations",

qui propose l’utilisation, sans le nommer, du mouvement Brownien pour décrire les cours

boursiers et en déduire le prix des options.

En 1944, Kiyoshi Itô a publié la célèbre formule qui prend son nom. le calcul stochas-

tique ou calcul d’Itô est en effet un calcul d’intégrale par rapport au mouvement Brownien,

cette notion d’intégrale n’est pas usuelle.

Après, en 1973 Fischer Black et Myron Scholes [6] ont utilisé la formule d’Itô qui l’ont

permis de représenter de façons explicites les prix des options en fonction de la volatilité.

Le modèle de Black Scholes devient le paradigme de référence pour la valorisation des

produits dérivés et vaudra à leurs auteurs le prix Nobel en 1997. La théorie des proces-

sus stochastiques semble maintenant dépasser largement le cadre de la finance, dans un

monde où le hasard fait la loi !

5



6 Introduction

Ce travail comporte trois chapitres dont le but est la recherche de la stratégie optimale

dans un marché financier régie par le modèle de Black-Scholes multidimensionnel à coef-

ficients déterministes. Nous considérons un problème d’investissement et consommation

optimal visant la consommation attendue sur l’intervalle de temps [0, T] et la richesse

terminale à la date T avec la mesure du risque limitée uniformément sur [0,T]. L’approche

classique à ce problème est dû à Merton, qui consiste à optimiser une fonctionnelle sous

certaines contraintes. Ce problème d’optimisation a été étudié par Pergamenchtchikov et

Klüppelberg avec VaR limitée pour une classe de stratégies financières non aléatoires et

dans le cas où la fonction d’utilité est puissance. Notre travail, considère le problème d’in-

vestissement et consommation optimal avec contrainte liée à la mesure de risque "value-

at-risk" VaR limitée uniformément sur [0,T] pour des stratégies financières admissible et

des fonctions d’utilité logarithmique.

Dans le premier chapitre, nous donnons quelques notions essentielles concernant les

processus stochastiques, la théorie des martingales, le mouvement brownien et le calcul

d’Itô par la construction de l’intégrale stochastique. La formule d’Itô multidimensionnelle

ainsi que les équations différentielles stochastiques sont aussi évoqués dans ce chapitre.

Dans le second chapitre, on étudiée les principes fondamentaux de modèles de marchés

financiers dont le modèle de Black-Scholes est une référence standard.

Le dernier chapitre, porte sur le vif du sujet, concernant la consommation et l’investis-

sement optimal dans le cas où la fonction d’utilité de type logarithmique dans un marché

financier de type de Black-Scholes multidimensionnel. En utilisant le calcul stochastiques

nous étudions la fonction de coût puis nous donnons une solution optimale sans contrainte

et avec contrainte liée à la mesure du risque "Value at risk" VaR.

Finalement, une conclusion et bibliographie présente des compléments au mémoire.



Chapitre 1

Notions préliminaires sur calcul

stochastique

Le but de ce chapitre est d’introduire le mouvement Brownien et les outils de base du

calcul stochastique essentiels pour comprendre et formuler le modèle de Black-Merton-

Scholes :
– Après une présentation générale des processus en temps continu, une section est

consacrée aux martingales continues.

– Nous présentons ensuite le mouvement Brownien et étudions quelques propriétés

importantes de ce processus.

– Nous introduisons la notion d’intégrale stochastique qui nous servira par la suite

à modéliser l’évolution du processus de richesse dans un modèle financier où les

transactions se déroulent de manière continue dans le temps.

– Enfin, nous présentons les processus d’Itô, le lemme d’Itô et les équations différen-

tielles stochastiques.

1.1 Processus stochastique

Un processus stochastique est un modèle mathématique pour décrire l’état d’un phé-

nomène aléatoire évoluant dans le temps.

Définition 1.1.1 Un processus stochastique est une collection de variables aléatoires

X = {Xt, 0 ≤ t < +∞} = (Xt)t≥0

7



8 Notions préliminaires sur calcul stochastique

sur un espace de probabilité (Ω,F ,P), à valeurs dans (S,S), appelé espace d’états. Dans

ce cas, (S,S) = (Rd,B(Rd)).

La fonction t 7→ Xt(ω) est une trajectoire (ou réalisation) du processus X associée à ω ∈ Ω.

Remarque 1.1.1 Un processus X est :

– continu si presque toutes ses trajectoires sont continues de [0,+∞[ dans Rd,

– continu à droite avec limite à gauche (cadlàg) si presque toutes ses trajectoires sont

continues à droite avec limites à gauche en tout point.

Définition 1.1.2 (processus adapté)

Un processus (Xt)t≥0 est dit adapté à la filtration (Ft)t≥0 si pour tout t ≥ 0, Xt est

mesurable par rapport à la tribu Ft.

Définition 1.1.3 (Processus stationnaire)

Un processus X est dit stationnaire si pour tout h ≥ 0 le processus (Xt+h − Xt)t≥0 est

équivalent à X.

Définition 1.1.4 (Processus équivalente)

Soient X et Y deux processus. X est une modification de Y si, pour tout t ≥ 0, les variables

aléatoires Xt et Yt sont égales P− p.s :

∀t ≥ 0, P(Xt = Yt) = 1.

On dit que X et Y sont indistinguables si, P − p.s, les trajectoires de X et de Y sont les

mêmes. c’est-à-dire

P(Xt = Yt, ∀t ≥ 0) = 1.

1.1.1 Filtration

Définition 1.1.5 Une filtration (un flot d’informations) de (Ω,F ,P) est une famille

croissante (Ft)t≥0 de sous-tribu de F .

C’est à dire :

∀s ≤ t, Fs ⊂ Ft ⊂ F .
Un espace de probabilité (Ω,F ,P) muni d’une filtration (Ft)t≥0 est appelé espace de pro-

babilité filtré et noté (Ω,F , (Ft)t≥0,P).
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Définition 1.1.6 (Filtration naturelle)

On considère un espace probabilisé (Ω,F ,P) .

Soit X = (Xt)t≥0 un processus stochastique sur (Ω,F ,P), on appelle filtration naturelle

relative à X, la filtration (FX
t )t≥0 définie par :

∀t ≥ 0, FX
t = σ(Xs, s ≤ t, s ≥ 0).

Pour tout t ≥ 0 FX
t est la plus petite sous-tribu de F qui rend mesurables toutes les

application ω 7→ Xs(ω) pour tout s ≤ t, s ≥ 0.

La tribu FX
t représente tout les informations dans on dispose jusqu’à la date t.

Définition 1.1.7 (Filtration complète)

Soit (Ω,F , (Ft)t≥0,P) un espace de probabilité filtré.

On dit que (Ft)t≥0 est complète si l’espace (Ω,F ,P) est complète et F0 contient tout les

ensembles P−négligeables de F .

Définition 1.1.8 (Progressivement mesurable)

On dit qu’un processus X est "progressivement mesurable" pour la filtration

(Ft)t≥0 si ∀t ≥ 0, ∀A ∈ B(Rd) :

{(s, ω)/0 ≤ s ≤ t,Xs(ω) ∈ A} ∈ B([0, t])⊗Ft

c’est à dire que l’application sur ([0, t]×Ω,B([0, t]d)⊗Ft) : (s, ω) 7→ Xs(ω) est mesurable.

1.1.2 Mouvement Brownien

Un exemple particulièrement important de processus stochastique est le mouvement

Brownien. Il servira de base pour la construction de la plupart des modèles d’actifs finan-

ciers et de taux d’intérêt.

Définition 1.1.9 (Mouvement Brownien Standard)

Soit (Ω,F ,P) un espace probabilisé. Un processus W = (Wt)t≥0 est un mouvement Brow-

nien standard si :

1. P(W0 = 0) = 1 ie : le mouvement Brownien est issu de l’origine.
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2. (Wt)t≥0 a trajectoire continue.

3. ∀s ≤ t, Wt −Ws est une variable aléatoire réelle de loi gaussienne, centrée et de

variance (t− s).

4. ∀n ∈ N, ∀ti ∈ R+ : 0 ≤ t0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ · · · ≤ tn, les variables aléatoires

(Wtn −Wtn−1), · · ·, (Wt1 −Wt0),Wt0 sont indépendantes.

-Le mouvement Brownien (Wt)t≥0 est un processus à accroissements indépendants et sta-

tionnaires dont les trajectoires sont continues.

-Le processus W = (Wt)t≥0 est un (Ft)t≥0−mouvement Brownien standard si W est un

mouvement Brownien standard adapté à la filtration (Ft)t≥0.

Définition 1.1.10 (Mouvement Brownien multidimensionnel)

Soit W = (Wt)t≥0 = (W 1
t ,W

2
t , · · ·,W n

t )
T
t≥0 un processus d-dimensionnel. On dit que

W est un mouvement Brownien multidimensionnel de dimension d si tout les processus

(W i
t )t≥0, i = 1, · · ·, n) sont des Browniens indépendants.

Définition 1.1.11 (Mouvement Brownien géométrique)

Soit W un mouvement Brownien, b et σ deux constantes. Le processus X défini par

∀t ≥ 0, Xt = X0 exp{(b−
1

2
σ2)t+ σWt}

est un mouvement Brownien appelé mouvement Brownien géométrique.

Ce processus est aussi appelé "log-normal". En effet, dans ce cas

lnXt = {b− 1

2
σ2}t+ σWt + ln x

et la variable qui est à droite suit une loi normale.

1.1.3 Quelques propriétés du mouvement brownien

Les propriétés suivantes sont classiques et très utiles pour les calculs.
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Propriété de symétrie : Si (Wt)t≥0 est un mouvement Brownien standard, il en est de

même de (−Wt)t≥0.

Propriété d’échelle : Si (Wt)t≥0 est un mouvement Brownien standard, alors pour tout

c ≥ 0, il en est de même du processus (W c
t )t≥0 défini pour tout t ≥ 0 par

W c
t =

1

c
Wc2t.

Invariance par translation : Le mouvement Brownien translaté de h ≥ 0,

(W̃ h
t )t≥0 = (Wt+h−Wh)t≥0 est un mouvement Brownien, indépendant du mouvement

Brownien arrêté en h (Ws)0≤s≤h.

Retournement du temps : Le processus retourné à l’instant T, Ŵ T
t = WT −WT−t est

un mouvement brownien sur [0, T].

1.1.4 Espérance conditionnelle

Définition 1.1.12 Soit Y une variable aléatoire sur (Ω,B), et A ∈ B un évènement non-

négligeable. Nous pouvons donc considérer la probabilité conditionnelle PA sur (Ω,B).
L’espérance de Y sachant A, notée E(Y/A), est l’espérance de Y pour cette probabilité PA

, c’est-à-dire le nombre

E(Y \ A) = EPA(Y ) =
1

P(A)

∑

y∈Y (Ω)

yP{Y = y} ∩ A.

C’est donc la moyenne des valeurs de Y pondérée par la probabilité qu’ont ces valeurs

lorsque l’évènement A est supposé assuré.

Propriétés : Les égalités suivantes entre variable aléatoire s’entendent presque sûre-

ment.
– E(1/B) = 1.

– Linéarité : E(aX + bY/B) = aE(X/B) + bE(Y/B).
– E(E(X/B)) = E(X).
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– Si Y est B-mesurable alors E(Y.X/B) = Y.E(X \ B).
– Si X est indépendant de B alors E(X/B) = E(X).

1.1.5 Martingale

Définition 1.1.13 Soit (Ω,F , (Ft)t≥0,P) un espace probabilisé filtré.

Soit (Xt)t≥0 un processus adapté tel que : E|Xt| <∞, ∀t ≥ 0.

On dit que le processus (Xt)t≥0 est :

1. une martingale si ∀t ≥ 0, E(Xt \ Fs) = Xs,

2. une sur martingale si ∀t ≥ 0, E(Xt/Fs) ≤ Xs,

3. une sous-martingale si ∀t ≥ 0, E(Xt/Fs) ≥ Xs.

Remarque : On déduit de cette définition que, si le processus (Xt)t≥0 est une martin-

gale. Alors, pour tout t

E(Xt) = E(X0).

Proposition 1.1.1 [21] Si (Xt)t≥O est un Ft-mouvement brownien standard, alors

1. (Xt) est une Ft-martingale.

2. (X2
t − t) est une Ft-martingale.

3.
(
exp(σXt − (σ2/2)t)

)
est une Ft-martingale.

1.2 Calcul d’Itô

1.2.1 Intégrale stochastique

Soit (Wt)t≥o un Ft-mouvement Brownien standard sur un espace probabilisé filtré

(Ω,F , (Ft)t≥0,P). Nous allons donner un sens à
∫ t

0
f(s, ω)dWs pour une classe de pro-

cessus f(s, ω) adaptés à la filtration (Ft)t≥0. On va commencer par construire l’intégrale

stochastique sur un ensemble de processus dits élémentaires. Dans toute la suite, on fixe

T un réel strictement positif et fini.
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Définition 1.2.1 (Processus élémentaire)

Un processus réel H = {Ht, t ≥ 0} défini sur l’espace de probabilité filtré (Ω,F , (Ft)t≥0,P)

est appelé élémentaire s’il peut s’écrire comme :

Ht(ω) =
n∑

i=1

θi(ω)1]ti−1,ti], ∀t ∈ [0, T ],

où t0 ≤ · · · ≤ tn = T une subdivision de [0, T ] et (θi)0≤i≤n est une suite de variables aléa-

toires telles que θi est Fti−1
-mesurable et la variable aléatoire supi |θ|i est bornée. Dans

toute la suite on note E = E(Ω,F ,P,F) l’ensemble des processus élémentaires définis sur

l’espace de probabilité filtré (Ω,F ,P,F) .

Proposition 1.2.1 [21] L’intégrale stochastique du processus élémentaire H contre le

mouvement Brownien, satisfait les propriétés :

1. Le processus {
∫ t

0
HudWu, 0 ≤ t ≤ T} est F- adapté et à trajectoires continues.

2. Le processus {
∫ t

0
HudWu, 0 ≤ t ≤ T}est une F-martingale qui démarre à zéro.

3. Le processus {
∫ t

0
HudWu, 0 ≤ t ≤ T} vérifie la propriété disométrie :

E[(

∫ t

0

HudWu)
2] = E[

∫ t

0

H2
udu].

4. Si K est un processus élémentaire, alors

E[(

∫ t

s

HudWu)(

∫ τ

s

KudWu)] = E[

∫ min(t,τ)

s

HuKudu \ Fs].

5. Le processus {
∫ t

0
HudWu)

2−
∫ t

0
H2

udu, 0 ≤ t ≤ T} est une F-martingale qui démarre

à zéro.

6. E
(
sup
t≤T

|
∫ t

0

HsdWs |2
)
≤ 4E

( ∫ T

0

H2
sds

)
.
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On vient de définir et de donner des propriétés de l’intégrale stochastique pour les pro-

cessus élémentaires, nous allons maintenant étendre cette intégrale à la classe de processus

adaptés

H =
{
(Ht)O≤t≤T , processus adapté à (Ft)t≥0, E

( ∫ t

0

H2
sds

)
<∞

}
.

Proposition 1.2.2 [21]

Soit (Wt)t≥O un Ft-brownien. Alors il existe une unique application linéaire J de H
dans l’espace des Ft-martingales continues définies sur [0, T ], telle que :

1. Si (Ht)t≤T est un processus élémentaire, P p.s. pour tout 0 ≤ t ≤ T J(H)t = I(H)t.

2. Si t ≤ T, E
(
J(H)2t

)
= E

( ∫ t

0
H2

sds
)
.

Cette application linéaire est unique au sens suivant, si J et J ′ sont deux prolongements

linéaires vérifiant les propriétés précédentes, alors

Pp.s. ∀0 ≤ t ≤ T, J(H)t = J ′(H)t

On note, si

H ∈ H,
∫ t

0

HsdWs = J(H)t.

De plus cette intégrale stochastique vérifie les propriétés suivantes.

Proposition 1.2.3 [21] Si (Ht)0 ≤ t ≤ T un processus de H alors :

1. on a

E
(
sup
t≤T

|
∫ t

0

HsdWs |2
)
≤ 4E

( ∫ T

0

H2
sds

)
.

2. Si τ est un Ft -temps d’arrêt :

∫ τ

0

HsdWs =

∫ τ

0

11{s≤τ}HsdWs.
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Proposition 1.2.4 (Intégrale de Wiener)

Soit f : [0, T ] −→ R une fonction dans L2. Le processus
∫ t

0
f(s)dWs, t ∈ [0, T ] est appelé

intégrale de Wiener et vérifie

∫ t

0

f(s)dWs ∼ N (0,

∫ t

0

f 2(s)ds).

1.2.2 Processus d’Itô

Définition 1.2.2 Soient (Ω,F , (Ft)t≥0,P) un espace de probabilité filtré muni d’une fil-

tration et W un (Ft)t≥0-mouvement Brownien. On appelle processus d’Itô un processus

(Xt)t≥0 à valeur dans R tel que P p.s

∀t ≤ T Xt = X0 +

∫ t

0

Ksds+

∫ t

0

HsdWs

avec

- X0 est F0-mesurable,

- K = (Kt)0≤t≤T et H = (Ht)0≤t≤T sont des processus (Ft)t≥0−adaptés tels que

∀t ≥ 0,

∫ t

0

|Ks|ds <∞ Pp.s et

∫ t

0

H2
sds <∞ Pp.s.

On note également sous forme différentielle :

dXt = Ktdt+HtdWt.

1.2.3 Variation quadratique d’un processus d’Itô

Pour un processus d’Itô tel que défini plus haut, on pose : pour tout t ∈ [0, T ],

< X,X >t=

∫ t

0

H2
sds.

Proposition 1.2.5 Soit (Xt)t≥0 un processus d’Itô. Alors

1. le processus (< X,X >t)t≥0 est un processus croissant (donc à variation finie).
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2. Soit 0 = tn0 ≤ tn1 ≤ · · · ≤ tnpn = T avec T ≥ 0 fixé, une suite de subdivisions

de [0, T ] telles que sup
0≤i≤pn

| tni − tni−1 |−→n→∞ 0. Alors, quand n tend vers l’infini,

pn∑

i=1

(Xtni
−Xtni−1

)2 converge en probabilité vers < X,X >T .

1.2.4 Formule d’Itô

La formule d’Itô est l’outil de base du calcul stochastique : elle montre qu’une fonction

de classe C2 de d semimartingales continues est encore une semimartingale continue, et

elle exprime explicitement la décomposition de cette semimartingale.

Théorème 1.2.1 [21](Formule d’Itô unidimensionnel)

Soit (Xt)t≥0 un processus d’Itô de la forme :

Xt = X0 +

∫ t

0

Ksds+

∫ t

0

HsdWs, t ≥ 0

et f une fonction deux fois continûment différentiablede classe sur R. Alors

f(Xt) = f(X0) +

∫ t

0

f
′

(Xs)HsdXs +
1

2

∫ t

0

f
′′

(Xs)d < X,X >s,

où

< X,X >t=

∫ t

0

H2
sds et

∫ t

0

f ′(Xs)dXs =

∫ t

0

f
′

(Xs)Ksds+

∫ t

0

f
′

(Xs)HsdWs.

De même si (t, x) 7−→ f(t, x) est une fonction deux fois différentiable en x et une fois

différentiable en t, ces dérivées étant continues en (t, x) (f est de classe C1,2), on a

f(t,Xt) = f(0, X0) +

∫ t

0

f ′
s(s,Xs)ds+

∫ t

0

f ′
x(s,Xs)dXs +

1

2

∫ t

0

f ′′
xx(s,Xs)d < X,X >s .

Définition 1.2.3 (Formule d’Itô multidimensionnel)

Soit W un mouvement Brownien standard d-dimensionnel.
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Un processus stochastique X = {Xt, t ∈ R+} est appelé processus d’Itó d-dimensionnel

s’il s’écrit sous la forme :

Xt = X0 +

∫ t

0

Ksds+
d∑

k=1

∫ t

0

Hk
s dW

k
s ,

oú X0 est F0-mesurable, K = {Ks, s ∈ R+} et {Hk
s , s ∈ R+}, k = 1, · · ·, d sont des

processus F-adaptés vérifiant les conditions d’intégrabilité

∫ t

0

|Ksds| <∞ et

∫ t

0

|Hk
s ds| <∞ Pp.s.

Nous notons également sous forme différentielle :

dXt = Ksds+
d∑

k=1

Hk
s dW

k
s

La classe des processus d’Itô multidimensionnelle sera notée toujours par .ג

Proposition 1.2.6 [21] Soient (X1
t , · · ·, Xn

t ) n processus d’Itô de la forme :

X i
t = X i

0 +

∫ t

0

Ki
sds+

p∑

j=1

H i,j
s dW j

s

alors si f est une fonction deux fois différentiable en x et une fois différentiable en t, ces

dérivées étant continues en (t, x), on a

f(t,X1
t , · · ·, Xn

t ) = f(0, X1
0 , · · ·, Xn

0 ) +

∫ t

0

∂f

∂s
(s,X1

s , · · ·, Xn
s )ds

+
n∑

i=1

∫ t

0

∂f

∂xi
(s,X1

s , · · ·, Xn
s )dX

i
s

+
1

2

n∑

i,j=1

∫ t

0

∂2f

∂xixj
(s,X1

s , · · ·, Xn
s )d < X i, Xj >s
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où

dX i
s = Ki

sds+

p∑

j=1

H i,j
s dW j

s et d < X i, Xj >s=

p∑

m=1

H i,m
s Hj,m

s ds.

1.2.5 Intégration par partie

Soient X,Y deux processus d’Itô,

Xt = X0 +

∫ t

0

Ksds+

∫ t

0

HsdWs

et

Yt = Y0 +

∫ t

0

K ′
sds+

∫ t

0

H ′
sdWs.

Alors :

XtYt = X0Y0 +

∫ t

0

XsdYs +

∫ t

0

YsdXs +

∫ t

0

< X, Y >s

avec la notation

< X, Y >t=

∫ t

0

HsH
′
sds.

L’équation différentielle de cet intégration s’écrit de la forme :

d(XtYt) = XtdYt + YtdXt + d < X, Y >t .

Démonstration : On a d’après la formule d’Itô,

(Xt + Yt)
2 = (X0 + Y0)

2 + 2

∫ t

0

(Xs + Ys)d(Xs + Ys) +

∫ t

0

(HsH
′
s)

2ds.

X2
t = X2

0 + 2

∫ t

0

XsdXs +

∫ t

0

H2
sds.

Y 2
t = Y 2

0 + 2

∫ t

0

YsdYs +

∫ t

0

H
′2
s ds.
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D’où, en faisant la différence entre la première ligne et les deux suivantes,

XtYt = X0Y0 +

∫ t

0

XsdYs +

∫ t

0

YsdXs +

∫ t

0

HsH
′
sds.

1.3 Equation différentielle stochastique

On peut voir une équation différentielle stochastique comme une perturbation aléatoire

rajoutée à une équation différentielle ordinaire.

1.3.1 Définitions

Définition 1.3.1 Une équation différentielle stochastique est une équation sous la forme :





dXt = b(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dWt t ∈ R+

X0 = Z,
(1.1)

avec

– X0 = Z ∈ Rd est la valeur initiale de l’équation,

– b est une fonction mesurable de R+ × Rd dans Rd,

– σ est une fonction mesurable de R+ × Rd dans Rd×d′,

– et {Wt, t ≥ 0} désigne le mouvement Brownien standard dans Rd′.

Le coefficient b s’appelle la dérive et la matrice σσ∗ est dite matrice de diffusion.

Remarque On ré-écrit formellement l’équation (1.1) sous la forme

Xt = Z +

∫ t

0

b(s,Xs)ds+

∫ t

0

σ(s,Xs)dWs.

Définition 1.3.2 Soit (Ω,F , (Ft)t≥0,P) Un espace de probabilité filtré. On considère deux

fonctions mesurables b et σ, b : R+ × Rd → Rd et σ : R+ × Rd → Rd×d′, Z une

variable aléatoire F0-mesurable et (Wt)t≥0 un (Ft)t≥0-mouvement brownien. Une solution

à l’équation (1.1) est un processus stochastique (Xt)t≥0 continu (Ft)t≥0-adapté, qui vérifie :
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– Pour tout t ≥ 0, les intégrales
∫ t

0
b(s,Xs)ds et

∫ t

0
σ(s,Xs)dWs ont un sens

∫ t

0

b | (s,Xs) | ds < +∞ et

∫ t

0

| σ(s,Xs) |2 ds < +∞ Pp.s.

– (Xt)t≥0 vérifie l’équation (1.1) c’est-à-dire :

Xt = Z +

∫ t

0

b(s,Xs)ds+

∫ t

0

σ(s,Xs)dWs

soit satisfaite pour tout t P p.s.

1.3.2 Solutions fortes

Définition 1.3.3 Un processus stochastique (Xt)t∈[0,T ] est appelé une solution forte de

l’EDS avec condition initiale X0 si

– Xt est Ft-mesurable pour tout t ∈ [0, T ],

– on a les conditions de régularité

P

{∫ T

0

|b(s,Xs)|ds <∞
}

= P

{∫ T

0

σ(s,Xs)
2ds <∞

}
= 1,

– pour tout t ∈ [0, T ], on a

Xt = X0 +

∫ T

0

b(s,Xs)ds+

∫ T

0

σ(s,Xs)dWs

avec probabilité 1.

1.3.3 Existence et unicité d’une solution d’une équation différen-

tielle stochastique

Le caractère des EDS impose plusieurs notions d’existence et d’unicité. On dit qu’il

y’a :

Existence d’une solution faible si l’EDS (1.1) admet une solution X.
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Existence d’une solution forte si l’EDS (1.1) admet une solution X qui soit adaptée

à la filtration Brownien.

Unicité faible si tous les processus X solution de l’EDS (1.1) ont même loi.

Unicité trajectorielle si l’espace de probabilité et le Brownien étant fixés, deux solu-

tions quelconques X et X’ de l’EDS (1.1) sont indistinguables au sens où

P[∃t ∈ R \Xt 6= X ′
t] = 0.

Le théorème suivant donne des conditions suffisantes sur b et σ pour avoir un résultat

d’existence et d’unicité pour (1.1).

Théorème 1.3.1 [21] Si b et σ sont des fonctions continues, telles qu’il existe K < +∞,
avec

1. | b(t, x)− b(t, y) | + | σ(t, x)− σ(t, y) |≤ K | x− y |,
2. | b(t, x) | + | σ(t, x) |≤ K(1+ | x |),
3. E(Z2) < +∞,

alors, pour tout T ≥ 0, l’équation (1.1) admet une solution unique dans l’intervalle [0, T ].

De plus cette solution (Xs)0≤s≤T vérifie

E
(

sup
0≤s≤T

| Xs |2
)
< +∞.

L’unicité signifie que si (Xt)0≤t≤T et (Yt)0≤t≤T sont deux solutions de l’équation (1.1),

alors
P p.s. ∀ 0 ≤ t ≤ T, Xt = Yt.

1.3.4 Exponentielle stochastique

On fixe un horizon fini T > 0 et on suppose que la filtration (FW
t )0≤t≤T est la filtration

naturelle du mouvement Brownien (Wt)0≤t≤T .

Définition 1.3.4 Une exponentielle stochastique est un processus (Et)0≤t≤T défini par

Et = Et(β) = e
∫ t

0 βtdWt−
1
2

∫ t

0 β2
sds

où β = (βt)0≤t≤T est un processus stochastique adapté tel que P(
∫ T

0
β2
t dt <∞) = 1.
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Proposition 1.3.1 [17] Soit β = (βt)0≤t≤T un processus stochastique adapté càdlàg tel

que E(
∫ t

0
β2
t dt) <∞. La solution de l’équation différentielle stochastique

dEt = βtEtdWt, E0 = 1

est l’exponentielle stochastique (Et)0≤t≤T tel que

Et = Et(β) = e
∫ t

0 βtdWt−
1
2

∫ t

0 β2
sds.

De plus, si E(exp[1
2

∫ T

0
β2
t dt]) < ∞, alors le processus (Et)0≤t≤T est une martingale d’es-

pérance 1.

1.4 Changement de probabilité, théorème de Girsanov,

théorème de représentation des martingales

1.4.1 Changement de probabilité

Définition 1.4.1 Une probabilité Q sur l’espace (Ω,F) définit un changement de proba-

bilité ( par rapport à P), s’il existe une variable aléatoire Y positive, tel que :

Q(A) = E[Y.11A] si A ∈ F

La variable aléatoire Y s’appelle la densité ou la vraisemblance de Q par rapport à P.

On note en général

Q = Y.P, ou dQ = Y dP, ou
dQ

dP
= Y.

1.4.2 Théorème de Girsanov

Soit (Ω,F , (Ft)0≤t≤ T ,P) un espace de probabilité filtré, dont la filtration est la filtra-

tion naturelle d’un mouvement Brownien standard (Wt)0≤t≤ T indexé par l’intervalle de

temps [0, T ].
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Théorème 1.4.1 [20](Théorème de Girsanov)

Soit (θt) un processus adapté vérifiant
∫ T

0
θ2sds <∞ p.s et tel que le processus (Lt)0≤t≤ T

défini par

Lt = exp(−
∫ t

0

θsdBs −
1

2

∫ t

0

θ2sds)

soit une martingale. Alors, sous la probabilité PL de densité LT par rapport à P, le pro-

cessus (Wt)0≤t≤ T défini par :

Wt = Bt +

∫ t

0

θsds

est un mouvement Brownien standard par rapport la filtration Ft.

1.4.3 Théorème de représentation des martingales Browniennes

Soit (Wt)0≤t≤T un mouvement Brownien standard, défini sur un espace de probabilité

(Ω,F ,P) et soit (Ft)0≤t≤T sa filtration naturelle. Soit (Ht)0≤t≤T un processus adapté tel

que E(
∫ T

0
H2

t dt) < ∞, le processus (
∫ t

0
HsdWs) est une martingale de carré intégrable

nulle en 0.
Le théorème suivant montre que toutes les martingales Browniens peuvent se représenter

à l’aide d’une intégrale stochastique.

Théorème 1.4.2 [20] Soit (Mt)0≤t≤T une martingale de carré intégrable, par rapport à

la filtration Brownienne (Ft)0≤t≤T . Il existe un processus adapté (Ht)0≤t≤T tel que

E(

∫ T

0

H2
sds) < +∞,

et
∀t ∈ [0, T ] Mt =M0 +

∫ t

0

HsdWs p.s.

Noter que cette représentation n’est possible que pour les martingales de la filtration

naturelle du mouvement Brownien.
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Il résulte du théorème que si U est une variable aléatoire FT -mesurable, de carré intégrable,

on peut écrire

U = E(U) +

∫ T

0

HsdWs p.s

où (Ht) est un processus adapté tel que

E(

∫ T

0

H2
t ds) < +∞.

Il suffit, pour montrer cela, de considérer la martingale Mt = E(U/Ft). On démontre aussi

que si (Mt)0≤t≤T est une martingale (non nécessairement de carré intégrable), il existe une

représentation de la forme Mt =M0+
∫ t

0
HsdWs p.s., mais avec un processus H vérifiant

seulement
∫ T

0
H2

t ds <∞ p.s.



Chapitre 2

Marché financier en temps continu

2.1 Marché financier

La finance est un domaine particulièrement large, que l’on peut diviser en deux ca-

tégories : la finance d’entreprise (corporate finance) et la finance de marché (market

finance).

Définition 2.1.1 Un marché financier est un marché sur lequel des personnes, des so-

ciétés privées et des institution publiques peuvent négocier des titres financiers, matières

premières et autres actifs, à des prix qui reflètent l’offre et la demande.

2.1.1 Vocabulaire des marchés financiers

Un titre financier : est un contrat où les parties s’échangent des flux d’argent.

La valeur d’un titre financier : est un montant positif ou négatif qui représente l’en-

richissement ou l’appauvrissement des flux futurs.

Le prix d’un titre : est un montant convenu entre deux parties en échange du titre le

plus souvent c’est l’acheteur qui verse ce montant.

2.1.2 Rôle des marchés financiers

Les principales caractéristiques d’un marché financier sont :

– La rencontre de deux contre parties (vendeur et acheteur).

25
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– La cotation continue des produits financiers.

– L’élaboration de bonnes conditions pour les transactions en prenant en compte les

objectifs opposés des acteurs du marché.

2.2 Les actifs financiers

Sur les marchés financiers les intervenants achètent et vendent des biens divers à un
prix qui la plus part du temps semble varier de manière assez aléatoire de l’offre et la

demande.
On a deux catégories des actifs financiers : actif risqué et actif non risqué.

Actif risqué : Un actif risqué est un actif qui ne peut garantir, de manière certaine,

les flux de rémunération et de remboursement d’un investisseur (particuliers ou

institutionnels).

Un actif risqué est donc considéré comme ayant un risque de défaut. Une valeur

mobilière de type action ou un produit dérivé (contrats ou options) correspond à un

actif risqué.

L’actif risqué a néanmoins comme avantage de proposer des taux de rendement plus

élevé.

Actif sans risque : Actif qui ne comporte pas de risque de non-remboursement et dont

la rentabilité est garantie. Les emprunts d’Etat font figure de référence en matière

d’actifs sans risque.

2.3 Modélisations probabilistes d’un marché financier

Dans le cadre probabiliste, nous réalisons la modélisation des aléas du marché financier

via un espace de probabilité filtré (Ω,F , (Ft)0≤t≤T ,P), où

– Ω est l’ensemble de tous les scénarii de marché possibles,

– F est la tribu qui représente la structure d’information global disponible sur le

marché,

– les aléas sont générés par un mouvement Brownien réel (Wt)0≤t≤T , qui engendre

une filtration croissante (Ft)0≤t≤T , décrivant l’information disponible pour tous les
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acteurs du marché au fil du temps (tout le monde a la même information, pas de

délit d’identité),

– la probabilité P est appelée probabilité historique ou objectif .

2.3.1 Les actifs présents sur le marché

On se place dans le cadre d’un marché financier constitué d’un actif sans risque et d

actif risqués.

L’actif sans risque : Dans cet actif le taux sans risque est modélisé par un processus

Ft−mesurable (rt)t∈[0,T ] peut être supposé constant (appelé le taux d’intérêt). Un

dinars placé sur une intervalle de temps [0, dt] rapporte un rendement rtdt. Autre-

ment dit, un dinars placé à la date s rapporte à la date t > s la somme e
∫ t

s
rudu. On

note par S0
t la valeur de prix de cet actif à l’instant t.

Les actifs risqués : Si on notera par St la valeur (aléatoire) de prix d’un actif risqué à

l’instant t ∈ [0, T ], alors cet actif risqué est modélisé par un processus stochastique

S = (St)t∈[0,T ] qu’ on supposera continu et adapté à la filtration (Ft)0≤t≤T avec la

tribu Ft représente l’information disponible sur le marché à la date t.

La dynamique de l’évolution des prix des actifs financiers est donnée par un modèle

financier appelé modèle de Black-Scholes qui sera présenté par :

On suppose que le marché financier est formé par un actif sans risque de prix S0
t et un

actif risqué de prix St, alors

– le prix S0
t est regie par l’équation différentielle ordinaire suivante

{
dS0

t = rtS
0
t dt

S0
0 = 1,

où rt est le taux d’intérêt et la solution de cette équation est définie par

S0
t = S0

0e
∫ t

0 rudu, t ∈ [0, T ] avec T la date d’échéance.

– La dynamique du prix St est donnée par l’équation différentielle stochastique

{
dSt = µtStdt+ σtStdWt

S0 = s > 0
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où
– W = (Wt)t≥0 est un mouvement Brownien défini sur un espace de probabilité

(Ω,F ,P),
– µt est le rendement instantané de S0 est appelée la "tendance",

– σt est appelée "volatilité" de S, elle mesure la taille de l’incertitude.

Remarque : On peut considérer des modèles où les coefficients µ et σ sont détermi-

nistes : µ = µ(t), σ = σ(t), sont des fonctions du temps et du prix : µ = µ(t, s), σ = σ(t, s),

on parle alors de modèle de diffusion avec volatilité locale, ou encore des processus aléa-

toires.

Définition 2.3.1 Un portefeuille autofinançant est une stratégie d’achat ou de vente

de titres, actions, prêts et emprunts à la banque, et plus généralement de produits dérivés

dont la valeur n’est pas modifiée par l’ajout ou le retrait d’argent. On notera Xt la valeur

en t du portefeuille X.

Définition 2.3.2 Un arbitrage sur la période [0, T ] est un portefeuille autofinançant X

de valeur nulle en t = 0 dont la valeur XT en T est positive et strictement positive avec

une probabilité strictement positive.

X0 = 0, XT ≥ 0 et P(XT > 0) > 0.

La première condition signifie que l’on part de rien, la seconde que l’on est sûr de ne pas

perdre d’argent et la troisième qu’avec une probabilité strictement positive on fait un réel

profit.

On imagine sans peine que les gens qui tentent de réguler le marché cherchent à tout prix

à proscrire les opportunités d’arbitrage. En effet, si de telles opportunités sont admises

le marché ne tarde pas à "exploser". Une hypothèse communément faite est donc celle

d’absence d’opportunité d’arbitrage (AOA, no free lunch) entre tout instant 0 et T .

{X0 = 0 et XT ≥ 0} =⇒ P(XT > 0) > 0.

L’hypothèse signifie simplement : "Si ma richesse aujourd’hui est nulle, elle ne peut devenir

positive et non identiquement nulle", soit "On ne peut gagner d’argent sans capital initial".
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Hypothèse d’absence d’opportunité d’arbitrage

L’une des hypothèses fondamentales des modèles usuels est qu’il n’existe aucune stra-

tégie financière permettant, pour un coût initial nul, d’acquérir une richesse certaine dans

une date future. Cette hypothèse est appelée absence d’opportunités d’arbitrage. Elle est

justifiée théoriquement par l’unicité des prix caractérisant un marché en concurrence pure

et parfaite. Pratiquement, il existe des arbitrages qui disparaissent très rapidement du fait

de l’existence d’arbitragistes, acteurs sur les marchés dont le rôle est de détecter ce type

d’opportunités et d’en profiter. Ces acteurs créent alors normalement une force qui tend

à faire évoluer le prix de l’actif vers son prix de non-arbitrage. Ces opérations d’arbitrage

sont effectuées instantanément et ne doivent pas être confondues avec des opérations par

lesquelles un investisseur joue le retour à moyen ou long terme d’un actif vers des fonda-

mentaux historiques. En conséquence, l’existence de bulles et de krachs ne remet pas en

cause cette hypothèse (mais elle remet en revanche en cause l’hypothèse d’efficience des

marchés).

2.4 Complétude du marché

Pour l’évaluation des prix, il est primordial de pouvoir dupliquer le produit financier

étudié.
Un modèle de marché est dit complet si tout portefeuille X peut être généré par une

stratégie d’investissement. Sinon le modèle est dit incomplet.

En toute généralité, il n’est pas possible de déterminer le prix dans un marché incom-

plet. On ne peut déterminer qu’une fourchette de prix.

Définition 2.4.1 (Probabilité risque-neutre)

Une mesure de probabilité risque neutre (ou mesure martingale) est une probabilité Q telle
que

– Q(ω) > 0 pour tout scenario ω ∈ Ω.

– tous les processus (S∗
t )t∈[0,T ] de prix actualisés sont des martingales sous Q avec

S∗
t =

St

S0
t

pour tout t ∈ [0, T ].
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Remarque : Le modèle de marché financier est complet, si et seulement si, il existe

une unique probabilité risque neutre.

2.5 Investissement et consommation en temps continu

2.6 Le modèle de marché financier

On considère un marché financier de type de black-scholes consiste (d + 1) actifs

financiers, l’un sans risque (obligation) de prix S0
t et les d autres sont risqués (actions) de

prix S1
t , S

2
t , · · · , Sd

t .

– Le prix de l’actif sans risque S0
t régie par l’équation différentielle ordinaire suivant :

dS0
t = S0rtdt S0

0 = 1,

où rt est le taux d’intérêt.

– L’évolution du cours des d actifs risqués est regie par le système des équations

différentielles stochastiques suivant :





dSi
t = Si

t(µ
i
tdt+

d∑

j=1

σij
t dW

j
t ), i = 1, · · · , d

Si
0 > 0,

(2.1)

où

– (Wt)t = (W 1
t , · · · ,W d

t ) est un mouvement brownien d-dimensionnel,

– µt = (µ1
t , · · · , µd

t )
′ est le vecteur de taux de rendement,

– σt = (σij
t )t est la matrice de volatilité.

L’incertitude de ce marché financier est modélisée par un espace de probabilité (Ω,F ,P)
muni d’une filtration (Ft)t∈[0,T ] avec Ft = σ{Ws, s ≤ t}, t ≥ 0 est la tribu engendrée par

le mouvement Brownien (Wt)t≥0 augmentée par les ensembles négligeables et on travail

sur l’intervalle du temps [0, T ] avec T > 0 est la date d’échéance.

Les coefficients rt, µt et σt sont des fonctions déterministes continues à droite admet des

limites à gauche (cadlàg), de plus la matrice σt est non singulier.
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2.6.1 Stratégie d’investissement et processus de richesse

On considère un agent investi dans ce marché la quantité (φt, ψt), où

– φt est la quantité détenue dans l’actif sans risque,

– ψt = (ψ1
t , · · · , ψd

t ) est le vecteur des quantités détenues d’actif risqué respectivement.

Alors, on a la définition suivante :

Définition 2.6.1 Une stratégie financière est un processus stochastique H = (φt, ψt)t∈[0,T ]

avec (φt, ψt) = (φt, ψ
1
t , · · ·, ψd

t ) à valeurs dans R× Rd, (Ft)t∈[0,T ]−progressivement mesu-

rable, et tel que les intégrales

∫ T

0

φtdS
0
t et

∫ T

0

ψi
tdS

i
t 1 ≤ i ≤ d

aient un sens et la valeur à t ∈ [0, T ] du portefeuille est donnée par

Xt = φtS0(t) +
d∑

i=1

ψi
tS

i
t .

Le processus (Xt)0≤t≤T est appelé aussi processus de richesse.

2.6.2 Stratégie de consommation

On considère que cet agent est consomme à chaque instant t ∈ [0, T ] une quantité de

sa richesse.
Soit ct la quantité du consommation de l’agent à l’instant t ∈ [0, T ] alors, le processus du

consommation (ct)0≤t≤T est une vitesse de la consommation sur l’intervalle [0, T ], c’est-

à-dire que c’est un processus non négatif progressivement mesurable par rapport à la

filtration (Ft)0≤t≤T et presque sûrement intégrable sur l’intervalle [0, T ]

∫ T

0

ctdt <∞ p.s.

et de plus la valeur de richesse est donnée par

Xt = φtS0(t) +
d∑

i=1

ψi
tS

i
t −

∫ t

0

cudu.
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2.6.3 Stratégie financière avec consommation autofinancée

Définition 2.6.2 Une stratégie financière ((φt, ψt))t≥0 avec une consommation (ct)t≥0 est

dite autofinancée si la valeur de portefeuille associée à l’équation différentielle stochastique

suivante :

Xt = x+

∫ t

0

φudS0(u) +
d∑

i=1

∫ t

0

ψi(u)dSi(u)−
∫ t

0

cudu, t ≥ 0,

où

– x > 0 est la richesse initiale,

–
∫ t

0
cudu représente le montant consommé sur l’intervalle [0, t].

Les changements de valeur du portefeuille proviennent uniquement des changements de

valeur des actifs. Il n’y a ni retrait ni injection de cash entre 0 et T . Une stratégie autofi-

nancée est donc une stratégie où la seule marge de manœvre est de pouvoir réagencer les

actifs en permanence.

2.6.4 La dynamique de l’évolution de la richesse

Pour l’écriture de l’équation différentielle stochastique de la richesse dans un état

simple, on va travailler dans tout la suite sur les quantités relatives par rapport à la

richesse, donc pour i = 1, · · ·, d, on définit :

πi
t =

ψi
tS

i(t)

φtS0(t) +
d∑

i=1

ψi(t)Si(t)

=
ψi
tS

i(t)

Xt

, t ≥ 0,

où π(t) = (π1(t), ···, πd(t))′ , t ≥ 0 est un processus progressivement mesurable par rapport

à la filtration (Ft)t≥0 vérifie pour l’horizon d’investissement fixé T > 0

‖ πt ‖2T=
∫ T

0

| πt |2 dt <∞.
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On pose aussi

υt =
ct
Xt

,

où υt est le rapport de la consommation par rapport à la richesse. De plus, si on définit

avec 11 = (1, · · ·, 1)′ ∈ Rd les quantités :

yt = σ
′

tπt et θt = σ−1
t (µt − rt11) (2.2)

où

‖ θ ‖2T=
∫ T

0

| θt |2 dt <∞ et ‖ y ‖2T=
∫ T

0

| yt |2 dt <∞. (2.3)

Alors, à partir de ce changement, l’équation différentielle stochastique de la richesse est

donnée par :

dXt = Xt(rt + y
′

tθt − υt)dt+Xty
′

tdWt, X0 = x > 0. (2.4)

Proposition 2.6.1 Sous les hypothèses et les définitions précédentes, l’équation différen-

tielle stochastique (2.4) admet une unique solution forte définie pour tout t ∈ [0, T ] par

Xt = x exp
(
Rt − Vt + (y, θ)t

)
ξt(y)

où

Rt =

∫ t

0

rudu, (y, θ)t =

∫ t

0

y′uθudu et Vt =

∫ t

0

vudu (2.5)

et (ξt(y))t≥0 indique l’exponentiel stochastique défini comme suit :

ξt(y) = exp(
∫ t

0
y′udWu − 1

2

∫ t

0
|yu|2du), t ≥ 0.

Preuve : L’équation différentielle stochastique (2.4) est linéaire donc, admet une unique

solution forte. On utilise la formule d’Itô à la fonction de classe C2 définie par

f(x) = ln(x), pour l’équation différentielle stochastique :

dXt = Xt(rt − vt + y′tθt)dt+Xty
′
tdWt

On pose :
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– Kt = Xt(rt − vt + y′tθt)

– Ht = Xty
′
t

– f ′(Xu) =
1
Xu

– f ′′(Xu) =
−1
X2

u

– f(X0) = ln(X0)

Donc, on a :

∫ t

0

f ′(Xu)dXu =

∫ t

0

f ′(Xu)Kudu+

∫ t

0

f ′(Xu)HudWu

=

∫ t

0

1

Xu

×Xu(ru − vu + y′uθu)ds+

∫ t

0

1

Xu

×Xuy
′
sdWu

=

∫ t

0

(ru − vu + y′uθu)du+

∫ t

0

y′sdWu

< X,X >t =

∫ t

0

H2
sdu

=

∫ t

0

X2
uy

2
udu

Donc

f(Xt) = f(X0) +

∫ t

0

f ′(Xu)dXu +
1

2

∫ t

0

f ′′(Xu)d < X,X >u

= ln(X0) +

∫ t

0

(ru − vu + y′uθu)du+

∫ t

0

y′udWu +
1

2

∫ t

0

−1

X2
u

×X2
uy

2
udu

= ln(X0) +

∫ t

0

(ru − vu + y′uθu)du+

∫ t

0

y′udWu −
∫ t

0

1

2
y2udu,

et comme f(x) = ln(x), on obtient

ln(Xt) = ln(X0) +

∫ t

0

(ru − vu + y′uθu)du+
( ∫ t

0

y′udWu −
∫ t

0

1

2
y2udu

)
.
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Et on déduit que :

Xt = X0 exp

(∫ t

0

ru − vu + y′uθudu

)
exp

(∫ t

0

y′udWu −
∫ t

0

1

2
y2udu

)

= x exp

(∫ t

0

ru − vu + y
′

uθuds

)
ξt(y)

avec

ξt(y) = exp

(∫ t

0

y′udWu −
1

2

∫ t

0

y2uds

)
.

�

2.7 L’ensemble des contrôles et la fonction de coût

2.7.1 Processus de contrôle

La dynamique de l’évolution de la richesse qui donnée par l’équation différentielle

stochastique (2.4) est influencée par un contrôle ν depend de la stratégie d’investissement

yt et le rapport de la consommation υt, donc on a la définition suivante de processus de

contrôle.

Définition 2.7.1 Un processus de contrôle ν = (νt)t≥0 est définit par νt = (yt, υt) à

valeurs dans K = Rd × R+ tel que

yt = σ′
tπt et υt =

ct
Xt

(2.6)

‖ y ‖2T=
∫ T

0

|yt|2dt <∞ et

∫ T

0

υtdt < +∞. (2.7)

Définition 2.7.2 Un processus de contrôle ν = (νt)t≥0 = (yt, υt)t≥0 est dit admissible

s’il est progressivement mesurable par rapport à la filtration (Ft)0≤t≤T et à valeurs dans

K = Rd × R+ tel que

‖ y ‖2T=
∫ T

0

| yt |2 dt <∞ et

∫ T

0

υtdt <∞.
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– De plus, l’équation différentielle stochastique (2.4) admet une unique solution forte

presque sûrement positive sur l’intervalle [0, T ].

Nous désignons par V l’ensemble de tous les processus de contrôle admissible et on note

par Xν
t la valeur de richesse corespendant à un contrôle admissible ν.

Définition 2.7.3 (Fonction de coût)

Pour une richesse initiale x > 0 et pour un processus de contrôle (νt)t≥0 dans V, on

introduit une fonction appelée fonction de coût ( fonction objectif ) définie par

J(x, ν) = Ex(

∫ T

0

U(ct)dt+ h(Xν
T )) (2.8)

où

– Ex est l’espérance conditionnelle sachant que Xν
0 = x,

– U : R+ −→ R est la fonction d’utilité,

– h : R+ −→ R est la fonction d’héritage.

Remarque 2.7.1

– La fonction d’utilité U représente la satisfaction liée directement à la consommation.

– La fonction d’héritage h est croissante ce qui exprime l’amour de la richesse de

l’individu.

– La fonction d’utilité U et la fonction d’héritage h sont supposées usuellement concaves

pour formaliser l’aversion pour le risque de l’individu.

Dans notre travaille, on suppose que la fonction d’utilité U et la fonction d’héritage h

sont des fonctions logarithmique c’est-à-dire :

U(z) = h(z) = ln(z),

et dans ce cas la fonction de coût définie par

J(x, ν) = Ex(

∫ T

0

ln ctdt+ lnXν
T )

= Ex(

∫ T

0

ln(υtXt)dt+ lnXν
T ).
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2.7.2 Investissement et consommation optimale sans contrainte

L’étude de la consommation et l’investissement optimaux est basés sur la résolution

du problème d’optimisation stochastique sans contrainte suivant :

max
ν∈V

J(X, ν). (2.9)

Pour formuler la solution de ce problème, on pose :

w(t) = T − t+ 1

et

r̂t = rt +
| θt |2
2

, 0 ≤ t ≤ T

et le résultat de la solution est donnée par le théorème suivant :

Théorème 2.7.1 [17] La valeur optimale de J(x, ν) est donnée par

max
ν∈V

J(x, ν) = J(x, ν∗) = (T + 1) ln
x

T + 1
+

∫ T

0

r̂tdt.

Le processus de contrôle optimal ν∗ = (y∗t , υ
∗
t )0≤t≤T ∈ V est de la forme

y∗t = θt et υ∗t =
1

w(t)
(2.10)

où le processus optimal de richesse (X)0≤t≤T est donné comme solution pour

dX∗
t = X∗

t (rt+ | θt |2 −υ∗t )dt+X∗
t θ

′

tdWt, X∗
0 = x, (2.11)

qui est

X∗
t = x

T + 1− t

T + 1
exp

(∫ t

0

r̂udu+

∫ t

0

θ
′

udWu

)
.

Démonstration : Voir (Karatzas and Shreve [17], Example 6.6, p.104).
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Remarque : On note que la solution optimale (2.10) du problème (2.9) est déterministe,

et on note dans la suite par U l’ensemble des fonctions déterministes satisfaisant les

conditions
∫ T

0

|yt|2dt <∞
∫ T

0

υtdt <∞,

et
∫ T

0

(ln υt)−dt <∞.

Pour le résultat ci-dessus, nous pouvons affirmer que

max
ν∈V

J(x, ν) = max
ν∈U

J(x, ν)

Intuitivement, il est clair que pour construire des portefeuilles financiers sur le modèle

de marché, l’investisseur ne peut invoquer que les informations fournies par les coefficients

(rt)0≤t≤T , (µt)0≤t≤T qui sont des fonctions déterministes.

Alors pour ν ∈ U , selon la formule d’Itô, l’équation (2.3) a la solution

Xν
t = xξt(y)e

Rt−Vt+(y,θ)t .

Par conséquent, pour ν ∈ U , le processus (Xν
t )0≤t≤T est positif, continu et satisfait

sup
0≤t≤T

E | lnXν
t |<∞.

Cela implique que U ⊂ V . De plus, pour ν ∈ U , nous pouvons calculer la fonction de

coût(2.8) explicitement comme

J(x, ν) = (T +1) ln x+

∫ T

0

w(t)
(
rt+ y

′

tθt−
1

2
| yt |2

)
dt+

∫ T

0

(
ln υt−Vt

)
dt−VT . (2.12)



Chapitre 3

Investissement et consommation

optimale avec contrainte

Pour la gestion d’un portefeuille d’un agent dans le marché financier défini dans le

chapitre précédent, on suppose que l’agent cherche à déterminer la stratégie financière

optimale qui maximise l’utilité de la consommation attendue sur l’intervalle de temps [0, T ]

et la richesse terminale à la date d’échéance T et satisfait à une contrainte basée sur la
mesure de risque VaR "Value-at-risk". En utilisant des fonctions d’utilités logarithmiques,

et après la définition de la valeur à risque VaR et formulation de la condition de contrainte,

on va déterminer cette stratégie optimale par résolution d’un problème d’optimisation

stochastique avec contrainte et décrire la dynamique de l’évolution de la richesse optimale

de cet agent.

3.1 Valeur à risque VaR "Value at Risk"

La Value at Risk ou plus simplement VaR, est un outil de gestion de risque utilisé dans

les institutions financières. C’est une mesure de risque représentant la perte potentielle

maximale que peut subir un portefeuille à un niveau de probabilité préalablement fixé sur

une période de temps bien déterminée. Cet outil correspond aux recommandations des

organismes régulateurs. Il dépend de la loi de distribution des rendements financiers.

Quantiles : Nous allons très souvent utiliser la notion du quantile dans la suite pour

définir la mesure de risque valeur à risque VaR parce que les quantiles sont la base de la

39
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modélisation financière du risque. Ils représentent le rendement potentiel des actifs à une

probabilité donnée sur un intervalle de temps déterminé.

Définition 3.1.1 Soit α ∈ [0, 1] et X une variable aléatoire continue. On appelle quantile

de X, la valeur que prend la fonction de répartition inverse associée à cette dernière pour

une probabilité α donnée. On note ce quantile qα tel que :

qα(X) = inf{x ∈ R,P[X ≤ x] ≥ α}

= F−1
X (α),

où F−1
X X est la fonction de répartition inverse associée à X si elle existe.

Remarque : Pour α proche de 1, le quantile qα(X) représente le gain maximal (par

rapport au prix ou au rendement) que peut avoir un investisseur sur un horizon bien

déterminé et à un seuil α préalablement fixé. Les économistes, gestionnaires de risque et

les financiers s’intéressent généralement à l’opposé de ce quantile afin de prédire la perte

maximale qu’ils peuvent subir. Ils visent ainsi à déterminer les dépassements potentiels

par rapport au seuil α que leurs portefeuilles sont susceptibles de subir sur un intervalle

de temps donné.

Définition 3.1.2 Soit X une variable aléatoire représentant le rendement d’un instru-

ment financier. Elle est considérée en tant que gain si elle est positive et perte si elle

est négative. Soit α ∈ [0, 1] le seuil par rapport auquel on souhaite déterminer la perte

potentielle (Si a est proche de 1 c’est un seuil de confiance sinon il s’agit d’un niveau de

risque). La Value-at-Risk est donnée par :

V aR+
α (X) = − inf{x ∈ R,P(X ≤ x) > α} = q1−α(−X).

Ici, V aR+ est par définition une quantité positive. Il est parfois naturel et pratique d’uti-

liser V aR = −V aR+, qui sera donc négative et qui peut se comparer aux pertes (signées).

À la situation de notre modèle dans le chapitre précédent, la mesure de risque VaR est

définie comme suit :
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Définition 3.1.3 La valeur à risque VaR est définie pour une dotation initiale x > 0, un

processus de contrôle ν ∈ U et 0 ≤ α ≤ 1/2 par

V aRt(x, ν, α) = xeRt −Qt, t ≥ 0,

où Qt = Qt(x, ν, α) est le α-quantile de Xν
t , c’est-à-dire

Qt = inf{z ≥ 0 : P(Xν
t ≤ z) ≥ α}.

Corollaire 3.1.1 [10]Dans la situation de la définition 3.1.3 précédente, pour tout ν ∈ U
le α-quantile Qt est donné par

Qt = x exp

(
Rt − Vt + (y, θ)t −

1

2
‖y‖2t − |qα|‖y‖t

)
, t ≥ 0,

où qα est le α-quantile de la distribution normale standard, et les autres grandeurs sont

définies dans (2.2) et (2.5).

On définit la fonction de niveau de risque "level risk function" pour un certain coeffi-

cient 0 < ζ < 1 par

ζt(x) = ζxeRt , t ∈ [0, T ]. (3.1)

On ne considère que les contrôles ν ∈ U pour lesquels la valeur à risque VaR est bornée

par la fonction de niveau de risque (3.1) sur l’intervalle [0, T ] ; c’est-à-dire on exige

sup
0≤t≤T

V aRt(x, ν, α)

ζt(x)
≤ 1. (3.2)

Remarques :

1. Le coefficient ζ introduit une certaine aversion pour le risque de comportement dans

le modèle. En ce sens, il agit de même comme une fonction l’utilité fait. La différence,

toute fois, c’est que ζ a une interprétation claire, et tout les investisseurs peuvent

choisir et comprendre l’influence de ζ à l’égard du risque correspondant.
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2. Si ‖y‖t = 0 pour tout t ∈ [0, T ], alors

V aRt(x, ν, α) = xeRt(1− e−Vt), 0 ≤ t ≤ T.

En revanche, si ‖y‖t > 0 pour t ∈ [0, T ], alors

lim
α−→0

V aRt(x, ν, α) = xeRt .

Cela signifie que le choix de α influence sur la borne de risque (3.2). On note, toute-

fois, que α est choisie par les autorités de réglementation et non par l’investisseur.

L’investisseur choisit seulement la valeur ζ. Si ζ est proche de 0, le niveau de risque

est plutôt faible, alors que pour ζ proche de 1, le niveau de risque est assez élevé,

en effet, dans ce cas, les bornes de risque ne devraient pas être restrictif du tout.

3. Comme la borne de risque (3.2) implique tout le chemin échantillon de la (Xν
t )0≤t≤T ,

alors on ne peut que considérer les problèmes d’optimisation de contrainte dans

l’ensemble des stratégies U .

3.2 Problème et solution

On considère maintenant un problème d’optimisation stochastique qui concerne les

bornes sur les valeurs à risque "Value-at-Risk". Donc nous nous intéressons à résoudre le

problème d’optimisation avec contrainte suivant :

max
ν∈U

J(x, ν) sous la contrainte sup
0≤t≤T

V aRt(x, ν, α)

ζt(x)
≤ 1. (3.3)

Avant de formuler la solution de ce problème, on définit d’abord des fonctions et

prouver des lemmes qui sont intéréssants dans la suite. Donc pour u ≥ 0, λ ≥ 0

G(u, λ) =

∫ T

0

(ω(t) + λ)2

(λ|qα|+ u(ω(t) + λ))2
|θt|2dt, (3.4)

et pour λ > 0 fixé, on définit ρ(λ) par





ρ(λ) = inf{u ≥ 0 : G(u, λ) ≤ 1}, s’il existe

ρ(λ) = +∞ si non.
(3.5)
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De plus, on définit la fonction de poids τλ par :

τλ(t) =
ρ(λ)(ω(t) + λ)

λ | qα | +ρ(λ)(ω(t) + λ)
avec λ ≥ 0 est fixé et 0 ≤ t ≤ T. (3.6)

et on pose τλ(.) ≡ 1 pour tout ρ(λ) = ∞.

Il est clair que pour chaque λ ≥ 0 fixé et pour tout t ∈ [0, T ], on a

0 ≤ τλ(T ) ≤ τλ(t) ≤ 1. (3.7)

Pour prendre en compte la contrainte VaR, on défine une fonction Φ par

Φ(λ) =| qα |‖ τλθ ‖T +
1

2
− ‖

√
τλθ ‖2T .

L’existance de l’inverse quelque propriétés de cette fonction sont prouvés par les deux

lemmes suivants :

Lemme 3.2.1 Pour tout 0 ≤ λ ≤ λmax, la fonction τλ(t) est continuement différentiable

par rapport à λ et sa dérivée partielle est donnée par :

τ1(t, λ) =
∂

∂λ
τλ(t) < 0, 0 ≤ t ≤ T.

De plus, pour tout

| qα |≥ 2(T + 1) ‖ θ ‖T ,

la dérivée Φ̇(λ) est strictement négative pour tout 0 ≤ λ ≤ λmax.

Preuve : Tout d’abord, on note que

τ1(t, λ) = − | qα | (ρ(λ)ω(t)− λρ̇(λ)(ω(t) + λ))

(λ | qα | +ρ(λ)(ω(t) + λ))2
,

et par la définition de ρ(λ), on obtient :

G(ρ(λ), λ) = 1, 0 ≤ λ ≤ λmax.
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Donc :

ρ̇(λ) = −G2(ρ(λ), λ)

G1(ρ(λ), λ)
,

avec

G1(u, λ) =
∂G(u, λ)

∂u
et G2(u, λ) =

∂G(u, λ)

∂λ
.

On utilisant la définition (3.4) de la fonction G, on obtient

G1(u, λ) = −2

∫ T

0

(ω(t) + λ)3

λ | qα | +u(ω(t) + λ)3
| θt |2 dt

et

G2(u, λ) = −2 | qα |
∫ T

0

ω(t)(ω(t) + λ)

λ | qα | +u(ω(t) + λ)3
| θt |2 dt.

Par conséquent, pour tout 0 ≤ λ ≤ λmax et 0 ≤ t ≤ T

ρ̇(λ) < 0 et τ1(t, λ) < 0.

Maintenant, on calcule la dérivée de Φ par rapport à λ :

Φ̇(λ) =

∫ T

0

τ̂(t, λ)τ1(t, λ) | θt |2 dt (3.8)

où

τ̂(t, λ) =
| qα | τ(t, λ)
‖ τλθ ‖T

− 1 + τ(t, λ).

Pour estimer le terme τ̂(t, λ), on note que par les inégalités (3.7) :

τ(t, λ)

‖ τλθ ‖T
≥ τ(T, λ)

τ(0, λ) ‖ θ ‖T

≥ 1

(T + 1) ‖ θ ‖T
.

et celà implique que

τ̂(t, λ) ≥ | qα |
(T + 1) ‖ θ ‖T

− 1, (3.9)
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et pour | qα |≥ 2(T + 1) ‖ θ ‖T , on en déduit que pour tout 0 ≤ t ≤ T et 0 ≤ λ ≤ λmax

on a : τ̂(t, λ) > 0 c’est à dire : Φ̇(λ) < 0.

�

Lemme 3.2.2 On suppose que ‖θ‖T > 0 et

0 < ζ < 1− e−|qα|‖θ‖T+‖θ‖2T /2. (3.10)

Alors, pour tout 0 ≤ a ≤ − ln(1− ζ) l’inverse Φ−1(a) existe et on a





0 ≤ Φ−1(a) < λmax pour 0 < a ≤ − ln(1− ζ)

Φ−1(0) = λmax.

Preuve : En prenant que τ0(.) ≡ 1 et on obtient :

Φ(0) = | qα |‖ τ0θ ‖T +
1

2
‖ τ0θ ‖2T − ‖ √

τ0θ ‖2T

= | qα |‖ θ ‖T −1

2
‖ θ ‖2T .

De plus, pour 0 < ζ < 1− e−|qα|‖θ‖T+‖θ‖2T /2 on a

e−|qα|‖θ‖T+‖θ‖2T /2 < 1− ζ ⇐⇒ −|qα|‖θ‖T +
1

2
‖θ‖2T < ln(1− ζ)

⇐⇒ Φ(0) > − ln(1− ζ).

Par conséquent, d’après (3.10) et Lemme 3.2.1 nous obtenons que l’inverse Φ−1(a)

existe pour 0 < a ≤ − ln(1− ζ) avec 0 ≤ Φ−1(a) < λmax et Φ−1(0) = λmax.

�

Maintenant, on va prouver le lemme suivant :

Lemme 3.2.3 On considère la fonction G définie dans (3.4) et on suppose que

| qα |>‖ θ ‖T> 0 et 0 ≤ λ ≤ λmax =
κ1 +

√
κ2(q2α− ‖ θ ‖2T ) + κ21
q2α− ‖ θ ‖2T

,
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où κ1 =‖
√
wθ ‖2T et κ2 =‖ wθ ‖2T . Alors, l’équation G(., λ) = 1 admet une

unique solution positive ρ(λ). De plus, pour tout 0 ≤ λ ≤ λmax

ρ(λ) <∞ et ρ(λmax) = 0.

Preuve. Pour λ fixé, la fonction G(., λ) est décroissante vers 0, donc

l’équation G(u, λ) = 1 a une solution positive si et seulement si G(0, λ) ≥ 1.

Mais cela signifie que

κ2 + 2λκ1 − λ2(| qα |2 − ‖ θ ‖2T ) ≥ 0,

ce qui donne la borne supérieure pour λ.

De plus, en tenant compte du fait que G(0, λmax) = 1, On obtient à travers la définition

(3.5), ρ(λmax) = 0.

�

Maintenant, on considère des problèmes de maximisation avec des contraintes pour

les deux termes :

I(V ) =

∫ T

0

(ln υt − Vt)dt et H(y) =

∫ T

0

w(t)

(
y

′

tθt −
1

2
| yt |2

)
dt, (3.11)

de la fonction de coût J(x, ν) et on commence avec un résultat concernant l’optimisation

de I(·), qui sera nécessaire pour prouver les résultats de solution de notre problème (3.3).

Soit W [0, T ] l’ensemble des fonctions f : [0, T ] −→ R différentiables ayant des dérivées ḟ

càdlags, positives et satisfaites les conditions

∫ T

0

(
ln ḟ(t)

)
−
dt <∞ et

∫ T

0

ḟ(t)dt <∞.

De plus, pour b > 0 on définit :

W0,b[0, T ] = {f ∈ W [0, T ] : f(0) = 0 et f(T ) = b}, (3.12)

et on a le lemme suivant qui donne la solution de l’un de ces problèmes :
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Lemme 3.2.4 Considérons le problème d’optimisation

max
f∈W0,b[0,T ]

I(f). (3.13)

La valeur optimale de I est donnée par :

I∗(b) = max
f∈W0,b[0,T ]

I(f) = I(f ∗) = −T lnT − T ln
eb

eb − 1
, (3.14)

et la solution optimale corespendant est donnée par :

f ∗(t) = ln
Teb

Teb − t(eb − 1)
, 0 ≤ t ≤ T. (3.15)

Preuve : Tout d’abord, on considère le problème d’optimisation (3.13) dans C2[0, T ]

l’espace des fonctions deux fois continuellement différentiables sur [0, T ] :

max
f∈W0,b[0,T ]∩C2[0,T ]

I(f).

Par l’application du méthodes de calcul variationnel, on trouve qu’il y a une solution

donnée par (3.14) de ce problème, c’est à dire :

max
f∈W0,b[0,T ]∩C2[0,T ]

I(f) = I(f ∗),

où la solution optimale f ∗ est donné dans (3.15).

Prenons maintenant f ∈ W0,b[0, T ] et supposons d’abord que sa dérivée est :

ḟmin = inf
0≤t≤T

ḟ(t) > 0.

Soit Υ une fonction positive deux fois différentiable sur l’intervalle [−1, 1] telle que
∫ 1

−1
Υ(z)dz = 1, et Υ(z) = 0 pour | z |≥ 1. On peut prendre, par exemple,

Υ(z) =





1∫ 1
−1 exp(−

1
1−υ2

)dυ
exp(− 1

1−z2
) si | z |≤ 1,

0 si | z |> 1.
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En mettant 



ḟ(t) = ḟ(0), pour tout t ≤ 0,

ḟ(t) = ḟ(T ), pour tout t ≥ T.

On définit une suite approximative de fonctions par :

υn(t) = n

∫

R

Υ(n(u− t))ḟ(u)du.

Il est clair que (υn)n≥1 ∈ C2[0, T ].

De plus, on rappele que ḟ est càdlag, ce qui implique qu’il est borné sur [0, T ], c’est à

dire.

sup
0≤t≤T

ḟ(t) = ḟmax <∞.

et son ensemble de discontinuités est nul par la mesure de Lebesgue. Par conséquent, la

suite (υn)n≥1 est délimité plus précisément,

0 < ḟmin ≤ υn(t) ≤ ḟmax <∞, 0 ≤ t ≤ T, (3.16)

et υn → ḟ quand n → ∞ pour Lebesgue presque tout t ∈ [0, T ]. Par conséquent, par le

théorème de Lebesgue de la convergence, on obtient

lim
n→∞

∫ T

0

| υn(t)− ḟ(t) | dt = 0.

De plus, les inégalités (3.16) impliquent :

| ln υn |≤ ln
(
max(ḟmax, 1)

)
+ | ln

(
min(ḟmin, 1)

)
| .

Par conséquent, fn(t) =
∫ t

0
υn(u)du appartient à Γbn ∩ C2[0, T ] pour bn =

∫ T

0
υn(u)du.

Il est clair que

lim
n→∞

I(fn) = I(f) et lim
n→∞

bn = b,

cela implique que :

I(f) ≤ I∗(b),
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où I∗(b) est défini en (3.14).

On considère maintenant le cas où inf
0≤t≤T

ḟ(t) = 0. alors pour 0 < δ < 1, on considère la

séquence d’approximation de fonctions :

f̃δ(t) = max(δ, ḟ(t)) et fδ(t) =

∫ t

0

f̃δ(u)du, 0 ≤ t ≤ T.

Il est clair que

fδ ∈ Γbδ =

∫ T

0

f̃δ(t)dt.

Par conséquent,

I(fδ) ≤ I∗(bδ).

De plus, dans vue de la convergence

lim
δ→0

∫ T

0

(
f̃δ(t)− ḟ(t)

)
dt = 0.

On obtient
lim sup

δ→0
I(fδ) ≤ I∗(b).

De plus, notez que :

| I(fδ)− I(f) | ≤
∫

Aδ

(ln δ − ln ḟ(t))dt+ T

∫

Aδ

(δ − ḟ(t))dt

≤
∫

Aδ

(ln ḟ(t))dt+ δTΛ(Aδ),

où Aδ = {t ∈ [0, T ] : 0 ≤ ḟ(t) ≤ δ} et Λ(Aδ) est la mesure de Lebesgue de Aδ.

De plus, par la définition de W [0, T ] dans (3.12), la mesure de Lebesgue de l’ensemble

{t ∈ [0, T ] : ḟ(t) = 0} est égal à zéro et
∫ T

0
(ln ḟt)−dt <∞.

Cela implique que

lim
δ→0

Λ(Aδ) = 0,
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et donc

lim
δ→0

I(fδ) = I(f),

c’est-à-dire

I(f) ≤ I∗(b).

�

Maintenant, on va donner la solution d’un problème avec contrainte dépend de la fonction

H défini dans (3.11) et pour cela on a besoin à des résultats préliminaires.

On note par L2[0, T ] l’espace de Hilbert des fonctions y satisfaisant la condition de carré

d’intégrabilité
∫ T

0
|yt|dt <∞.

Pour y ∈ L2[0, T ] avec ‖ y ‖T> 0, on définit

yt = yt/ ‖ y ‖T et ly(h) =‖ y + h ‖T − ‖ y ‖T −(y, h)T . (3.17)

Alors on a le lemme suivant :

Lemme 3.2.5 On suppose que y ∈ L2[0, T ] et ‖ y ‖T> 0. Alors la fonction ly(.) est

positive i.e. pour tout h ∈ L2[0, T ]

ly(h) ≥ 0.

Preuve : évidemment, si h ≡ ay pour certain a ∈ R, alors

ly(h) = (| 1 + a | −1− a) ‖ y ‖T≥ 0.

Laissons maintenant pour tous a ∈ R, h 6= ay. Alors

ly(h) =
2(y, h)T+ ‖ h ‖2T

‖ y + h ‖T + ‖ y ‖T
− (y, h)T =

‖ h ‖2T −((y, h)T + ly(h))

‖ y + h ‖T + ‖ y ‖T

Il est facile de montrer directement que pour tout h

‖ y + h ‖T + ‖ y ‖T +(y, h)T ≥ 0
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avec égalité si et seulement si h ≡ ay pour certains a ≤ −1.

Donc, si h 6= ay, on obtient simplement :

ly(h) =
‖ h ‖2t −(y, h)2T

‖ y + h ‖T + ‖ y ‖T +(y, h)T
≥ 0.

�

On introduit maintenant la contrainte K : L2[0, T ] → R comme :

K(y) =
1

2
‖ y ‖2T + | qα |‖ y ‖T −(y, θ)T (3.18)

d’aprés l’inégalité de Cauchy Schwartz, on a :

(y, θ)T ≤‖ y ‖T‖ θ ‖T

et cela implique

1

2
‖ y ‖2T + | qα |‖ y ‖T −(y, θ)T ≥ 1

2
‖ y ‖2T + | qα |‖ y ‖T − ‖ y ‖T‖ θ ‖T

i.e.

K(y) ≥‖ y ‖T [| qα | − ‖ θ ‖T ] +
1

2
‖ y ‖2T .

D’où on a le problème d’optimisation avec contrainte suivant :

max
y∈L2[0,T ]

H(y) sous la condition K(y) = a (3.19)

avec
0 ≤ a ≤ − ln(1− ζ).

Proposition 3.2.1 On suppose que ‖θ‖T > 0 et

0 < ζ < 1− e−|qα|‖θ‖T+‖θ‖2T /2.

Alors le problème d’optimisation (3.19) a une unique solution donnée par le contrôle op-

timal suivant :

y∗ = ỹa = θtτλa
avec λa = φ−1(a).
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Preuve : Selon la méthode de Lagrange, nous considérons le problème sans contrainte

suivant :

max
y∈L2[0,T ]

Ψ(y, λ), (3.20)

où Ψ(y, λ) = H(y)− λK(y), avec λ ∈ R est le multiplicateur de Lagrange.

Maintenant, on va trouver des λ ∈ R pour lesquels le problème (3.20) a une solution qui

satisfaite la contrainte de (3.19).

et pour celà en effet : ∀y ∈ L2[0, T ] et λ ∈ R

Ψ(y, λ) = H(y)− λK(y)

=

∫ T

0

ω(t)

(
y

′

tθt −
1

2
| y |2t

)
dt− λ

(
1

2
‖ y ‖2T + | qα |‖ y ‖T −(y, θ)T

)

=

∫ T

0

ω(t)

(
y

′

tθt −
1

2
| y |2t

)
dt−

∫ T

0

(
1

2
λ | y |2t +λy

′

tθt

)
dt− λ | qα |‖ y ‖T

=

∫ T

0

(ω(t) + λ)

(
y

′

tθt −
1

2
| y |2t

)
dt− λ | qα |‖ y ‖T .

Il est facile d’avoir que si λ < 0 le maximum dans le problème (3.20) est égale à +∞. Et

dans ce cas le problème d’optimisation (3.19) n’ admet pas de solution.

Par conséquent, on suppose que λ ≥ 0 dans tout la suite et on calcul premièrement la

dérivée de Fréchet Dy(·, λ), donc on a pour tout h ∈ L2([0, T ]).

Dy(h, λ) = lim
δ→0

Ψ(y + δh, λ)−Ψ(y, λ)

δ
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avec Dy(., λ) : L2[0, T ] → R est une opérateur linéaire.

Pour ‖ y ‖T> 0, on a :

Ψ(y + δh, λ)−Ψ(y, λ) =

∫ T

0

(ω(t) + λ)

(
(yt + δht)

′

θt −
1

2
‖ yt + δht ‖2

)
dt− λ | qα |‖ y + δh ‖T

−
∫ T

0

(ω(t) + λ)

(
y

′

tθt −
1

2
‖ yt ‖2

)
dt− λ | qα |‖ y ‖T

=

∫ T

0

(ω(t) + λ)

[(
(yt + δht)

′ − y
′

t

)
θt −

1

2

(
‖ y + δh ‖2t − ‖ y ‖2t

)]
dt

−λ | qα |
[
‖ y + δh ‖T − ‖ y ‖T

]

et cela implique que :

Ψ(y + δh, λ)−Ψ(y, λ)

δ
=

∫ T

0

(ω(t) + λ)

(
yt + δht − y

′

t

δ

)′

θt −
1

2

[‖ y + δh ‖2t − ‖ y ‖2t
δ

]
dt

− λ | qα |
[‖ y + δh ‖T − ‖ y ‖T

δ

]
dt

lorsque : δ → 0, on obtient :

Dy(h, λ) =

∫ T

0

(ω(t) + λ)(θt − yt)ht − λ | qα | ythtdt

=

∫ T

0

(
dy(t, λ)

)′
htdt

où

dy(t, λ) = (ω(t) + λ)(θt − yt)− λ | qα | y avec yt = yt/ ‖ y ‖T .

Maintenant, on définie l’opérateur ∆y dans L2[0, T ] par :

∆y(h, λ) = Ψ(y + h, λ)−Ψ(y, λ)−Dy(h, λ). (3.21)
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Par conséquent ∀y, h ∈ L2[0, T ], on a ∆y(h, λ) ≤ 0 car :

si ‖ y ‖T= 0, on a

∆y(h, λ) = −1

2

∫ T

0

(ω(t) + λ) | ht |2 dt ≤ 0.

Et si ‖ y ‖T> 0, alors ∀λ ≥ 0, ∀y, h ∈ L2[0, T ] et par le lemme 3.2.5 on a

∆y(h, λ) = −1

2

∫ T

0

(ω(t) + λ) | ht |2 −λ | qα | ly(h) ≤ 0.

Pour trouver la solution du problème d’optimisation stochastique (3.20), il suffit de trouver

y ∈ L2[0, T ] tel que :

Dy(h, λ) = 0 pour tous h ∈ L2[0, T ]. (3.22)

D’abord, on remarque que pour ‖θ‖T > 0, la solution de (3.22) n’est pas nulle, car pour

y = 0 on obtient

Dy(h, λ) < 0 pour h = −θ.

Par conséquent, nous devons trouver une solution optimale pour (3.22) pour y satisfaisant

‖y‖T > 0. Cela signifie que nous devons trouver y ∈ L2[0, T ] non nul tel que

dy(t, λ) = 0.

On peut montrer directement que pour 0 ≤ λ ≤ λmax la solution de cette équation est

unique et donnée par :

yλt = θtτλ(t), (3.23)

où τλ(t) est défini dans (3.6). Reste à choisir le multiplicateur de Lagrange λ qu’il satisfait

la contrainte de (3.19). Donc, on pose

K(yλ) = Φ(λ).

D’après les conditions de lemme 3.2.2, l’inverse de Φ est existe. Ainsi la fonction yλa 6= 0

avec λa = Φ−1(a) est la solution du problème d’optimisation (3.19).

�
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Maintenant, on pose

φ(κ) = Φ−1

(
ln

1− κ

1− ζ

)
, 0 ≤ κ ≤ ζ,

et on défine la stratégie d’investissement par

ỹκt = θtτφ(κ)(t), 0 ≤ t ≤ T.

Pour introduire le taux de consommation optimal, nous définissons

vκt =
κ

T − tκ

et on rappelle que pour

κ = κ0 =
T

T + 1

la fonction vκt coïncide avec le taux de consommation optimal sans contrainte 1/ω(t) défini

en (2.10).

Reste à fixer le paramètre κ. Pour cela, on introduit une fonction de coût définie par

Γ(κ) = ln(1− κ) + T lnκ+

∫ T

0

ω(t)|θ|t
(
τφ(κ)(t)−

1

2
τ 2φ(κ)(t)

)
dt,

et pour choisir le paramètre κ on maximise Γ :

γ = γ(ζ) = arg max
0≤κ≤ζ

Γ(κ).

Avec cette notation, nous pouvons formuler le résultat principal de la solution de notre

problème d’optimisation stochastique (3.3) dans le théorème suivant :

Théorème 3.2.1 On considère le problème (3.3) et on suppose que ‖θ‖T > 0. Alors pour

tout ζ > 0 et pour tout 0 < α < 1
2

tels que

0 < ζ < 1− e−|qα|‖θ‖T+‖θ‖2T /2 et |qα| ≥ 2(T + 1)‖θ‖T ,



56 Investissement et consommation optimale avec contrainte

la valeur optimale de la fonction J(x, ν) est donnée par

J(x, ν∗) = max
ν∈U

J(x, ν) = A(x) + Γ(γ(ζ)),

avec

A(x) = (T + 1) ln x+

∫ T

0

ω(t)rtdt− T lnT

et le contrôle optimal ν∗ = (y∗t , v
∗
t ) est pour tout t ∈ [0, T ] de la forme

y∗t = ỹγt et v∗t = vγt .

Le processus de richesse optimal (X∗
t )0≤t≤T est satisfait à l’équation différentielle stochas-

tique suivante

dX∗
t = X∗

t

(
rt − v∗t + (y∗t )

′θt
)
dt+X∗

t (y
∗
t )

′dWt, X∗
0 = x

et est donné par

X∗
t = xξt(y

∗)
T − γ(ζ)t

T
eRt−Vt+(y∗,θ)t .

Démonstration : En vue que la fonction de coût J(x, ν) est représentée sous la forme

suivante :

J(x, ν) = (T + 1) ln x+

∫ T

0

ω(t)

(
rt + y′tθt −

1

2
|yt|2

)
dt+

∫ T

0

(
ln υt − Vt

)
dt− VT

= (T + 1) ln x+ I(V ) +H(y)− VT , (3.24)

avec

I(V ) =

∫ T

0

(
ln υt − Vt

)
dt et H(y) =

∫ T

0

ω(t)

(
rt + y′tθt −

1

2
|yt|2

)
dt.

Pour maximiser la fonction J(x, ν), on commence à maximiser I sur toutes les fonctions

V . Pour cela, nous fixons la dernière valeur du processus de consommation, en définissant

κ = 1− e−VT .
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D’après le lemme 3.2.4, nous constatons que

I(V ) ≤ −T lnT − T ln
eVT

eVT − 1

≤ −T lnT + T ln
eVT − 1

eVT

≤ −T lnT + T ln(1− e−VT )

≤ −T lnT + T lnκ = I(V κ),

où

V κ
t =

∫ t

0

vκ(t)dt = ln
T

T − κt
, 0 ≤ t ≤ T.

Maintenant, on va démontrer que pour tout contrôle ν, la condition de la contrainte

de notre problème sup
0≤t≤T

V aRt(x, ν, α)

ζt(x)
≤ 1 est équivalente à

inf
0≤t≤T

Lt(ν) ≥ ln(1− ζ), (3.25)

avec

Lt(ν) =< y, θ >t −Vt −
1

2
‖y‖2t − |qα|‖y‖t. (3.26)
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En effet : pour tout ν ∈ U ,

sup
0≤t≤T

V aRt(x, ν, α)

ζt(x)
≤ 1 ⇐⇒ sup

0≤t≤T

xeRt − xeRt−Vt+<y,θ>t−
1
2
‖y‖2t−|qα|‖y‖t

ζxeRt
≤ 1

⇐⇒ sup
0≤t≤T

1− e−Vt+<y,θ>t−
1
2
‖y‖2t−|qα|‖y‖t

ζ
≤ 1

⇐⇒ sup
0≤t≤T

(
1− e−Vt+<y,θ>t−

1
2
‖y‖2t−|qα|‖y‖t

)
≤ ζ

⇐⇒ 1− inf
0≤t≤T

(
e−Vt+<y,θ>t−

1
2
‖y‖2t−|qα|‖y‖t

)
≤ ζ

⇐⇒ 1− einf0≤t≤T

(
−Vt+<y,θ>t−

1
2
‖y‖2t−|qα|‖y‖t

)
≤ ζ

⇐⇒ inf
0≤t≤T

(
− Vt+ < y, θ >t −

1

2
‖y‖2t − |qα|‖y‖t

)
≥ ln(1− ζ)

⇐⇒ inf
0≤t≤T

Lt(ν) ≥ ln(1− ζ).

À l’instant t = T , on en déduit que

LT (ν) ≥ ln(1− ζ),

et ceci implque que

K(y) ≤ ln(
1− κ

1− ζ
), 0 ≤ κ ≤ ζ,

où

K(y) =
1

2
‖y‖2T + |qα|‖y‖T − (y, θ)T et V κ

T = VT = ln
T

T − κT
.

Pour trouver la stratégie d’investissement optimale, il suffit de résoudre le problème d’op-

timisation (3.19) pour 0 ≤ a ≤ ln( (1−κ)
(1−ζ)

), donc d’après la proposition 3.2.1 et pour

0 < a ≤ − ln(1− ζ) on a

max
y∈l2[0,T ],K(y)=a

H(y) = H(ỹa) = C(a), (3.27)

où la solution optimale ỹa est définie par
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ỹa = y∗ = θtτλa
(t), avec λa = Φ−1(a).

et

C(a) = H(ỹa)

=

∫ T

0

ω(t)

(
ỹaθt −

1

2
| ỹa |2

)
dt

=

∫ T

0

ω(t)

(
θtτλa

(t)θt −
1

2
| θtτλa

(t) |2
)
dt

=

∫ T

0

ω(t)

(
τλa

(t)− 1

2
τ 2λa

(t)

)
| θt |2 dt.

Pour a = 0 le problème d’optimisation (3.19) implique que

K(y) ≥‖ y ‖T
(
| qα | − ‖ θ ‖T

)
+

1

2
‖ y ‖2T≥ 0 avec | qα |>‖ θ ‖T

Ainsi, il n’existe qu’une fonction pour laquelle K(y) = 0, à savoir y = 0.

De plus, d’après le lemme 3.2.3, on déduit que ρ(λmax) = 0 et la définition (3.6) implique

τλmax
(·) ≡ 0, yλmax ≡ 0 et Φ(λmax) = 0. (3.28)

Cela signifie que λmax = Φ−1(0) et yΦ
−1(0) = 0, c’est-à-dire yλa avec λa = Φ−1(a) est la

solution du problème d’optimisation (3.19) pour tout 0 ≤ a ≤ − ln(1− ζ).

Maintenant, on calcul la dérivée de C(a) :

d

da
C(a) = λ̇a

∫ T

0

ω(t)
(
1− τλa

(t)
)
|θt|2

(
∂τλ(t)

∂λ
|λ=λa

)
dt,

Depuis λ̇a = 1/Φ̇(λa), et d’après le lemme 3.2.1, la dérivée de C(a) est positive.

Donc

max
0≤a≤ln((1−κ)/(1−ζ))

C(a) = C

(
ln

1− κ

1− ζ

)
,
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et nous choisissons a = ln((1 − κ)/(1 − ζ) dans (3.27). On rappel maintenant pour tout

0 ≤ t ≤ T , les définitions ỹκt = θtτφ(κ)
(t) et υκt = κ

T−tκ
et on fixe νκ = (ỹκt , υ

κ
t )0≤t≤T .

Ainsi pour ν ∈ U avec VT = − ln(1− κ) on a

J(x, ν) ≤ J(x, νκ) = A(x) + Γ(κ).

Il est clair que γ = γ(κ) = arg max
0≤κ≤ζ

Γ(κ) donne la valeur optimale pour le paramètre κ.

Pour terminer la preuve, il suffit de vérifier la condition (3.25) pour la stratégie optimale

ν∗ défini par

y∗t = ỹγt et υ∗t = υγt .

En effet, on a :

Lt(ν
∗) = (y∗, θ)t −

1

2
‖ y∗ ‖2t − | qα |‖ y∗ ‖t −

∫ t

0

υ∗sds

= −
∫ t

0

g(u)du−
∫ t

0

υ∗sds,

où

g(t) = τ ∗t | θt |2
(

| qα | X (t)− 1 +
τ ∗t
2

)
et X (t) =

τ ∗t

2
√∫ t

0
(τ ∗t )

2 | θs |2 ds
.

D’après les définitions de φ(κ) et κ1 donnée par

φ(κ) = Φ−1

(
ln

1− κ

1− ζ

)
0 ≤ κ ≤ ζ,

et

γ = γ(ζ) = argmax0≤κ≤ζΓ(κ)

respectivement, puis

τ ∗t = τυ1(t) avec υ1 = φ(γ).
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La définition (3.6) implique

X (t) ≥ τυ1(T )

2τυ1(T )(0) ‖ θ ‖T

≥ 1 + υ1
2 ‖ θ ‖T (1 + T + υ1)

≥ 1

2 ‖ θ ‖T (1 + T )
.

Par conséquent,

|qα| ≥ 2(T + 1) ‖ θ ‖T
garantit que g(t) ≥ 0 pour t ≥ 0, ce qui implique

Lt(ν
∗) ≥ LT (ν

∗) = ln(1− ζ).

�

Corollaire 3.2.1 [16] Si ‖θ‖T = 0, alors pour tout 0 < ζ < 1 et pour tout 0 < α < 1
2

le

contrôle optimal ν∗ = (y∗t , v
∗
t ) est pour tout t ∈ [0, T ] de la forme

y∗t = 0 et v∗t = vγt ,

avec

γ = arg max
0≤κ≤ζ

ln(1− κ+ T lnκ) = min(κ0, ζ).

De plus, le processus de richesse optimal (X∗
t )0≤t≤T est une fonction déterministe

définie par

X∗
t = x

T −min(κ0, ζ)t

T
eRt , 0 ≤ t ≤ T.

Démonstration : La preuve de ce corollaire est une conséquence du théorème 2.7.1 et

la définition (2.12).

�

Nous donnons quelques conditions suffisantes pour lesquelles la solution du problème

d’optimisation (3.3) coïncide avec la solution du problème sans contrainte (2.9).
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Corollaire 3.2.2 Supposons que ‖ θ ‖T> 0 et que pour tout 0 < α < 1
2

tels que

0 < ζ < 1− e−|qα|‖θ‖T+‖θ‖2T /2 et |qα| ≥ 2(T + 1)‖θ‖T .

On définit

| θ |∞= sup
0≤t≤T

| θt |<∞.

Si 0 < ζ < κ0 et

| qα |≥ (1 + T ) ‖ θ ‖T
(
1 +

ζ(T + 1) | θ |2∞
(1− ζ)T − ζ

)
, (3.29)

alors, γ = ζ et la solution optimale ν∗ = (y∗t , υ
∗
t )0≤t≤T est de la forme :

y∗t = 0 et υ∗t = υζt .

De plus, le processus optimal de la richesse est la fonction déterministe ci-dessous :

X∗
t = x

T − ζt

T
eRt , 0 ≤ t ≤ T.

Démonstration : On considère le problème d’optimisation γ = γ(ζ) = arg max
0≤κ≤ζ

Γ(κ).

Pour le résoudre nous devons trouver la dérivée de l’intégrale

Γ(κ) = ln(1− κ) + T lnκ+

∫ T

0

ω(t)|θt|2
(
τφ(κ)

(t)− 1

2
τ 2φ(κ)

(t)

)
dt

E(κ) =

∫ T

0

ω(t) | θt |2
(
τφ(κ)(t)−

1

2
τ 2φ(κ)(t)

)
.

En effet, pour υ(κ) donnée dans φ(κ) = Φ−1
(
ln 1−κ

1−ζ

)
, on obtient

Ė(κ) =

∫ T

0

ω(t) | θt |2
(
1− τφ(κ)(t)

)
∂

∂κ
τφ(κ)(t)dt.

On définit τ1(t, φ(κ)) =
∂τλ(t)
∂λ

|λ=φ(κ) et on obtient :

∂

∂κ
τφ(κ)(t) = τ1(t, φ(κ))

d

dκ
φ(κ). (3.30)
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Donc,

Ė(κ) =
1

1− κ
B(φ(κ))

avec

B(λ) =

∫ T

0
ω(t) | θt |2 (1− τλ(t))τ1(t, λ)dt

φ̇(λ)
.

Définir r̂(t, λ) =| qα | τλ(t)/ ‖ τλθ ‖T . Ensuite, à l’aide du lemme 3.2.1, nous avons

τ1(t, λ) ≤ 0 et d’après la représentation (3.8), on a

B(λ) =

∫ T

0
ω(t) | θt |2 (1− τ(t, λ)) | τ1(t, λ) | dt∫ T

0
r̂(t, λ) | τ1(t, λ) | dt

.

De plus, en utilisant la limite inférieure (3.9), nous estimons

B(λ) <
(1 + T )2 | θ |2∞‖ θ ‖T
| qα | −(T + 1) ‖ θ ‖T

= Bmax. (3.31)

La condition (3.29) pour 0 < ζ < κ0 implique que

Bmax ≤
(
1

ζ
− 1

)
T − 1.

Ainsi pour 0 ≤ κ ≤ ζ ≤ κ0, on obtient :

Γ̇(κ) >
T

κ
− 1

1− κ
(1 + Bmax) ≥

T

ζ
− 1

1− ζ
(1 + Bmax) ≥ 0.

Cela implique γ = ζ et, par conséquent, a(γ) = ln(1 − γ)/(1 − ζ) = 0 , ce qui implique

aussi par le lemme 3.2.2 que φ(a(γ)) = λmax. Par conséquent, nous concluons de (3.28)

que pour tout 0 ≤ t ≤ T

y∗t = τλmax(t)θt = 0.

Théorème 3.2.2 On suppose que

ζ > 1− 1

T
e−|qα|‖θ‖T+‖θ‖2T /2,
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alors pour tout 0 < α < 1
2

tel que |qα| > ‖θ‖T , la solution du probleme d’optimisation

(3.3) est donnée par

y∗t = θt et υ∗t =
1

ω(t)
,

et

dX∗
t = X∗

t

(
rt + |θt|2 − υ∗t

)
dt+X∗

t θ
′
tdWt.

Preuve : Il suffit de vérifier la condition (3.25) pour la stratégie optimale

ν∗ = (y∗t , υ
∗
t )0≤t≤T

avec
y∗t = θt

et
υ∗t = 1/ω(t), t ∈ [0, T ].

Il est facile de montrer que ζ > 1− 1
T
e−|qα|‖θ‖T+‖θ‖2T /2 implique que

LT (ν
∗) ≥ ln(1− ζ).

De plus, pour 0 ≤ t ≤ T Lt(ν
∗) est représenter par

Lt(ν
∗) = −

∫ t

0

g∗sds−
∫ t

0

υ∗sds,

où

g∗t =

( | qα |
‖ θ ‖t

− 1

) | θt |2
2

≥
( | qα |
‖ θ ‖T

− 1

) | θt |2
2

≥ 0.

On pose | qα |≥‖ θ ‖T . Alors, Lt(ν
∗) diminue en t, c’est à dire pour tout 0 ≤ t ≤ T

Lt(ν
∗) ≥ LT (ν

∗).

Cela implique l’affirmation de ce théorème.



Conclusion

Le calcul stochastique d’Itô et la théorie du contrôle des processus stochastiques ont

de nombreuses applications, notamment en industrie et en économie. Ils interviennent de

façon essentiel dans des problèmes fondamentaux de finance, l’évaluation des produits

dérivés et la gestion de portefeuille et des risques.

Dans notre travail nous avons utilisé des méthodes probabilistes telles que le calcul stochas-

tique d’Itô et la théorie du contrôle de processus stochastique pour résoudre un problème

d’investissement et de consommation optimale durant un horizon [0, T] dans un marché

financier de type Black-Sholes avec des coefficients déterministes.

Ainsi, l’investisseur devra contrôler son risque en utilisant un problème d’optimisation

(maximisation) stochastique d’une certaine fonction d’utilité choisie dans notre cas comme

fonction logarithmique qui représente la consommation attendue sur l’intervalle [0, T ] et

la richesse terminale à la date d’échéance T. Cette maximisation nous permet de minimi-

ser les pertes et d’affaiblir les risques dans la gestion. Comme l’investisseur doit contrôler

son risque, nous avons voulu examiner les problèmes de contrôle sous contraintes sur les

versions uniformes de la mesure Value-at-Risk (VaR) qui permettent de mesurer les pertes

potentielles d’un portefeuille et de choisir la stratégie financière idéale.

Comme perspective, une généralisation des résultats pour ce type de problème lorsque les

coefficients des marchés financiers considérés sont aléatoires.
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