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Introduction

Dans ce travail nous étudions le modèle probabiliste de la file d’attente avec clients impatients.
Le modèle classique de la file d’attente consiste en un système dans lequel des serveurs sont soumis
à un flux de requêtes qu’ils doivent traiter. Il a un grand nombre d’applications dans les réseaux
de télécommunications, dans les réseaux informatiques, les analyses de trafic routier ou même
dans de " vraies " files d’attente, au magasin, au cinéma... Il permet de répondre à des questions
de temps de traitement, de structuration de réseaux ou de dimensionnement.

Le développement du temps-réel est aujourd’hui une préoccupation majeure dans les réseaux
de télécommunication. Dans le contexte multimédia notamment, on cherche à transmettre les
données en un temps très bref. Des flux de données de types parfois très différents doivent
cohabiter, l’intégrité de ces flux doit être respectée et les réseaux qui les transmettent doivent
être à la fois flexibles et rapides. Toute donnée doit alors avoir une " durée de vie " très limitée
dans le système, puisque son traitement doit être instantané.

Pour rendre compte de la contrainte du temps-réel dans les réseaux, on doit enrichir le modèle
classique de la file d’attente par un nouveau paramètre, le délai des requêtes qui entrent dans
la file. On considère qu’une requête est perdue dès qu’elle dépasse ce délai sans avoir commencé
son traitement. En termes idéalistes, on parle de files d’attente avec clients impatients. Les
clients ont une patience pour entrer en service, au delà de laquelle ils choisissent de quitter la
file. Ce modèle a initialement été construit pour décrire les réseaux téléphoniques où les clients
mis en attente raccrochaient au bout d’un certain temps si leur appel n’était pas pris en compte.
On comprend qu’il est pertinent, plus largement, pour décrire les réseaux dits " temps-réel ".

On représente usuellement le comportement des files d’attente par des processus stochastiques
qui les décrivent de manière exhaustive. On cherche alors à savoir à quelle condition ces processus
atteignent le régime stationnaire et leurs comportements asymptotiques permettent souvent de

calculer les " performances " des systèmes (temps de réponse, probabilité de perte pour des files

à capacité limitée...).

Dans le cas particulier de la file d’attente avec clients impatients, le modèle probabiliste com-
porte un paramètre supplémentaire avec le délai des clients. La première question sur ce nouveau
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Introduction 7

modèle est de savoir si les processus qui décrivent habituellement les files d’attente classiques
y sont adaptés et sinon, de les représenter différemment. On cherchera ensuite à répondre aux
questions suivantes :

• stabilité : à quelle condition sur ses paramètres la file d’attente atteint-elle un régime station-
naire ?

• calcul des performances : comment calculer les différents indicateurs des performances
du système, au premier rang desquels, la probabilité de perte d’un client en fonction des
paramètres du système ?

• dimensionnement : comment mieux dimensionner la file (nombre de serveurs, vitesse d’exé-

cution) pour diminuer cette perte ?

• choix de la discipline de service : suivant quelle discipline servir les clients pour améliorer
ces performances et en particulier, pour en perdre le moins possible ?

Le chapitre 1 est dévolu à la description du modèle des files d’attente avec clients impatients.
Nous y introduisons les principales définitions et notations que nous utilisons tout au long de
cette travail. En particulier, nous définissons les processus stochastiques décrivant le système et
les disciplines de services que nous étudions.

Le chapitre 2 est consacré à la problématique d’ensemble et aux résultats et méthodes exis-
tants sur la stabilité et les performances des files d’attente avec clients impatients. Nous commen-
çons par rappeler les résultats de stabilité, de congestion à l’état stationnaire, de temps d’attente
pour des files d’attente dirigées par la discipline FCFS et rappelons les formules analytiques
existantes pour le calcul de la probabilité de perte et du temps d’attente des clients.

Ensuite, nous mettons l’accent sur la comparaison des performances entre les différentes

disciplines de services et en particulier sur l’optimalité de la discipline EDF (Earliest Deadline

First).

Après avoir pointé l’impossibilité d’appliquer la méthodologie adaptée aux files FCFS dans
le cas où la discipline est EDF, nous décrivons une méthode originale existant dans la littérature
pour décrire l’évolution d’un système soumis à EDF, mais sans perte de clients.

Tous les chapitres suivants sont dévolus à nos contributions.

Dans le chapitre 3, nous complétons les résultats de stabilité existants et décrits dans le cha-
pitre 2 pour une discipline de service quelconque et dans un cadre plus général pour les lois des
paramètres du système. Nous mettons en outre en évidence une méthode ergodique adaptée du
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calcul de Palm, pour déterminer à quelle condition le système atteint le régime stationnaire.

Dans le chapitre 4, nous nous intéressons au calcul de la probabilité de perte et à la compa-
raison entre les disciplines de service de ce point de vue. Nous donnons deux encadrements pour

la probabilité de perte, dans le cas M/G/1 à forte charge avec délais quelconques et dans le cas

G/M/1 avec délais déterministes. Nous donnons ensuite une nouvelle preuve de l’optimalité de

la discipline EDF pour la comparaison stochastique sur la perte des clients, montrons l’optima-
lité d’EDF en terme de probabilité de perte, et donnons un majorant du gain d’EDF pour la
probabilité de perte.

Nous prouvons par ailleurs que la discipline de service LDF (Latest Deadline First) est la " moins

bonne " discipline de service suivant ces critères.



Chapitre 1

Définitions et notations

Nous introduisons ici les définitions que nous allons utiliser tout au long de ce travail. Nous

définissons tout d’abord en partie (1.1), à partir de la définition générale d’une file d’attente,

la file d’attente avec clients impatients. Nous définissons en partie (1.2) la discipline de service

EDF , qui jouera un rôle central par la suite. Nous évoquons enfin en partie (1.3) les différentes

variables et processus de performances, qui permettront de décrire le comportement des différents
modèles étudiés.

1.1 La file d’attente avec clients impatients

Nous rappelons ici la définition générale du modèle probabiliste de la file d’attente, en intro-
duisant les processus de base aux quelles nous ferons référence tout au long de ce travail.

File d’attente

Soient des clients qui entrent dans un magasin à des instants aléatoires, en demandant un
service de durée aléatoire. Ces clients attendent dans une file d’attente que l’un des serveurs du
magasin soit libre pour pouvoir être servis.

On se place sur un espace probabilisé (Ω,F ,P). On appelle C1, C2, les clients dans l’ordre

de leurs arrivées, et on note pour tout n, Tn l’instant d’arrivées de Cn, et σn, la durée du service
demandé par Cn.

On suppose que p.s. les arrivées sont simples (un seul client entre à la fois), la suite des instants

d’arrivées (Tn, n ∈ N∗) est donc une suite de variables aléatoires p.s. strictement croissante. On

note (Nt, t ≥ 0), le processus stochastique qui compte, à chaque instant t, le nombre de clients
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10 Définitions et notations

entrés dans le système jusqu’à t. Autrement dit, pour tout t,

Nt =
∑
n∈N∗

11{Tn≤t}.

On notera par ailleurs U1 = T1 et pour tout n ≥ 1, la (n + 1)-ième interarrivée

Un+1 = Tn+1 − Tn.

On dit alors que (Nt, t ≥ 0) est le processus des arrivées, (Un, n ∈ N∗), est la suite des interarrivées
et (σn, n ∈ N∗) est la suite des temps de services. On suppose par ailleurs que les suites des

interarrivées et des temps de services sont stationnaires et on note alors U , une variable aléatoire

(v.a.) générique ayant pour loi la loi des interarrivées et σ, une v.a. ayant pour loi la loi des

temps de services. On suppose de plus que ces v.a. sont intégrables :

E[U ] <∞ et E[σ] <∞,

on note en outre
λ = (E[U ])−1 et µ = (E[σ])−1

et on définit la charge ρ du système par :

ρ =
λ

µ
=

E[σ]

E[U ]
.

La file d’attente correspondante est donc l’objet probabiliste entièrement déterminé par ce pro-
cessus des entrées, par cette suite des temps de service, et par les propriétés du magasin. Nommé-

ment, ces propriétés sont le nombre de serveurs, la capacité de la file d’attente (ou buffer), c’est

à dire, le nombre de clients qui peuvent être mis en même temps en attente, et sa discipline de
service, i.e. le critère suivant lequel les serveurs choisissent le client prioritaire à servir lorsqu’ils
sont disponibles et qu’il y a des clients en attente. Les disciplines de service les plus usuelles
sont :

• FCFS (First came, First served) si on sert toujours le plus ancien client arrivé. En particulier,

si il n’y a qu’un serveur, la discipline revient à FIFO (First in, First out), puisqu’alors un

client entré avant un autre sort forcément avant lui sous FCFS,

• LCFS (Last came, First served) si on sert toujours le dernier client arrivé. En particulier, si

il y a un serveur, la discipline revient à LIFO (Lasi in, First out),

• RANDOM si on sert les clients au hasard suivant un tirage uniforme sur la population de la
file d’attente,
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• PS (Processor Sharing) si un " serveur " sert simultanément tous les clients présents dans le

système, à une vitesse divisée par le nombre de clients servis à chaque instant,

• Files avec priorités : les clients sont des représentants de différentes classes C1, C2,... et le
serveur, si il a le choix, sert un client de la classe Ci avant un client de la classe Cj si i < j.

Dans toutes les disciplines de services exceptée FCFS et PS, un client qui est déjà dans le
système peut voir entrer après lui un client qui lui est prioritaire. On dira alors qu’un serveur
sert de façon préemptive si il peut interrompre le service d’un client pour commencer à en servir
un autre qui lui est prioritaire, non-préemptive sinon.

Les lois de probabilités et les valeurs des paramètres qui caractérisent entièrement une file
d’attente sont résumés par la nomenclature de Kendall, notation universellement reconnue dans
la théorie des files d’attente quelconques :

Définition 1.1.1
Une file d’attente est entièrement caractérisée par le quintuple A/Y/s/s+B/X où :

– A représente la loi de la suite des interarrivées (Un, n ∈ N∗),
– Y représente la loi de la suite (σn, n ∈ N∗) des temps de services demandés par les clients,

– s représente le nombre (éventuellement infini) de serveurs,

– B est la taille (éventuellement infinie) du buffer (nombre de clients maximal qu’il peut

contenir),

– X représente la discipline de service.
En particulier, les deux premiers paramètres A et Y caractérisant les lois des suites des

interarrivées et des temps de services prennent essentiellement les valeurs suivantes :

– G (general) si la suite est stationnaire ergodique

– GI (general independent) si elle est i.i.d,

– M (memoryless) si la suite est i.i.d. de loi exponentielle (si A = M , le processus des entrées

est donc un processus de Poisson),

– D (deterministic) si la suite est déterministe et constante.

En général, si aucune ambiguïté n’est possible, on notera ././s, une file avec s serveurs, de

buffer de capacité infinie, régie par la discipline FCFS. Par exemple, la file M/M/1 est la file

d’attente où les clients entrent suivant un processus de Poisson, en demandant un service de loi
exponentielle, avec un serveur, un buffer de taille infinie et traitée en FIFO.

Modèle avec clients impatients
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Pour modéliser le transfert de données en temps-réel, on doit ajouter une contrainte au
système en spécifiant que les tâches sont perdues si le temps qu’elles passent dans le système est
plus grand qu’un délai qui leur est alloué.

Le modèle que nous considérons est donc une file d’attente où les clients ont un délai (ou patience)

pour être servis, au delà duquel ils sortent du magasin sans avoir été satisfaits. Autrement dit, le
n-ième client Cn entre dans la file d’attente affecté du délai Dn, qui est une variable aléatoire p.s.

strictement positive. Si il n’a pas pu atteindre le serveur à la fin de sa patience (i.e. à l’instant

Tn + Dn), il est éliminé du système. Les délais seront donc considérés éliminatoires et jusqu’au

début du service.
Par ailleurs, la suite (Dn, n ∈ N∗) sera toujours supposée stationnaire de loi générique la loi

de D. On supposera de plus que

E[D] <∞

et on notera
Γ = (E[D])−1.

Par ailleurs, si le client Cn est toujours dans le système à l’instant t, on appellera son délai

résiduel à t DRn(t) le temps restant à t avant l’expiration de son délai. On a alors :

DRn(t) = Dn − (t− Tn).

On peut décrire la file d’attente avec clients impatients avec la nomenclature suivante, introduite

par Barrer ([1]) :

Définition 1.1.2
Une file d’attente avec clients impatients est caractérisée par la donnée de A/Y/s/s+D/X,

où :

• A, Y et s représentent, comme dans la nomenclature de Kendall, respectivement la loi du
processus des arrivées, des temps de services et le nombre de serveurs,

• D représente la loi générique des délais des clients, éliminatoires et jusqu ’au début du service,

• X est la discipline de service.

Remarque 1.1.1
Si le contraire n’est pas précisé, on supposera toujours que la discipline de service est non-

préemptive.

La définition précédente indique que l’on suppose toujours que le buffer est de taille infinie.

Le paramètre aléatoire D (le délai) remplace alors dans la nomenclature de Kendall classique le
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paramètre B (la taille du buffer) comme facteur limitant la capacité du système. La file d’attente

avec clients impatients est donc un modèle à perte, au même titre par exemple qu’une file à buffer

fini G/G/s/s+ B (où un client est perdu si il entre dans le système alors que le buffer est déjà

plein).

Il est par ailleurs à noter que dans la littérature, les délais peuvent aussi ne pas être élimina-

toires (auquel cas ils ne servent qu’à donner des priorités aux clients). Un client reste alors dans

le système après expiration de sa patience, même si il n’a pas atteint le serveur.
Enfin, les délais peuvent aussi être éliminatoires, mais jusqu’à la fin du service : dans ce cas un

client est éliminé si il n’a pas terminé son service à l’instant Tn +Dn. Mais nous nous limiterons

dans ce travail aux cas précisés dans la définition (1.1.2)

1.2 Disciplines de service temps-réel

Les disciplines de services mentionnées dans la partie précédente sont bien sûr applicable à
une file d’attente avec clients impatients. La dynamique de la file d’attente est alors celle d’une
file d’attente classique, modifiée par les éliminations de clients, qui ne sont plus à servir.
Ceci étant, aucune d’entre elles ne tient a priori compte des délais des clients. Nous présentons
ici deux disciplines de services, définies dans le cas où les clients sont affectés de délais et qui
joueront un rôle central dans cette étude : les disciplines EDF et LDF .

Définition 1.2.1

1. La discipline de service d’une file d’attente avec clients impatients est dite EDF (Earliest

Deadline First) non préemptive (notée EDF ) si à chaque fin de service, le serveur sert le

client dont le délai résiduel à cet instant est le plus court. Il sert alors ce client jusqu ’à
complétion de son service.

2. La discipline de service est dite EDF préemptive (notée EDFp) si le serveur sert à chaque

instant le client dont le délai résiduel à cet instant est le plus court.

3. La discipline est dite LDF (Largest Deadline First) non-préemptive (LDF ) si le serveur

sert à chaque fois qu’il complète un service le client dont le délai résiduel à cet instant est
le plus long.

4. La discipline est dite LDF préemptive (LDFp) si le serveur sert à chaque instant le client

dont le délai résiduel à cet instant est le plus long.

Comme nous l’avons précisé dans la remarque précédente, nous n’étudierons en détail que les
disciplines de services non-préemptives, notées ici EDF et LDF . Nous reviendrons largement
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par la suite sur les propriétés de ces disciplines de service et sur les problèmes que pose l’étude
des files d’attente correspondantes.

1.3 Variables remarquables et processus de performances

Définissons ici les différentes variables aléatoires et processus stochastiques caractérisant une
file d’attente avec clients impatients.

• le temps d’attente proposé Wn au client Cn est le temps qu’aura à attendre Cn avant d’être

servi. Ce temps peut être supérieur à Dn, auquel cas Cn est perdu (il n’a pas pu atteindre

le serveur),

• le temps d’attente T a
n d’un client Cn est le temps effectivement passé par Cn dans le buffer :

T a
n = Wn 11{Wn<Dn} +Dn 11{Wn≥Dn},

• le temps de séjour T sn du client Cn est le temps que passe effectivement Cn dans le système

(buffer + service) :

T sn = (Wn + σn) 11{Wn<Dn} +Dn 11{Wn≥Dn}.

Pour tout système de files d’attente à perte, la probabilité de perte πk du client Ck est la
probabilité que ce client soit perdu. Par exemple, pour une file d’attente classique à buffer fini

M/M/1/1 + B, cette probabilité serait donnée par la probabilité qu’il y ait 1 + B clients dans

le systèmes à l’entrée de Ck. Dans le cas d’une file d’attente avec clients impatients, la condition
de perte est plus complexe : πk est donnée par la probabilité que Ck se voit proposer un temps
d’attente supérieur à son délai :

πk = P[Ck est perdu] = P[Wk > Dk] (1.1)

Définissons maintenant les processus de performances :

• le processus de congestion (Xt, t ≥ 0) est le processus comptant le nombre de clients dans le

système à chaque instant t,

• le processus d’affluence du buffer (Qt, t ≥ 0) est le processus qui compte le nombre de clients

dans le buffer à l’instant t. Ainsi, pour tout t :

Qt = (Xt − s)+,
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• pour tout n ≥ 1, on note par T̃n, le n-ième instant de sortie du serveur, c’est-à-dire, l’instant de

la n-ième fin de service. Le processus des fins de services (St, t ≥ 0) est alors le processus

ponctuel (à trajectoires p.s. càdlàg) comptant le nombre de services terminés jusqu’à t.

Autrement dit, pour tout t :

St =
∑
n∈N∗

11T̃n≤t,

• pour tout n ≥ 1 , on note par σ̃n, la durée du n-ième service rendu par le serveur, i.e. la durée

du service qui se termine à T̃n,

• pour tout n ≥ 1, on note par Ťn, le n-ième instant où un client est perdu. Le processus des

pertes (Pt, t ≥ 0) est alors le processus càdlàg comptant le nombre de pertes jusqu’à t.

Pour tout t :

Pt =
∑
n∈N∗

11Ťn≤t,

• le processus des départs du système (Dt, t ≥ 0) est le processus comptant les instants de sorties

du système (services ou pertes) jusqu’à t. Autrement dit, pour tout t :

Dt = St + Pt.

Si on réordonne les délais résiduels des Qt clients présents dans le buffer à t par ordre croissant

(pour les servir en EDF , donc), on note ces délais résiduels :

R1(t) < R2(t) < .... < RQt(t).

R1(t) est donc le plus petit délai résiduel à l’instant t. A un instant de fin de service T̃n, le

serveur sert donc en EDF le client de délai résiduel R1(T̃n) . On notera également le délai initial

du client prioritaire à l’instant t par D(t). Supposons que la file est traitée en EDF . Soit n0, le

numéro du client prioritaire à l’instant t dans l’ordre des arrivées (ce client est donc Cn0). On a

alors
R1(t) = DRn0(t) et D(t) = Dn0 = R1(t) + t− Tn0 .

On notera également

Zt = RQt(t),

le plus grand délai résiduel à t d’un client dans le buffer à t. A chaque fin de service T̃n , on sert

donc en LDF le client dont le délai résiduel à T̃n est ZT̃n . Le processus (Zt, t ∈ R+) est donc le
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processus des délais résiduels maximaux.

On a vu que, tout au long de ce travail, tous les processus et les suites de bases du modèle

(entrées, services, délais) seront au moins considérés stationnaires. Ceci étant, rien ne dit pour

l’instant que le système lui-même, et par-là même les variables de performances comme les temps
d’attente et de séjour et les processus de performances X et Q, soient des processus stationnaires.

La zone de stabilité de la file d’attente est l’ensemble des valeurs des paramètres de la file

d’attente (lois des arrivées, des demandes de services et des délais) telles que le système puisse

atteindre le régime stationnaire (et dans ce cas, il l’atteindra forcément un jour). En particulier,

la loi du processus X devient stationnaire, et un client qui entre dans le système trouve toujours
le système à l’état stationnaire, sans perturber cet état. La version stationnaire de X est alors la
loi de probabilité sur N telle que pour tout t à partir de l’atteinte de l’état stationnaire,Xt soit
distribué suivant cette loi.
On notera, à l’état stationnaire :

– X∞, la version stationnaire de Xt

– Q∞, la version stationnaire de Qt,
– T a, la version stationnaire du temps d’attente,
– T s, la version stationnaire du temps de séjour.
– W , la version stationnaire du temps d’attente proposé.

On appelle point de construction d’une file d’attente stable, un point de renouvellement pour
son processus de congestion, c’est à dire, un instant où un client entre dans un système vide. On
appelle par ailleurs busy cycle, le temps qui s’écoule entre deux points de construction successifs.
Un busy cycle se décompose en

busy cycle = busy period + idle period

où la busy period est le temps passé entre le point de construction et le premier instant de vidage
et Y idle period est le temps passé entre cet instant de vidage et le point de construction suivant.
Par définition de la stabilité d’une file d’attente, une file d’attente stable a p.s. une infinité de
points de construction, et les durées des busy periods successives forment une suite i.i.d., d’es-
pérance finie.

A supposer que le système atteigne un jour l’état stationnaire, on définit un important indica-
teur de performances pour une file d’attente à perte, la probabilité de perte à l’état stationnaire,
ou probabilité de perte.

Définition 1.3.1
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Pour toute file d’attente à perte, la probabilité de perte est donnée par :

π = P[un client entrant dans le système à l’état stationnaire est perdu]. (1.2)

Pour une file d’attente avec clients impatients, π est donnée par la probabilité à l’état stationnaire
qu’un client doive attendre plus longtemps que son délai pour être servi :

π = lim
n→∞

πn = lim
n→∞

P[Wn > Dn] = lim
n→∞

P[Wn > D] = P[W > D]. (1.3)



Chapitre 2

Problématique et résultats existants

Nous exposons ici les principaux résultats existants sur le sujet des files avec clients impa-
tients. Nous présentons en outre les difficultés méthodologiques soulevées par ce modèle, comme
une introduction à nos contributions, qui suivront ce chapitre.

La littérature, abondante en ce qui concerne le domaine général des files d’attente, est en
réalité assez réduite dès lors que l’on pose des limites sur le temps d’attente des clients. On
distinguera ici trois types d’approches, auxquelles correspondront les trois parties de ce chapitre
d’état de l’art du problème.

La première consiste à adapter la théorie classique des files d’attente FCFS au cas où les
clients sont impatients. On cherche dans ce cadre à savoir à quelles conditions les processus qui

sont les métriques habituelles d’étude du système (congestion, charge de travail...) restent ergo-

diques et à en déduire les caractéristiques du système à l’état stationnaire. La théorie est assez
robuste : en supposant au moins que les interarrivées, les temps de service et les délais forment
des suites i.i.d., on peut adapter certaines descriptions de la file d’attente classique FCFS et
donner des formules explicites pour la stabilité, la probabilité de perte ou le temps d’attente.

La deuxième approche pose le problème des files d’attente avec clients impatients en terme
d’ordonnancement : quelle discipline de service doit- on appliquer pour perdre le moins de clients
possible ? Apparaît ici l’idée qu’une autre discipline de service que FCFS, qui prenne en compte
les délais des clients, peut traiter la demande de manière plus performante.

Il émerge des travaux réalisés sur le sujet que la discipline de service EDF est optimale à
plusieurs titres. Ceci étant, ces résultats sont pour l’heure, soit posés en termes totalement déter-

ministes (on connaît le scénario des requêtes, on ordonnance le traitement des tâches pour donner

18
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la meilleure réponse), soit purement expérimentaux : il apparaît que les arguments valables pour

l’étude probabiliste d’une file avec clients impatients gérée par FCFS ne sont pas adaptables à
un système EDF par exemple.

Nous présentons donc une troisième approche, celle de la Real Time Queueing Theory

(RTQT) ([14]) : elle propose un processus stochastique original pour décrire une file d’attente

avec délais non éliminatoires régie par EDF .

Ce chapitre s’organise comme suit : en partie (2.1), nous passons en revue les résultats

existants sur le problème de la file FCFS avec clients impatients. En partie (2.2), nous présentons

l’état de l’art sur la question de la comparaison des performances entre les différentes disciplines

de service et en particulier l’optimalité de l’algorithme EDF . En partie(2.3), nous présentons

la problématique de l’étude probabiliste d’une file d’attente régie par EDF et la complexité de

ce modèle. Nous voyons en section (2.3.2) les résultats expérimentaux existant sur le calcul des

performances d’EDF et en section (2.3.3), nous évoquons brièvement la méthode originale de la

RTQT et donnons l’intérêt théorique que cette méthode peut présenter dans le cadre de notre
problème.

2.1 La file FCFS : résultats et méthodes existants

Depuis longtemps (Erlang, [16]), on sait étudier avec des processus markoviens simples, l’état

stationnaire d’une file d’attente " classique "M/M/s/s+B gérée par FCFS où B est la taille,

limitée et déterministe, du buffer. Ces modèles sont les modèles à pertes les plus simples. On

décrit parfaitement le comportement du processus de congestion (Xt, t ≥ 0) et on en déduit que

le système atteint la stationnarité sans condition sur ses paramètres. Par ailleurs, la propriété
PASTA avec l’ergodicité de X permet de donner la probabilité de perte à l’état stationnaire par
la probabilité à l’état stationnaire qu’il y ait s+B clients dans le système.

Le délai (ou patience, suivant les auteurs) affecté aux clients apparaît comme une limita-

tion (mais de taille aléatoire !) de la capacité du système. Barrer ([1]) a, le premier, soulevé le

problème pour une file d’attente M/M/s/s+D/FCFS : peut-on adapter le résultat précédent

pour trouver la probabilité de perte d’un client ? La réponse est non, puisqu’alors le processus
de congestion X n’est pas markovien. Barrer construit alors un modèle ad hoc pour lever cette
indétermination. Ce faisant, il exhibe la loi stationnaire du nombre de clients dans le système et
donne π la probabilité de perte :
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π =
1

s!
ρs exp(λ−sµ)d P[X∞ = 0], (2.1)

où d est la valeur des délais initiaux. Gnedenko et Kovalenko ([20]) ont pointé et corrigé des

erreurs dans la preuve de (2.1), tout en validant la formule. Jurkevic ([23]) a ensuite élargi ce

résultat et donné la loi du nombre de clients à l’état stationnaire lorsque les délais sont le mi-
nimum d’une constante et d’une loi exponentielle. Par ailleurs, Finch a donné la loi du temps

d’attente dans une file GI/M/1/1+D/FIFO ([17]). Des considérations du même type ont mené

au calcul de la probabilité de perte d’une fileM/G/1/1+D/FIFO (Kok et Tijms, [12]) et d’une

file M/G/1/1 + D/FIFO avec délais jusqu’à la fin du service ([13]). Citons encore [10], [19] et

[37] pour d’autres résultats sur des modèles de ce type.

Pour initier la généralisation de ces résultats à une file G/G/1/1 +G/FIFO, [30] donne une

borne supérieure heuristique pour la probabilité de perte :

π ≤ P[σ > U ] (2.2)

Pour une file d’attente classique G/G/1 régie par FIFO, le descripteur d’état est la suite des

temps d’attente proposés aux clients (ou workload) (Wn, n ∈ N) L’équation de Lindley donne
pour tout n :

Wn+1 = [Wn − Un+1 + σn]+ (2.3)

L’étude de la stabilité de la file G/G/1 due à Loynes ([31]) utilise ce processus remarquable.

Loynes prouve qu’à la condition

E[U ] > E[σ] (2.4)

le système atteint un régime stationnaire, et décrit le régime stationnaire du système avec W , la
loi stationnaire du workload.

Revenons au temps-réel. Baccelli et Hébuterne ([7]) et Baccelli, Boyer et Hébuterne ([5])

montrent que le workload d’une file d’attenteGI/GI/1/1+GI/FIFO est une chaîne de Markov à

partir d’une observation simple : le workload est le même que celui d’un système où les clients, qui

connaissent à leur arrivée la valeur du workload (aware customers), ne rentrent effectivement dans

le système que si le workload est plus petit que leur délai (auquel cas ils seront forcément servis).

Une file avec aware customers n’endure donc pas de perte de clients rentrés dans le système : un
client peut savoir dès le début s’il pourra atteindre le service ou non avant l’expiration de son
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délai, et ne rentre pas si ça n’est pas le cas. Le workload de la file avec aware customers (et donc,

celui de la file avec unaware customers) vérifie alors une équation markovienne du même type

que (2.3) : {
Wn+1 = [Wn + σn − Un+1]+ si Dn > Wn

Wn+1 = [Wn − Un+1]+ sinon.

Il est alors aisé de donner la condition pour l’atteinte du régime stationnaire :

Théorème 2.1.1 (cf [5])

A la condition P[σ < U ] > 0 la chaîne de Markov (Wn, n ∈ N) est ergodique si et seulement

si :
1− ρ(1− lim

n→∞
(1− P[D > x])) > 0.

De plus, les périodes d’activité sont d’espérance finie.

En particulier, ce théorème implique qu’à la condition P[σ < U ] > 0 , si la loi des délais

ne charge pas +∞, la file est stable dans le sens où les périodes d’activité sont p.s. finies.
Remarquons d’ailleurs que cette condition de stabilité est plus faible que la condition de Loynes

(2.4), ce à quoi on pouvait s’attendre, puisque l’on perd des clients.

L’étude du comportement stationnaire de la file donne aussi une relation simple entre la

probabilité de perte de la file et la probabilité que le système soit vide à l’état stationnaire. [5]
montre que :

π = 1− 1

ρ
+

P[X∞ = 0]

ρ
. (2.5)

Considérons maintenant le cas M/M/s/s+G/FCFS. [5] donne la loi du temps d’attente de

la file M/M/s/s+GI/FCFS grâce à l’argument précédent. Récemment, des méthodes marko-

viennes nouvelles ont permis de donner des formules exactes pour des métriques de performance
du système, telles que la probabilité de perte ou le nombre de clients à l’état stationnaire. Brandt

et Brandt ([4]) et Movaghar ([32]) donnent la loi du nombre de clients à l’état stationnaire X∞
dans une file M/M/s/s + GI/FCFS (et même, où les paramètres des lois exponentielles des

interarrivées et des services dépendent du nombre de clients dans le système, siaie dépendant

imput, [32]). Ils utilisent un argument de " conservation de flux "(entrées en sorties) dû à Klein-

rock ([24]) : à l’état stationnaire, le nombre de clients dans le système a la même loi suivant qu’il

est vu d’un client qui sort du système (éliminé ou servi) ou d’un client qui entre dans le système.

Les calculs sont alors permis par des propriétés spécifiques du processus de Poisson (PASTA...).



22 Problématique et résultats existants

Ils donnent en particulier pour la file M/M/1/1 +GI/FIFO le terme P[X∞ = 0] par :

P[X∞ = 0] = 1 + λ

∫ ∞
0

eλ
∫ y
0 P[D>0]dx−µydy (2.6)

ce qui avec (2.5) donne explicitement la probabilité de perte pour la file M/M/1/1 +G/FIFO

(notons que le résultat est généralisé à la file M/M/s/s+GI/FCFS pour s ≥ 1).

Dans le cas d’une file M/M/s/s + D/FCFS où les délais initiaux déterministes sont tous

égaux à d, [9] propose une approche sensiblement différente et notamment le calcul explicite

de performances (probabilité de perte, temps d’attente...) par l’étude de la loi stationnaire du

processus markovien à 1 ancienneté (Kt, t ≥ 0), à valeurs dans l’espace

({0} × {0, 1, ..., s}) ∪ ({1} × [0, d]) :

{
Kt = (0, c) si il y a c clients dans le système, c ≤ s,
Kt = (1, Yt) s’il y a au moins s + 1 clients dans le système.

où Yt est le temps passé dans le système à t par le client prioritaire à cet instant (le plus ancien).

On peut alors calculer la loi stationnaire de (Kt, t ≥ 0) et donc la densité f de la version

stationnaire de Y . En vertu de la propriété PASTA, la probabilité de perte est alors donnée par :

π =
f(d)

λ
(2.7)

où λ est l’intensité du processus des entrées, et on retrouve le résultat de Barrer, (2.1). Remar-

quons que le résultat précédent est généralisé à des délais courant jusqu’à la fin du service, où le
modèle est adaptable.

2.2 Comparaison des disciplines de service

Voyons maintenant dans les grandes lignes où en est le spectre de la connaissance concernant
la question suivante : étant fixé un scénario d’arrivées de requêtes, affectées de délais d’exécu-
tion donnés, comment ordonnancer le traitement des tâches de manière à obtenir de meilleures
performances ?

Un scénario temps-réel (scénario de trafic avec délais) est dit faisable par un ordonnanceur s’il

peut traiter toutes les requêtes sans en perdre une seule. Dertouzos [11] prouve alors le résultat

suivant :
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Théorème 2.2.1 (cf [11])

L’algorithme EDF est optimal en terme de faisabilité parmi tous les algorithmes préemptifs.

L’optimalité d’EDF en termes de faisabilité signifie qu’il n’existe pas de scénario de trafic temps-

réel faisable par un autre algorithme préemptif, mais pas par EDF . D’autre part, Leboucher [25]

montre qu’EDF est également optimal en terme de faisabilité si on considère les délais jusqu’à
la fin du service, et dans d’autres cas connexes.

En des termes probabilistes, les résultats sont très réduits. Comme on va le voir tout au long
de ce travail, la dynamique du système sous EDF est très complexe. Panwar, Towsley et Wolf

([35]) montrent cependant le résultat suivant :

Théorème 2.2.2 (cf [35]) ;

Soit γ, une discipline de service quelconque. En notant P γt , le nombre de clients perdus à t

sous γ, Bγ
n, la durée de la n-ième busy period sous γ et T γ le débit de serviee sous γ :

1. pour toute file G/M/s/s+GI, pour tout t, PEDFt ≤st P γt ,

2. pour toute file M/G/s/s+GI, T γ ≤ T EDF et pour tout n, BEDF
n ≥st Bγ

n,

où on note :
X ≥st Y ⇔ P[X ≤ x] ≤ P[Y ≤ x], pour tout x ∈ R

Il est à noter que ces résultats sont obtenus par stricte comparaison des files d’attente trajec-

toire par trajectoire (i.e., pour un scénario de trafic donné) et ces arguments ne permettent pas

a priori de calculer ou même d’estimer la loi du processus des pertes sous EDF (PEDFt , t ≥ 0)

et la probabilité de perte sous EDF, πEDF . Néanmoins, ils confirment le résultats précédent de
faisabilité en tant qu’ils désignent aussi EDF comme la discipline optimale.

2.3 La file EDF : problématique probabiliste

2.3.1 Description du système

Comme on l’a remarqué dans la section précédente et mis à part le dernier résultat, les
comparaisons de performances entre les disciplines de service ont souvent été posées en termes
d’ordonnancement pur, et rarement en termes probabilistes. Elles désignent EDF comme la
discipline optimale. Cependant, alors que l’étude d’un système temps-réel sous FCFS est très

robuste comme on l’a vu en partie (3.1), il n’en va pas de même lorsque la discipline de service

est EDF .
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En effet, du point de vue du client qui rentre dans le système, la situation est beaucoup
plus complexe qu’en FCFS. Sachant son délai initial et le workload du système à l’instant de
son arrivée, un client ne peut pas savoir en EDF s’il sera servi ou non. Sa situation dans la file
d’attente va évoluer de manière instable et incertaine, puisque des clients peuvent entrer dans
le système après lui et passer devant lui si leur délai initial est plus court que son délai résiduel
à l’instant de leur arrivée. Ensuite, la situation du même client peut brutalement s’améliorer
s’il s’avère que ces clients qui l’ont préempté sont éliminés du système à cause d’un délai trop
court. En allant plus loin, il est très clair en FCFS qu’un client entrant dans un système à l’état
stationnaire a d’autant moins de chances d’être perdu que son délai initial est long. Par contre,
sous EDF , il semble a priori beaucoup plus difficile de répondre à cette question : un client qui
a un délai initial très long et qui, de fait, a beaucoup de chances de passer longtemps dans le
système n’a pas forcément plus de chances d’être servi qu’un client qui entre dans le système

avec un délai initial très court, et qui a donc une probabilité grande d’être prioritaire (dans le

cas non-préemptif), ou même d’être directement servi (dans le cas préemptif).

Ces remarques montrent donc bien la difficulté de décrire l’évolution de la file d’attente sous
EDF par un descripteur d’état classique : entre autres, les remarques que nous venons de faire

montrent que le processus de congestion (Xt, t ∈ R+), la suite desworkload aux instant s d’entrées

(Wn, n ∈ N) ou encore le processus d’ancienneté (Kt, t ≥ 0) introduit par [9] pour la file FCFS

ne sont pas markoviens dans le cas d’EDF .

Cela pose problème, car nous avons vu qu’EDF est précisément la discipline de service la
plus intéressante en tant qu’elle maximise de nombreux critères de performances. C’est bien là
toute la problématique de ce travail : la théorie probabiliste est robuste lorsqu’il s’agit d’étudier
les propriétés à l’état stationnaire d’un système régi par FCFS, mais les mêmes arguments
ne peuvent plus s’appliquer s’agissant d’un système EDF , qui par ailleurs présente toutes les
propriétés d’optimalité.

2.3.2 Calcul numérique des performances d’EDF

La simulation des performances d’EDF ne peut déjà être réalisée qu’en mettant en évidence
un bon descripteur du système. Ainsi, citons quelques exemples montrant comment simuler
numériquement la perte du système sous EDF en mettant en évidence une chaîne de Markov

[[22], [34], [33], [35]]. Cela peut sembler surprenant, puisqu’on a vu qu’aucune chaîne de Markov

simple ne peut a priori décrire un système sous EDF . Précisément, des approximations du
système par un autre sont nécessaires pour rendre le système markovien et ces études ont des
limites :
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– Certaines d’entre elles utilisent un modèle simplifié, comme par exemple la file F/ML(n)

([22]), qui n’applique EDF qu’aux n premiers (ou derniers, [34]) clients, les autres étant

servis en FIFO.
– Le calcul de π impose des limites pratiques sur le nombre d’états du système, et requiert

une spécification restrictive des données, comme les n clients choisis dans [22], ou une borne

sur les délais ([35]).

Par ailleurs, Chen et Decreusefond donnent dans [8] une méthode originale adaptée de la loi

de conservation de Kleinrock pour calculer numériquement le temps d’attente moyen pour une

file d’attente M/G/1/1 +G/EDF , où te clients appartiennent à N classes différentes qui déter-

minent leur délai. Ce calcul s’effectue par la résolution d’un système non linéaire de dimension
N , faisable numériquement.

De manière générale, la mise en place de l’algorithme EDF pose comme on vient de le voir de
vrais problèmes de tractabilité pour les calculs numériques et les simulations, et présente de plus
un coup algorithmique en terme de complexité. Une autre question sous-jacente devient donc : le
gain de performance d’EDF est-il suffisamment important par rapport au système FCFS par
exemple, pour compenser cette plus grande complexité ? A notre connaissance, il n’existe pas
dans la littérature de réels éléments permettant de répondre à cette question. L’un des objectifs
de ce travail est précisément de donner des pistes pour le calcul des performances sous EDF .

2.3.3 Le descripteur à valeurs mesures ponctuelles

Nous introduisons ici l’idée et la méthode de Doytchinov, Lehoczky et Shreve (RTQT , [14])

pour décrire une file d’attente à un serveur régie par EDF . L’idée centrale de ce travail consiste
à considérer comme processus descripteur du système le processus à valeurs mesures ponctuelles
qui garde la trace à l’instant t de tous les délais résiduels de tous les clients présents dans le
système à l’instant t. Les trajectoires du processus prennent donc leur valeur dans un espace

d’état beaucoup plus complexe que la droite réelle (ici, un espace de dimension infinie), mais

semblent être les seules qui rendent compte de l’évolution du système de manière exhaustive.

Soit le système suivant :

– une file d’attente GI/GI/1,

– les clients entrent affectés de délais i.i.d. et p.s. bornés et son servis suivant la discipline
de service EDF préemptive,

– aucun client n’est perdu : les clients restent dans la file même si leur délai est expiré, jusqu’à
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l’achèvement de leur service.

Attardons-nous sur les deux différences majeures avec les systèmes que nous étudions dans
cette mémoire :

– d’une part, les délais ne sont pas éliminatoires, ce qui bouleverse fondamentalement la
dynamique du système : celui-ci ne présente pas la même condition de stabilité, ne se vide
pas aux mêmes instants, sert des clients que le système EDF avec élimination aurait perdus.
Dans ce cas, les délais des clients ne servent qu’à les classer dans la file,

– d’autre part, la discipline de service est préemptive, ce qui signifie que le service d’un client
peut être interrompu à tout moment si un client plus pressé que lui entre dans le système.

Remarquons enfin que l’hypothèse que les délais initiaux sont p.s. bornés n’est qu’une hy-
pothèse technique. D’une part, cette hypothèse est très plausible en pratique et d’autre part,
les simulations réalisées dans ces travaux indiquent que les résultats sont toujours vérifiés si
cette condition n’est pas remplie. Cela dit, nous verrons que nous pourrons nous passer de cette
hypothèse dans notre cas.

On définit alors comme descripteur du système, le processus des profils à l’instant t par, pour
tout t et pour tout borélien B :

Qt(B) = {nombre de clients dans le file à t ayant à t un délai résiduel dans B}

On note par ailleurs

Wt(B) = {travail associé aux clients dans le file à t ayant à t un délai résiduel dans B}

le processus du workload associé.

L’objet de [14] est l’étude à forte charge (ρ = 1) d’un tel système par changement d’échelle
en espace et en temps.;

On considère ainsi une suite de systèmes tels que λ(n)E[σ(n)]→ 1, où les clients entrent dans

le système affectés de délais initiaux D(n) de fonction de répartition G(n). On suppose qu’il existe

une fonction de répartition G telle que G(n)(
√
nx) = G(x) pour tout n.

On note pour le n-ième système, Q(n)
t et W(n)

t , les processus des profils et du travail corres-

pondant, et

– le Netput process N (n)
t = travail entré jusqu’à t,

– l’Idleness process I(n)
t = − min

0≤s≤t
N (n)
s = temps idle jusqu’à t
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– le Workload process W (n)
t = N

(n)
t + I

(n)
t .

On normalise ces processus de la façon suivante, par exemple :

Q̄(n)
t (B) =

1√
n
Q(n)
nt (
√
nB).

Rappelons maintenant le théorème central limite fonctionnel pour les files d’attente sans perte,
réalisé pour une charge limite 1. Au sens de la convergence en loi des processus à valeurs réelles :

Théorème 2.3.1

(N̂ (n), Î(n), Ŵ (n))⇒ (N∗, I∗,W ∗),

où N∗ est un mouvement Brownien avec dérive, et

I∗t = − min
0≤s≤t

N∗s ,

W ∗t = N∗t + I∗t .

En utilisant ce dernier résultat, Doytchinov et al. démontrent alors le théorème suivant :

Théorème 2.3.2 (cf [14])

Les processus à valeurs mesures W̄ (n) ef Q̄(n) convergent en distribution vers les processus

W̄ ∗ et Q̄∗ définis pour tout t et tout B par :

Ŵ ∗t (B) =

∫
B∩[F ∗(t),∞[

(1−G(x))dx, Q̂∗t (B) = λŴ ∗t (B),

où F ∗ est le processus défini pour tout t par :

F ∗(t) := H−1(W ∗t ), où H(y) :=

∫ ∞
y

(1−G(x))dx.

En projetant pour tout t et pour tout n continûment la mesure Q̂(n)
t sur la droite réelle, on a en

particulier :

Corollaire 2.3.1 ([14])

La longueur de la file renormalisée Q(n) converge en distribution au sens des processus vers
λW ∗.

Remarque 2.3.1 L’idée de prendre un processus à valeurs mesures ponctuelles comme indica-
teur de l’état d’un système à la dynamique instable est également développée par Gromoll, Puha

et Williams ([21]) dans le cas de la file d’attente Processor Sharing (PS) et par Limic ([29]) pour

une file LIFO, dans les deux cas pour des systèmes sans pertes à forte charge (ρ = 1).



Chapitre 3

Stabilité

Ce chapitre, et le chapitre suivant, sont dévolus à nos contributions.
Nous posons ici la question de la stabilité du système. A quelle condition sur les paramètres
du système, celui-ci atteint-il un régime stationnaire ? Comme on l’a vu dans le chapitre précé-

dent, théorème (2.1.1), une condition nécessaire et suffisante de stabilité pour une file d’attente

GI/GI/1/1 +GI/FIFO où les délais sont p.s. finis est donnée par

P[σ < U ] > 0.

Nous nous proposons ici d’élargir ce résultat à un cas plus général :

– en supposant seulement que l’on est dans le cas G/G/1, où les délais forment une suite

ergodique,
– en considérant une discipline de service quelconque.

Il est à noter en effet sur ce dernier point que les résultats de stabilité existant à notre
connaissance ne sont établis que pour la discipline de service FIFO. Une méthode liée au calcul

de Palm permet comme on va le voir de donner des résultats pour le cas G/G/1/1 +G et pour

une discipline de service quelconque.

Ce chapitre s’organise comme suit. En partie (3.1) nous montrons la stabilité dans le cas

GI/GI/1/1 +GI avec discipline de service quelconque, en comparant le processus de congestion

de la file avec clients impatients avec celui de la file " délai pur " G/G/∞.

Nous donnons en partie (3.2) un résultat de stationnarité adapté du calcul de Palm et d’un

schéma de récurrence arrière pour une file avec clients impatients G/G/1/1 + G avec discipline

de service quelconque.

28
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3.1 Régénérativité dans le cas GI/GI/1/1 +GI

3.1.1 Comparaison avec la file " délai pur "

Nous considérons ici une file d’attente délai pur G/G/∞, c’est-à-dire :

– les suites des interarrivées et des temps de service (Un, n ∈ N) et (σn, n ∈ N) sont ergodiques

et intégrables,
– il y a une infinité de serveurs.

Ainsi, chaque client qui entre dans le système est directement pris en charge par un serveur

(il y en a toujours un disponible) et reste dans le système pendant la durée de son service.

Nous noterons alors pour un tel système :

– σDPn , le temps de service demandé par le n-ième client entré dans la queue,

– XDP
n , le nombre de clients à l’instant t.

Théorème 3.1.1
Soit une file G/G/1/1 +G gérée par une discipline de service non-préemptive quelconque, où

(σn, n ∈ N) représente la suite des temps de service et (Dn, n ∈ N) est la suite des délais initiaux

des clients. Alors :

1. Le nombre de clients dans le système est à tout instantt inférieur à celui XDP
t de la file

G/G/∞ qui traite les demandes des mêmes clients, où les temps de services demandés par

les clients sont donnés par

σDPn = σn +Dn.

2. Le nombre de clients dans le buffer est à tout instant t inférieur au nombre de clients X̂DP
t

dans la file G/G/∞ qui traite les demandes des mêmes clients et où les temps de service

demandés par les clients sont donnés par :

σ̂DPn = Dn.

Preuve. Supposons que la file avec impatiences et la file délai pur partent du même état
initial.
Ensuite, elles traitent les demandes des mêmes clients (arrivés aux mêmes instants).

1. Dans la file G/G/1/1+G, le client Cn reste dans le système pendant un temps au plus égal

à σn+Dn. Par ailleurs, le même client Cn entre dans la üle délai pur en demandât un service
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σDPn = σn +Dn. Les suites (Dn, n ∈ N) et (σn, n ∈ N) étant ergodiques, (σDPn , n ∈ N) l’est

aussi et donc le système est bien de type G/G/∞. On a de plus :

Xt ≤
∑
n∈N

11{Tn≤t,Tn+σn+Dn>t} = XDP
t .

2. Le client Cn passe dans le buffer de la file G/G/1/1/G un temps inférieur ou égal à Dn.

Si on considère maintenant que les mêmes clients entrent dans le système délai pur en
demandant un service de durée

σ̂DPn = Dn,

ce système est bien de type G/G/∞ et on a :

Qt ≤
∑
n∈N

11{Tn≤t,Tn+Dn>t} = X̂DP
t

3.1.2 Résultat de régénérâtivité

La question de la stabilité est souvent posée en terme de finitude presque sûre des busy per-

iods, ou autrement dit, de régénérativité du processus de congestion (Xt, t ≥ 0). On dit qu’un

processus est régénératif lorsque 0 est récurrent positif pour ce processus. Dans ce cas,(Xt, t ≥ 0)

atteint p.s. un régime stationnaire et le temps passé entre les instants successifs de visite en 0

forment une suite i.i.d.. Dans le cas particulier où (Xt, t ≥ 0) représente le processus de conges-

tion d’une file d’attente, la régénérativité de X implique en particulier que la file d’attente atteint
un régime stationnaire et que les durées des busy periods successives forment une suite i.i.d.. En
particulier, le processus X atteint le régime stationnaire et la file est stable.

Théorème 3.1.2
Soit une file d’attente avec clients impatients GI/GI/1/1 + GI gérée par une discipline de

service non-préemptive quelconque, où les interarrivées sont notées (Un, n ∈ N), les temps de

services (σn, n ∈ N) et les délais initiaux des clients sont notés (Dn, n ∈ N). On suppose que :

P[D + σ < U ] > 0. (3.1)

Alors, le processus de congestion (Xt, t ≥ 0) est régénératif.

Preuve. Considérons la file GI/GI/∞ où les interarrivées sont de loi celle de U , telle que les

demandes de services des clients sont la somme des délais et des temps de services demandés par
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les clients de la file avec clients impatients (i.e.,(σDPn = σn+Dn, n ∈ N)). Soit P0
N , la probabilité

de Palm associée au processus des entrées N . (3.1) implique que

P0
N [σDP < U ] = P0

N [σ +D < U ] > 0.

On peut donc appliquer le résultat de Thorisson ([38], p.370) : le processus (X̂DP
t , t ∈ R+)

du nombre de clients dans la file GI/GI/∞ est régénératif. On applique alors la première partie

du théorème (3.1.1) : le processus (Xt, t ∈ R+) du nombre de clients dans la file avec impatiences

GI/GI/1/1 +GI atteint 0 p.s. une infinité de fois.

Remarque 3.1.1

Ce résultat généralise le théorème (2.1.1) à une discipline de service quelconque.

3.2 Stationnarité pour la file G/G/1/1 +G

Nous considérons ici le cas général d’une file d’attente avec clients impatients G/G/1/1 +G

gérée par une discipline de service non-préemptive quelconque.

3.2.1 Un résultat de stationnarité

Soient :

– (Ŝt, t ≥ 0), un processus ponctuel stationnaire de points (T̂n, n ∈ N). Pour tout t :

Ŝt =
∑
n∈N

11{T̂n≤t},

– pour tout n ∈ N,

σ̂n = T̂n+1 − T̂n.

La suite (σ̂n, n ∈ N) est donc une suite stationnaire ergodique de loi générale celle de σ̂,

– (α̂n, n ∈ N) une suite de marques du processus (Ŝt, t ≥ 0). La suite (α̂n, n ∈ N) est donc

une suite stationnaire ergodique de loi générale celle de α̂.

Nous nous plaçons sur l’espace de Palm correspondant au processus Ŝ. Plus précisément,

nous munissons l’espace probabilisé (Ω,F ,P) du flot θ = θT̂1 et de la probabilité de Palm P0
Ŝ

associés à Ŝ.
L’espace de Palm (Ω,F ,P0

Ŝ
, θ) est tel que :



32 Stabilité

– θ est stationnaire : Pour tout A dans F ,

P0
Ŝ

[θ−1(A)] = P0
Ŝ

[A],

– θ est ergodique : Pour tout A dans F ,

A = θ−1(A)⇒ P0
Ŝ

[A] = 0 ou 1,

– T̂0 = 0 , P0
Ŝ
− p.s.

Suivant cette définition, la suite (σ̂n, n ∈ N) est compatible avec le flot ergodique θ et autrement

dit, en notant pour tout n dans N,

θn = θ ◦ θ ◦ ... ◦ θ,

alors, P0
Ŝ
− p.s., pour tout n dans N :

σ̂n = σ̂ ◦ θn.

De même, (α̂n, n ∈ N) étant une suite de marques du processus (Ŝt, t ≥ o), elle est également

compatible avec le flot. C’est donc une suite stationnaire ergodique et pour tout n dans N :

α̂n = α̂ ◦ θn.

Nous supposons de plus que :

E0
Ŝ

[σ̂] <∞ et E0
Ŝ

[α̂] <∞.

Par ailleurs, nous supposons que le flot θ est bijectif, et notons :

θ−1(A) = B ∈ F tel que θ(B) = A.

Ainsi, pour tout n dans N,

θ−n = θ−1 ◦ θ−1 ◦ ...θ−1.

Nous décrivons une suite définie par une équation de récurrence de type équation de Lindley

([31]) :

Définition 3.2.1

Soit Y , une variable aléatoire p.s. finie. La suite (Ŷ Y
n , n ∈ N) à valeurs R+ est définie par :

{
Ŷ Y

0 = Y,

Ŷ Y
n+1 = [max{Ŷ Y

n , α̂n} − σ̂n]+, pour tout n ∈ N.
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Nous cherchons ici à établir à quelle condition (Ŷ Y
n , n ∈ N) atteint un régime stationnaire.

Autrement dit, nous cherchons une variable aléatoire Y , p.s. finie, telle que Y soit la version

stationnaire de la suite (Yn, n ∈ N), ou encore :

Ŷ Y
n = Y ◦ θn pour tout n ∈ N.

En particulier, avec la définition (3.2.1), on aura alors :

Y ◦ θ = [max {Y, α̂} − σ̂]+. (3.2)

On a le résultat suivant :

Théorème 3.2.1
Il existe une unique solution Y de (3.2), finie p.s.. De plus :

P0
Ŝ

[Y ≤ α̂] > 0. (3.3)

Preuve. Soit Y une solution de (3.2). Vérifions (3.3) :

– Si P0
Ŝ

[Y = 0] > 0, il n’y rien à montrer.

– Supposons que P0
Ŝ

[Y = 0] = 0. Alors, sur un évènement de probabilité 1,

Y ◦ θ > 0⇔ [max{Y, α̂} − σ̂]+ > 0⇔ Y ◦ θ = max{Y, α̂} − σ̂. (3.4)

Si on suppose que (3.3) est fausse, P0
Ŝ
− p.s., Y > α̂ et donc Y ◦ θ = Y − σ̂. On a alors :

E0
Ŝ

[Y ◦ θ − Y ] = −E0
Ŝ

[σ̂] < 0,

ce qui est absurde par le lemme ergodique. (3.3) est vérifiée.

Nous allons exhiber une solution Y de l’équation (3.2) par un schéma de type schéma arrière

de Loynes ([31]).

Nous notons pour tout n dans N,

α̂−n = α̂ ◦ θ−n et σ̂−n = σ̂ ◦ θ−n.

Définissons la suite (Mn, n ∈ N) (suite arrière correspondant à (Ŷ 0
n , n ∈ N)) :

M0 = 0 , p.s.,

Mn =

[
n

max
j=1

(
α̂−j −

j∑
i=1

σ̂−i

)]+

pour tout n ∈ N.
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Remarquons que (Mn, n ∈ N) est croissante, puisque pour tout n dans N :

Mn+1 =

[
n+1
max
J=1

(
α̂−j −

j∑
i=1

σ̂−i

)]+

=

[
max

{
n

max
J=1

(
α̂−j −

j∑
i=1

σ̂−i

)
, α̂−(n+1) −

n+1∑
i=1

σ̂−i

}]+

= max

{
Mn, α̂−(n+1) −

n+1∑
i=1

σ̂−i

}
,

en remarquant que {max(A,B)}+ = max{A+, B}, pour tous A et B.

Donc, il existe une variable aléatoire (éventuellement infinie)M∞, telle queM∞ soit la limite

presque sûre de la suite (Mn, n ∈ N). Plus précisément, M∞ est donnée par :

M∞ =

[
sup
j∈N∗

(
α̂−j −

j∑
i=1

σ̂−i

)]+

. (3.5)

Par ailleurs, on peut remarquer que :

Lemme 3.2.1
Pour tout n dans N,

Mn+1 ◦ θ = [max{Mn, α̂} − σ̂]+.

Preuve du lemme (3.2.1). On fait une récurrence sur n :

Mn+1 =

[
n+1
max
J=1

(
α̂−j −

j∑
i=1

σ̂−i

)]+

=

[
max

{
n+1
max
J=2

(
α̂−j −

j∑
i=1

σ̂−i

)
, α̂−1 − σ̂−1

}]+

=

[
max

{
n

max
J=1

(
α̂−j−1 −

j∑
i=0

σ̂−i−1

)
, α̂−1 − σ̂−1

}]+

=

[
max

{
n

max
J=1

(
α̂−j −

j∑
i=1

σ̂−i

)
◦ θ−1 − σ̂−1, α̂−1 − σ̂−1

}]+

=

[
max

{[
n

max
J=1

(
α̂−j −

j∑
i=1

σ̂−i

)]+

◦ θ−1, α̂−1

}
− σ̂−1

]+

=

[
max

{
Mn, α̂

}
− σ̂

]+

◦ θ−1
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Par continuité p.s. de la fonction [max{., α̂} − σ̂]+ ◦ θ−1, la limite M∞ vérifie donc :

M∞ ◦ θ = [max{M∞, α̂} − σ̂]+,

ce qui correspond à (3.2). M∞ est donc un bon " candidat " pour la v.a. stationnaire Y . Il reste

à vérifier à quelle condition M∞ est p.s. finie.

Lemme 3.2.2
M∞ est p.s. finie.

Preuve du lemme (3.2.2). L’évènement {M∞ =∞} est θ-invariant. En effet,

θ−1{M∞ =∞} = {M∞ ◦ θ =∞}

= {[max{M∞, α̂} − σ̂]+ =∞} = {M∞ =∞}

puisque α̂ et σ̂ sont p.s. finies.
Maintenant, remarquons que :

M∞ =

[
sup
j∈N

(
α̂−j −

j∑
i=1

σ̂−i

)]+

=

[
sup
j∈N

( j∑
i=1

(α̂−i − α̂−i+1 − σ̂−i) + α̂0

)]+

. (3.6)

Théorème 3.2.2 (cf [2])

Soit l’espace probabilisé (Ω,F ,P). Une suite de variables aléatoires (Yn, n ∈ N∗) de L1(Ω, X)

est ergodique si et seulement si

1

n

n∑
i=1

F (Yi) −−−→
n→∞

E[F (Y0)]

pour toute fonction F mesurable et intégrable de X dans R.

Or, d’après le théorème de Birkhoff (appliqué aux suites ergodiques et intégrables (α̂i, i ∈ N) et

(σ̂i, i ∈ N)) :

1

j

j∑
i=1

(α̂−i − α̂−i+1 − σ̂−i) −−−→
j→∞

E0
Ŝ

[α̂− α̂− σ̂] = E0
Ŝ

[σ̂]p.s. .

Le dernier terme est strictement négatif et donc en définissant pour tous N ∈ N et η > 0,
l’évènement

EN,η =

{
∀j ≥ N,

j∑
i=1

(α̂−i − α̂−i+1 − σ̂−i) ≤ j
(
− E0

Ŝ
[σ̂] + η

)}
,
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pour tout ε > 0, il existe N ∈ N et η > 0 , tels que :

P0
Ŝ

[EN,η] ≥ 1− ε

Pour ε tel que −E0
Ŝ

[σ̂] + η < 0 , sur l’évènement εN,η, pour tout j ≥ N ,

j∑
i=1

(α̂−i − α̂−i+1 − σ̂−i) + α̂0 ≤ j(−E0
Ŝ

[σ̂] + η) < 0

et donc

M∞ = sup
j∈N

j∑
i=1

(α̂−i − α̂−i+1 − σ̂−i) + α̂0 <∞.

Donc, pour tout ε > 0,

P0
Ŝ

[M∞ <∞] ≥ 1− ε,

ou encore :

P0
Ŝ

[M∞ =∞] ≤ ε.

Comme l’évènement {M∞ =∞} est θ - invariant, par l’ergodicité du flot θ, on conclut :

P0
Ŝ

[M∞ =∞] = 0.

Donc, on a trouvé une version stationnaire de la suite (Yn, n ∈ N) ,i.e. une solution de (3.2) : il

s’agit de la variable aléatoire p.s. finie

Y = M∞.

Nous prouvons finalement que M∞ est l’unique solution de (3.2). Soit Z une autre solution finie.

D’une part, Z ≥ 0 = M0 et si on suppose que Z ≥MnP0
Ŝ
− p.s. , alors,

Z ◦ θ = [max{Z, α̂} − σ̂]+ ≥ [max{Mn, α̂} − σ̂]+ = Mn+1 ◦ θ,P0
Ŝ
− p.s.

et donc Z ≥Mn+1P0
Ŝ
− p.s..

Finalement, pour tout n, P0
Ŝ

[Z ≥Mn] = 1 et on passe à la limite :

P0
Ŝ

[Z ≥M∞] = 1 (3.7)
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Par ailleurs, sur l’évènement {Z ≤M∞},

Z ◦ θ = [Z − σ̂]+ 11{Z>α̂} + [α̂− σ̂]+ 11{Z≤α̂}

≤ [M∞ − σ̂]+ 11{Z>α̂} + [α̂− σ̂]+ 11{Z≤α̂}

≤ [M∞ ◦ θ]+ 11{Z>α̂} + [M∞ ◦ θ]+ 11{Z≤α̂} = M∞ ◦ θ.

L’évènement {Z ≤ M∞} est donc θ-contractant, et donc de probabilité 0 ou 1 en vertu de

l’ergodicité du flot. Comme

{Z ≤ α} ⊆ {Z ◦ θ ≤M∞ ◦ θ},

(3.3) implique que

P0
Ŝ

[Z ◦ θ ≤M∞ ◦ θ] = P0
Ŝ

[Z ≤M∞] > 0

ce qui donne finalement :

P0
Ŝ

[Z ≤M∞] = 1

soit avec (3.7) :

P0
Ŝ

[Z = M∞] = 1

Nous déduisons de ce résultat deux corollaires importants sur le comportement asymptotique de

la suite (Ŷn, n ∈ N) :

Corollaire 3.2.1 Partant de 0,

Ŷ 0
n
L
−→
n→∞

Y

Preuve. On peut en particulier donner la forme développée de Y 0
n pour tout n ∈ N :

Ŷ 0
n =

[
n−1
max
j=0

(
α̂j −

n−1∑
i=j

σ̂i

)]+

. (3.8)

En effet, pour le premier terme, la définition (3.2.1) implique :

Ŷ 0
1 = [max{0, α̂0} − σ̂0]+ = [α̂0 − σ̂0]+

et (3.8) est vérifiée.

Ensuite, par récurrence, si Y 0
n satisfait (3.8), alors :
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Ŷ 0
n+1 =

[
max

{[
n−1
max
j=0

(
α̂j −

n−1∑
i=j

σ̂i

)]+

, α̂n

}
− σ̂n

]+

=

[
max

{
0,

n−1
max
j=0

(
α̂j −

n−1∑
i=j

σ̂i

)
, α̂n

}
− σ̂n

]+

=

[
max

{
− σ̂n,

n−1
max
j=0

(
α̂j −

n−1∑
i=j

σ̂i

)
− σ̂n, α̂n − σ̂n

}]+

=

[
max

{
n−1
max
j=0

(
α̂j −

n∑
i=j

σ̂i

)
, α̂n − σ̂n

}]+

=

[
n

max
j=0

(
α̂j −

n∑
i=j

σ̂i

)]+

.

Montrons maintenant par récurrence que pour tout n :

M0
n = Ŷ 0

n ◦ θ−n.

D’une part, pour n = 0, on a clairement :
M0 = 0 = Ŷ 0

0 .

Ensuite, en supposant que pour n, la propriété soit vraie, on a :

Mn+1 =

[
max

{
Mn ◦ θ−1, α̂−1

}
− σ̂−1

]+

=

[
max

{
Ŷ 0
n ◦ θ−n−1, α̂−1

}
− σ̂−1

]+

=

[
max

{
Ŷ 0
n , α̂n

}
− σ̂n

]+

◦ θ−n−1

=

[
max

{
n−1
max
j=0

(
α̂j −

n−1∑
i=1

σ̂i

)
, α̂n

}
− σ̂n

]+

◦ θ−n−1

=

[
max

{
n−1
max
j=0

(
α̂j −

n∑
i=1

σ̂i

)
, α̂n − σ̂n

}]+

◦ θ−n−1

=

[
n

max
j=0

(
α̂j −

n∑
i=1

σ̂i

)]+

◦ θ−n−1

= Y 0
n+1 ◦ θ−(n+1).
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La propriété est donc vraie au rang n+ 1. Elle est donc vérifiée pour tout n. Maintenant, soit F ,
une fonction réelle continue et bornée. Alors :

E0
Ŝ

[F (Ŷ 0
n )] = E0

Ŝ
[F (Ŷ 0

n ◦ θ−n)]

= E0
Ŝ

[F (Mn)] −−−→
n→∞

E0
Ŝ

[F (M∞)]

= E0
Ŝ

[F (Y )].

�

Corollaire 3.2.2
A la condition

P0
Ŝ

[
sup
j∈N∗

(
α̂−j −

j∑
i=1

σ̂−i

)
≤ 0

]
> 0 (3.9)

il existe P0
Ŝ
− p.s. une infinité d’indices tels que Ŷ Y

n = Y ◦ θn = 0.

Preuve. La condition (3.2.2) équivaut à

P0
Ŝ

[Y = 0] > 0

où Y = M∞ est donnée par (3.5). La suite (Ŷ Y
n , n ∈ N) " retombe " donc P0

Ŝ
− p.s. une infinité

de fois en 0 puisque 0 est chargé par sa loi stationnaire.
�

3.2.2 Application à la file G/G/1/1 +G

Nous considérons une file d’attente avec clients impatients G/G/1/1 + G régie par une dis-

cipline de service non-préemptive quelconque. Comme défini en chapitre d’introduction, nous
notons par Zt, le délai résiduel à l’instant t du client le " moins pressé " présent dans le buffer

à cet instant. Nous majorons ici aux instants de fins de service, le processus (Zt, t ≥ 0) par

une méthode de type " borne stochastique ". Nous montrons alors la stationnarité du processus

majorant grâce au théorème précédent et donc, celle du processus (Zt, t ≥ 0).

Rappelons que l’on note par T̃n, le n-ième instant de sortie d’un client du service et (St, t ≥ 0),

le processus des sorties du serveur, c’est-à-dire :

St =
∑
N

11{T̃n≤t} pour tout t.
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Soit pour tout n, σ̃n la durée du n-ième service rendu par le serveur. Il est clair, comme la suite

des temps de service demandés dans l’ordre des arrivées (σn, n ∈ N) est indépendante des autres

paramètres du système et en particulier de la discipline de service, que

(σn, n ∈ N)
L
= (σ̃n, n ∈ N).

En d’autres termes, la " statistique" du système (loi des variables aléatoires et processus qui

le caractérisent) est la même suivant que c’est le serveur ou le client qui décide de la durée

du service qui commence. Nous considérons alors que c’est le serveur qui décide de la durée de
chaque service qui commence, sans perte de généralités :

pour tout n, durée du n-ième service = σ̃n.

Alors, σ̃n est de même loi que le durée de service d’un client, i.e. celle de la v.a. σ.

Lemme 3.2.3
Soit pour tout n dans N ;

An = max
k/Tk∈(T̃n−σ̃n,T̃n]

{(Dk − (T̃n − Tk))+} 11{N(T̃n−σ̃n,T̃n]>0}.

Alors, An désigne le plus grand délai résiduel à T̃n des clients entrés dans le système durant le

n-ième service et conservés à l’instant T̃n si il y en a, ou 0 sinon.

Preuve.

Si au moins un client est entré pendant le n-ième service (à la condition N(T̃n − σ̃n, T̃n] > 0),

le plus grand délai résiduel à T̃n parmi ces clients nouveaux entrés sera donné par le plus grand

des (Dk − (T̃n − Tk))+.

Si la précédente quantité est nulle, cela signifie que des clients sont entrés dans le système

durant le n-ième service, mais qu’ils ont tous atteint leur délai à T̃n . �

Définissons pour tout n dans N la quantité αn par :

An = [αn − σ̃n]+,

ou autrement dit :

αn = max
k/Tk∈(T̃n−σ̃n,T̃n]

{Dk + Tk − (T̃n − σ̃n)} 11{N(T̃n−σ̃n,T̃n]>0}.

On peut remarquer que

αn ≥ 0 p.s. pour tout n ∈ N, (3.10)

puisque pour tout k tel que Tk ∈ (T̃n − σ̃n, T̃n], Tk + σ̃n > T̃n.
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Définition 3.2.2
Pour tout n ∈ N, nous notons

Z̃n = ZT̃n ,

le plus grand délai résiduel à T̃n d’un client présent dans le système à cet instant.

En particulier, en rappelant (cf chapitre 1) que

R1(t) < R2(t) < ... < RQ(t)(t)

désigne la suite des délais résiduels à t des clients présents dans le buffer à cet instant, on a alors :

Z̃n = RQT̃n
(T̃n) 11{QT̃n>0} = RXT̃n

(T̃n) 11{XT̃n>0}, (3.11)

puisque T̃n étant l’instant d’une fin de service, à cet instant la population du buffer est la
population de système tout entier .

En d’autres termes, la suite (Z̃n) caractérise la quantité suivante :

– si plus d’un client est dans le système à l’instant T̃n (en particulier, T̃n + 1 sera égal à

T̃n+ σ̃n+1, puisque le système ne se vide pas à T̃n ), Z̃n indique le plus grand délai résiduel

des clients dans le système à T̃n−1, le maximum étant pris y compris sur le client qui
commence à être servi,

– si XT̃n
= 1, il n’y a qu’un seul client dans le système à T̃n et Z̃n est le délai résiduel à cet

instant de ce client qui précisément va être servi et à cet instant son délai ne compte plus.
Il faudra l’effacer du descripteur par la suite,

– si XT̃n
= 0 il n’y a aucun client dans le système à la fin du n-ième service, le système est

vide et Z̃n = 0.
Par conséquent, on a :

XT̃n
= 0⇔ Z̃n = 0 pour tout n ∈ N. (3.12)

Lemme 3.2.4
Pour toute discipline de service,

Z̃n+1 ≤ [max{Z̃n 11{XT̃n 6=1}, αn+1} − σ̃n]+. (3.13)

De plus, les deux termes sont égaux sous EDF.

Preuve. Nous nous plaçons dans les trois cas possibles pour la récurrence, suivant que XT̃n
est

égal à 0, 1 ou ≥ 2 :
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– Si XT̃n
≥ 2, en particulier, Z̃n 6= 0, le système n’est pas vide à T̃n et T̃n+1 = T̃n + σ̃n.

Alors, le plus grand délai résiduel des clients dans le système à T̃n+1 est inférieur ou égal

au max{Z̃n − σ̃n,An+1} . Il y a égalité dans le cas d’EDF, puisqu’alors le client relatif à

ce maximum, s’il était déjà dans le système à T̃n (et donc, il correspond à Z̃n − σ̃n), n’a

pas été servi à cet instant et est donc toujours dans le système à T̃n+1 . Dans tous les cas,

T̃n+1 = T̃n + σ̃n et on a :

Z̃n+1 ≤ max{Z̃n − σ̃n,An+1} = [max{Z̃n, αn+1} − σ̃n]+

– Si XT̃n
= 1, le seul client dans le système à l’instant T̃n commence son service à cet instant

et donc son délai résiduel Z̃n à T̃n doit disparaître du descripteur puisqu’il ne sera plus en

concurrence avec les autres clients à T̃n+1, date de la fin de son service. Dans ce cas le plus

grand délai résiduel à T̃n+1, s’il y a au moins un client dans le système, est apporté par un

client entré pendant le n+ 1-ième service. Ici aussi, T̃n+1 = T̃n + σ̃n et on a :

Z̃n+1 = An+1 = [αn+1 − σ̃n]+.

– Si XT̃n
= 0, le système est vide à T̃n. Dans ce cas, il faut attendre l’arrivée d’un client pour

que le n+ 1-ième service commence. Donc, T̃n+1 6= T̃n + σ̃n, mais

max
k/Tk∈(T̃n+1−σ̃n+1,T̃n+1]

({
Dk + Tk − (T̃n+1 − σ̃n+1)

}
. 11{N(T̃n+1−σ̃n+1,T̃n+1]>0}

)
.

= max
k/Tk∈(T̃n,T̃n+1]

({
Dk + Tk − (T̃n+1 − σ̃n+1)

}
. 11{N(T̃n,T̃n+1]>0}

)

puisque aucun client n’est entré entre T̃n et T̃n+1 − σ̃n+1. On a là- encore :

An+1 = [αn+1 − σ̃n]+

donc ,

Z̃n+1 = An+1 = [αn+1 − σ̃n]+

Nous donnons une condition pour la récurrence de la suite (Z̃n, n ∈ N) en 0. Or, (3.13) induit

deux difficultés. La première est que la récurrence est définie par une inégalité dans le cas général

(discipline de service quelconque), la seconde est que le terme 11{XT̃n 6=0}, qui dépend de tout le
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passé de la file et pas seulement de Z̃n, montre que l’inégalité ne met pas directement en évidence
une suite ergodique.
Nous exhibons donc une suite de variable aléatoire qui soit définie par une égalité de récurrence
du type de l’équation de Lindley et qui permette par comparaison de donner le comportement

asymptotique de (Z̃n, n ∈ N).

Définition 3.2.3
On définit la suite (Yn, n ∈ N) par :{

Y0 = Z̃0,
Yn+1 = [max{Yn, αn} − σ̃n]+, pour tout n ∈ N.

En particulier, il est clair que :

Yn ≥ Z̃n pour tout n ∈ N (3.14)

avec une récurrence immédiate et l’inégalité (3.13).

Soit maintenant la suite (T̂n, n ∈ N) suivante :

{
T̂0 = T̃0,

T̂n = T̂n−1 + σ̃n, pour tout n ∈ N∗.

Nous notons par ailleurs le processus suivant :

Ŝt =
∑
N

11{T̂n≤t} pour tout t.

La suite (σ̃n, n ∈ N) étant stationnaire et ergodique, (Ŝt, t ≥ 0) l’est aussi et on peut considérer

l’espace de Palm (Ω,F ,P0
Ŝ
, θ) relatif au processus (Ŝt, t ≥ 0) , en notant θ = θT̂n le flot station-

naire ergodique correspondant. Sous cette hypothèse, (σ̃n, n ∈ N) est donc une suite de marques

du processus Ŝ. En particulier elle forme une suite ergodique, puisqu’elle est compatible avec le

flot. P0
Ŝ
− p.s. :

σ̃n(ω) = σ̃(θT̂n(ω)) = σ̃ ◦ θn(ω)

où σ̃ est la durée du service qui se termine P0
Ŝ
− p.s.. à t = 0, de loi celle de σ.

Nous définissons par ailleurs la variable aléatoire

α̂ = max
k/Tk∈(T̂0,T̂1]

{
Dk + Tk − (T̂0)

}
. 11{N(T̂0,T̂1]>0}
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Le processus des entrées marqué par les délais initiaux des clients (N,D) étant indépendant de

Ŝ, on peut construire la suite de marques de Ŝ(α̂n, n ∈ N) de la manière suivante, pour tout

n ∈ N, P0
Ŝ
− p.s. :

α̂n(ω) = α̂(θT̂n(ω)) = α̂ ◦ θn(ω)

On a en particulier :

α̂n ≥ 0 P0
Ŝ
− p.s. pour tout n ∈ N.

Finalement, nous définissons pour toute v.a .X :

{
Ŷ X

0 = X,

Ŷ X
n+1 = [max{Ŷ X

n , α̂n} − σ̃n]+, pour tout n ∈ N.

Théorème 3.2.3

1. Partant de Y0 = 0, Il existe une une unique version stationnaire Y p.s. finie telle que :

Yn
L
−→
n→∞

Y.

2. Si de plus

P0
Ŝ

[
sup
j∈N∗

(
α̂−j −

j∑
i=1

σ̃−i

)
≤ 0

]
> 0

la file d’attente se vide p.s. une infinité de fois.

Preuve.

1. Les hypothèses du théorème (3.2.1), 1 sont vérifiées pour le processus (Ŝt, t ≥ 0) et les

suites (α̂n, n ∈ N) et (σ̃n, n ∈ N). En particulier on peut appliquer le corollaire (3.2.1) : il

existe une unique variable aléatoire Y p.s. finie telle que :

Ŷ 0
n
L
−→
n→∞

Y (3.15)

Remarquons maintenant que (α̂n, n ∈ N) a la même loi que (αn, n ∈ N) . Donc, partant de

Y0 = Z̃0 = 0, la suite (Ŷ 0
n , n ∈ N) a la même loi que (Yn, n ∈ N) et on conclut avec (3.15).

2. La condition (3.9) est satisfaite et on peut appliquer le corollaire (3.2.2) : il existe P0
Ŝ
−p.s..

une infinité d’indices tels que Ŷ Y
n = 0. Partons de l’état Y0 = Z̃0 = Y . D’une part, comme
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la suite (Ŷ Y
n , n ∈ N) la même loi que (Yn, n ∈ N), il y a p.s. une infinité d’indices tels que

Yn = 0. D’autre part, à tout instant T̃n et pour toute discipline de service :

{Yn = 0} ⊆ {Z̃n = 0} = {XT̃n
= 0}

avec (3.12) et (3.14). 0 est donc récurrent pour la suite (XT̃n
) et il l’est aussi pour le

processus (Xt, t ≥ 0) (par définition, Xt ne peut valoir 0 qu’à un instant de fin de service).

Remarque 3.2.1

II est intéressant de rapprocher ce résultat à la condition de stabilité de la file G/G/1/1, don-

née par [18] ([3], propriété (2.6.1). p.123), de la même forme. Cependant, dans la file G/G/1/1,

lorsque cette condition n’est pas vérifiée, l’unicité, et même l’existence de la solution station-

naire ne sont pas garanties ([3], exemples (2.6.1) et (2.6.2), p. 122). Elle le sont dans le cas

G/G/1/1 +G..

Corollaire 3.1
La file d’attente avec clients impatients M/GI/1/1+GI se vide p.s. une infinité de fois pour

toute discipline de service.

Preuve
D’une part, il est immédiat de voir avec l’expression de α̂n pour tout n que si le processus

des entrées est un processus de Poisson et les temps de service et les délais forment deux suites

i.i.d., la suite (α̂n, n ∈ N) est i.i.d.. D’autre part, pour tout n,

P0
Ŝ

[α̂ ≤ σ̃] ≥ P0
Ŝ

[α̂ = 0]

≥ P[N(T̂n−1, T̂n] = 0] = P[N(T̃n − σ̃n, T̃n] = 0] > 0

Donc,

P0
Ŝ

[
sup
j∈N∗

(
α̂−j −

j∑
i=1

σ̃−i

)
≤ 0

]
= P0

Ŝ

[
sup
j∈N∗

(
α̂−

j∑
i=1

σ̃−i

)
≤ 0

]
= P0

Ŝ
[α̂− σ̃ ≤ 0] > 0

On peut donc appliquer le théorème (3.2.3), partie (2).

Remarque 3.2.2

Dans ce dernier cas, on a affaibli les hypothèses du théorème (3.1.2). Remarquons de plus que

le théorème (3.2.3), 2 s’applique dans un cadre plus général, ses hypothèses étant plus larges.



Chapitre 4

Probabilité de perte

La probabilité de perte d’un client à l’état stationnaire (probabilité pour un client entrant

dans le système à l’état stationnaire de ne pas atteindre le serveur avant l’expiration de son délai)

est la principale métrique de performance d’un système à perte. L’estimation de cette probabilité
par une formule close dépendant des autres paramètres du système peut permettre de répondre

à des questions de dimensionnement : étant données des contraintes de trafic (flux des entrées

et loi des délais par exemple), on peut en particulier déduire de cette formule les valeurs des

paramètres (nombre de serveurs, débit de service), qui garantissent une exigence fixée en terme

de perte pour une discipline de service donnée. Nous avons vu dans le chapitre (2) une formule

explicite de cette probabilité pour un système M/M/s/s+G/FCFS ([32], par exemple).

Dans la première partie de ce chapitre, nous exposons dans quelques cas plus généraux,
d’autres résultats et méthodes de calcul pour estimer la probabilité de perte.

L’autre aspect du problème est précisément le choix de la discipline de service : laquelle choisir
afin de minimiser la probabilité de perte ? C’est l’objet de la deuxième partie de ce chapitre, qui
présente quelques résultats de comparaison entre disciplines de service pour un jeu de paramètre
donné. Ce faisant nous précisons et complétons certains résultats de Panwar, Towsley et Wolf

dans [35] sur la comparaison de la perte entre les différentes disciplines de service pour toute file

d’attente avec clients impatients. Comme on l’a rappelé dans le chapitre (2), théorème (2.2.2),

Panwar et al . ont montré qu’EDF est optimale en terme de perte pour toutes les disciplines
de services non-préemptives, en le sens qu’à chaque instant t, la perte dans une file d’attente

G/M/s/s + G/EDF est stochastiquement inférieure à celle endurée par le même système sous

toute autre discipline de service non-préemptive. Nous donnons ici une autre preuve de ce ré-
sultat, en allant plus loin : nous montrons que la probabilité de perte à l’état stationnaire π est
inférieure en EDF par rapport à toute autre discipline de service non-préemptive. Par le même

46
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type de raisonnement, nous montrons également que la discipline LDF maximise la perte pour
l’ordre stochastique et la probabilité de perte.

L’algorithme EDF est coûteux en terme d’ordonnancement : il requiert une réactualisation
complète du buffer tout entier à chaque arrivée d’un client. Il est donc naturel de se demander
si le gain réalisé en appliquant EDF est suffisant pour justifier ce coût. Ne disposant pas d’une
formule close pour la probabilité de perte sous EDF , on cherche donc à estimer le gain réalisé
en terme de probabilité de perte entre EDF et toute autre discipline de service non-préemtive.
Nous proposons ici une première estimation.

Ce chapitre s’organise comme suit. En partie (4.1) nous présentons deux encadrements de la

probabilité de perte pour une file avec clients impatients : un encadrement à forte charge (ρ > 1)

pour un système M/G/1/1 + G avec discipline de service quelconque en section (4.1.1) et un

encadrement pour un système GI/M/1/1 +D/FIFO en section (4.1.2) . En partie (4.2), nous

comparons les différentes disciplines de service du point de vue de la perte. Nous donnons en

section (4.2.1) une nouvelle preuve du résultat de Panwar et al. ([35]) qui donne EDF comme

discipline optimale en terme de perte dans le cas G/M/1/1 +G pour l’ordre stochastique. Nous

montrons également que LDF maximise la perte pour l’ordre stochastique. Nous donnons en

section (4.2.2) un encadrement de la probabilité de perte sous toute discipline de service non-

préemptive (et donc pour FIFO, par exemple) en fonction de la probabilité de perte sous EDF

pour un système M/M/1/1 + G. Nous montrons au passage qu’EDF est dans ce cas optimal

pour la probabilité de perte, et donnons un majorant du gain d’EDF en terme de probabilité de
perte.

4.1 Deux encadrements

4.1.1 Encadrement à forte charge

Nous proposons un premier encadrement, pour une file d’attente avec clients impatients régie
par une discipline de service quelconque, de la probabilité de perte dans le cas où la charge du
système est supérieure à 1.

Lemme 4.1.1
Soit γ une discipline de service quelconque. Pour toute file d’attente G/G/1/1+G/γ soumise

à la charge ρ > 1,

π >
ρ− 1

ρ
.
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Preuve. SoitN s, le processus des arrivées des clients qui seront servis.N s est toujours jointement
stationnaire avec N et son intensité est donnée par :

λs = λ(1− π).

Considérons le " sous-système " restreint aux clients qui seront servis. Le sous-système est donc

une file G/G/1, avec un processus stationnaire d’intensité λ(1 − π) en entrée, stable puisque le

système d’ensemble est stable lui-même. D’après le théorème de Loynes, on a donc :

λ(1− π)E[σ] < 1

et autrement dit,

1− 1

ρ
< π.

�
On a par ailleurs :

Lemme 4.1.2
Pour toute discipline de service γ, pour toute file d’attente M/G/1/1 + G/γ soumise à la

charge ρ,

π <
ρ

ρ+ 1
.

Preuve. La probabilité de perte d’un client est inférieure à celle d’une file d’attente classique

sans buffer M/G/1/1 (les clients ne sont servis que si ils entrent dans un système vide). Pour un

tel système, la formule d’Erlang-B donne la probabilité de perte π (M/G/1/1) :

π (M/G/1/1) =
ρ

ρ+ 1

et on a le résultat. �

Nous pouvons donc déduire des deux lemmes précédents un encadrement de la probabilité

de perte pour toute file d’attente M/G/1/1 +G, avec discipline de service quelconque :

Théorème 4.1.1
Pour toute discipline de service γ, la probabilité de perte de la file M/G/1/1 +G/γ soumise

à une charge ρ > 1 vérifie
ρ− 1

ρ
< π <

ρ

ρ+ 1
. (4.1)
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Comme on peut s’y attendre, la probabilité de perte tend alors vers 1 quand la charge tend
vers l’infini, puisque le système tend à s’engorger, et un client à avoir très peu de chances d’être
choisi.

Nos simulations indiquent qu’à ρ > 1 fixé, la probabilité de perte tend vers la borne supérieure

de l’intervalle précédent lorsque 1/E[D] tend vers l’infini, donc en cas de délais d’exécution très

petits et par-là même, de forte perte.

4.1.2 Cas GI/M/1/1 +D/FIFO(EDF )

Nous nous plaçons ici dans un cas sensiblement plus complexe, où on ne suppose plus que le
processus des entrées est un processus de Poisson, mais simplement un processus de renouvelle-
ment. Nous supposons par ailleurs dans cette section que les délais initiaux sont déterministes.

Nous considérons donc une file d’attente GI/M/1/1 +D/FIFO, où :

• les clients entrent dans le système suivant un processus de renouvellement. Autrement dit, les
interarrivées Un+1 = Tn+1 − Tn sont indépendantes et identiquement distribuées,

• Les clients demandent un service de durée exponentielle σ ∼ ε(µ),

• les délais éliminatoires des clients sont déterministes, initialement tous égaux à d.

Remarquons tout d’abord que dans ce cas, les disciplines de service EDF et FIFO sont
équivalentes. En effet, le délai résiduel du client Ck à un instant t auquel il est encore en attente
dans le système est donné par :

DRk(t) = Dk − (t− Tk)

= d+ Tk − t.

Ainsi :{
le client Ci est prioritaire à t sur le client Cj sous EDF

}
⇐⇒ (∗)

(∗) ⇐⇒ 0 < DRi(t) < DRj(t)

⇐⇒ 0 < d+ Ti − t < d+ Tj − t

⇐⇒ Ti < Tj , et Ci et Cj sont en attente à t

⇐⇒
{
le client Ci est prioritaire à t sur le client Cj sous FIFO

}
.
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Le résultat donné ici, exprimé pour une file gérée en FIFO, est par conséquent toujours
valable si la file est gérée en EDF : il s’agit exactement de la même file d’attente.

Remarque 4.1.1

On montre de la même façon que dans ce cas où les délais sont déterministes, la discipline
LDF revient à la discipline LIFO.

Nous donnons un encadrement de la probabilité de perte d’un client à l’état stationnaire. Alors

que l’absence de mémoire de la loi exponentielle permettait dans le cas M/M/s/s + G/FCFS

d’exhiber des modèles markoviens simples pour le calcul de performances et donnaient en parti-
culier une formule close pour la probabilité de perte, un tel cadre d’étude ne fonctionne plus ici
et il faut trouver un cadre ad hoc pour pouvoir estimer cette probabilité.

Rappelons que l’on note pour tout k,

πk = P[le client Ck est perdu ].

Nous donnons une équation de récurrence simple pour (πk, k ∈ N) et en déduisons la probabilité

de perte en passant à la limite sur l’expression générale de πk.

Théorème 4.1.2
La probabilité de perte à l’état stationnaire d’une file d’attente GI/M/1/1 + D/FIFO (ou

EDF ) vérifie :

P[σ > U ]e−µd

1− P[σ > U ](1− e−µd)
≤ π ≤ P[σ > U ].

Preuve. Nous notons T ′k, l’instant où le client Ck quitte la file d’attente. S’il n’est pas perdu,

T ′k est donc l’instant où il entre en service et T ′k se trouve dans l’intervalle de temps [Tk, Tk + d[.

Sinon, on a T ′k = Tk + d.

Notons par ailleurs les évènements suivants :


Itj =

{
Cj est en service à l’instant t

}
,

Gj =

{
Cj est servi

}
.

Le client Ck est éliminé lorsque le serveur est occupé à l’instant Tk+d. Cet évènement est réalisé
si l’un des clients C0,C1, ...,Ck−1 entrés avant Ck est en service à l’instant Tk + d. Dans ce cas,
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ce client en service à Tk + d l’était déjà à Tk−1 + d, sinon il aurait été éliminé à cet instant :

πk =

k−1∑
j=0

P
[
ITk+d
j

]

=
k−1∑
j=0

P
[
ITk+d
j ∩ ITk−1+d

j

]

=
k−1∑
j=0

P
[
ITk+d
j |ITk−1+d

j

]
P
[
I
Tk−1+d
j

]
.

Les temps de service étant exponentiels, la probabilité qu’un client soit encore en service à Tk+d

sachant qu’il était déjà en service à Tk−1 + d est donnée par :P[σ > Tk − Tk−1] = P[σ > U ].

L’égalité précédente donne donc :

πk =

k−1∑
j=0

P[σ > U ]P
[
I
Tk−1+d
j

]
= P[σ > U ]πk−1 + P [σ > U ]P

[
I
Tk−1+d
k−1

]
. (4.2)

Comme ITk−1+d
k−1 ⊂ Gk−1, on a alors :

πk ≤ P[σ > U ]πk−1 + P [σ > U ](1− πk−1) = P[σ > U ].

On passe à la limite sur k dans l’inégalité précédente. Comme on atteint un jour l’état station-
naire,

lim
k→∞

πk = π.

et on a la borne supérieure pour π.

Considérons maintenant la borne inférieure. (4.2) donne pour tout client Ck :

πk = P[σ > U ]πk−1 + P [σ > U ]P
[
I
Tk−1+d
k−1

]

= P[σ > U ]

(
πk−1 + P [Gk−1]− P

[
le service de Ck−1 se termine avant Tk−1 + d

])

= P[σ > U ]

(
πk−1 + 1− πk−1 − P

[
Gk−1 ∩ {T 8k−1 + σk−1 < Tk−1 + d}

])

≥ P[σ > U ]

(
1− (1− πk−1)P[σk−1 < d]

)
= P[σ > U ]− P [σ > U ]P [σ < d] (1− πk−1).
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En d’autres termes, pour tout k :

πk ≥ P [σ > U ]P [σ > d] + P [σ > U ]P [σ < d]πk−1.

et en passant à la limite sur k :

π ≥ P [σ > U ]P [σ > d] + P [σ > U ]P [σ < d]π.

La minoration est démontrée. �

Ce résultat complète celui de [30], (2.2), qui ne donnait qu’une borne supérieure pour la

probabilité de perte. Par ailleurs, il est clairement beaucoup plus fin que l’encadrement (4.1) et

présente l’avantage d’être vrai pour des interarrivées i.i.d. de loi quelconque et pour n’importe
quelle charge.

Précisons à quoi revient cet encadrement dans trois cas de lois pour les interarrivées, déter-
ministe, uniforme et exponentielle :

Corollaire 4.1

1. Dans une file D/M/1/1 +D/FIFO (EDF ), où les arrivées sont périodiques de période p

(autrement dit U = p p.s.),

e−µ(p+d)

1− e−µ(1− e−µd)
≤ π ≤ e−µp. (4.3)

2. Dans une file GI/M/1/1 +D/FIFO (EDF ), où les interarrivées forme une suite de va-

riables uniformément distribuées sur [0,M ],

1−e−µM
µM e−µd

1− 1−e−µM
µM (1− e−µd)

≤ π ≤ 1− e−µM

µM
. (4.4)

3. Dans une file M/M/1/1 +D/FIFO (EDF ), où le processus des arrivées est un processus

de Poisson de paramétres λ ,

λ
λ+µe

−µd

1− λ
λ+µ(1− e−µd)

≤ π ≤ λ

λ+ µ
. (4.5)

On peut remarquer en particulier que le dernier résultat (4.5) est cohérent avec celui de [9], (2.7),

puisque les bornes précédentes encadrent la valeur exacte de π.



4.2 Comparaison entre disciplines de service 53

4.2 Comparaison entre disciplines de service

Plaçons-nous maintenant dans le cas général stationnaire pour la loi des délais initiaux des
clients. Ici, les disciplines EDF et FIFO par exemple, ne sont a priori plus équivalentes, et
nous cherchons à les comparer du point de vue de la perte. Dans cette partie, nous redémontrons

le résultat de Panwar et al. ([35]), théorème (2.2.2), qui donne l’optimalité d’EDF en terme

de perte pour l’ordre stochastique. Nous montrons également que LDF est la moins bonne
discipline de service avec ce critère. En outre, nous allons plus loin : nous montrons pour un
système équivalent qu’EDF a la plus faible probabilité de perte à l’état stationnaire, que LDF
a la plus forte probabilité de perte à l’état stationnaire entre toutes les disciplines de service
non-préemptives et donnons un majorant du gain d’EDF en terme de probabilité de perte par
rapport à toute autre discipline de service.

4.2.1 Cas général G/M/1/1 +G

Soit une file d’attente avec impatiences G/M/1/1 + G. Soit σ̃n, la durée du n-ième service

rendu par le serveur. Nous supposons comme dans le chapitre précédent que c’est le serveur et

non l’identité du client qui entre en service à T̃n−1, qui décide de la valeur de σ̃n. Cette hypothèse

ne change pas la statistique du système.

On note pour toute discipline de service (.) :

• pour tout t, P (.)
t le nombre de clients perdus et S(.)

t servis par (.) à l’instant t,

• à l’état stationnaire :

– P (.), le nombre de clients perdus pendant une busy period de (.),

– E(.), le nombre de clients entrés pendant une busy period de (.),

– S(.), le nombre de clients servis pendant une busy period de (.),

– B(.), la durée d’une busy priod pour (.),

– π(.), la probabilité de perte pour (.).

Nous comparons, pour un scénario de trafic (une trajectoire de la file d’attente), les perfor-

mances du système pour trois disciplines de service différentes : EDF , LDF et une discipline de
service quelconque γ.

On se place donc sur une trajectoire (tn, n ∈ N) de la suite des temps d’arrivées (Tn, n ∈ N),

(sn, n ∈ N) de la suite des temps de service (σ̃n, n ∈ N) et (dn, n ∈ N) une trajectoire de la
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suite des délais initiaux (Dn, n ∈ N). On notera, pour cette trajectoire et pour toute discipline

de service (.) :

• pour tout t, p(.)
t le nombre de clients perdus à l’instant t par (.),

• pour tout n, s(.)
n le nombre de service pendant la n-ième busy period de (.).

Soit t0, l’instant d’arrivée du premier client dans la file (point de construction). On note

également :

• pour tout n = 1...max{sγ1 , sEDF1 , sLDF1 }, t̃n, la date de fin du n-ième service, V (.)
n , la population

présente dans la file (.) à t̃n, x
(.)
n = (V

(.)
n ), le nombre de clients présents dans le système (.)

à t̃n et l(.)n = p
(.)

t̃n
, le nombre de clients perdus par (.) à t̃n,

• pour tout n = 1...min{sγ1 , sEDF1 }, pour (.) = γ et EDF , On sépare à t̃n les populations V (.)
n

de la façon suivante :

V EDF
n = Mγ,EDF

n +REDF/γn

et

V γ
n = Mγ,EDF

n +Rγ/EDFn ,

où Mγ,EDF
n est la population présente à la fois dans le système EDF et dans le système γ

à t̃n, R
EDF/γ
n est la population présente dans le système EDF à t̃n, qui est absente à cet

instant dans le système γ et Rγ/EDFn est la population présente dans le système γ à t̃n, qui
est absente à cet instant dans le système EDF ,

• pour tout n = 1...min{sLDF1 , sγ1}, pour (.) = γ et LDF ,

V γ/LDF
n = Mγ,LDF

n +Rγ/LDFn

et

V LDF/γ
n = Mγ,LDF

n +RLDF/γn ,

où Mγ,LDF
n est la population présente à la fois dans le système LDF et dans le système γ

à t̃n, R
γ/LDF
n est la population pré sente à t̃n dans le système LDF qui n’est pas présente

au même instant dans le système γ et vice-versa pour RLDF/γn .
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Lemme 4.2.1

Pour tout n jusqu’à min{sγ1 , sEDF1 }, si Rγ/EDFn 6= ∅, il existe une application injective :

Φn :

{
R
γ/EDF
n −→ R

EDF/γ
n

Cj 7−→ Ck tel que Tj +Dj < Tk +Dk.

Preuve. Nous raisonnons par récurrence. A t̃1,

R
γ/EDF
1 = R

EDF/γ
1 = ∅.

et la condition est vérifiée. On suppose que la propriété est vraie à l’instant t̃n et on appelle Cl,
te client servi par γ à cet instant.

1. Si Rγ/EDFn = ∅, tous les clients de V γ
n sont dans V EDF

n .

• si EDF sert aussi Cl, V
γ
n+1 ⊂ V EDF

n+1 et Rγ/EDFn+1 = ∅,

• si EDF sert Cj ∈ REDFn , il sert un client qui de toutes façons n’est pas dans le système

γ à t̃n et on a bien Rγ/EDFn+1 = ∅,

• si EDF sert un client Cj ∈Mγ,EDF
n ,

– si Cj est le client Cl, le même client est servi à t̃n dans les deux systèmes et donc

R
γ/EDF
n+1 = ∅,

– si Cj 6= Cl et Tl + Dl < t̃n+1, Tj + Dj < Tl + Dl < t̃n+1, Cj est donc éliminé du

système régi par γ à t̃n+1, Cj n’est pas dans R
γ/EDF
n+1 et on a bien Rγ/EDFn+1 = ∅,

– si Cj 6= Cl et Tl +Dl ≥ t̃n+1,

∗ si Tj +Dj < t̃n+1, Cj est donc éliminé du système γ à t̃n+1 et Rγ/EDFn+1 = ∅,

∗ si Tj + Dj > t̃n+1, Cj est donc toujours dans le système γ à t̃n+1 et Rγ/EDFn+1 =

{Cj}. Or, Cl ∈ V γ
n ⊂ V EDF

n et Tl +Dl > Tj +Dj > t̃n+1, donc Cl ∈ R
EDF/γ
n+1 et

on peut noter Φn(Cj) = Cl.

Donc, dans tous les cas l’hypothèse de récurrence est vérifiée si Rγ/EDFn = ∅.

2. On suppose maintenant que Rγ/EDFn 6= ∅ et que l’application injective Φn existe. On

suppose de plus que Rγ/EDFn+1 6= ∅. Soit Cj ∈ Rγ/EDFn+1 . Alors, Cj ∈ V γ
n à t̃n et Cj 6= Cl car

γ sert Cl à t̃n.
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• si Cj ∈ Rγ/EDFn , soit Ck = Φn(Cj) ∈ REDF/γn . Alors, Tk +Dk > Tj +Dj > t̃n+1,

– si Ck n’est pas le client servi par EDF à t̃n (et donc Tk +Dk 6= min{Ti +Di, Ci ∈

V EDF
n }), alors, Ck ∈ R

EDF/γ
n+1 car il n’est pas éliminé à t̃n+1 et Φn+1(Cj) = Ck,

– si EDF sert Ck à t̃n,

∗ si Cl ∈Mγ,EDF
n , Tl +Dl > Tk +Dk > t̃n+1, Cl n’est pas éliminé par EDF à t̃n+1

et donc Cl ∈ R
EDF/γ
n+1 .

Alors on note Φn+1(Cj) = Cl.

∗ si Cl n’est pas dansM
γ,EDF
n , Cl ∈ R

γ/EDF
n , Cm = Φn(Cl) ∈ R

EDF/γ
n et Cm 6= Ck

car Cl 6= Cj . Comme Ck est le client servi par EDF à t̃n, Tm+Dm > Tk+Dk >

t̃n+1 et donc Cm ∈ REDF/γn+1 .

Alors on note Φn+1(Cj) = Cm,

• si Cj ∈Mγ,EDF
n , Cj est le client servi par EDF à t̃n, et donc Tj+Dj = min{Ti+Di, Ci ∈

V EDF
n },

– si Cl ∈ Mγ,EDF
n , Tl +Dl > Tj +Dj > t̃n+1, Cl est toujours dans le système EDF

à t̃n+1, plus précisément Cl ∈ R
EDF/γ
n+1 et on note Φn+1(Cj) = Cl,

– si Cl ∈ R
γ/EDF
n , on note à nouveau Cm = Φn(Cl) ∈ R

EDF/γ
n ⊆ V EDF

n et Tm+Dm >

Tj+Dj > t̃n+1. Donc, Cm ∈ REDF/γn+1 car à t̃n+1 il n’est ni servi ni éliminé par EDF .

On note alors Φn+1(Cj) = Cm.

L’hypothèse de récurrence est donc vérifiée si Rγn 6= ∅.

On peut de même donner le résultat suivant en comparant maintenant, pour le même scénario
de trafic, le système géré par la discipline de service quelconque γ avec celui géré par LDF :

Lemme 4.2.2

Pour tout n jusqu’à min{sLDF1 , sγ1}, si R
LDF/γ
n 6= ∅, il existe une application injective :

Ψn :

{
R
LDF/γ
n −→ R

γ/LDF
n

Cj 7−→ Ck tel que Tj +Dj < Tk +Dk.

Preuve. Nous raisonnons de la même façon que dans le lemme précédent, par récurrence. A t̃1,

R
LDF/γ
1 = R

γ/LDF
1 = ∅.
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On suppose que la propriété est vraie à l’instant t̃n et on appelle Cl, le client servi par LDF à
cet instant.

1. Si RLDF/γn = ∅, V LDF
n ⊆ V γ

n .

• si γ sert aussi Cl, V LDF
n+1 ⊆ V

γ
n+1 et RLDF/γn+1 = ∅,

• si γ sert Cj ∈ Rγ/LDFn , il sert un client qui n’est pas dans le système LDF à t̃n et on a

bien RLDF/γn+1 = ∅,

• si γ sert un client Cj ∈Mγ,LDF
n ,

– si Cj = Cl, R
LDF/γ
n+1 = ∅,

– si Cj 6= Cl et Tl +Dl < t̃n+1, alors Tj +Dj < Tl +Dl < t̃n+1, Cj est donc éliminé

du système LDF à t̃n+1 et on a bien RLDF/γn+1 = ∅,

– si Cj 6= Cl et Tl +Dl ≥ t̃n+1,

∗ si Tj +Dj < t̃n+1, et donc Cj est éliminé par LDF à t̃n+1 et RLDF/γn+1 = ∅,

∗ si Tj+Dj > t̃n+1, Cj n’est pas éliminé du système LDF à t̃n+1 et R
LDF/γ
n+1 = {Cj}.

Or, Cl ∈ V LDF
n ⊂ V γ

n et Tl + Dl > Tj + Dj > t̃n+1, donc Cl ∈ R
EDF/γ
n+1 et on

peut noter Ψn(Cj) = Cl.

2. On suppose que RLDF/γn 6= ∅, que l’application injective Ψn existe et que RLDF/γn+1 6= ∅. Soit

Cj ∈ RLDF/γn+1 . Cj ∈ V LDF
n .

• si Cj ∈ RLDF/γn , Ck = Ψn(Cj) ∈ REDFn et Tk +Dk > Tj +Dj > t̃n+1,

– si Ck n’est pas le client servi par γ a t̃n, Ck ∈ R
γ/LDF
n+1 et Ψn+1(Cj) = Ck,

– si γ sert Ck à t̃n,

∗ si Cl ∈ Mγ,LDF
n , comme LDF sert Cl à t̃n, Tl + Dl > Tk + Dk > t̃n+1 et donc

Cl ∈ R
γ/LDF
n+1 . On note Ψn+1(Cj) = Cl,

∗ si Cl ∈ R
LDF/γ
n , on note Cm = Ψn(Cl) ∈ R

γ/LDF
n et Tm + Dm > Tl + Dl. Or,

Tl +Dl > Tj +Dj > t̃n+1 car Cj et Cl sont dans V LDF
n et LDF sert Cl. Donc,

Cm n’est pas éliminé à t̃n+1 et n’a pas été servi par γ : Cm ∈ Rγ/LDFn+1 et on

note Ψn+1(Cj) = Cm.

• Si Cj ∈Mγ,LDF
n , γ sert Cj à t̃n,



58 Probabilité de perte

– si Cl ∈Mγ,LDF
n , Tl+Dl > Tj +Dj > t̃n+1, Cl ∈ R

γ/LDF
n+1 et on note Ψn+1(Cj) = Cl,

– si Cl ∈ R
LDF/γ
n , on note à nouveau Cm = Ψn(Cl). Cj et Cl sont dans V EDF

n et

LDFsertCl, donc Tl + Dl > Tj + Dj > t̃n+1 et comme Tm + Dm > Tl + Dl, Cm

n’est pas servi par γ à t̃n et n’est pas non-plus éliminé du système γ a t̃n+1. Donc

Cm ∈ Rγ/LDFn+1 et on note Ψn+1(Cj) = Cm.

�
On en déduit :

Corollaire 4.2.1
Partant d’un point de construction commun aux trois systèmes et répondant au même trafic,

1. le système régi par γ se vide avant le système régi par EDF et après celui géré par LDF :

sLDF1 ≤ sγ1 ≤ s
EDF
1 ,

2. pour tout n jusqu’à sγ1 ,

(REDF/γn ) ≤ n− 1, (4.6)

pEDF
t̃
s
γ
1

≤ pγ
t̃
s
γ
1

≤ pEDF
t̃
s
γ
1

+ sγ1 − 1, (4.7)

3. pour tout n jusqu’à sLDF1 ,

(Rγ/LDFn ) ≤ n− 1, (4.8)

pγ
t̃
sLDF1

≤ pLDF
t̃
sLDF1

≤ pγ
t̃
sLDF1

+ sLDF1 − 1. (4.9)

Preuve

1. Le lemme (4.2.1) implique en particulier que

(Rγ/EDFn ) ≤ (REDF/γn ) pour tout n ≤ min{Sγ1 , S
EDF
1 } (4.10)

et donc :

(V γ
n ) ≤ (V EDF

n ) pour tout n ≤ min{Sγ1 , S
EDF
1 }.

Donc, le système EDF ne peut se vider avant que le système γ ne se vide et autrement dit

sγ1 < sEDF1 .

Par ailleurs, le lemme (4.2.2) implique de même que

(RLDF/γn ) ≤ (Rγ/LDFn ) pour tout n ≤ min{SLDF1 , Sγ1 }
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et donc :

(V LDF
n ) ≤ (V γ

n ) pour tout n ≤ min{SLDF1 , Sγ1 }.

Le système LDF se vide donc avant le système γ : sLDF1 < sγ1 .

2. Par récurrence : à t̃1, (REDF1 ) = 0. On suppose la propriété vraie à t̃n. On note encore Cl
, le client servi par γ à cet instant. Alors,

R
EDF/γ
n+1 ⊆



{Cl}∪{
REDF/γn ∩

{
Tk +Dk ≥

(
t̃n+1 ∨ min

Ci∈V EDFn

{Ti +Di}
)}}

si Cl ∈Mγ,EDF
n ,{

REDF/γn ∩
{
Tk +Dk ≥

(
t̃n+1 ∨ min

Ci∈V EDFn

{Ti +Di}
)}}

si Cl ∈ R
γ/EDF
n .

Donc, pour tout n jusqu’à Sγ1 ,

(R
EDF/γ
n+1 ) ≤ (REDF/γn ) + 1

et on a (4.6). Par ailleurs :

pEDF
t̃n

= N(0, t̃n]− n− xEDFn = pγ
t̃n

+ (Rγ/EDFn )− (REDF/γn )

et avec (4.10) et (4.6)

pEDF
t̃n

≤ pγ
t̃n
≤ pEDF

t̃n
+ n− 1− (Rγ/EDFn ). (4.11)

On a donc (4.7) pour n = sγ1 .

3. On applique le même argument à la comparaison γ/LDF : pour tout n ≤ sLDF1 , en notant

Cj le client servi par LDF et Cl à t̃n :

R
γ/LDF
n+1 ⊆



{Cj} ∪
{
Rγ/LDFn ∩ {Tk +Dk ≥ t̃n+1} ∩ {Cl}c

}
si Cj ∈Mγ,LDF

n ,{
Rγ/LDFn ∩ {Tk +Dk ≥ t̃n+1} ∩ {Cl}c

}
si Cj ∈ RLDF/γn .
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et on conclut de la même façon.

La figure (4.2.1) illustre ces résultats, en représentant une busy period pour EDF et

γ = FIFO. Les busy periods pour les deux systèmes, soumis aux mêmes demandes, aux mêmes
instants d’arrivées, commencent au même instant. En abscisses, on note les instants d’arrivées

(Tn, n ∈ N∗) des clients

Figure 4.1 - Busy period pour EDF et FIFO

et en ordonnées leurs dates d’élimination (Tn + Dn, n ∈ N∗). Chaque croix représente donc un

client entré dans le système. Les barres horizontales représentent les instants de fins de service
pour les deux systèmes, pour ce scénario de trafic. Un client est encore dans le système, et

susceptible d’être servi à l’instant t̃n = t̃1 +

n∑
i=1

σ̃n si la croix correspondante est au dessus de la

n-ième barre horizontale, et si il n’a pas encore été servi sous la discipline de service considérée.

Par exemple, le serveur peut servir à t̃n toutes les croix se trouvant dans le rectangle Rn+1 (clients

qui si ils ne sont pas servis à t̃n seront éliminés à t̃n+1), ou au dessus.
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Les croix se trouvant dans les triangles ti sont des clients éliminés avant même la fin du service

pendant lequel ils sont entrés (clients " mort-nés "). EDF sert toujours le client correspondant à

la croix la plus basse parmi celles se trouvant au dessus de la barre horizontale correspondant à
l’instant de fin de service. FIFO sert au même instant, le client dont la croix se trouve la plus à

gauche (LDF servirait, lui, toujours la croix la plus haute). A t̃4, EDF sert le client entouré une

fois et FIFO, le client entouré deux fois. La busy period sous FIFO se termine donc à t̃5, alors

que celle d’EDF se poursuit : le client entouré deux fois n’a pas encore été servi à t̃5 par EDF et
n’a pas atteint son délai à cet instant : il est servi.

On peut alors retrouver et compléter le résultat de Panwar et al. :

Corollaire 4.2.2
Pour toute file G/M/1/1 +G, pour tout t et toute discipline de service γ,

PEDFt ≤st P γt ≤st PLDFt .

preuve On part de t̃00 = t̃0. A cet instant un client entre dans les trois systèmes vides et pour

les trois disciplines de service :

s
(.)

t̃00
= p

(.)

t̃00
= 0

(aucun service n’a été complété et aucun client n’a été éliminé).

Commençons par considérer les disciplines γ et EDF. D’après le corollaire (4.2.1), γ termine sa

première busy period avant EDF, et à tout instant t ≤ sγ1 , d’après (4.11) :

pEDFt ≤ pγt .

A la fin de la busy period de γ (à sγ1), si le système EDF n’est pas vide, EDF commence son

(sγ1 + 1)-ième service et

pEDF
t̃
s
γ
1

≤ pγ
t̃
s
γ
1

, (4.12)

puisqu’à cet instant autant de client sont entrés et ont été servis dans les deux systèmes, mais
il reste des clients dans le système EDF. Si EDF termine sa busy period avant l’arrivée d’un
nouveau client dans le système γ vide, les deux systèmes sont vides en même temps et on peut

ré-initier le même raisonnement en repartant d’un système vide pour les deux disciplines (point

de construction commun) dès que ce nouveau client Ci entre dans le système.

Sinon, on définit la discipline de service modifiée γ̃ : γ̃ bloque " le serveur (il le rend inactif)

pendant toute la durée du (sγ1 + 1)-ième service d’EDF (et ainsi de suite à chaque début d’un
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nouveau service d’EDF tant qu’aucun nouveau client n’est entré dans le système γ). Le premier

client Ci à entrer dans le système à partir de là voit sa patience " gelée " jusqu’à ce qu’il rentre en
service, à la fin du service en cours pour EDF. Ainsi, le système γ̃ ré-initie une période d’activité

avec le service de Ci nécessairement à un instant de début de service du système EDF. Soit t̃10
cet instant. On a alors :

pEDF
t̃10

≤ pγ̃
t̃10

(4.13)

puisque les clients éventuellement perdus par EDF pendant l’idle period de γ̃ sont soit :

• des clients qui ont figuré dans le système γ̃ (perdus ou servis),

• des clients entrés après Ci et éliminés avant t̃10 auquel cas ils sont aussi éliminés par γ̃,

• Ci lui-même (qui dans ce cas ne doit sa présence dans le système γ̃ à t̃10 qu’au fait que son

délai a été gelé) et dans ce cas γ̃ perd un client de moins qu’EDF.

Dans tous les cas, γ̃ perd au plus un nouveau client de moins qu’EDF pendant son idle period

et donc (4.13) découle de (4.12).

Ensuite, à l’instant t̃10, une busy period reprend pour γ̃, couplée avec les services d’EDF : on

réitère le même raisonnement pour cette nouvelle busy period de γ̃ et pour les clients entrés à

partir de cet instant en appliquant le corollaire (4.2.1) partie 2 et l’équation (4.11).

On peut donc coupler les deux systèmes à l’infini en s’assurant que la perte du système γ̃
soit plus forte que celle d’EDF : pour ce scénario de trafic, pour tout t,

pEDFt ≤ pγ̃t .

On généralise ce raisonnement à tous les scénarios de trafic : p.s., pour tout t,

PEDFt ≤ P γ̃t . (4.14)

Maintenant, en vertu de la propriété d’oubli de la loi exponentielle, la durée du service du client
Ci qui entre dans le système γ vide est de même loi que la durée résiduelle du service en cours
pour EDF, σ̃n0 . Donc, le système γ a la même statistique que le système γ̃. En particulier, pour
tout t,

P γ̃t
L
= P γt ,

et on a la première majoration stochastique avec (4.14).

Ensuite, on applique le même raisonnement en comparant maintenant les systèmes γ et LDF.

On définit la discipline ˜LDF qui couple avec les busy periods de γ lorsque le système LDF se vide

mais pas le système γ, et on applique le corollaire (4.2.1) partie 3 : on a la deuxième majoration.
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Remarque 4.2.1 Panwar et al. montrent dans [35], d’une manière différente, la première ma-

joration stochastique

4.2.2 Cas M/M/1/1 +G

Nous considérons dans cette partie que le processus des entrées est un processus de Poisson.
Nous montrons dans ce cas l’optimalité d’EDF en terme de probabilité de perte à l’état
stationnaire par rapport à toute autre discipline de service non-préemptive. Ce faisant, on peut
aller plus loin que dans la section précédente et donc que Panwar et al, qui donnaient cette
optimalité sur les pertes instantanées en terme de majoration stochastique pour un système

G/M/1/1 +G.

Théorème 4.2.1
Pour toute file d’attente avec clients impatientsM/M/1/1+G où λ est l’intensité du processus

des entrées et les demandes de services sont de durée moyenne 1/µ, pour toute discipline de service

non préemptive γ, la probabilité de perte πγ vérifie :

πEDF ≤ πγ ≤ πEDF +
(λE[BEDF ] + 1)(µE[BLDF ]− 1)

(λE[BLDF ] + 1)λE[BEDF ]
.

Preuve. Comme dans la preuve du corollaire (4.2.2), on part d’un point de construction

commun aux trois systèmes t̃00 = t̃0. D’après le corollaire (4.2.1), γ termine sapremière busy

period avant EDF, et à cet instant sγ1 , on a (4.7). A sγ1 , si le système EDF n’est pas vide, on

considère comme plus haut la discipline de service modifiée γ̃ Si EDF termine sa busy period
avant l’arrivée du client Ci qui ré-initie la busy period de γ̃, les deux systèmes sont vides en
même temps et on note ν = 1.

Sinon, on note à nouveau t̃10, Ie premier instant où le serveur est libre sous EDF et les deux

systèmes sont non-vides. A cet instant, on a :

pEDF
t̃10

≤ pγ̃
t̃10
≤ pEDF

t̃10
+ sγ̃1 − 1. (4.15)

En effet, (4.13) donne la minoration et d’autre part, tout client perdu par γ̃ pendant sa période

d’inactivité est un client " mort-né ", entré après Ci pendant le service d’EDF et éliminé avant

la fin de celui-ci. Un tel client est donc aussi perdu par EDF et (4.7) donne la majoration.

A t̃10, une nouvelle busy period commune à EDF et γ̃ commence et à cet instant, il n’y a

aucun client présent dans le système γ̃ qui ne soit pas présent dans le système EDF. On réitère
le même raisonnement que pour la première busy period jusqu’à l’instant où le système γ̃ se vide
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à nouveau. Si le système EDF n’est pas vide à cet instant, on appelle t̃20 l’instant de reprise de la

période d’activité pour γ̃, etc... jusqu’à l’instant (dont on sait qu’il existe puisque le système est

stable) où le système EDF se vide. Cet instant est nécessairement un instant où le système γ̃ se

vide aussi : c’est la fin de la ν-ième busy period de γ̃. Par récurrence, pour tout 1 < n ≤ ν, en

appliquant le corollaire (4.2.1), (4.7) et (4.15) à la n-ième busy period de γ̃, on généralise (4.15) :

n∑
i=1

(
pEDF
t̃i0

− pEDF
t̃i−1
0

)
≤

n∑
i=1

(
pγ̃
t̃i0
− pγ̃

t̃i0

)
≤

n∑
i=1

((
pEDF
t̃i0

− pEDF
t̃i−1
0

)
+ sγ̃i − 1

)
.

D’autre part, en notant bEDF , la durée totale de la busy period d’EDF, pour i = 1, ν, bγ̃i , la durée

de la i-ième busy period de γ̃ pendant celle d’EDF et pour i = 1, ..., ν − 1(si ν ≥ 2), iγ̃i la durée

de la i-ième idle period de γ̃ pendant que le serveur est actif sous EDF :

bEDF =

ν∑
1

bγ̃i +

ν−1∑
1

iγ̃i ,

si ν ≥ 2.
D’après les deux équations précédentes, on a donc p.s. pour deux systèmes EDF et γ̃ partant
d’un point de construction commun et répondant à la même demande de service :

νγ̃/EDF∑
i=1

(
PEDF
T̃ i0

− PEDF
T̃ i−1
0

)
≤

νγ̃/EDF∑
i=1

(
P γ̃
T̃ i0
− P γ̃

T̃ i−1
0

)
≤

νγ̃/EDF∑
i=1

(
PEDF
T̃ i0

− PEDF
T̃ i−1
0

+ Sγ̃i

)
− ν γ̃/EDF ,

(4.16)

BEDF =
νγ̃/EDF∑

1

Bγ̃
i +

νγ̃/EDF∑
1

I γ̃i , (4.17)

où :

• ν γ̃/EDF est le nombre de busy period que fait γ̃ pendant une busy period d’EDF,

• pour i = 1, ..., ν γ̃/EDF , Bγ̃
i est la durée de la i-ième busy period de γ̃ pendant celle d’EDF et

Sγ̃i est le nombre de service complétés sous γ̃ pendant cette i-ième busy period,

• pour i = 1, ..., ν γ̃/EDF −1, I γ̃i est la durée de la i-ième idle period de γ̃ pendant la busy period

d’EDF.

D’une part, soit λ, l’intensité du processus Poissonien des entrées. Le système étant supposé à
l’état stationnaire, l’ergodicité et la propriété PASTA appliquées à ce processus impliquent que

π(.) est la limite du quotient du taux de perte par λ :
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π(.) =
1

λ
lim
t→∞

supE
[
P

(.)
t

t

]
. (4.18)

Par ailleurs, les points de construction étant des instants de renouvellement du système stable,

d’après ([36], théorème (3.6.1).), (4.18) revient à :

πγ =
E[P γ ]

E[Eγ ]
=

E[P γ ]

λE[Bγ ]
. (4.19)

(4.19) implique :
πEDF =

E[PEDF ]

E[EEDF ]

=

E
[
PEDF
T̃ ν

γ̃/EDF
0

− PEDF
T̃ 0
0

]
λE
[
T̃ ν

γ̃/EDF

0 − T̃ 0
0

]

=

E
[ νγ̃/EDF∑

i=1

(
PEDF
T̃ i0

− PEDF
T̃ i−1
0

)]
λE[BEDF ]

,

πγ̃ =
E[P γ̃ ]

E[Eγ̃ ]

=

E
[
P γ̃
T̃ 1
0

− P γ̃
T̃ 0
0

]
λE
[
T̃ 1

0 − T̃ 0
0

]

=

E
[
ν γ̃/EDF

]
E
[
P γ̃
T̃ 1
0

− P γ̃
T̃ 0
0

]
λE
[
ν γ̃/EDF

]
E
[
T̃ 1

0 − T̃ 0
0

]

=

E
[ νγ̃/EDF∑

i=1

(
P γ̃
T̃ i0
− P γ̃

T̃ i−1
0

)]
λE
[
T̃ ν

γ̃/EDF

0 − T̃ 0
0

]

=

E
[ νγ̃/EDF∑

i=1

(
P γ̃
T̃ i0
− P γ̃

T̃ i−1
0

)]
λE
[
BEDF

] ,
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avec l’identité de Wald. Ces deux équations donnent avec (4.16) :

πEDF ≤ πγ̃ ≤ πEDF +

E
[
ν γ̃/EDF

]
E
[
Sγ̃
]
− E

[
ν γ̃/EDF

]
λE[BEDF ]

. (4.20)

D’autre part, avec (4.17) et l’identité de Wald :

E[BEDF ] = E
[
ν γ̃/EDF

]
E[Bγ̃ ] + E

[
ν γ̃/EDF

]
E[I]− E[I],

où I est la variable aléatoire du temps à attendre avant l’arrivée d’un nouveau client dans un
système vide. L’équation précédente se réécrit :

E
[
ν γ̃/EDF

]
=

E[BEDF ] + E[I]

E[Bγ̃ ] + E[I]
=

E[BEDF ] + 1/λ

E[Bγ̃ ] + 1/λ
. (4.21)

(4.20) et (4.21) donnent donc :

πEDF ≤ πγ̃

≤ πEDF +

E[BEDF ]+1/λ
E[Bγ̃ ]+1/λ

(E[Sγ̃ ]− 1)

λE[BEDF ]
.

La statistique du système sous γ̃ étant la même que celle du système sous γ, la suite d’inégalités
précédente équivaut à :

πEDF ≤ πγ ≤ πEDF +

E[BEDF ]+1/λ
E[Bγ ]+1/λ (E[Sγ ]− 1)

λE[BEDF ]
. (4.22)

(4.22) est vraie pour toute discipline de service non-préemptive γ. Elle est vraie pour γ = LDF

et donc en particulier :

πEDF ≤ πLDF ≤ πEDF +

E[BEDF ]+1/λ
E[BLDF ]+1/λ

(E[SLDF ]− 1)

λE[BEDF ]
. (4.23)

Maintenant, en refaisant le même raisonnement pour la comparaison des probabilités de perte

entre LDF et la discipline quelconque γ à partir de l’équation (4.9), on aboutit à l’équation

analogue à (4.22) en remplaçant γ par LDF et EDF par γ :

πγ ≤ πLDF ≤ πγ +

E[Bγ ]+1/λ
E[BLDF ]+1/λ

(E[SLDF ]− 1)

λE[Bγ ]
. (4.24)
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En combinant la première inégalité de (4.24) et celle de (4.22) avec (4.23), on obtient :

πEDF ≤ πγ

≤ πEDF +

E[BEDF ]+1/λ
E[BLDF ]+1/λ

(E[SLDF ]− 1)

λE[BEDF ]
.

Finalement, l’espérance de la durée d’une busy period vérifie

E[BLDF ] = E[σ]E[SLDF ]

=
1

µ
E[SLDF ]

et l’équation précédente donne le résultat.
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