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Introduction

Quand on introduit la notion de dérivée, on se rend vite compte qu’on peut appliquer le
concept de dérivée a la fonction dérivée elle-méme, et par le méme concept on peut introduire
la dérivée seconde, puis les dérivées successives d’ordre entier. L’intégration, est une opération
inverse de la dérivée, peut éventuellement étre considérée comme une dérivée d’ordre 1i moins
un z. On peut aussi se demander si ces dérivées d’ordres successifs ont un équivalent d’ordre
fractionnaire. Selon une thése d’histoire des mathématiques récente, la dérivation numérique
d’ordre fractionnaire remonte & diverses correspondances entre Gottfried Leibniz, Guillaume
de L’Héspital et Johann Bernoulli a la fin du 17¢ siécle. Mais ces grands pionniers se heur-
térent & un paradoxe.

Les opérateurs non locaux tels que le laplacien fractionnaire (—A)® apparaissent naturelle-
mentdans la mécanique des continuums, les phénoménes de transition de phase,

laplacien fractionnaire ou bien laplacien fractionnaire avec poids. Plus précisément on consi-
dére un opérateur pseudo différentiel de la forme

(—A)’u(z) = C(n, s)P.V. —u(az) —uly) dy = C(n,s) lim —u(x) —uly) dy

ge | T —y T2 e—0t JrB. (2) | & —y nt2s

ou s € (0.1), cet opérateur et plus généralement les opérateurs pseudo différentiels qui font
partie du domaine de I’analyse harmonique et des équations aux dérivées partielles pendant

longtemps, l'intérét pour ces opérateurs a augmenté constamment au cours des derniéres
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années. Les opérateurs non locaux tels que (—A)®

S()(Fu)(€) = F(Lu) = —1C(n,s) [y S(U(Hy)mﬁz—sy)—zu(x))dy
= =500 ) Joo =2y () €)
= C(n,8) fpo TRy (0 (©)

Notre objectif est de la laplacien farctionnaire

Le mémoire se compose de ce trois chapitrs au premier chapitre ; on rappelle les notions de base
sur I'espace LP, 'espace D(R") les distribution et les distributions tempérés, on définit ainsi
les opérations sur ses distribution, (Dérivation. Convolution.et Transformation de Fourier).

Au deuxiéme chapitre on définit les espace de Sobolev W'?(I). Wy (I) et W™P(I)

WYP(I) =u € LP(I):3g € LP(I)t.q : /ucp' = /gg@ Vi € CH(I)
1 1

Finalement le troisiéme chapitre est consacré a définir les espace de Sobolev fractionnaire

W#P(R™) et on éntroduit le laplacien Fractionnaire.



Chapitre 1

Rappels d’Analyse Fonctionnelle et

Harmonique

1.1 Analyse fonctionnelle

Définition 1.1.1. Une partition de ['unité de classe C*° subordonnée a un recouvrement

ouvert {A; }iew de Uouvert Q est un ensemble de fonctions V; vérifiant
1. Pour tout i, la fonction U; est de classe C*°(2), positive et a support contenu dans A;.

2. Pour tout compact K C S, il existe un nombre fini de fonctions ¥; non identiquement

nulles sur K.

3. NVreQonad V(r)=1.

i€N
Définition 1.1.2. Soient E, F' deuz espaces de Banach, On dit que E s’injecte contintiement

dans F' et on note b — F s1
1. E est un sous espace vectoriel de F'.
2. Toute suite convergente dans E ['est aussi dans F', (3¢ > 0 telle que ||ul|r < c||lu||g).

Définition 1.1.3. Soient E, F deux espaces de Banach, On dit que linjection de E dans F

est compacte et on note £ — F' si
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1. FE s’injecte continiment dans F.

2. L’application I : E — F' est compacte.

1.1.1 Espace L*
Motivations

La théorie de I'intégration et le calcul intégral étudiés jusqu’ici sont insuffisants vis a vis
de l'opération de produit des fonctions et des classes d’équivalence de fonctions mesurables.

En effet les espaces L! ne sont pas stables par produit en général. Par exemple si
(X,m) = (]0,1[,dt) on a t~"/* € L' mais (t7/%)* =t~ ¢ L!

Le but de ce chapitre est de combler en partie cette lacune en donnant des conditions suf-
fisantes pour que le produit de certaines classes de fonctions mesurables soit intégrables. Le
but est aussi d’introduire les espaces LP qui sont trés importants en analyse fonctionnelle et

dans de nombreuses théories.

Espaces semi-normés LP de fonctions mesurables

On travaille dans ce paragraphe avec un espace mesuré (X, T,m) et on note M la fonc-

tionnelle d’intégration associée & m

Définition 1.1.4. (Espaces [P = [*(X,C) pour 1 < p < +00) C’est l’espace des fonctions

| mesurables X — C telles que | f |P soit intégrable
f € L? < f mesurable et M(| f |F) < oc.
ou encore

LP(Q) = {f : Q@ — R mesurable, tel que : / | f(x) [P dx < oo}
Q
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Corollaire 1.1.1 (Espace semi-normé L). . Soit (X, T, m) un espace mesuré et soit
1 < p< +oo. Alors LP est un espace vectoriel et la fonction numérique suivante définie sur

L? est une semi-norme

Foll f o= M £

Définition 1.1.5. (Exzposants Conjugués). Soient p et q € [1,+00|. On dit que p et q sont
des exposants conjugués si
1

1
S4=1.
P q

La relation de conjugaison ainsi construite est symétrique. Noter que si l'un des exposants
appartient a Uintervalle [1,2], lautre appartenant forcément a [2, +0o0].
Voici deux couples d’exposants conjugués : 2 et 2, 1 et +00. Donnons d’abord une condition

suffisante pour que le produit de deux fonctions mesurables soit intégrables.

Théorémes fondamentaux

Théoréme 1.1.1. [19] Pour p € [1,00], (LP(Q2), || . ||z») est une espace de Banach.

On définit les espaces L™ par

L) = {f : Q — R mesurable, tel que :sup | f(z) |[< oo} et] f |lo=sup]| f(z) |
zeQ €

Théoréme 1.1.2. [6] (Inégalité de Holder).
Soient f € LP(Q) et g € L¥(Q) avec 1 < p < +o0. (et p' étant le conjugué de p) Alors

fg €LY Q) et on :

1foll = / | F@)g(@) | dz <| f vl 9 oo

Proposition 1.1.1. si Q est de mesure finie et 1 < p; < py < +00 alors

L72(Q) — LP(Q)
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En particulier

L®(Q) < LP(Q) — L'(Q), V1 < p < +o0.
Définition 1.1.6. (Fonctions localement intégrables) On dit qu’une fonction f de )
dans R est localement p—intégrable si elle est p—intégrable sur tout compact contenu dans €,
Ainsi :

LP

loc

(Q) ={f:Q — R mesurable tel que : VK C €, / | f(z) |P de < oo}
K

compact

Remarque 1.1.1. 11 est clair que L7 () C LP(Q). En effet, si Q =0, 00] alors la fonction

loc =

f(x) = 1, f € L,.(]0, 00]) mais f ¢ L'(]0,00])
Théoréme 1.1.3.

Nous sommes maintenant prét a définir une classe plus lorge de fonctions normée distri-

butions.

1.2 Distributions

1.2.1 Classe C*(R") a support compact

Définition 1.2.1. Le support d’une fonction f, définie sur R l’ensemble {x € R; f(x) # 0}

i.e le complémentaire du plus grand ouvert d’annulation, on le note

suppf ={x € R, f(x) # 0}

Malheureusement, il n’est pas possible d’étendre cette défnition telle quelle au cas des
distributions, car il n’existe aucune notion de valeur en un point d’une distribution. Mais on
peut défnir de maniére équivalente le support d’'une fonction comme le plus petit fermé en

dehors duquel la fonction est nulle.
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Définition 1.2.2. On appelle CX(R™) l’espace vectoriel des fonctions C* définies sur R"

indéfiniment dérivables a support compact.

Propriété 1.2.1. Les fonctions de classe C* a support compact jouent, en analyse, plusieurs
roles distincts, également importants :

a) Elles servent a localiser les fonctions sans en dégrader les hypothéeses de régularité ;

b) Elles servent a approcher les fonctions localement intégrables par des fonctions de classe
c

c) Permet a partir des fonctions de classe C* a support compact et par un procédé de dualité
que l’on va étendre le calcul différentiel des fonctions aux distributions, qui sont des objets
plus généraux que les fonctions.

Les éléments de D(U) noté aussi C°(R™) sont appelés fonctions tests.

Opérations sue le support

1.2.2 Distributions sur un ouvert de R"
Définitions et Exemples

Soient le n-uplet d’entiers o = (v, ..., ), et © = (21, ...., x,) € R" ou C", on note

Bn

2P =t a2l
et 0“ désigne la dérivée d’orde | o |= ay + ... + o, définie par

0% =05r..0"p

si o est une fonction | « | fois différentiable (on utilisera aussi la notation 9% puor les distri-

bution).

Définition 1.2.3. Soient n > 1 entier et € un ouvert de R"™. Une distribution T sur €2 est
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une R ou C forme linéaire sur C°(R™) a valeurs réelles ou complezes vérifiant la condition
(de continuité)suivante :

Pour tout compact K de §2, il existe Cx > 0 et px € N telle que pour toute fonction test
¢ € CX(Q) avec suppp C Q

(T, ¢)| < Cmazxsup|o®¢(x)]

asp zeK

Lorsque pg peut-étre choisi indépendemment de K dans la condition de continuité ci-dessus,
c’est-a-dire lorsqu’il existe un entier p € N tel que px < p pour tout compact K C 2, on dit
que T est une distribution d’ordre < p sur 2.

Dans ce cas, on appelle "ordre de la distribution T” le plus petit entier p positif ou nul tel que
T soit une distribution d’ordre < p.

On notera toujours D'(Q2) Uespace vectoriel (sur R ou C) des distributions sur  (a va-
leurs respectivement réelles ou complexes)-et souvent D(2) = CX(Q) on note par T(p) =

(T, @) etD'(U) est l'ensemble des distributions et Ky l'ordre de T

Remarque 1.2.1. A toute fonction f de L, .(Q), on associe la forme linéaire définie par

TW¢H[#@M@W7

pour toute fonction test ¢ € C(Q).
Observons que, pour tout compact K C ) et pour toute fonction ¢ € C*(QQ) a support dans
K, ona

[ (77.6) 1= Cusup | a) |, avee Cue = [ | 1(0) |

Donc Ty est un distribution d’ordre 0 sur 2.

Définition 1.2.4. Soient Q ouvert de R™ et T une distribution sur Q. On définit supp(T)
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comme le plus petit fermé F de Q tel que T | p= 0. Autrement dit

supp(T) = () F
FeF(T)

o

F(T) = {F fermé deQ|T |q ¢} =0
Voici quelques propriétés simples de la notion de support d’une distribution.
ou envore 1.4

Proposition 1.2.1. Soient 2 ouvert de R™ et deux distributions T,S € D'(X2). Alors
(@) T o suppiry= 0

(b) Pour toute fonction test ¢ € C(2),
supp(¢) N supp(T) = 0 implique que (T, ¢) =0

(c) supp(T +S) C upp(T) U supp(S);

(d) Pour tout fonction a € C*(Q2), on a
supp(aT) C supp(a) N supp(T);
(e) pour tout multi-indice o € N
supp(9;'T) C supp(T).
Proposition 1.2.2. [Plongement de L;, .(Q2) dans D'(Q)] L’application linéaire

Li,(Q) 2 f = Ty € D(Q) est injetive.
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Convention. Dorénavant, nous identifierons donc toute fonction f localement intégrable

sur Q avec la distribution Ty qu’elle définit sur ).

Définition 1.2.5. Le support d’une distribution noté suppT est le complémentaire du plus

grand ouvert d’annulation de T
z € suppT & VV € V(z);dp € D(Q) et (T,p) # (1.1)

Exemple 1.2.1. (Distribution de Dirac) La distribution de Dirac notée par 6, est définie
par

do : DR") — C

On note 8, = 9 et supp(d) = {0}

Exemple 1.2.2. (Distribution de Heaviside) La distribution d’Heaviside est définie par
H:DR") — C

o H(p) = / H(x)p(x)dz = / " o)
On a supp(H) = R,.

Exemple 1.2.3. La distribution Vp(%) appelée valeur princpale est définie par

),p) = lim Mdt

e—0 |t|>6

~ | =

(Vi

1.2.3 Opérations sur les distributions

Soient T, S deux distributions sur un ouvert U C R" et a € K (K =R ou C)

On définit la somme et produit par un scalaire d’une distribution comme suit
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(1) (T+8,¢) =(T,¢) +(S,¢) Vo € DU)
(ii) (T, @) = a(T, p) Va € K

Dérivation au sens distributions

Si € IN" alors la formule de dérivation pour toute distribution 7' € D'(2) est donnée
par

(0°T, ¢) = (=1)"(T,0%) (1.2)

Avec | a[=3 7 o

La puissance de la théorie des distributions réside sans doute dans le fait que 1’on puisse
dériver n’importe quelle distribution & n’importe quel ordre. La définition de la dérivée d’une
distribution est simplement obtenue par généralistion de 'intégration par parties (formule de
Green stokes voir [7]). Il est a signaler que la formule (1.2) définit une distribution unique
0“T (tempérée si T est, voir définition plus loin). Cependant, Il faut prendre garde a ce que

la dérivée d’une fonction au sens des distributions ne coincide pas en général avec sa dérivée

classique. C’est le cas notamment pour les fonctions dérivable par morceaux.

Exemple 1.2.4. L’exemple de base est celui de la fonction de Heaviside

H:R—=R

x+— H(z) =
0 sinon

par définition

(') = —(H, o) = - / T P(@)dr = p(0) = (5, 0),

c’est-a-dire que H' = 0 (tandis qu’au sens des fonctions, H' est définie et vaut 0 en tout point

sauf a l'origine, cad H' se confond avec la fonction nulle). Plus généralement, on a le résultat
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sutvant

Proposition 1.2.3. Formule des sauts. Soit f : R — R de classe C' sur R™* et sur R,
éventuellement discontinue en 0 mais ayant des limites finies a gauche et droite de 0. On

note
/] =l f(w) — Jimn ().

Alors sa dérivée au sens des distributions est donnée par
T'y =Ty + [flo
Le résultat général suivant montre que les dérivées de la masse de Dirac jouent un role

trés important.

Théoréme 1.2.1. [18] Toute distribution dont le support est réduit au singleton {0} est
une combinaison linéaire finie de dérivées (au sens des distributions) de la masse de Dirac

concentrée au point {0}.

Produit tensoriel de deux distributions et Convolution

Soient U et V deux ouverts de R™ et R? respectivement. Pour T € D'(U) et § € D'(V),

on définit la distribution T ® S sur U x V par
Vo e D(U) et VY € D, (T®S, @) = (T, 0)(T,¢)

On définit aussi la convolution de deux fonctions intégrables sur R™ f et g,(on dit qu’elles

sont convolubles) par la fonction

(fxg)x)= [ [fly)g(z —y)dy = . flx —y)g(y)dy

R’!’L
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si h est une fonction bornée, on a alors, d’aprés le théoréme de Fubini

(Fegh) = [ b+ np@adsdy

Définition 1.2.6. (Produit Tensoriel de deux Distributions) Soient 2y et Qo ouverts
de R™ et R™ respectivement, ainsi que S € D'(1) et T € D'(Qy). On défnit une distribution

S® T sur ouvert 21 x Qg de R™ x R™ par la formule

(S@T,¢) = (S,(T,¢(x1,.))), ¢ € CZ(Eh x ).
On aurait pu également défnir S® T par la formule

(S®T,¢) = (T,(S,0(.,22))), ¢ € CZ (U x Q).

Ces deux défnitions sont équivalentes, comme le montre la

Proposition 1.2.4. Soient Q; et Qs ouverts de R™ et R™ respectivement, ainsi que S €

D'() et T € D'(Qq). Pour toute fonction test ¢ € CX(Qy x s), on a

(ST, ¢) = (S,(T,p(z1,.))) = (T, (S, 0(., 32)))-

1.2.4 Convolution C* x D’

1

loc

Regardons d’abord le produit de convolution d’une fonction L; . par une fonction de classe

C! a support compact. Pour tout u € L;,.(R™) et tout ¢ € C*(R"), rappelons que

dxu(x) = . o(r —y)u(y)dy x € R"
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Cette défnition s’étend sans diffculté au cas du produit de convolution d’une distribution par

une fonction de classe C! a support compact.

Définition 1.2.7. (Convolution CX° x D' Pour toute distribution T € D'(R")) Pour

toute fonction test ¢ € CX(R™), on a

Tx¢(x) = (T,p(x —.)) = (T, (1,)+¢) pour tout z € R"

ot ¢ désigne la fonction défnie par

et ou 1, désigne la translation de vecteur x
Ty = T.(y) =y +z,
c’est-a-dire que

T.f(y) = for_p = f(y — x), pour tout x,y € R".

L’analogie entre cette défnition et celle concernant les fonctions suggére que la majoration

habituelle du support du produit de convolution reste valable dans ce nouveau cadre.

Proposition 1.2.5. [18] (Régulaité de la Convolution CX x D) Pour toute distribution
T € D'(R") et toute fonction test ¢ € C2(R™), le produit de convolution de la distribution T

par la fonction test Ct est de classe C sur R", et on a

O (Tx¢p)=(02T)*xp =T xS0,

Théoréme 1.2.2. [18] (Distributions a Support dans un Singleton). Soient Q un
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ouvert de R™, un point xq € Q et une distribution T € D'(Q2). Supposons que
supp(T) C {xo}
Alors il existe une suite (ao)aen de nombres réels (ou complexes) telle que
a, =0 dés que | a|> OT (avec O(T) est lordre de T).

et

T = Z a60%0z,

aeN™
Application :Equation ™7 =0
Soient I un intervalle ouvert de R et zy € I. On cherche quelles sont les distributions T' € D'([])

telles que

(x —29)"T =0, oumeN (1.3)

Tout d’abord, remarquons que cette relation implique que

supp(T) C {xo}-

D’aprés le Théoréme (1.2.2) ci-dessus, T est de la forme

T = Z ak5§6’;)
k=0

Substituons le membre de droite de cette formule dans I’équation (1.3), et utilisons la formule

de Leibnitz pour obtenir

—1)"k!
(x — xo)m(ﬁfz) = ﬁéﬂ;_m) sik>m, =0sik <m
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Ondéduit que a, = 0 pour k > m, de sorte que les solutions de I’équation
(x — 20)™T = 0dansD'(I)

sont toutes les distributions de la forme

ou les coeffcients a; sont quelconques.

Théoréme 1.2.3. [18/ (Densité de CX(N2) dans D'(2)) Soient Q ouvert de R™ et T €
D'(Q2). Il existe alors une suite (T,,),<1 de fonctions de classe C* a support compact dans €
telle que

T, — T dans D'(Q) lorsque n — oo

Proposition 1.2.6. (Convolution et notion de conergence) Soient une fonction test
¢ € CX(R™) et (Ty)n<1 une suite de distributions sur R™ convergeant vers T au sens des

distributions. Alors, pour tout multi-indice o € N,
0*(T,, x @) = 0%(T x ¢) uniformément sur tout compact deR"

lorsque n — oc.

1.3 Espace de Schwartz, Distributions témpérées
Introdiction

Définition 1.3.1. [13] (Fonctions a décroissance rapide) Une fonction f € C®(R) est
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dite a décroissance rapide si pour tout entier positif k on a

lim 2" | f(z) |=0

r—>+o0

Définition 1.3.2. L’espace des fonction indéfinment dérivable dont toutes les dérivées sont
a décroissance rapide est appelé espace de Schwtartz noté S(R™). Cette derniére propriété

signifie que 3 et a étant des multi-indices d’ordre n :
; B | oo _
¥(B,0) lm o |0°f(x) =0

Exemple 1.3.1.
1 /e e sont des fonctions de S(R™).

2 / La fonction eV et x21+1 ne sont pas des fonction de S(R™), La premiére n'est pas C'*,

1
241

le seconde n'est pas a décroissance rapide a Uinfini c-a-d | 23 | n’est pas majoré quand

r —r 00

3 / Une fonction polynéme (non nulle) n’appartient pas a S(R™).

1.3.1 Topologie sur S

On redéfinit 'espace de Schwartz comme suivant :

S(R") = {p € C¥(R");¥(a, ) € N" x N", po 5(¢) = sup | 270 () |< oo}

z€eR™

S(R™) un espace vectoriel sur lequel les p, s forment une famille dénombrable de semi-normes
.On le munit de la topologie (métrisable) induite par ces semi- normes. Cela signifie qu’une
suite de fonctions (¢, )neny d’élément de S(R™) converge vers ¢ dans S(R™) si et seulement si

Pas(@n — @) tend vers zéro quel que soit (o, f) € N* x N™. La méme topologie est induite
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par les semi-normes ¢, (¢) définies par

Gm(p) = max sup (1+ || = [[)™ [ 0% () |,

lo|<l zern

ou || . || désigne la norme euclidienne sur R". En effet , pour tout x € R", on a
o< Vi |+
=1

et pour tout x € N, il existe ¢,, > 0 tel que pour tout ¢t € R, (1 +¢)™ < ¢,,(1 + t™). Donc,
pour tout z € R"on a

1+ [z )" < cn(1+n% max | 27 ]),

=m

ce qui implique

m
2

Gm(p) < emmax(pao(@) +n* max pas(p)).

| <l |Bl=m

D’autre part, pour tout 5 € N”
|27 <]l & IP< (14 [ 2 )V

et

Pa,8(#) < lal81(¢)

1.3.2 Propriétés de S

Proposition 1.3.1. L’espace S(R™) s’injecte continiment dans LP(R™) et on noté

S(R"™) — L¥(R™) pour p € [1,+o0],

Preuve Pour p = 400, on remarque que pour tout ¢ € S(R"),

H ¥ HLOOZPO,O(@) = QO,0(90)~
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Pour 1 < p < 400, on utilise que = +— (14 || = ||7*) est intégrable en dimension n si s > n.

Par suite, en choisissant un entier m > n/p on a pour tout ¢ € S(R™),

Jon Lo 1P de < o (U (L2 )77 | (A4 [ 2 [)™e(2) P da

< QO,m(SO)p f]Rn(1+ H iy H)_mpdma

d’ou

¢ < Canmle), C=([ (1 [ )

Proposition 1.3.2.
1 / L’espace S(R™) est stable par dérivation a tout ordre.

2 / L’espace S(R™) est stable par multiplication par des founctions polynomiales de n’importe

quel degreé.

Proposition 1.3.3. L’espace S(R™) est une algébre pour :

i / Le produit (ordinaire) des fonction défini par
S(R") x S(R") — S(R")

(¢, 1) — @

cette application est bilinéaire continue pour la formule de Leibiniz

Pa,p (Pe) < Z

)p%ﬁ (w)Pa—w,O(@

(e =7y
it // Le produit de convolution défini par

S(R") x S(R") — S(R™)

(0, 0) — px9
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cette application est ausst une application bilinéaire continue.

Encore, un résultat trés utile pour la suite

Proposition 1.3.4. L’espace S(R™) est stable par la transformée de Fourier i.e
F:SR") — S(R")

Fe)E) =€) = [ pla)e4da
Uapplication F est linéaire continue de S(R™) de S(R™)

Propriété 1.3.1. L’espace S(R™) contient l'espace des fonctions C*° a support compact
D(R™) et contenu dans lespace E(R™) des fonction C*, au sens ot l'on a des injections

continues

D(R") — S(R") — E(R")

L’espace D(R™) étant muni d’une topologie telle q’une sute () d’éléments de D(R™) converge
si et seulement s’il existe un compact fire K C R™ contenant tous les supports des ¢, et ()
converge uniformément sur K ainsi que toutes ses dérivées ,alors ¢, sont nulle au voisinage
de oo donc est a décroissance rapide. En effet x"cpg) est unifomément continue sur suppn,
donc sur R™, ce pour tout k,1 et donc || 2" ||x est atteint dans R alors la suite ()

d’élements de S(R™). Puisque (¢,) d’élements C*° alors elles sont d’élemen de E(R™). De

plus, D(R™) est dense dans S(R™), qui est lui-méme dense dans E(R™).

1.3.3 Distributions tempérées

On peut voir I'espace de schwrtz comme un ensemble de fonctions test permettant de
définir des fonction généralisées que I'on appellera les distributions tempérées. Celles-ci n’au-
ront pas nécessairement de valeurs ponctulles mais seront définies au travers de leurs valeurs

contre les fonction test. Les distributions tempérées sur R™ comprennent tout d’abord toutes
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les fonctions f telles que fi € L'(R™) quel que soit ¢ € S(R") et tel que

o [ f@e(s

Soit une forme linéaire continue sur S(R"). Notons que (puisque S(R") est métrisable,) la

continuité d’'une forme linéaire équivaut a sa continuté séquentielle)

Propriété 1.3.2.

1 /8 feL'(R") avec p € [1,+00], d’aprés l'inégalité de Holder, on a

A @e@)de S| el el g

car S(R") s’injiecte continument dans LP (R™).

2/ Pour une fonction f localement intégrable et a croissance au plus polynomiale, i.e.il existe
ke N et C'> 0 tels que

| fz)|< CA+ || = ), Vz € R

alors

| t@e@ar<c [ (e el el o

< Caoprm(®) / (14 || = |)"de
Rn

pour m > n.

Définition 1.3.3. Une distribution tempérée est une forme linéaire continue sur S(R") i.e

une forme linéaire T sur S(R™) telle qu’il existe o, B et C pour lesquels
| (T ¢) |£ Caplp) pourtout ¢ € S(R")

L’ensemble des distributions tempérées est un espace vectoriel, que l’on note S'(R™)
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Exemple 1.3.2.

1 / On identifie la fonction f avec la distribution (tempérée) Ty définie par

(Ty, ) = . f(x)p(z)dw

2 / l’ensemble des distributions tempérées contient aussi des objets qui ne sont pas des fonc-

tions.

(6,9) = ¢(0)

est une distribution tempérée en général,pour y € R

(65 ) = ©(y)

La masse de Dirac est en fait une mesure de Radon, i.e une forme linéaire continue sur

l’espace des fonctions continues bornées

3 / Une distribution basé sur la fonction f : x # 0 — 1, qui n’est pas localement inté-
garble. We peut pas étre vue comme une distribution tempérée. Cependant,on lui associne une

distribution tempérée applée valeur principale 1/x

de

lz|>e L

lim
e—0

comme étant une forme linéaire continue sur S(R™).

Remarque 1.3.1. L’exponentielle e ne définit pas une distribution tempérée, puisque

2

x
2 .2
/ e’:emda::/dx:oo
R R
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n’est pas borné pour tout C>0, pour tout k,l € N,

donne

1.3.4 Espace S’ des distributions tempérées

Définition 1.3.4. (Espase S'(R™)) L’ensemble des distributions tempérée forme un espace

vectoriel sur K =R ou C

1.3.5 Convergence dans S’

Il est naturellement muni de la topologie duale faible, défini par la convergence faible des
suites, Une suite de distribution tempérée (T),,),en converge vers T € S'(R™) si et seulement
si, quel que ¢ € §’'(R"), la suite numérique ((T,,, ¥))nen converge vers (T, ).

Un exemple fondamental de convergence au sens des distribution est celui des approximations
de 'unité, qui donnent une représentation de la masse de Dirac comme limite de suite de

fonctions C'°° & support compact.

Définition 1.3.5. On appelle approximation de l'unité une famille de fonctions p. poure > 0
telle que

p:(a) =e7p(5), Vo e,

avec p € D(R™) d’intégrale 1. (On suppose souvent de plus p > 0.) Notons que si (p:)eso est

une approximation de l'unité alors par un changement de variables, on a

/ pe(z)dr =1, Ve >O0.
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C’est cette propriéte fondamentale qui pernet de montrer que p. tend vers 6 dans S'(R™)

lorsque € tend vers zéro. En effet, quelle que soit ¢ € S'(R™) on a alors

| peaelaldn = p(0) = [ pula)(e(o) - e(0)da

= / p=(y)((p(ey) — ¢(0))dy.

Cette derniére intégral est en fait prise sur un compact fize (le support de p) et comme ¢ est

continue, elle converge vers zéro lorsque € tend vers zéro d’aprés le théoréme de Lebesgue.

D’aprés les injections continues et denses D(R") — S(R™) — E£(R™), on a
E'(R") c §'(R") c D'(R")

1.3.6 Opérations sur &'

Multipliction d’une distribution par une fonction. Pour généraliser le produit de

fonction, on peut définir le produit d’une distribution T par une fonction v en posant

(YT, ) = (T, )

a condition que I’ensemble des fonction test ¢ soit stable par multiplication par . C’est le
cas pour tout fonction ¢ de classe C'*° lorsque les fonction test sont C'° a support compact :
autrement dit, quelles soient T € D'(R™) et ¢ € E(R™),yT € D'(R™). Si de plus T est une
distribution tempérée, rien ne dit que T soit encore une distribution tempérée. D’aprés le
résultats de stabilité de S(R™) vus plus haut, ce sera le cas si ¢ est elle méme une fonction
C™ a décroissance rapide, ou si c¢’est une fonction polynomaiale. Si T est & support compact,
alors quelle que soit » € E(R™),¢'T est & support compact. A titre d’exemple, notons que

xd n’est rien d’autre que la distribution nulle, tandis que :w.p.(g—lc) s’identifie avec la fonction
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constante égale a 1.

Remarque 1.3.2. Il est impossible de défini un produit entre distributions : il n’y a en tous
cas aucune chance pour qu’il prolonge le produit des distribution par les fonction tout en étant
associatif, car sinon on aurait
0= vp(L)(26) = (vp( 1)) = 67
x x

Remarque 1.3.3. Une distribution T vérifie xT = 0 si seulement si T = ¢d, ot ¢ est une
constante arbitraire. On déduit que x'T = 1 si seulement si T = v.p(%) + xd, ou c est une
constante arbitraire.

Convolution des distributions tempérées On généralise la convolution des fonctions a
la convolution d’une distribution tempérée avec une fonction C*° a décroissance rapide. En
effet, si v € S(R™) alors qule que soit x € R™, la fonction y — (x —y) appartient aussi @

la classe de Schwartz.

Définition 1.3.6. Soient T € S'(R") et v € S(R™), on définit le produit de convolution de

T et ¢ par

(T ) (x) = (T, (x — ).

Exemple 1.3.3. L’exemple fondamental est la convolution par la masse de Dirac est

(0% ) = (z * )

Propriété 1.3.3. On a T x ¢ = ¢ x T (la covolution est vomutative). La déeivée de la

convolution est donnée par 0*(T x )(x) = (T, 0% (x — .)) et plus généralement

0% (T + ) (x) = (T, 0% (x - .)).
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Toutefois son comportement & l’infini n'est pas évident. Pour tout ¢ € S(R"),

[ v@ptade = [ (0ot - tds

(T, | v )ela)dn)

par linéarité de T et ["intégrale, c’est-a-dire encore

| (v@ptards = (.0 ),

ot (z) = (). Ceci est en fait un moyen de définir T+t directement comme une distribution
tempérée, en posant

(T, ) = (T, *¢), VpeSR".

1.4 Transformée de Fourier

1.4.1 Transformée de Fourier dans L*

Définition 1.4.1. [16] Soit f € L*(R™) on appelle une transformation de Fourier de f la

fonction noté f ou F(f) définie par

-~

F(f)y=f(&) = /n exp(—2irz.€) f(x)dx VEeR"

ou x.£ est le produit scalaire dans R™.
Remarque 1.4.1. Si f € C1(R")(f) est bien définie

Remarque 1.4.2. On peut ecrire la transformée de Fourier par la formule

(&) =f(&) = (x) exp —ix.Edx.

R(n)
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Propriétés 1.4.1. Soit f une fonction de classe C™ dans L'(R") telle que ,pour tout multi-

indice a ou | a |[<m on a :
1 / La transfomée f de f est continue et bornée sur R™

2 / Si f est de classe C™ ,alors

9 f (&) = (—2im)le! /n % f(x) exp(—2imz.€)dx

ol

OV F(f) = (—2iID)l F(z f(x))

3/
F(Of)(€) = (2im) e F(f)(€)

Proposition 1.4.1. [16] Soient f et g € L'(R™) alors

F(fxg)=F(f)F(g)

Preuve. On a

F(g)(e) = [

n

exp(=2imz.L) | e =y)gly)dyde
effectuant le changement de variable (x,y) — (x — y;y)on aura
Frea)© = [ [ lexpl-2in(y -+ ). gty dud:

La fonction & intégrer est sommable dans R®" en appliquant le théoréme de FUBINI, on
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obtient

n

F(£g)(€) = | expl(-2inty+ 2fdel | fexpl(~2in(y -+ )glu)dy

Définition 1.4.2. (Transformaée de Fourier invzrse ) Soit f € L*(R") telle que f €
LY(R™). Alors pour
f& = [ fla)e ™ da
R”

on a

CETAURI

(f) =

ot F est l’analogue de la transformée de Fourier obtenue en remplacant i par -i dans F(f)

1.4.2 Transformation de Fourier des distribution

On va définir la transformée de Fourier pour les distributions réguliéres. Soit f une fonc-
tion localement intégrable qui définit une distribution réguliére T et intéressons nous a la

distribution réguliére associée & f. On a

Vo € D(Tf,¢) = (T, 9)

VY € D(T / ft)
_ / ( / F(@)e 2™ dg Yot dt

et en utilisant le théoréme de FUBINI pour intervertir les deux intégrales :

Vo € D(T /f / e 2™ o (t)dt)dx
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Le probléme ici est que si ¢ appartient & D, il n’ya aucune raison pour que sa transformée de
Fourier ¢ appartinne a D et (T¢, ¢) n’a en général pas de sens. Pour obtenir un définition : : : : :
de la transformaée de Fourier des distributions , on doit donc se placer sur un espace plus

grnd que D ce qui est 'objet des la suite de ce travail suivants.

1.4.3 Transformation de Fourier au sens des distributions

Définition 1.4.3. La transformée de Fourier sur l’espace S’ est la transformée de Fourier

dans §. On a la transformée de Fourier
F:SR") — S(R")
s’étend naturellement a S'(R™) en posant
(T, o) = (T,3) VT € 8'(R") et Vi € S(R")

Ceci n’est autre qu’une généralisation d’une distribution tempérée associée a une fonction de

la forme

~

fW)ey)dy = . f(m)@(n)dn

Rn
qui découle directement du théoréme de FUBINI et de la définition de f et p et f et p qui sont

intégrable et de carré intégrable.

Exemple 1.4.1. Transformée des distribution de dirac

(F(0a), ) = (00, &) = @(a)
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et par définition de la transformation dans S

(ﬁ(a):/_ Oogp(x)exp(—Qiﬂx.a)dac

= (exp(—2imz.a), p)

on en déduit

F(0,) = [exp(—2imx.a)]

en particulier F(§) = [(1)], (la distribution associée a la fonction constante égal a 1)

G.0) = (6,3) = 3(0) = / o(z)dz

Exemple 1.4.2. La transformée de Fourier au sans des distribution de la fonction de Hea-
wiside
Puisque H' =9, on a H =3 =1. Par ailleurs, on a o = Zf[/:[. D’aprés le résultat mentionné

dans la remarque, on en déduit que
~ ) 1
H= —sz(E) + ¢6,

ot ¢ est une constante a déterminer. Pour cela, on observe que si ¢ € S(R) est paire, sa
transformée de Fourier aussi et par conséquent

(H,0) = cp(0) = — /ﬁo p(€)de

21 J_ oo

e = [ elod=1 [ el

o0
Ces deux quantitésé étant par définition de ﬁ, on en déduit ¢ = w. En combinant la défini-

tion de T et celle des dérivées au sens des distribuyions avec les formules (2), valables pour
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les fonction C* a décroissance rapide, on voit que ces deniéres s’étendent aux distribution

tempérée :

9°T = (—i)llzoT, 90T = (i¢)°T.
Exemple 1.4.3. La transformée de Fourier d’une gaussienne (loi normale)

1 f|2—m||?
) = —————¢€ 202
/() (202m)?

oo >0 etmeR” est

f(é) _ 672iw£.m672ﬂ02H£||2

Pour le calcul, on se ramener par des changements de varible appropriés au cas m = 0,n =1,

puis en résolvant une équation différentielle, au calcul de fR e~ dz. En effet, il est évident

que f est intégrable, sa transformée de Fourier est donc définie par

f(g) :/ e~ llz=ml*/20% j=2int.z ;.

et le théoréme de FUBINI montre que

N _ _ 2 2 94 _ _ 2 2 _o9;
f(é) :/e [lz1—m1]|%/20 e 27,7r§1.:z:1dl,1.“/6 [|zn—mn]|?/20 e Qzﬂfn.rndxn
R

R

Pour calculer

O e
R

il suffit de faire le calcul pour m =0

gé)(f) - _27/77/ xe_xz/Qaze—Qiﬂ'g_xdx
R
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Par intégration par partie
gé)(f) = _471-20'25/ xe_xz/nge—Qiﬂﬁ.xdx
R

= —An?0*¢go(€)

Par conséquent

90(€) +47°0%€ge(€) = 0

En résolvant I’équation différentielle satisfaite par go :

90(€) = go(0)e 27

il reste a calculer
g0(0) = / e 27
R

. 2
Par un changement de variable y? = —907 ON A :

/em2/2”2dxzax/§/ey2dy
R R

Enfin, il y a une astuce bien connue pour calculer

I:/eyzdy:27r
R

/ eIl gz = 12
R

Exemple 1.4.4. La transformée de Fourier au sens de distribution de

On remarque que

is|x]|?

r—e
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Pour s > 0 s’indentifie avec la fonction

inm  —in2 €]

Er— ()i Te

T
s
En effet; on sait que la Gaussienne

z—> f(x) = e olll?

qui est une fonction de S pour a > 0, admet pour transformée de Fourier

A Ton —m2|g)?

§— f(§) = (=)2e

S

parsuite, on a pour toute fonction ¢ € S(R™)

Q

/n el () d = (f)%ewso(ﬁ)df

considérons alors les fonctions de la variable complexe z définie par

F(z) = / el o (2)da

T.on —=2l€)?

G(z) = (Z)ze” = p(§)dS

Q

ot 23 désigne la carrée de z de partie réelle positive pour Re z > 0. D’aprés la formule ci-
dessus ces deux fonctions coincident pour z € R™*. De plus, elles sont analytiques dans le
demi-plan ouvert z; Rez > 0. Donc elles coinicdent en fait sur tout le demi-plan. Enfin, elles
admettent toutes deuz un prolongement par coninuité a iR\{0}. Pour G, on remarque que
pour s>0,

lm (z + is)2, lim (z — is)2 = /se &
z—0 z—0
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D’ou a la limite,
F(—is) :/ e“”"gnzgpfx)dx
R

inm

e [ e prerae

= G(~is) =

NE

pour s>0. Ceci étant vrai quelle que soit la fonction f, on en déduit le résultat annoncé.

1.4.4 Transformation de Fourier du produit de convolution

On voit ainsi facilement que le lien entre produit de convolution et produit ordinaire via

la transformtion de Fourier, exprimé dans la formule

Floxy) = Fle)F(@), (1.4)

se généralise au produit de convolution entre S(R") et S'(R") :

F(Txy) = F(T)F ().

En effet

(F(T ), 0) = (T4, 8) = (T, 9% §) = (T, F ()  §)).
Or, d’aprés (1.4)et la formule d’'inversion de Fouier

1

FHOw) = (52)"F(@)(—w),

~

FUG %) = @n)"F ' (d)e = (F(0))e = b

On en déduit la relation attendue : (F(T x 1), @) = (F()T(T), ¥).

-~

Remarque 1.4.3. En posant & = o,V = 1) et en appliquant la transformée de Fourier
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inverse a la formule (1.4) on obtient

FHP)« FH(¥) = FH(DW)

d’ot Uon déduit

F(OU) =

T (@) < F () (1.5)

comme (1.5),cette formule s’étend au cas d’une distribution tempérée T et d’un fonction

e SR :

F(TV) = F(T) x F(I)

(2m)"
Cependant,sachant que l’on ne pas multiplier les distributions, cette derniére formule fournit
un argument contre [’extension du produit de convolution a deux distributions tempérées quel-
conques.

Il reste néanmoins possible de définir le produit de convolution d’une distribution tempérée
avec une distribution a support compact. En effet, si T est une distribution a support compact

et S est une distribution tempérée, on peut définir S € S(R™) par

puis S * p € D(R™) quel que soit p € S(R™), et enfin

(T*S,p) =(T,S*¢), Vo SR.

En particulier,on voit immédiatement que T x 6 = T,, c’est-a-dire que la formule ¥ x § = 1
s’étend aux distributions(tempérées). Autrement dit, 0 est I’élément neutre pour le produit de

convolution.



Chapitre 2

Espaces de Sobolev W"P((2)

2.1 Motivation

On considére le probléme suivant [7] : Etant donnée une fonction f € Cla, b], chercher une

fonction w vérifiant : :

(2.1)

une solution classique (forte) du probléme (2.1) est une fonction de classe C?(a, b) satisfaisant
le probléme (2.1) au sens usuel. En fait, la solution du probléme peut étre calculée sans dif-
ficulté. Nous allons ignorer cette étape pour donner notre motivation des espaces de Sobolev
(classiques).

Multiplions la premiére équation de (2.1) par une fonction ¢ € '(a,b) et faisons une inté-

gration par partie on obtient :

/ab“’¢’+Lb“¢=Abfw Vo € ¢'(a,b). pla) = p(b) =0 (22)
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Maintenant, il suffit de connaitre u,u’ € L'. On appelle u solution faible.
Etape A : la notion de solution faible doit étre précise.
Etape B : Existence et unicité des solution faibles (Lax Miligram).

Etape C : Régularite de la solution.
ug+Au=f sur Q

u=0 sur 0()

Etape D : Toute solution de (2.2) dans C*(a, b) est de classe C*(a, b).

Preuve

Jou +u—flo=0 Yoel(abll, la)=pb) =0

et donc

b
[ s u=pre=0 veecia)
—u" +u = f € C ceci implique que u € C?(a,b)

Théoréme 2.1.1. Siu est solution de (2.2) avec u(a)=u(b)=0 alors u est solution classique

i,e solution de (2.1)

Remarque 2.1.1. Le passage de la solution faible a la solution classique s’appelle régularité.

2.2 Espaces de Sobolev W1?(])

Soit I = (a,b) un intervalle ouvert et p € R (1 < p < 00).

Définition 2.2.1. W'?(1)

L’espace de sobolev WYP(I) est défini comme :

WY (I) =wu e LP(I):3g € LP(I)t.q: /ucp’ =— /g<p Vi € CY(I)
I

1
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on note

HY(I) = Wh(I)
pour u € WHP(I) nous notons v’ = g

Remarque 2.2.1. Dans la définition WP nous appelons ¢ une fonction test. Nous pourrions
également bien utilises C*°(I) la classe de fonctions de test, car si p € C1(I) alors p, * p €

c>(I)

Remarque 2.2.2. L’espace W' peut étre défini par ’ensemble des fonction u € LP(I) avec

w € LP(I),ici u' est la dérivée de u au sens des distribution.

Exemple 2.2.1. soit I = (—1,1), la fonction u(x) =| z | est dans ’espace de sobolev WP(I)

pour tout 1 < p < oo et u' = g,ou

1 sur O<zx<l1

—1 sur —1<x<0

Plus généralement, une fonction continue sur I qui est C' par morceaux sur I appartient &
WP (I) pour tout 1 < p < oo. Par ailleurs, la fonction g ne peut étre dans WP(I) pour tout

1 <p<oo.

Théoréme 2.2.1. L’espace de sobolev WHP(I) muni de la norme :

Il flwrr=Il wllze + || u' o

est un espace de Banach.

D =

on peut munir H'(I) de la norme équivalente (|| u |5, + || v ||5,)

b
(u,v) g = (u,v)p2 + (u',0") 2 = / (uv + u'v")
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et la norme associée :

1
Il = (e llZe + 11w lle)

Proposition 2.2.1. L’espace WP est un espace de Banach 1 < p < oo. Il est reflexif pour

1 < p < oo et séparable pour 1 < p < oo, L’espace H' est un espace de Hilbert séparable.

Preuve
Soit (u,) un sutie de Cauchy dans W'?(I) donc (u,) et (u!) sont des suites de cauchy dans

I'espace de Banach LP(I). Donc il existe des fonctions u et g dans LP(I) telle que u,, — u

et u, — g dans LP(I). On a

/unw’ = —/u;so Vo e C (1)
I I
et dans la limite

/unso’= —/gcp Vo e C.(I)
I I

d’ott g =« au sens des distribution, donc u € WP(I). Par conséquent W?(I) est un espace

de Banach

Remarque 2.2.3. Soit (u,) une suite de WP telle que u,, — u dans LP et (ul,) converge
vers une certaine limite dans LP. Alors u € W' et || u, — u |[w1o— 0.

Démonstration Supposons que (ul,) converge vers fonction H dans LP. Comme on a Hu,, €

/unsoz —/u;% Vo € C2(1).
I

En passant a la limite, on obtient

Whe(1),

/u<p—/H<p, Vo e C(I).
I I

Doncue W u' = H et || u, — u ||y1.o— 0.
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Théoréme 2.2.2. Etant donnée u € WP(I). Il existe i € C(I) tel que u = @ sur I et

u(z) —u(y) = /y u'(t)dt, Vz,yel

Pour la preuve de ce théoréme on a besoin des lemmes suivants.

Lemme 2.2.1. Soit f € L} (I), si

/f z)dx =0 pour tout ¢ € C:(I),

alors, f = ¢ dans I

Prueve

Soit ¥ € Cc([1) tel que [, 1) = 1. Pour toute fonction w € C.(I), il existe ¢ € C}(1) tell que

o =w- (/Iw)zb est dans C.(I)

En effet, la fonction h = w — (f ;W)Y est continue et & support compact dans I et f h=0,

donc elle admet une unique primitive & support compact dans I.

/fw— / Yldr =0 VYw € C(I)
/I[f—(/lfw)]wzovweccu)

par la suite, on deduit que f = constante p.p dans [

donc

Lemme 2.2.2. Soit g € L, .(I), et soit yo fixé dans I, alors la fonction



2.2 Espaces de Sobolev W'?(]) 45

est dans v € C(I) avec

/ng’:—/ggo Vo € CH(I).
I I

La fonction v est absolument continue. On a

Josta= | I / :gu)dt)sodx — [ / :g<t>¢(x>dt -/ da / :g(t)so(w)dt

par le théoréme de Fubini

Joster== [ atar [ ' w)de + / :ga)dt / ) = [ stetrar

d’ot v = g au sens des distributions.

Preuve

Preuve du théoréme 2.2.2 Fixons yy € I et posons u(x) = u(yo) + fy‘z W' (t)dt. On sait

d’aprés lemme 2.2.2 cité que @’ = v’ et donc

donc

J@-ue@ar=o. veeckn
D’aprés le lemme 2.2.1, w = u + C p.p dans [ et puisque u(yo) = u(yo) alors C = 0.

Remarque 2.2.4. Ce lemme montre que la primitive v d’une fonction g € LP appartiennt
a WP désque v € LP, ce qui est toujours le cas lorsque I est borné. En effet, dans ce cas

v(r) = fyz g(t)dt est bornée, et donc || v ||1»< 00.

Proposition 2.2.2. Soit u € LP(I) avec 1 < p < oo. Les propriétés suivantes sont équiva-

lentes :

(i) uwe Wi (I).
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(i) Il existe une constante C telle que

| /Iw’ <Cllolwn VeeCx().

Preuve
Pour montrer que (i) = (i) : Soit u € WP, donc u € L. En utilisant I'inégalité de Holder

on obtient directement

| / wp |=| / o 1<) W o @ < C 1 e o -

(1) = (i) : On considére la forme linéaire 1) : C>*> — R définie par

/ . . /

comme C2° est un sous-espace dense de L” et puisque v est continue pour la norme de L,
. L, . . / L , L . . .

alors une forme linéaire et continue sur LP. D’aprés le théoréme de représentation de Riesz

6] ,P97 et P99 , il existe g € LP tel que
[

<¢,<,0>=/g<p Vo e LV,

Et donc en particulier

/wp’z/w Yy € C,

d’ott u € Whp

Remarque 2.2.5. le théoréme n’est pas vrai si p =1, car (ii) (i). En effet, on a seulement
Uinclusion (L) C L', et on ne peut appliquer le théoréme de Riesz pour le cas p = co. Les
fonctions de Wt sont appelées les fonctions absolument continues, tandis que les fonctions

vérifiant (ii) sont les fonctions a variations bornées (éventuellement discontinues) sur I.
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Théoréme 2.2.3. (Opérateur d’extension)

Soit 1 < p < oo. Il existe un opérateur linéaire borné opérateur P : WHP(I) — W1P(R)

minéaire et continu tel que
1. Puy; = u pour tout u € WHP(I)
2. || Pu||prr)y< C || u || Lory pour tout w € WHP(I)

3. || Pu |lwre@)< C || u lwrwcry pour tout u € WHP(I)

Preuve

En commengant par le cas I =|0, +o00o[ nous montrons cette extension la fonction

u(—x) si x <0,

fonctionne clairement, nous avons

o (@< 2 | w ey -

Avec

nous vérifions facilement que v € LP(R) et

u*(x) —u*(0) = /Ozv(t)dt Vo e R.

(2.3)

(2.4)

Il suit que u* € WHP(R) pour la Remarque 2.2.4 et |[u*||wro@r) < 2||ullwrs(r). Considérons

maintenant le cas d’un intervalle borné I; sans perte de généralité, nous pouvons prendre
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I =]0.1[. Soit une fonction € C*(R), 0 <n <1, tel que

1 s 20 < 1/4,
n(x) = (2.5)
0 si x>3/4,

étant donné une fonction f sur ]0.1] réglé

_ r) st 0<20<1,
Fay— T = (2.6)

0 st x>1,

nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 2.2.3. Soit u € W'?(I). Donc
ni € W (0,00) et (na) =n'a+nu

Preuve

Soit ¢ € Cy((0,00)); donc

Jomie = [y mug’ = [y ul(ne) ')
= — Jiune — [l une since np € CL((0,1)))

= — [y (' + )
2.2.1 Théorémes de densité et d’injection

Théoréme 2.2.4. (Densité)
Soit u € W'P(I) avec 1 < p < oo. Alors il existe une suite (u,) dans C2°(R) tell que u,; — u

dans Wte(I).

Remarque 2.2.6. En général, il n’y a pas de suite (u,) dans C*(I) tel que u, —> u dans
WP (I) woir la propsition 2.2.2 c’est en contraste avec LP les espaces rappellent que pour

chaque fonction u € LP(I) il y a une suite (u,) dans C*°(I) tel que u, — u dans LP(I)
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Lemme 2.2.4. (a) : Soit p € L*(R) et soit v € WYP(R) avec 1 < p < oo. Alors

prxv € W(R) et (pxv) =pxv.

Preuve
Supposons d’abord que p est & support compact. Alors pxv € LP.

Soit ¢ € CH(R).

D’ou

prxv €W et (pxv) =px.

Supposons maintenant que p n’est pas a support compact. On introduit alors une suit (p,,)n>1

de C.(R) telle que p, — p dans L'. D’aprés ce qui précéde, on a

pnxv €W et (p,xv) = p, x0

Or p, xv — p*v dans LP et p, xv' — px v’ dans LP.

prxv €W etque (pxv) =pxv.

(b) : On fixe ensuite une fonction ¢ € C°(R) telle que 0 < ¢ < 1et

() = - (2.7)

On définit la suite
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Soit f € LP avec 1 < p < oo. puisque (,f — f dans R, on a le théoréme de la convergence
dominée, ¢, f — f dans LP(R).
(c) : Choisissons une suite régularisante (p, ). Montrons que la suite u,, = (,(p, * u) converge

vers u dans W'P. Or || u, — u ||p»—> 0. En effet,on écrit

U — = C[(pn*u) — u] + [Gu — u]

et donc

[t = ([ <|| (pnxu) = wlLe + || Gov = [[Lp—0

Ensuite, grace au lemme 2.2.4, on a
Uy = Gupn*u) + ((pn — ).
Par conséquent
| g =" e < Gulpnxun) e + || Clpur) =t || Lo < % Il e + [ (pox)=u" [[zo + || Qu' =" [[o— 0,

Ofl C :H CI HLOO .

Théoréme 2.2.5. (Théoréme d’injection) Il existe une constante C (dépendant seulement

de | I|< o0) telle que
H u HLOO(I)S C || u le,p([) VU - Wl’p(l) Vl S P S oo, (28)

Autrement dit WHP(I) C L* avec linjection continue pour tout 1 < p < oco. De plus, lorsque

I est borné on a
1. lingection WYP(I) C C(I) est compacte pour 1 < p < oo

2. WHH(I) c LY(I) est compacte pour 1 < ¢ < 0o
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Preuve
Pour I = R; le cas général s’en déduit grace au théoréme de prolongement ...
Soit v € CL(R;) si 1 < p < oo on pose G(s) =| s [P7! s. La fonction w = G(v) appartient a
CL(R) et

W =G =p|v [Pt

Puisque [G(v(z))] = G'(v(z))v'(x), on a pour tout = € R

Go(x)) = / " Lol P (),

—0o0

car lim, ., G(v(y)) = 0 puisque G(v) € C}(R). Estimons maintenant | v(z) [P . Par l'inéga-

lité de Holder on a
| v(z) =] G(uv(z)) [< /Rp | o) PP () [ dt < p || 0P (el V' [l
En se rappelant que ¢ = ]%, on obtient
| v(@) P<p | " flall v lle -
On utilise ensuite I'intégralité de Young avec p et ¢ pour obtenir

p—1 1
Lol V" e < Pl e [ o v L),

pllvl
En utilisant Iinégalité (a? + )7 <|a |+ | b| et pr < %, on a

lo(@) | <[(p—1)]|vIk + o[l

==

<[pllvli+1v 5]
1
<p? || v llwee

<CJv .
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Ainsi, on a obtient

[v =< Cllvllwie Yo eC(R), (2.9)

ot C = e* est un constante universelle.

La démonstration se termine en raisonnant par densité. On prend u € WP, par le théoréme
de densité, il existe une suite (u,) € C}(R) telle que u,, — u dans W'P(R). En appliquant
(2.5), on remarque que (u,) est de Cauchy dans L*. Donc u,, — u dans L™ et on obtient
notre inégalité cherchée.

Nous démontrons maintenant la seconde partie. Pour montrer 1. prenons F la boule unité de

WP(I) avec 1 < p < co. Pour u € F et grace a I'inégalité de Holder on obtient

* 1 1
| u(a) — uly) \=r/ W)t 1<) W ] @ —y <o~y [F Veyel
Yy

On en déduit alors du [théoréme d’Ascoli [6] P111] que F est relativement compact dans C(1).
La seconde partie se base sur un théoréme assez techniqiue dont nous ne parlerons pas ici.

Nous admettrons donc la seconde partie sens démonstration. Pour les intéressésn

Remarque 2.2.7. Soit I un itervalle borné, soit 1 < p < oo, et soit 1 < g < 0. pour

théoréme [3.2] on peut facilement constater que la norme
[ f[=I1 ' {lp + [ llg

est équivalent a la norme de W'P(I)

Remarque 2.2.8. Soit I un intervalle non borné u € WHP(I), et u € Li(I) telle que q €
[p, 00|, ie

Jrursiuigerialg.
Mais en général u & LA(I) par q € [1,p]

Corollaire 2.2.1. On suppose que I n’est pas borné et on prend u € WP(I) avec 1 < p < oo.
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Alors on a

lim wu(z) =0. (2.10)

xe[|z|——>oo

Démonstration.Par le théoréme de densité 2.2.4, il existe un suite (u,)n>1 € CL(R) telle
que un;; — u dans WHP(I). On déduit de (2.4) que || u, — u || ooy —> 0 et donc on obtient
(2.6). En effet si € > 0 est donné, on choisit n assez pour que || u, — u || ;0o < € or pour

| z | assez grand pn a u,(x) = 0 (puisque u, € CH(R)) et donc | u(x) |< ¢.)

2.3 Espaces de Sobolev W,*(I)

Du fait que C, n’est pas dense dans WP, on a

Définition 2.3.1. Soit 1 < p < oo, on désigne par W, P (I) la fermture de C! dans W(I),
c’est-a-dire que W'P(I) = CL. Sip = 2, on ote WyP(I) = HA(I). On alors propriétés sui-

vantes :

1. L’espace Wol’p est muni de la norme induite par W'P; lespace Hg est muni du produit

scalaire induit par H*.

2. L’espace Wol’p est un espace de Banach séparable; il est de plus réflexif pour 1 < p < oo.

L’espace H} est un espace de Hilbert séparable.

Remarque 2.3.1. On sait par le théoréme de densité 2.2./ que CL(R) est dense dans W'P(R),

et par conséquent W, P (R) = W'P(R).

Remarque 2.3.2.
(i) C=(I) et dense dans WP (I).
(ii) Siue WHP(I)NC.(I), alors u € WHP(I).

Théoréme 2.3.1. [7] Soit u € W'P(I). Alors u € WyP(I) si et seulement si u =0 sur O1.

Remarque 2.3.3. Siu € WyP(I), il existe une suite (uy,) de C:(I) telle que u, — u dans

u € WHP(I). Donc, par (2.4) u, — u uniformément sur I et par conséquent u = 0 sur O1.
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Preuve

Soit u € W'P(I) tel que u = 0 sur dI. On fixe une fonction G € C'(R) telle que

0 sur |t|<1,
G(t) = (2.11)
t  sur |t|>2

et

| G(t) |[<t pour tout teR.

On pose u, = 2G(nu) de sorte que u, € W'?(I). On a d’autre part

S|

suppu, C x € I;| u(z) |>

Ainsi, suppu,, est un compact inclus dans I, car u = 0 sur 91 et u(x) — 0 quand
| # |— oo, € I. Donc € u, € W'(I) N C,(I). Par la remarque ci-dessus u, € W,”.

Finalement, on vérifie & I’aide du théréme de la convergence dominée que u,, — « dans W12,

o L , 1
Remarque 2.3.4. Voici deux autres carctérisations des fonctions de Wy™* :

1. Soit 1 <p < oo etu € LP(I); on définit u par

u(z) st zel
u(t) = (2.12)
0 si v eR\ I
Alors uw € WYP(I) si et seulement si w € WHP(R).

2. Soit1 <p<ooetuc LP(I), alors u € WyP(I) si seulement s’il existe une constante C

telle que

| /W’ <Clely VYeeCl(R),
I

Proposition 2.3.1. Inégalité de Poincaré
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On suppose que I est borné. Alors il existe une constante C dépendante de | I |< oo telle que
| wllwir<C || v ||rr VYu€ W P(I) (2.13)
Preuve

| u(e) |=[ u(z) —u(a) |=| / u'(t)dt |<|| w o

Done || u ||z=< C || v ||zr . Donc plus, grace a I'inégalité de Holder

2.4 Espaces de Sobolev W™P(])

Dans cette section, on introduit les espaces de Sobolev d’ordre entier et nous donnons
leurs propriétés élémentaires. Ces espaces sont définis sur un domaine quelconque I C R”
et qui constituent des espaces vectoriels dans les espaces LP(I). On définit une fonctionnelle

| - |lm,p ot m est un entier positif et 1 < p < co comme suit :

1/p
lull,, =14 > D%’ sil<p<oo (2.14)
0<|er| <m
et pour p = oo on pose
llull,, o = mazx [[D%| sil<p<oo (2.15)
: 0<]al<m

il est clair que les équations (2.14) et (2.15) définissent une norme sur tout espace vectoriel
de fonctions sur lequel elles sont de valeurs finies et qui fournit des fonctions égales presque
partout dans /. On donne trois types d’espaces correspondant aux valeurs de m et p.

— H™P(I) = est la completion de {u € C®(I) :|| w ||myp (I) < oo} relativement a la norme

[y Y
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- WmP(Q) = {u e LP(Q) : D*u € LP(Q) pour 0 <| a |[< m, ot D*u est le faible (ou distribution)}
— WP(Q) = la fermeture de C3°(S2) dans I'espace W™?(Q).

Définition 2.4.1. [22] Soit m > 2 et un réel 1 < p < co. On définit W™P(I) par récurence :
W™P(I) =u e W P(I);u" € W P(I).

On pose
H™(I) =W™*(I).

Une fonction u appartient a W™P(I) si toutes ses dérivées jusqu’a ’ordre m appartiement
aussi. plus précisément, u € WP (I) si et seulement s’il exist m fonctions gy, ...., gm € LP(I)

telles que
/uDJkpz (—1)j/gj<p Yo e Cx(I), VYji=1,2,..,m.

ou DIy dénote la dérivée a lordre j de @. On peut considérer ' = g1, (u') = go... juisq’a

I'rdre m, que l'on note aussi Du, D?u, ....D™u. On munit l’espace W™P de la norme

m
Il llwmo=[l w llz + ) I D ||1s

a=1
et H™ du produit scalaire

m

(u,v)gm = (u,v)2 + z:(Do‘u7 D) 2.

a=1

Théoréme 2.4.1. [7] W™P(Q) est séparable 1 < p < oo, est réflexif et uniformément conveze

si 1 < p < oo. En particulier, W™?2(Q) est donc séparable Hilbert space avec produit intérieur

(U, ) = Z (D%, D*),

0<]al<m

ot (u,v) = [ u(x)v(x)dr est le produit intérieur de L*().
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Remarque 2.4.1. Les notions démontrées précédement pour WHP(I) sont aussi valables pour

Wme(I). En particulier, W™?(I) C C™ Y(I) avec injection continue.

Dualité, les espaces W7 (Q)

(u,v) :/Qu(:c)v(x)dx

Pour p donné, p’ désigne toujours 'exposant conjugué :

00 is p=1,
p = p/lp—1) is 1<p<oo,
1 is p=oo0.

Lemme 2.4.1. Soit 1 < p < oo a chaque L € (L?) correspond unique v € LF tel que pour

chaque v € LY

L(u) = (u;,v;).

j=1
En outre

/

I1Ls (L3 1= s (£3) |

n

et (LP) ~ L¥

n -

2.5 Le Laplacien

Définition 2.5.1. Symbolisé par la lettre grecque A, il correspond donc a l'opérateur NV appli-
qué deuz fois a la fonction considérée. Il s’applique le plus souvent aux {.), et son résultat est
alors également un champ scalaire. La premiére application de nabla porte sur un scalaire : il
s’agit d’un vecteur gradient, et le résultat est un vecteur

La deuxieme opération porte alors sur un vecteur. Il s’agit alors d’une divergence, et le résultat
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est un scalaire

0% 0 90

laplacien(f) = div(grad(f)) = Af = V2f = o2 " B2 " 022

d’ou les identités mentionnées en introduction.

Proposition 2.5.1.

o L’opérateur laplacien est linéaire :
ANf+9) =NAf+ Ag

e L’opérateur laplacien vérifie la régle de Leibnitz pour en tant qu’un opérateur différentiel

d’ordre deuz :

A(fg) = (Af)g +2.(Vf).(Vg) + f(Ag)

o L’opérateur laplacien est un opérateur négatif, au sens ou, pour toute fonction lisse ? a

support compact, on a :

[ono=~ [l grado <o

Cette égalité se démontre en utilisant la relation A = Ograd, en intégrant par parties, et en
utilisant une version du théoréme de Stokes, qui se transpose a l'intégration par parties dans

le cas unidimensionnel.

o L’opérateur laplacien est indépendant du choiz de la base orthonormale décrivant les variables

spatiales.

Exemple 2.5.1. Equation de Chaleur [6]
Considérons le probleme suivant : Pour 2 € R"™ de frontiére T, trouver une fonction u(x,t) :

Q x [0, +oo[— R tel que

% —Au=0 dans Q, (2.16)
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u=0 sur 3, (2.17)
u(z,0) = up(z) sur Q (2.18)
ot Q = x (0,400) et X =T x (0, +00)

Théoréme 2.5.1. [6] Soit uy € L*(Q). Alors, il existe une fonction unique u(z,t) satisfaisant

(2.16),(2.17), et (2.18)
u € C([0, +oo[; L2(Q)) N C([0, +oo|, H2(Q) N HL()) (2.19)

u € C([0, +oof; L*(2)) (2.20)

en outre u € C*(Q x [¢,00[) Ve > 0. finalement u € L*(0, 00; H}(Q)) et
1 2 o 1 2
5 | u(T) 720 + ; | u |72y dt = B | uo [72(q) (2.21)
Théoréme 2.5.2. (a) Siug € Hy(Q) alors la solution (2.16),(2.17), (2.18)
u € C([0,+oo[; Hy () N L*(]0, oof; H*(2))
et 3 € L*(Q). on a
T Ou 1 1
| 150 By e+ 5 | T0() Bay= 5| T B (222)
0
(b) Siug € H*(Q) N HY(Q),

u € C([0, 0of; H*())) N L*(0, 003 H*(92))

et % € L*(0,00; H(2))
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(c) Siug € H*(Q) Vk et satisfait auz conditions dites de compatibilité

up=Aug=...=Nuyy=..=0sur

pour chaque entier j, alors u € C*(Q x [0, 00]).

(2.23)



Chapitre 3

Espaces de Sobolev Fractionnaires

Introduction

Dans cette section on s’intéresse a donner la définition des espaces W*P(Q2), ou 0 < s < 1
et 1 < p < +00, Nous prouvons les injections continue et compact, et des autres résultats de
la régularité.

Aprés avoir démontré ces propriétés dans le cas 0 < s < 1, nous les étendons aux espaces

W#P pour s € R, et on conclute ce chapitre par le cas particulier ou p € IN.

3.1 W*P(QQ) pour (2=R") (0<s<1,peNN)

Théoréme 3.1.1. [7] Soit 1 < p < n, Alors W'P(R") C LP*(R"™), ou p* est donné par

et il existe une constante C = C(p,n) tel que

»<ClVul|, VYue WhP(R™).

I
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Remarque 3.1.1. La valeur p* peut étre obtenue par un argument d’échelle, coutant aux
physiciens, donnent par fois des informations utiles avec un minimum d’effort. Supposons

qu’il existe des constantes C et q(1 < q < 00) tel que
[ull,<CllVul, VueCER").

Alors forcément q = p*. Pour voir ce, correctif n‘importe quelle fonction v € CX(R™), et

brancher uy(x) = u(Ax) on obtient.
[l CATT T | Vull, A >0,

ce qui implique 1+ 2 + 5 =0 i.e; ¢ =p*

Lemme 3.1.1. Soit n > 2 et soit fi, fa, ..., fn € L H(R"™1). pour z € R" et 1 < i < n tel
que

- n—1
Tp = ($1,9€2, vy Ti—1, i1, ,%) eR

i.e x; omis de la liste. Alors la fonction

f(x) = fi(@1) fo(T2)... fu(Tn), = €R"

appartient a L'(R™) et

HF e = H | fi llzn=rnry -
=1

3.2 Espace de Sobolev fractionnaire W*?(RR")

La section est consacrée a la définition des espaces de sobolev fractionnaires. Au chapitre 1
nous avons rappelé les notions essentielles d’analyse harmonique dont on aura besoin dans la

suite, aucun autre pré-requis n’est exigé. Considérons d’abord 'espace Schwartz S fonctions a
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a décroissance rapide C* dans R". La topologie de cet espace est générée par des semi-normes

po(e) = sup (1+ [z |¥) Y [D%(@) |, N=0,12,..,

n
z€R la|<N

ou ¢ € S(R™). Soit S'(R™) I'ensemble de toutes les distributions tempérées qui est le dual

topologique de S((R)™). Comme d’habitude pour tout ¢ € S(R"), nous définissons;

50(6) = g [ ¢ F el

La transformée de Fourier de ¢ et nous rappelons que l'on peut prolonger § de S(R") a
S'(R™).
Définition 3.2.1. Soit Q un ouvert de RN, et soient s €]0,1[ et p € [1,+o00[, on definit

Pespace de sobolev fractionnaire WP () par :

Wer(Q) = {u e [P(Q) tq M e LP(Q x Q)}
r—y|r

C’est un espace de Banach intermediaire entre LP(Q2) et WHP(Q) |, muni de la norme :

1
Il wsry:= (I w I7pq) +[ul,)? (3.1)

avec !

oy = ([ [ R0 (5:2)

EETICT
la quantité [uls, est appelée (semi) norme de Gagliardo.

Remarque 3.2.1. Dans la littérature, le espaces de sobolev fractionnaires sont connus sous

le nom des espaces de Aronzajin, Gagliardo ou les espaces de Slobodekij.

Proposition 3.2.1. Soit Q un ouvert de R", s €]0,1[ et p € [1,+00], nous avons alors :

o W*P(Q) est un espace séparable, et de Banach pour tout 1 < p < 400
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o W*P(Q) est un espace réflexif pour tout 1 < p < +00

o W*P(Q) est un espace uniformément conveze pour tout 1 < p < 400

Preuve
Soit (uy,), suite de cauchy pour la norme || |5, alors (u,), est de cauchy dans LP(£2), donc

(uy,) converge vers u dans LP(£2). On suppose (vy,),

Un(.']:,y): |$—y’8+%

qui est de cauchy dans LP(2), donc converge dans LP(£2). Soit (uy(n))n une sous suite de
(tn)n, et par le théoréme de convergence dominée converge p.p vers u(x) et par suit (Uy(n))n

converge p.p tout (z;y) vers :
u(z) — u(y)

U($7y) = |x—y |s+%

On applique le lemme de Fatou, on obtient :

_ p _ P
/ | ufz) — u(y) | dxdy < liminf/ | Ua(n)(l“) ua(n)(y) | dxdy
QJa QJa

| x—y ’nJrsp n—00 | T —y ‘n+sp

Alors u € W*P(Q) (car us((xz) € W*P(Q). De plus d’aprés le théoréme de convergence

dominée nous avons :

| un(z) — un(y) 7 | ulz) —u(y) [P
’ T —y |n+sp njoo ‘ r—y ’n+sp dans Lp(Q)

d’ott u,, — u dans W*P(2). Remarquons que dans le cas entier, 'espace W*? s’injecte conti-

/ o . .
nument W* P comme le montre la proposition suivante :

Proposition 3.2.2. [3/ Soit Q un ouvert de R™. Soient p € [1,+oo[ et 0 < s < s’ < 1, alors
nous avons :

| ullwsr< C | u HWS'vP(Q)
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avec C' = C(n, s,p) > 1. En particulier W*P(Q) C W*'"»(Q)

Preuve Premiérement nous avons :

u(z) |” 1
——————dzdy < [ ( ————dz) | u(x) |P dz
Qnfle—y|>1] | oy e o Jongzzy | 2 [PTeP

g C(TL,S,p) || U ||}£P(Q)

ol nous avons utilisé le fait que e ost intégrable puisque n + sp > n.

|n+sp

Alors :

p p p
[[ Py, e ] wo) P Py
o Jora—yzy T —y [T oNfle—yl>1] | T —y [P

< 2pC<7’L,S,p) H u ||I[)/P(Q)

D’autre part

/] =00 gy [ | ) P+ L) Py
Qnflz—y|>1] ’90— ’"“p onfle—y>1 | T —y TP

car n+sp<n+s’pet | x —y <1, (4,1) et (4,2) impliquent

/Q [ | u(x) —u(y) | dudy < 2C(n,5,p) || Py +/ﬂ Q | u(x) —u(y)/ lpdxdy

oy [ o=y [

Alors :

| ulz) —uly) |7
| w ’|€[/s,p(9)< (2°C(n,s,p) +1) [l u Hip(g) +/Q o ——dxdy

o=y [

p
g C(TL,S,p) || U HWs/,p(Q)

ce qui donne 'estimation souhaitée

Nous allons montrer dans la proposition (3.2.3) que le résultat de la proposition (3.2.2) tient
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aussi dans le cas s’ = 1.
D’abord pour k € N et o €]0,1], on dit que Q2 est de classe C%%, si IM > 0 telle que pour

tout € 012, il existe une boule B = B,.(z),r > 0 et un isomorphisme 7 : () — B telle que :
T € CH(Q), T~ € C**(B), T(Qy) = BNQ,T(Qy) = BN et :

1T llona@y + 1 T e @< M

avec :

Q:={x=(a,2) € R" ' xR |2 |< let |z |,< 1}
Q. ={z=(,2) eR" xR:z'|<let0 <z, <1}
Qo:={reQ:x,=0}
Nous avons le résultat suivant
Proposition 3.2.3. Soit p € [1,+o00[ et s €]0, 1], soit Q un ouvert de R™ de classe C™!, de
frontiere bornée. Alors :

| fwer < C i Vu € WH2(9)

ou C = C(n,s,p) =1, en particulier :W1P(Q) C W*P(Q)

Preuve
Soit u € WP(Q), grace aux hypothéses sur le domaine 2, , nous pouvons prolonger u vers

une fonction @ : R” — R tel que u € WHP(R") et || @ [|wrewny< C || U [|wreo) - On utilise
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le changement de variable z = y — x et I'inequalité de Holder, on obtient :

Fo ot e Sy < [ Iy, M
Jo Ja.( (Jo ‘V‘ulf—j:zzlpdt)pdzdx
fR" fBl fl “Zﬁ(f;fz)llf dtdzdz
S I St

Ci(n, s,p) | V||, (R")

NINN

N

< Ca(n,s,p) || u ”:gVLP(Q)

Alors nous avons :

(z) —uly) |7
dedy < C(n,5,9) | 4 By -
//Qﬁ[cc yl<1] |x— |hep L)

Espaces de Sobolev fractionnaires, s>1

3.2.1 Espace WP, s>1

Définition 3.2.2. Soit Q un ouvert de R™ et Soit s € R N avec s>1 et p € [1,+00[. L’espace

W#P(Q) est définie par :
WeP(Q) = {u e W™P(Q) : DY € WPV | a |=m}

x (Cest un espace vectoriel, on le muni de la norme :

==

I o= (Il yew@y + D 11D [fyon))

laj=m

x Sis =m, alors l'espace W*P(Q)) est coincide avec l'espace de Sobolev

* (WoP(Q), | . |lwsrq)) est un espace de Banach.
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Proposition 3.2.4. Soit Q un ouvert de R" de classe C™', et soit p € [1,+o0] et s',s > 1.
Alors si s’ > s :

WP(Q) C WP ()

Preuve
Nous avous s = k+ o et s = k' + ¢ avec k, k' €]0,1].
Alors nous avous deux cas :
e Si k =k’ alors 0 < ¢'; donc d’aprés la prpostion (3,1) :
Wo'2(Q) C WP(Q) et par conséquent W*?(Q) C W*»(Q), de plus Yu € W*?(Q) nous

avons :

Il 1Ry =l Bvrp@) + 2jamk [ P S 40

Sl gy +C Ejajms | D 1% i o)

=Cllulf,

2()

avec C'=C(n,s,p) > 1

e Si k' > k + 1, alors nous avous :

Whre'r C ke C wktle C pykter

D’autre part pour u € W*TP(Q) on a u € WHP(Q) tel que Du € W'P(Q)V | a |= k alors

d’aprés le proposition (3.1.3) nous avons :

u€ WrEP(Q) et D e WoP(Q)

ce qui implique que u € W*oP(Q) c-a-d : WkHLP(Q) C WktoP(Q) = W*P(Q), et par
conséquent :

W'S,yp C Wsap
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D’autre part pour u € W*?(Q) alors d’aprés la proposition (3.1.2) nous avons :

| u ”};Vs,p(m:H u ||€Vk,p(n> + Z|a:k| | D% ||€Vs—k,p<m <[ w Hska,pm +Z\a:k/\ | D% H]V)Vs—k,p(m
SH u H;;Vk/,p(n) +C2\a=k’| H D% Hp s/ =k ,p(Q)

=Cllul

p
WK .p(2)
avec C'=C(n,s,p) > 1

Théoréme 3.2.1. (/[17], Th 7.38]) Pour s>1, l’espace C3°(R™) est dense dans W*P(R").

x Pour Q) ouvert de R™ et s > 1 on pose : WP(QQ) = CF(2) dans W*P((Q).
x Nous avons d’aprés théoréme WP (R™) = WP(R")

« Toute les résultats précédent sont valable dans l'espace W*P(QQ) avec s>0

3.3 Laplacien fractionnaire

Dans ce qui suit, nous nous concentrons sur le cas p = 2, un cas assez important puisque les
espaces fractionnaires de Sobolev W¥2(R") et Wi*(R™) se révelent étre des espaces Hilbert.
Ils sont généralement désignés par H*(R™) et H§(R"), respectivement plus ils sont strictement
lies & lopérateur laplacien fractionnaire (—A)*, ot pour tout u € L et s € (0.1), (—A)*® est
défini comme

(—A)*u(z) = C(n,s)P.V./ Mdy = C(n,s) lim Mdy. (3.3)

ge | T —y [P e—0" Jrp () | T —y "2

ici P.V. est une abréviation couramment utilisée pour "dans le sens de la valeur principale"
(tel que défini par cette derniére équation) et C(n,s) est une constante dimensionnelle qui

dépend n et s, précisément donné par

Cln,s) = ( / n %ﬁ@dol (3.4)
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Le choix de cette constante est motivé par propostion (3.3)

Lemme 3.3.1. Soit s € (0.1) et (A)~* Uopérateur Laplacien fractionnaire défini par (3.1).

Alors pour tout u € S,

(—A)ou(z) = —%C(n, 5) / n uz+y) +| Z(Ii W@y sert (35)

Preuve 'équivalence des définitions dans (3.3) et (3.4) immédiatement suivie par la for-

mule de variable standard changeante. en effet en choisissant z =y — z, on a

s u(r) — u(y) u(@ +z) — u(x)
(—A)u(x) = —C(n,S)P.V./ T dy = —C(n, s)P.V. o dz
re | 2=y N

(3.6)

de plus en substituant Z = —z en dernier terme de 1’égalité ci-dessus, nous avons

u(r +z) —u(z) , u(r — 2 —u(zx)
P.V. /n o dz = P.V. /n i dz (3.7)
en dernier terme de 'égalité ci-dessus, nous avons Z cmme 2

2PV. [, WttBay — py. [, W@y 4 Py [ WG, .4

= PV. [p, “et 2 g,

donc si nous renommons z en y dans (3.6) et (3.7), nous pouvons écrire 'opérateur laplacien

fractionnaire dans (3.3) comme

(—A)Su(x) _ —%C(n, 8) /n u(x + y) 77;(‘52;3) — 2“(3:) dy.

La représentation ci-dessus est utile pour supprimer la singularité de 'intégrale a 'origine.
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En effet pour toute fonction lisse u, un rendement de Taylor de second ordre

u( +y) +ule—y) = 2u(x) _ || Du |,
|y [+ = |y |2
qui est intégrable prés pour tout s fixé dans (0.1). Donc puisque u € S, on peut se débarrasser
du P.V. et écrire (3.5). une approche via la transformée de Fourier
Maintenant nous prenons en compte une définition alternative de 'espace H*(R") = W*2?(R")
via la transformée de Fourier. Précisément nous pouvons définir

PR = {u € I*(R") / (L | € 2) | Julé) P de < +oo) (3.9)

n

et nous observons que la définition ci-dessus est la méme via la norme de Gaglirado (3.1) est
valable aussi pour tout réel s > 1. on peut aussi utiliser une définition analogue pour un cas
s < 0 en mettant

R = {ue SR / (L € %) | §u(€) [2 de < +oo},

n

bien que dans cas, I'espace H*(R™) n’est pas un sous-ensemble de L2(R™) et, afin d’utiliser le
transform de Fourier on doit commencer par un élément de S’(R").
L’équivalence de I'espace H*(R™) défini dans (3.9) avec celui défini dans la section précédente

via la norme de Gagliardo (voir (3.1)) est démontrée une proposition a venir prop. (3.4.1).

En réalité, on peut regarder le Laplacien fractionnaire (—A)® comme un opérateur pseudo

differentiel de symbole |£[*.

Proposition 3.3.1. Soient s € (0.1) et (—A)*: L — L*(R") est indiqué et prouwvé dans la

proposition a venir (3.1).Alors pour tout u € L,

(=A)u=F"( & (Su) VEeR" (3.10)
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Preuve En vue du lemme (3.3.1) on peut utiliser la définition via le quotient différentiel

pondéré de second ordre dans (3.6). Nous notons par Lu I'intégrale dans (3.6) qui est

u(r +y) +u(r —y) — 2u(z)
|y |nt2s

1
Lu = —§C(n,s)/ dy.

n

avec C(n, s) comme dans (3.5).
L est un opérateur linéaire et nous recherchons son "symbole" (ou multiplicateur), ¢’est une
fonction S : R® — R tel que

Lu=F"(S(u) (3.11)

nous voulons prouver que

(&) =l ¢ [*, (3.12)

ol nous avons noté par £ la variable de fréquence. Pour cet objectif nous soulignons que

st 2 < A(Xp, (y) |y [P sup | Du |+, (y) |y |7 suplul)
1(x m

< C(Xg, (y) [y P72 (L [ ") 70+ Xres, () [y [77720) € LY(R™)

En raison du théoréme de Fubini Tonelli, nous pouvons échanger l'intégrale en y avec la
transformation de Fourier en x. Ainsi nous appliquons la transformée de Fourier dans la

variable x dans (3.11) et on obtient

S(E)(Fu)(&) = F(Lu) = —%C(n, s) fRn S@(Hy)ﬁﬁ;y)—m(@)dy
= —3C(n, ) f i 2dy(Fu) () (3.13)
= C(n, s) fon rmsdy(Fu)(€).

Parsuite, afin d’obtenir (3.12) il suffit de montrer que

[ Ay = e g (3.14)

| Y ‘n+25
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Pour vérifier cela, observons d’abord que si ¢ = ((;...¢;) € R", on a

1-— 2 1
C(T)j-gil ) S | Cln-‘i-Qs S n—2+2s
| ¢ | ¢ | ¢

au voisinage ¢ = 0. Ainsi

/ %ﬁiﬁl)dg est fini et positif (3.15)

Maintenant, on considére la fonction Z : R® — R définie comme suit
1 —cos(€.y)
70 [ Ty

nous avons ¢a Z est invariant par rotation, veut dire

Z(§) =Z(| ¢ | er), (3.16)

ou e; désigne le premier vecteur de direction dans R". En effet quand n = 1 alors on peut en
déduire (3.16) par le fait que Z(—¢) = Z(§). Lorsque n > 2,
nous considérons une rotation R Pour qui R | £ | e; = £ et nous notons par R sa transposée.

Alors par une substitution § = Ry, on obtient

_ [, eolUgens) gy _ [ Leos((RIge (RT) g

|y|n+2s |y n+ s

_ fRn 1—cos((R|€|e1).g )dy

gl

=I(| ¢ [ er),

qui prouve (3.16)

Comme conséquence de (3.15) et (3.16), la substitution ¢ =| £ | y donne que

1 —cos(| & |y) 1 1 —cos(y . o
€) (| €1e) /n |y |nt2s Y €] Jon | C| € |72 ¢ (n,s)"" [ €]
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ot nous rappelons que C(n,s)~" est égal &[5, I‘ETSi(il)dC par (3.2). Ce qui achéve la preuve.

Proposition 3.3.2. Soit s € (0.1) alors l’espace sobolev fractionnaire H*(R™) défini préce-

dement coincide avec H*(R™) défini dans (3.9). En particulier pour tout u € H*(R")

ey = 2C,9) " [ 16 1 ule) e

ot C(n, s) est défini par (3.2).

preuve

Pour tout y dans R™, en changeant les variables choisis z = x — y, on obtient :

(l? u 2 ul\z u 2 u z uly
Jan o 288 )y = [ fon “CHAEEEdzdy = [0 fﬂw e [ dy)dz

:f u(Z+)-U() | 12
R Iz‘n+23 L2(Rn)

ou la formule Plancherel a été utilisée.

Maintenant, en utilisant (3.14) on obtient

wlz w et 2

Joo | SO ) |30y 2 = o Jo o | Ful€) |? dédz
= QI]RTL f]Rn (11:‘3# | :S:u(g) |2 dng
=2C(n,s)7" [on | € %] Su(§) ? dE.

ceci compléte la preuve

Remarque 3.3.1. L’équivalence des espaces H® et H* indiqué dans propstion (3.4.2) repose
sur la formule Plancherel. Comme il est connu, sauf si p = q = 2 on ne peut pas avancer ni
reculer un LP et un LY via la transformée de Fourier (Voir [8] pour une lecture détaillé si p
est tel que 1 < p < 2 et q est son exposant conjugué p/(p — 1).) Pour cette raison, l’espace
fractionnaire général défini via la transformée de Fourier pour 1 < p < oo et s > 0, disons

H*?(R™), ne coincide pas avec les espaces sobolev fractionnaires W*P(R™) (Voir [25])
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Enfin, on pense étre en mesure de montrer la relation entre [’opérateur laplacien fractionnaire

(—A)* et l’espace de Sobolev fractionnel H®.

Proposition 3.3.3. /3] Soit s € (0.1) et soit u € H*(R"™). Alors
[ulfrs gy = 2C(n.5) HI(—=2)2ulFo .

o C(n.s) est défini par (3.2).

3.4 Valeur asymptotique C(n, s)

Dans cette section, nous allons discuter le facteur constant C(n,s) qui apparait dans la
définition du laplacien fractionnaire (voir (3.1)), en analysant son comportement asympto-
tique s — 1~ et s — 0T, cela est pertinent si 'on veut récupérer les normes de Sobolev
des espaces H*(R™) et L?(R") en partant de I'un des H*(R™).

Nous rappelons la constante en question C(n,s) :
1 — cos(C _
Clns) = ([ ety

Par un changement de variables ' =’/ | (; |, on a

f]Rn 1‘7@T2~S+(2<sl)d< == fRn fRnfl 1-cos(cr) ! n+2s dgldcl

G2 ey 2

= Jan Janor e — L diy

n—1 n+2s
[C1] (1+|n'|2) " 2

_ A(n,s)B(s)
s(1—s)

ol

1
A(n, s :/ ——dn/ 3.17
M SEYT TR S o
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Remarquons que sin=1on a A(n,s) =1 et

1 —cost

B(s) = s(1— s) /R . (3.18)

Proposition 3.4.1. /3] pour tout n > 1, soit A et B définis par (3.17) et (3.18) respective-

ment alors les assertions suivantes sont vérifiées :

. . “+o0 n—2
(i) lim,_,1- A(n, s) = wp_2 |, de < 4005
.. . +o00 n—2 .
(ii) lim,_o+ A(n,5) = wn_2 [, (IZT)%dp < 400;

(iii) lim,_1- B(s) = &;
(1111) lims_ o+ B(s) = 1, 0t w,_o désigne une mesure de dimension (n — 2) de la sphére de
Uunité S" 2.

En conséquence,

. C(”? S) Wn—2 e pan -1
- s(1—s) ( 2 /0 (1+p2)2t! dp) (3.19)
et
) C(n, S) _ +oo pn—2 .
=) <“’n—2/0 T (3:20)

Corollaire 3.4.1. [3] Pour tout n > 1, soit C(n,s) et défini par (3.2) les états suivants :

. . C(n,s n
(7’) lim, ;- s((l—s)) = wiq’
(ii) lim, e S = 2

ol wy—1 dénote le (n — 1)-dimensionnel mesure de la sphére unité Sn—t,
Pour un comportement asymptotique de s, nous avons :

Proposition 3.4.2. Soit n > 1 pour tout u € C3°(R") les affirmations suivantes tiennent :

(i) lim (—=A)’u = u;

s— 07t

(1)) lim (—A)*u = —Au.

s—1—
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3.5 Extension de W*?(Q)) a R”

Si s est entier, il est connu que, sous quelques conditions de régularité sur le domaine, I'on
peut étendre toute fonction de W*?(Q2) a une fonction de W*P(R). L’extension est primordiale
pour assurer et améliorer quelques théormeés d’injection dans le cas classique aussi bien que
dans le cas fracionnaire.

Pour tout s € (0,1) et tout p € [1,00) on dit que © C R™ est un domaine d’extension
pour W#? ¢’il existe une constante positive C' = C(n,p, s,w) tel que : Pour toute fonction

u e WoP(Q) il existe aW*P(R™) avec u(x) = u(z) pour tout z € €2 et
[@llwsr@n) < Cllullwer @
Nous allons voir par la suite que tout ouvert de R® nommé € de classe C%! & frontiére

bornée est un domaine d’extension pour R".

Lemme 3.5.1. Soit Q étre un jeu ouvert dans R"™ et u une fonction dans W*P(Q)) avec
s € (0.1) et p € [1,+00]. s’il existe un sous-ensemble compact K C 2 tel que v = 0 dans

Q\ K, alors la fonction d’extension 4 défini comme

. u(r) x e,
u(z) = (3.21)
0 zeR"\Q,

appartient a W*P(R™) et

| @ lwer@n< C |l wllwsr@),
ou C est une constante appropriée en fonction de n,p, s, K et €.

Lemme 3.5.2. Soit ) un ensemble ouvert dans R", symétrique par rapport auzx coordonnées

Tp, et considérerons les ensembles Q. ={x € Q: z, >0} et Q- ={zx € Q: z, <0}. Soit
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u une fonction dans W*P(2y), avec s € (0.1) et p € [1,4o00[. Définissons :

w(x',x,) x>0,
u(z) = ( ) (3.22)

u(z',x,) <0
Alors u appartient a W*P(Q) et

@ lwsr@< 4 || u llwsr@,) -

Preuve En séparant les intégrales et en changeant la variable & = (2, —x,), on a

18 o= [ 10 ot [ ot i) P=2 1w,y (3.25)
o o
également si x € R et y € LR" puis (z, — yn)® > (2o + yn)? et donc

ulz)—uly)|” u(z)—u(y)[P [u(@)—u(y’ yn)|P
Jo Jo Bt gy — [ [ MO gy o [ f B g g,

— — !/ P
Joa, Jrq, M=ttt gy < 4w [l

ceci conclut la preuve.

Regardons maintenant un lemme de troncature au voisinage de 0f).

Lemme 3.5.3. Soit Q ensemble ouvert dans R",s € (0.1) et p € [1,4+00[. Considérons

u€ WP(Q) et ¥ € C*H(Q),0 < ¢ <1 alors Yu € W*P(Q) et

I lwer@y< C Il w e, (3.24)

ou C = C(n,p,s, Q).

Preuve Il est clair que || Yu ||»<|| u ||r» puisque | ¢ |< 1. En sommant et en soustrayant
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le facteur ¥ (z)u(y), on a

[ [, U g, < 2o ([ [ B GP gg

lz—y|mtsp |z —y|"+sP

L [ v g g

[yl

< 9%~ 1 f fQ Ju(z)—u(y)|P dady

fa—y|rer

iy oy AL gy

Zy" sp

(3.25)

puisque ¢ appartient a C%1(£2), on a

[w(@)|P|z—y|?

[u() [Py (z) = (y) [P - |u(z)[P
fQ fﬂ |a:—y‘n+sp Y d:L‘dy S /\p fQ fQﬂlz—y|S1 dedy + fQ fQﬂ|CE y‘<1 |w y‘nﬂpdl’dy

<C | u HLP(Q)

(3.26)
ou A désigne la constante lipschitz de ¢ et C est une constante positive en fonction de
n,p et s. Notons que la derniére inégalité découle du fait que le noyau | z —y ]‘”+(1_5)p est
sommable par rapport a4 y si | x —y |< 1 puisque n + (s — 1) < n et d’autre part le noyau
| z —y |7"*P est sommable quand | x —y |> 1 puisque n + sp > n. Finalement, en combinant

(3.31) avec (3.32) on obtient 'estimation (3.30).

On est en position d’affirmer la question de cette section, a savoir que tout ouvert liphtizien

Q) & frontiére bornée est est un domaine d’exstension de W*P.

Théoréme 3.5.1. [3] Soit p € [1,+oc[,s € (0,1) et © CR™ étre un ensemble de classe C*!
avec limite délimitée. Alors W*P(§2) est continue intégré dans WP(R"), a savoir pour tout

u e WP(Q) il éxiste u € W*P(R") tel que i |o=u et

[ullwer@ < Cllullwsr@

ou C =C(n,p,s,Q)
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3.6 Inégalités de Sobolev fractionnaires

Lemme 3.6.1. Réparer x € R". Soit p € [1,400[,s € (0.1) et E C R" étre un ensemble

mesurable avec mesure finie alors

d
yns ZC‘E’fsp/n
ce | @ —y [Tep

pour une constante appropriée C = C(n,p,s) > 0.

Preuve nous fixons

et puis il s’ensuit

| (CE) N B, (x)

= B,(2) [ = [ENBy(2) |[=[E| = [ENB,(2) |

=|ENLB,(z) |

donc

f dy — f dy f __dy
LE |z—y|ntsp (LE)NB, (g |z—y[Fsp (LE)NLB,(q) x—y|m+sp

_dy oy
> Jiemyn,, 7 + Jiemncs, ., Frie

[(LE)NB, ()] "’f dy
pn+sp ([’E)O[’Bp(z) |x_y‘n+sp

|(E)H£Bp(m)| dy
=+ Jicrnes, ., Tt

dy dy
=z fEmEBp(z) |z —y|"+op + f(LE)mﬁBp(z) lz—y|mtep

R
'C'Bp(z) ‘I_y|n+sp'

Le résultat souhaité suit facilement en utilisant les coordonnées polaires centrées sur x.

Lemme 3.6.2. Soit s € (0.1) et p € [1,400[ tel que sp < n. réparer T > 1; soit N € Z et

ay étre une séquence décroissante non négative bornée avec a = 0 pour toute k > N.

(3.27)
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puis

Za;nfsz))/nTk <C Z akﬂal(cnfsp)/nTk
keZ k€Zay,#0

pour une constante appropriée C = C(n,p, s, T) > 0, indépendant de N

Preuve par (3.33)

tous les deux g a,(cnﬂp kot g akHafﬂ"*sp V" Tk sont des séries convergentes.
keZ k€Zar#0

(3.28)
d’ailleurs depuis a; est non négatif et décroissant, nous avons que si ap = 0, puis axy1. En

conséquence

(n—sp)/nmk (n—sp)/nmk
Z Apy1 P = Z A1 PR,
keZ k€Za#0

par conséquent, nous pouvons utiliser 'inégalité de Holder avec des exposants a := n/sp et

f :=mn/(n — sp) en argumentant comme suite

(n—sp)/n _ (n—sp)/n
% ZkeZ ay, PR = kez k11 Pk
= ZkeZak;ﬁO al(;;sp)/nTk

sp/(aB @ 1/8 —sp/(afB
- ZkeZawéO(akp/( T+ )(ak/+1ak Pledmk/s)
S, af a\a « 1/ —s af
< (e @ ITHOY N ATy solag a7 TR 15

< (ZkeZ agl_sp)/nTk)sp/n(ZkeZa,ﬁéo ak+1a;$p/nTk)(”_5p)/n
Si rappelant (3.34), on obtient le résultat souhaiteé.

Lemme 3.6.3. Soit g € [1,+o0[. Soit f : R" — R étre une fonction mesurable pour tout
N € N, soit

fn(z) := maxmin f(z), N,—N VzeR". (3.29)

puLs

Nl_i{I}roo | N [[a@ny=Il f Loy -
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Preuve nous notons par | f |y la fonction obtenue en coupant | f | au niveau N.nous

avons ¢a | f |y=| fn | et ainsi par fatou lemma nous obtenons que

J{flgl}_lf | fn |l zo@my= }/Hnmf(/ | f |q) (/Rn | F 1D =] f |lragn) -

I'inégalité inverse suit facilement par le fait que | f |x () <| f(x) | pour toute x € R™.
En tenant compte des lemmes précédents, nous pouvons donner une preuve élémentaire de

I'intégalité de type Sobolev dans le théoréme suivant.

Théoréme 3.6.1. [3/ Soit s € (0.1) et p € [1, 400 tel que sp < n alors il existe une constante

positive C = C(n,p, s) tel que pour toute fonction mesurable et compacte f: R" — R, on a

p
7 =€ [ = |x_ |n+3p|ddy (3.30)

ot p* = p*(n,s) est le soi-collé "exposant critique fractionnaire” et il est égal a np/(n — sp)

par conséquent ’espace WP (R™) est intégré en permanence dans L4(R™) pour toute q € [p, p*]

Prouv D’abord, nous notons que si le coté droit de (3.36) est illimitée alors le cliam dans

le théoréme suit clairement nous pouvons supposer que f est telle que

fy) [P
/n /n (7= ‘n+sp dxdy < +00. (3.31)
De plus, nous pouvons supposer sans perte de généralité que
f e L>®(R"). (3.32)

En effet si (3.37) est valable pour les fonctions liées, alors il est valable pour la fonction
fn, obtenu par tout (éventuellement sans bornes) f en coupant au niveau —N et +N (voir

(3.34)). donc par lemme (3.7.3) et le fait que (3.36) ainsi que le théoréme de convergence
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dominé impliquent

lim / / |pd dy / / ) ’pd dy
N—+00 n n | €T — |”+5P " n | T — ’n—&-sp

on obtient une estimation (3.35) pour la fonction f.

Théoréme 3.6.2. [3] Soits € (0.1) et p € [1,400[ tel que sp = n. alors il existe une constante

positive C = C(n, p, s) tel que, pour toute fonction mesurable et compacte f: R* — R, on a

| fllza@)y< Cl f llwse@ny

C’est

Il f ”L‘I(Rn)< QP(Z Qkp*awp/p*‘

keZ

donc sine p/p* = (n—sp)/n=1—sp/n <1,

” f HLQ(R"L)< ZPZZ ak+1ak (333)

keZ

puis en choisissant T = 2P, lemme (3.7.2) les rendements

_S5p
| f ||]zq(Rn)§ C Z 2kpak+1ak " (3.34)

k€Za#0

pour une constante appropriée C cela dépend de n,p et s.

Remarque 3.6.1. forme lemme (3.7.1) ¢a suit

/ To—y 7w _ dvdy > c(n,s) | B |(nsp)/n (3.35)
4ol

|n+sp -

pour tous les ensembles mesurables E avec mesure finie.

d’autre part on voit que (3.35) réduit a (3.41) quend f = xg, alors (3.41) (Et ainsi lemme
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(3.7.1)) peut étre vu comme une inégalité de type sobolev pour les ensembles.
lincorporation ci-dessus ne tient généralement pas pour 'espace W*P(Q) car il n'est pas
toujours possible d’étendre une fonction f € W*P(Q) a une fonction f € W*P(R™) afin de

pouvoir le faire, nous devrions exiger de nouvelles hypothéses de régqularité sur €.

3.7 Reégularité de Holder

En cela, nous montrerons certaines propriétés de régularité pour les fonctions de W*?(2)
quend sp > n et € est un domaine d’extension pour W*P sans tasses externes, par exemple,
on peut prendre € n’importe quel domaine lipschitz (théoréme de rappel (5.4)).

Le résultat principal est indiqué dans le prochain théoréme (3.8.1) nous avons d’abord besoin
d’un lemme technique simple, dont la preuve peut étre trouvée dans [E.Giusti, metodi diretti

nel calcolo delle variazioni| (par exemple)

Lemme 3.7.1. [[14],lemme(2.2)[Soit p € [1,4+00[ et sp € (n,n + p). Soit Q@ C R™ étre un
domaine sans cuspides externes et f étre une fonction dans W5P() alors pour toute xg € )

et R,R/, puis 0 < R < R/ < diam(Q2), on a

| {f)Br@one = (F) By @one |< c[flpsp | Brlzo) N Q |GP7m/m (3.36)

ol

[l 1= ( sup /B @ D dz)

zoENP>0
et

(f)B,(o)ne = B ! f(z)dx.

p(20) N Q| /B, (20
Théoréme 3.7.1. Soit 2 C R™ étre un domaine d’extension W*P sans cuspide externe et

laisser p € [1,4+00[, s € (0.1) tel que sp > n. Alors il existe C > 0, cela dépend de n,p,s et €2,
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tel que
| f(@) = f(y) P

o=y [

1
I e €A £ Wiy + | dudy)?, (3.37)

pour toute f € LP(Q), puis o := (sp —n)/p.

Preuve Dans ce qui suit, nous passerons par C quantités positives appropriées possibles
différentes d’une ligne a l'autre et éventuellement en fonction de p et s.
D’abord, nous remarquons que si le coté droit de (3.43) est pas fini alors nous avons fini donc

nous pouvons supposer que

[ [HDt0

o=y [

pour certains C > 0.

deuxiéme sinus €2 est un domaine d’extension pour W*P nous pouvons prolonger f a une
fonction f tel que || f |lwsr@n) < C | f [lwer) -

Maintenant pour tout ensemble mesurable borné U C R™, on considére la valeur moyenne de

la fonction f dans U, donné par

- 1 -
(flv:= W/Uf(x)dx-

Pour toute £ € R", les rendements d’inégalité de Holder

Ao L _f pe 1 _f P
&= o P= e [ 16— Fnn v e [ 16— oy v

En conséquence en prenant o € Q et U = B,(x),£ := f(z) et intégrant sur B,(zg), on

obtient ¢a

i i ) . o
/B T($O)|f(x)—<f>3r<mo>| dr < B () /B . /B T(xo)\ fl@) = fy) P dady.
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Donc depuis | z — y |< 2r tel que z,y € B, (), on en déduit

2r)ntsp f@)—f(y)|P
fBr(ﬁo) | f < >BT(IO) ‘ dx < (\Br) (xo)] fB (z0) fBT(xo) ‘\i )y|n(+?i)p‘ dﬂ?dy (3 38)
< 2n+prSpC||f||Ws,p(Q) .
- [B1] )
cela implique
[f]g,sp S C H f H€Vs,p(g)7 (339)

pour une constante appropriée C.

Maintenant nous allons montrer que f est une fonction continue prenant en compte (3.42),
il s’ensuit que la séquence de fonction x — (f)B, (z9)ne converge uniformément dans = € €2
quend R — 0. En particulier la fonction limite g, wille étre continuos et la méme chose pour

f, puisque par le théoréme de Lebesgue nous avons cela

1
lim ——————— fy)dy = f(z) pourpresquetous x € €.
R—0 | B,(20) N Q| JB, (2000

Maintenant prendre tout z,y € € et ensemble R =|z —y |. On a

| (@) = F) []F(@) = (Pman) | + 1 (P Bante) = (FBanty | + 1D Banw) — F() |-

on peut estimer le premier et le troisieme terme de droite de 'inégalité avove en utilisant le
lemme (3.8.1). En effet obtenir la limite (3.42) comme R’ — 0 et écriture 2R au lieu de R,

pour toute z € €2 on a

| (P Bante) = F(2) IS e[flpsp | Ber(x) [~/ < C[f], RO (3.40)
oil la constante C est donné par c2»=")/?/ | B |; . D’autre part

| (P mant) = D Banto) 1S F2) = (Do) | + 1 F(2) = (Faniy) |
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et ainsi intégrer sur z € Bog(z) N Bag(y), on a

| Bor(2) N B2r(Y) || (Fante) = (NBanw) | < Sipniyanty | [(2) = (FBan) | dz
+ Jpan@rmant | 12
< Jognwy | F(2) = (T
+ Jon | F(2) = (Do | d=.

) = (FBantw | 4
f)

Bon(z) | d2

En outre depuis Bg(z) UBg(y) C (Bar(z) N Bag(y)), on a

| Br(2) [<| Bar(2) N Bar(y) | et | Br(y) |<[ Bar(z) N Bar(y) |

et donc

(P Bane)— (P iantey 1< ﬁ FiOIRT; Iy ——

f(2)=(/ dz.
o) Balw) | oy 1m0 12

une application de I'inégalité de Holder donne

IN

Bopr(z)|(P—D/p
Bl ([ oy | F(2) = (D) Bantay 7 d2) VP

B 2)|(P—1)/p s
%(21% )[f]pvsp

C [f]p7spR(5P—P)/P

B JBan@) | F(2) = (F)Bona) | d2

IN

IN

(3.41)

De maniére analogue on obtient

; F(o) — (F (sp—p)/p
Br®) | Jouni F(2) = {)Borw) | d2 < C[f]pspR . (3.42)

Combinant (3.46),(3.47) avec (3.48) est suit

| f(@) = f(y) |< Clflpsp | @ —y [77077, (3.43)
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a ré-étiqueter la constante C.

Donc en prenant en compte (3.45), nous pouvons conclure que f € C%*(Q), avec a = (sp —
n)/p-

Enfin prendre Rg < diam(2) ( notez que ce dernier peut étre éventuellement infini), en

utilisant estimation dans (3.46)et I'inquité Holder que nous avons, pour toute x € €,

C

| @) [ (FBry@) | + | (@) = (B @) IS Br(a) 77 | f lze) +elflpsp | Bro(z) [*

(3.44)

Donc par (3.45),(3.49) et (3.50), on a

H f HCO’O‘(Q) :H f HLOO(Q) +Supm,yeﬂz7£y %

< C(| f Nz +1fpsp)

< CI S llwswe -

Pour une constante positive appropriée C.

3.8 EDP Fractionnaire

Introduction

Le butee dans ce chapitre est d’étudier le probléme suivant :

(—A)*u — A = u’ +pu? - dans Q,
(Pyy) =13 u>0 dans

u=0 sur R™\ Q

En analysant l'existence des solutions non triviales du probléme (Py,), ou (—A)® est le La-
placien fractionnaire définit dans le chapitre 3 par (3.3) avec n > 2s et 2 C R™ un domaine

borné tel que 0 € €.
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Définition 3.8.1. Soit u € H*(R"™, on dit que u est une solution d’énergie (sous-solution
respectivement) du probléme (Py ). siu(z) >0 p.px € R, u(z) > 0(< 0.resp) p.p x € R"\Q,

et pour tout fonction non-négative ¢ € H3(2) on a :

Do) - 9ly) us ) q
// \s_ |2 dxdy—)\/ﬂwde(S)/Qu¢dl’+/~t/§lu¢dx

Si u est une sur et sous solution au méme temps, on dit que u est une solution d’énergie

positive.

La fonctionnelle d’énergie associée au probléme (Py)

(P,) (—A)yu— Ak =ul +puf  dans Q,
+
u=0 sur R™\ Q

est définie par j: H3(2) - R

an s |u(z)—u(y)? u? 1 41
/ fQ Moz -dady = Jo prde — Jo o de + gy o ulde

Les points critiques de j sont des solutions du probléme (Py).

Remarque 3.8.1. Si u est un solution strictement positive du probléme (P, ), alors uy =u
et u est aussi une solution du probléme principal Py ,.
Sip > 2% —1 le probléme est sur-critique et on perd la structure variationnelle. On a besoin

de préciser le concept faible de la solution et de préciser le cadre fonctionnel défini par :
© = {p € R" — R mesurable ,tel que (—A)°p € L=(2) et = 0 surR™\ Q}

Les principes de comparaison sont un outil important pour la recherche des solutions au
moyen d’arguments itératif. Ils permettent de définir un ordre entre les solutions de problémes

connexes dans certaines situations spécifiques. D’abord, nous pouvons Preuver un lemme de
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comparaison pour les solutions énergétiques.

Lemme 3.8.1. Soit u,v € H*(R™) des solutions énergétiques de probléme

(=AYu=f  dans Q,

U= g sur R™\ Q

(=A)Yu=fo dans €,

U= gs sur R™\ Q

respectivement ,avec fy, fo € H5(Q) et g1, 92 € L*(R™\ Q).
Si fi < fo p.p dans Q et g1 < go p.p dans R* \ Q Alors u < v p.p dans R™ Egalement, on

présente le principe de comparaison des solutions faibles dans le lemme suivant :

Lemme 3.8.2. soit u,b € L'(Q) sont des solutions faibles de probléme

(=AYu=f  dans Q,

L v=9 sur R™\ Q

et
(=AYu=fy, dans €,

U= go sur R"\ Q

\

respectivement ,avec fi, fo € LY(Q) et g1, 92 € LY (R™\ Q).

Si fi < fo p.p dans Q et g1 < go p.p dans R"\ Q Alors u < v p.p dans R"

Les solutions radiales du probléme elliptique dans R"™ Le but dans cette section
est d’analyser le comportement des solutions dans un voisinage de l'origine du probléme
homogéne.

U
|$|28

(—A)’u= A dans R™ \ {0} (3.45)

Afin d’utiliser ces informations comme un moyen de Preuver I'existence et non-existence des

résultats.Nous commencons par la construction de la solution radiale explicite de I’équation.
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Lemme 3.8.3. Soit 0 < A\ < A, 5 alors vy =| x |_%%ia sont solution de 3.45 ou o est

défini par l'identité

225F<n+23+2a>r(n+2572a)
)\1)\(06):)\(—01): nfs4o¢ n— s:la
F( 24+2 )F( 25—2 )

4

Remarque 3.8.2. On note A\(a) = A(—a) = mam_, tel que

()
e
Lemme 3.8.4.
x: 0,2 225) = (0,A4)]
a— MNa)

n—2s

si et seulement s1 0 < o < 5=

pour plus de détails sur la preouve voir [21]

Remarque 3.8.3. On peut construire explicitement deuz solutions positives a notre probéme
homogéne 3.45.
On note

n — 2s . n—2s
—aety=

7= +a

avecO<7§”‘TQS—a§§<n—2s.
puisque

n—2v—2s=2a>0textet n — 27y — 25 = —2a < 0,

alors (—=A)2 (] z |77) € L*(Q) mais pas (—A)2(| 2 |77) € L*(Q).

En utilisant ces résultats pour étudier les solutions radiales du probléme (P ,) au voisinage
de lorigine. En particulier, nous pouvons voir que chaque solution sera, au moins, aussi

singuliére que | x |77 .
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Lemme 3.8.5. Soit 0 < A < A, 5 et f € L™(Q), considérons u une fonction non négative
défini dans Q telle que u # 0,u € L"O# € L' Q) et u=0 dans R™\ Q.

St u vérifie :
n —2s
2

u>Clz |77 dans B, ouy:= -«
u
’x’2s

(=A)" = A

= u” dans R" \ {0}
En particulier dans ['exemple sutvant

Existence des solutions minimales pour 1 < p < p(A,s) Dans cette section, on

considére 1 < p < p(A, s) et on montre l'existence des solutions.
Lemme 3.8.6. Soit f € LY(Q,d(x)dx), ou §(x) = dist(x,0). Alors, il existe une solution

unique v € LY(Y), qui est la solution faible du probléme

(=AY )v=f dans ,
v=>0 sur R"\ Q

De plus

vl Cll f [le1@.b()de)
La Preuve suit des arguments données dans [[22], lemme 1 |

Proposition 3.8.1. Soit M défini par :

M = sup{p > 0: le probléme (P, ,) admet une solution}

Alors 0 < M < 0.

Proposition 3.8.2. Pour tout 0 < p < M, le probléme (Py,) admet au moins une solution

positive. En effet, la suite des solutions minimales u,, est croissante par rapport a fi

Remarque 3.8.4. Les résultats obtenus dans cette section peuvent étre facilement traduits
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pour le cas de q = 0, c’est-a-dire si [’on considére une fonction f avec des conditions de

croissance approprices au lieu du terme concave ug.
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