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Résumé

Dans ce travail, j’ai présenté un ensemble de définition et des proprié-
tés comme Centre d'une algebre, Idéaux dans les algebre de Lie,morphisme
d’algebre de Lie, forme de Killing de ’agébre de Lie et leur calassification
algebres de Lie nilpotentes, algebres de lie résolubles et algébres de Lie

semi-simples ...)

Mots-clés : Algebre de Lie, morphisme d’algébre de Lie, Idéaux dans les
algebre de Lie, forme de Killing ,( algébre de Lie nilpotentes, algébre de

lie résolubles, algébre de Lie semi-simples.
Abstract

In this work, I presented a set of definitions and properties as the cen-
ter of an algebra, Ideals in Lie algebra, Lie algebra morphism, Lie’s Killing
form and thier calassification (nilpotents Lie algebras, resolbles Lie alge-

bras, and semisimples Lie algebras ...)

Keywords : Lie algebra, Lie algebra morphism, Ideals in Lie algebra,
Lie’s Killing form, nilpotent Lie algebra, resolble Lie algebra, and semi-

simple Lie algebra.
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Introduction

Sophus Lie lui-méme considérait que la théorie des « groupes conti-
nus » (au sens actuel les groupes topologiques) était née lors de I'hiver
1873-1874, mais le biographe Hawkins suggere que la théorie est née des
recherches effectuées par Lie durant les quatres années précédentes (de
1869 a 1873).

Un développement important de la théorie fut ensuite réalisé par Wil-
helm Killing. La généralisation par Elie Cartan mena a la classification des
algebres de Lie semi-simples et aux travaux de Hermann Weyl sur les re-
présentations des groupes de Lie compactes.

Une algebre de Lie g de dimension 7 sur K est un espace vectoriel de di-
mension 7 sur IK muni d"une application bilinéaire []: 9 x g — ¢

applée crochet de Lie, qui possede les propriétés suivantes :
(1)- [X, X] = 0 pour tout X € g (antisymétrie)
2)- [X,[Y,Z]] +[Y,[Z,X]] + [Z,[X,Y]] = 0 pour tous X,Y et Z dans g
(Identité de Jacobi)

Ce travail s’articule autour des algebres de Lie, il est constitué de deux

chapitres.
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Le premier chapitre se compose de rappeles d"une algébre, quelleque pro-
préties idéax d’algebre, et 'une algebres de Lie avec leur centres, idéax, et

les représentations d’algebre de Lie (morphisme représentation,représentation
adjointe et forme de Killing ). Ce chapitre contient les notions de base
d’une algebre de Lie.

Au deuxiéme chapitre, nous étudions les classifications des algebres de
Lie (algebres de Lie nilpotentes, algebres de Lie résolubles, algebre de Lie
semi-simples, algebre de Lie simples algebre et algébre de Lie réductives

), et le théoreme d’Engle et le théoreme de Lie.

Dans tout ce travail, on désigne par K un corps et (A, +,:), un K—espace

vectoriel.

10
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<[ Notation | »

Le tableau suivant rassemble les notations importantes utilisées dans ce

mémoire
o Algebre
{Ei}ier | Une base
C(«/) | centre d’algebre
D Une dérivation
1o L’élément neutre par rapport a la lois x
g Une algebre de Lie
af f(R) | L'algebre de Lie des transformations affines de la droite réele
rad(b) | radical de b
ad représentation adjointe
k La forme de Killing
k:gxg—K

11
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Chapitre 1

Algebres de Lie

1.1 Algebres

1.1.1 Définitions et exemples
Soit (<7, +, -) un K-espace vectoriel

Definition 1.1.1. On appelle une K-algeébre tout IK-espace vectoriel muni, d'une
application bilinéaire de o/ X <f a valeur dans </ .

Une telle structure, notée ici (<7, +,-, X ), (parfois (o7, x)) s’il n’y a pas risque
d’ambiguité)

L’espace vectoriel définissant I'algebre est appelé I’espace vectoriel sous-jacent.
La dimension d'une algébre </ sur un corps K est sa dimension comme espace

vectoriel sur K.

Si I'application bilineaire x est associative, on dit que ./ est une algébre
associative.
Sil'application bilinéaire x est commutative, on dit que /' est une algebre

commutative (ot symétrique).

13



CHAPITRE 1. ALGEBRES DE LIE

Si 'application bilineaire x posséde un élément neutre, on dit que &7 est

une algebre unitaire.

1.1.2 Exemples d’algebres

Exemple 1.1.1.

(1)- L’ensemble des nombres complexes (C, +, -, X ) est une R-algebre unitaire,
associative et commutative de dimension 2.Une base de I'algebre C est

constituée des élément 1 et i.
(2)- Les polyndmes a coefficients dans K forment une algebre unitaire, associa-

tive et commutative de dimension infinie sur K.

Exemple 1.1.2.

(1)- L'ensemble (M (R),+,-, x) des matrices carrées d’ordre n > 2 i coeffi-
cients réels est une R-algebre unitaire, associative et non commutative de

dimension n?.

(2)- On rappel qu'un quaternion est un élément de I'espace vectoriel Il engen-

dré par {e,i,j, k}
1 000 0O -1 0 O
0100 ) 1 0 0 0
e = ,Z =
0010 0 O 0 1
0001 0O 0 -1 0

14



1.1. ALGEBRES

00 -1 O 0 0 0 1
. 00 0 -1 0 0 -1 0
] = ,k:

10 0 O 0 1 0 O

01 0 O -1 0 0 0

un quaternion est s’écrit sous la forme a + ib + jc + kd, oit a, b, c et d sont
des nombres réels,on remarque que i> = > = k* = —1,ij = k,ki =
jjk=1i,ji = =k, kj = —iet ik = —j.

L’ensemble (H, +, -, x) des quatrenions est une R-algebre unitaire, asso-

ciative et non commutative de dimension 4.

(3)- Pour tout K-espace vectoriel V de( dimension finie ou infinie) les endo-
morphismes de V forment une IK-algebre associative unitaire,non commu-

tative sauf si V est de dimension égale a 1.

Exemple 1.1.3.

(1)- L'espace R® munit du produit vectoriel (R3,+,-,\), est une R-algebre
non associative, non unitaire et non commutative de dimension 3
la table de multiplication dans une base orthonormale directe (7, 7, E?)

est :

u El u
V| AT =0 | TAT =T | TAT=-7
T TAT=-T | AT =0 | 9AT =7
T | BAT =7 |TAT=-7| BAT =10

(2)- L'’ensemble des matrices carrées d'ordre n > 2 a coefficients réels, muni

de 'application bilinéaire définie par : [M,N|] = MN — NM, est une

15



CHAPITRE 1. ALGEBRES DE LIE

R-algeébre non associative, non commutative de dimension n2.

Definition 1.1.2. Soit (<7, +, -, X ) une K-algebre. Soit % une partie non vide
de /. On dit que % est une sous-algebre de </, si et seulement si 9 est un

sous-espace vectoriel de </ et que 2B est stable par 'application bilineaire x.

Definition 1.1.3. Constantes de structure
Soit of une algebre sur IK, et supposons que </ admett une base {E; };c;. Il existe
un systéme unique (Yijk)ijkerx1x1 4 éléments de K tels que E;E; = Y viEx Vi, j €

L. Les v;jx s’appellent les constantes de structure de </ par rapport a la base (E;).

Exemple 1.1.4. &/ = C comme R-algebre constituée des élément E; = 1 et
Ey =i

7111 =1, 7112 = 0,7121 =0

Y122 =1, 7211 =0, 7210 = 1

Y221 = =1, 72220 =0

Definition 1.1.4. Centre d’algebre
Soit (7,4, -, x ) une K-algebre, le centre de < est définie par

Cled)={Yed/YxX=XxY,VX € o}

Exemple 1.1.5. Soit (M3(R), +, -, X ) l'algebre des martices carrées d’ordre 2,
le centre de (M3(R)).

0
cM®) =4[ " " | aer
0 a

Exemple 1.1.6. Le centre de (H,+, -, X ) est I'ensemble des reéels.

16



1.1. ALGEBRES

Definition 1.1.5. Idéaux dans les algebres

Soient &/ une algebre et B une partie de o/ On dit que B est un :
idéal a gauche: de &/ siVX € &/,VY € B X xY e B.
idéal a droite: de &/ siVX € Z/,VY € B Y x X e B.

idéal bilatere : Si B est a la fois un idéal a gauche et un idéal a droite de <7 .

Remarque 1.1.2.1. Si (<7, X ) est commutative, on parle simplement d’idéal.

1.1.3 Morphismes d’algebres

Definition 1.1.6. Soient </ et % deux algebres sur le méme corps K, et ¢ une
application de </ vers A.

On dit que ¢ est un morphisme d’algebres si ¢ est linéaire, et

P(X xY) = ¢(X) x ¢(Y) pour tout X,Y € of

Exemple 1.1.7. L'application Z +—— Z est un morphisme, de la R-algebre
(C,+, -, x) sur elle-méme.
Proposition 1.1.1.

(1)- Le noyau de ¢ est un idéal bilatere de o/

(2)- I'image de ¢ est une sous-algebre de A.
Démonstration.
pour (1),ona Ker¢p = {x € & /Pp(x) =04}
Va € o/, Vx € ker¢g

plaxx) = ¢(a) x ¢(x) puisque ¢ est lineaire
= ¢(a) x 0y

= O:Q{

17



CHAPITRE 1. ALGEBRES DE LIE

donc a x x € Ker¢
p(xxa) = ¢(x)x ¢(a) puisque ¢ est lineaire
= 0 x ¢(a)

donc x x a € Ker¢

Alors ker¢ est un ideal bilatere

Pour (2),onalm¢p ={y € #/3Ix € o, f(x) =y}
Yy1,y2 € (Im)?,3x1,x2 € &/ f(x1) = y1, f(x2) = y2
yity2 = f(x1)+ f(x2)

= f(x1+2x2) puisque ¢ est liniaire
donc dx3 € & /x3 = x1 + xp alors y1 + y2 € Im¢

soit A € K,
Ay; = Af(x1)puisque ¢ est liniaire
= f(Axp)puisque o7 est une algebre alors, 3x; = Ax; telle que
Ayr = flxa)
yixyr = flx) x f(x2)
= f(x1 X xp)puisque & est une algebre alors, Ix5 = x1 X x; telle que

yixy2 = f(xs)
Alors en deduit que Im¢ est une sous-algebre de 4. O

1.1.4 Derivations

Definition 1.1.7. Soit </ une K-algebre. Une application D de o/ dans <f est

appelée une IK-dérivation de </ si les conditions suivantes sont verifiées :

18



1.1. ALGEBRES

(1)- La K-lineairété

D(X+AY) =D(X) +AD(Y) VX, YE o YAeK

(2)- La regle de Liebniz
D(XxY)=(DX)xY+Xx (DY) VX, Y€
On note Derg (<) 'ensemble des dérivations de <7

Remarque 1.1.1. Si (<7, +, -, X ) est une algeébre unitaire alors :

D(ly) = D(ly x1y)
= 1y xD(ly)+D(ly) x 1y
= 2D(1y)

D(1ly) = 0Oy
et donc

D()\ . ]L@() =0y VA€eK

Cela implique que A - 1,/ € KerD
Si de plus < est associative alors (Ker(D), +, X ) est un anneau unitaire.

et dans ce cas , si x € Ker(D),3y € o tellequey x x =1,

)

0 = D(ly)

= D(xxy)

= D(x) xy+xxD(y)
x (D(y))

19
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CHAPITRE 1. ALGEBRES DE LIE

en multipliant les deux membres a gauche par y on obtient

yx0 = yx(xxD(y))/puisque of est assocaitive
yx0 = (yxx)xD(y))
yx0 = 1,xD(y)

0 = D(y)

d’ott (Ker(D),+, x) est un corps

Definition 1.1.8. Le corps (Ker(D), +, X ) est un corps appelé le corps des constantes

de la dérivation D

Remarque 1.1.2. Il est clair que la somme de deux dérivations est une dérivation.

Cependant la composition d’une dérivation

1.2 Algebres de Lie

Dans cette section K est un corps arbitraire, en particulaire sa caracti-
ristique n’est pas nécéssarement nulle et n’est pas nécéssairement algebri-
quement clos. De plus, les espaces vectoriels que nous considérons seront,

sauf mention du contraire, de dimension finie sur IK.

Definition 1.2.1. Une algebre de Lie g de dimension n sur K est un espace vecto-
riel de dimension n sur IK muni d’'une application bilinéaire [,]: g x g — g
applée crochet de Lie, qui possede les propriétés suivantes :
(1)- [X,Y] = —[Y, X] pour tout X € g (antisymétrie)
2)- [X,[Y,Z]] + [Y,[Z,X]] + [Z,[X,Y]] = 0 pour tous X,Y et Z dans g
(Identité de Jacobi)

20



1.2. ALGEBRES DE LIE

(1)-

(2)-

(3)-

Exemple 1.2.1.

Tout espace vectoriel V sur K munidu crochet [X,Y] =0, X,Y €V,

est une algebre de Lie sur KK.

L’ensemble des matrices (M (R), |, ]) telle que [A,B] = Ax B—B X A

est une algebre de Lie.

Soit V un espace vectoriel sur IK. L'algebre gl(V') des endomorphismes de
V munie du crochet [A,B] = Ao B — Bo A est une algeébre de Lie de
dimension dim(V)? sur K. Par exemple si V = C" (resp.V = R",V =
H"), alors gl(V') est I'algebre de Lie gl(n, C)(resp.gl(n, R), gl(n,H)) des
matrices carrées d’ordre n a coeffcients complexes (réels, quaternioniques).
Le crochet de Lie sur gl(n, C) (resp.gl(n, R), gl(n, H)) est alors défini par
le produit matriciel :]A, B] = AB — BA.

Exemple 1.2.2.

(D-

(2)-

L’espace vectoriel sl(n,K) des matrices carrées d’ordre n, a coefficients
réels et de trace nulle est muni du crochet [A,B] = AB — BA,est une
algebre de Lie sur K de dimension n®> — 1.

0 x z

L'algebre de Heisenberg est I'ensemble des matrices de la forme | 0 0 y

000
telles que x,y,z dans R muni du crochet des matrices, est une algebre de

Lie.

Remarque 1.2.1. les exemples précédents sont des cas particuliers de la situation

générale suivante. Soit g une algébre associative sur K, le produit dans g, noté

21



CHAPITRE 1. ALGEBRES DE LIE

X.Y, induit un crochet sur g : [X,Y] = X.Y — Y.X, de sotre que g posséde une

structure d’algebre de Lie sur KK.

Definition 1.2.2. Une algebre de Lie g est abélienne si [X,Y] = 0 pour toute X
et Y dans g.
Exemple 1.2.3.

(1)- Tout espace vectoriel V sur K est muni d'une structure d’algebre de Lie

abélienne sur K.

(2)- Toute algebre de Lie de dimension 1 sur K est abélienne.

1.2.1 Centre d’une algebre de Lie

Definition 1.2.3. Centre d’une algébre de Lie
Soit g une algebre de Lie sur KK le centre Z(g) de g est définie par

Z(g) ={Xeg/[X,Y]=0 (VYeg)}
Exemple 1.2.4.
(1)- Si g est une algebre de Lie ablienne alors : Z(g) = g.

(2)- Soient Ry, Ry, R; les rotations de R3 autour des axes x, Yy, z respective-

ment, i.e
00 O 0 01 0 -1 0
Ryr=100 -1 |,Ry= 0 00 |, Re=|1 0 0
01 0 -1 00 0 0 O

En utilisant le crochet défini par le produit matriciel ,on vérifie que :

[Ryx, Ry] = Rz, [Ry, R;] = Ry, [Rz, Ry] = Ry.Ainsi 'espace vectoriel réel
de dimension 3 engendré par les trois matrices Ry, Ry, R, est une sous-
algeébre de Lie réelle de dimension 3, appelée sous-1"algebre de Lie des rota-

toins de I'espace, et notée 0(3). Le centre de l'algebre de Lie 0(3) est

22



1.2. ALGEBRES DE LIE

000
Z(e(B)) =41 000
000

(3)- 1l en est de méme pour le centre de l'algeébre de Lie aff(R) des transfor-
mation affines de la droite réelle est I'espace vectoriel réel de dimension 2

engendré par les matrices

10 01
E1 = et Eh = munidu crochet [X,Y] = XY —YX ie.
00 00

aiRy =4 1B Rb Ja,b € R
X — ax-+

est un espace vectoriel sur R,qui est isomorphe a

() )

on projette le crochet de Lie de My (R) sur aff(R).on obtient

[A,B](O albzblaz)aﬂA(m a2)etB<bl bz).
0 0 0 0 0 0
z<aff>={(0 0)}

00

(4)- Le centrede gl(n,K) est I"ensemble des matrices scalairei.e Z(gl(n, K)) ~
K.

(5)- Le centre de sI(n, K)est donné par Z(sl(n,K)) =

23



CHAPITRE 1. ALGEBRES DE LIE

Definition 1.2.4. Soit E un sous ensemble d'une algebre de Lie g. Le norma-
lisateur (resp centralisateur Ny (E))(respZq(E)) de E dans g est définie par :
{X €g/[X,E| C E}(resp{X € g/[X,E| = 0}), en particulier si E est un sous
espace vectoriel de g alors : Zg(E) C Ng(E).

Exemple 1.2.5.

(1)- Si E est le sous espace vectoriel de g = gl(2,K) engendré par la matrice

(0)
alors :
00
a b a b
Zg(E){(O a)/a,be]K}cNg(E){(o C)/a,b,ce]K}

(2)- Si E est le sous espace vectoriel de g = sl(2,K) engendré par la matrice

(1 0 )alors:Zg(E)Ng(E){<a 0 )/ae]K}.
0 -1 0 —a

1.2.2 Idéaux de algebre de Lie et Sous-algebre de Lie

Definition 1.2.5. Un sous espace vectoriel s d'une algebre de Lie g est un idéal

de gsi[s,g] Cs.

Definition 1.2.6. Soient g1, gy deux sous-espace vectoriel de g, on noté [g1, g

le sous-espace vectoriel engendré par I'ensemble

({[x1,%2], 1 € g1, %2 € @2 })

Exemple 1.2.6.

(1)- L’algebre de Lie sl(n, R) est un idéal de gl(n, R).

24



1.2. ALGEBRES DE LIE

(2)- Le sous espace vectoriel [g,g) = ({[X,Y]/X,Y € g}) est un idéal dérivé

de g, appelé commutant de g.

(3)- L'espace vectoriel des matrice triangulaires supérieure( resp inférieure )
dont les termes diagonaux sont nuls est un idéal de I'algebre de Lie de

matrice triangulaire supérieure ( resp. inférieure ).

Proposition 1.2.1. Sient s et s’ deux Idéaux d'une algebre de Lie g, alors
(1)- s @ s’ est un idéal
(2)- s s est un idéal

(3)- [s,¢'] est un idéal

Démonstration. Sient x € s(respx’ € §'),

(1)- Puisque s est un idéal (resp s'), alors Yy € g[x,y] € s(resp Vy €
glx’,yl €¢)
oyl + [ y] = xy—yx+x'y—yx
= (x+x)y—y(x+x) DoncVy € glx+x',y] €

= [x+x,y]
s®@s’, alors s @ s’ est un idéal

(2)- Soit x € sNs’, alors x € setx € s’ puisque s et s’ sont des idéaux

donc
Yy € g, [xyl€setlx,yl s

Yy € g, [xyl€sns
ce qui monte que s N s’ est un idéal.

(3)- Soient x € setx’ € ¢/, alors Vy € g, ona

25



CHAPITRE 1. ALGEBRES DE LIE

v, [, Xl = [y, xx" — 4]
= (xx' —x'x)y — y(xx’ — x'x)
= xx'y — x'xy — yxx' +yx'x
= xx'y — x'xy — yxx’ + yx'x — X'yx + x'yx — xyx’ + xyx’
= [y, x| + ¥, yx] + [yx', x] + [xy, ]
Donc Vy € g, [y, [x,x']] € [s,s'] ce qi montre que s, s] est un idéal.

]

Definition 1.2.7. Sous algébre de Lie

Une sous-algebre de Lie d’une algebre de Lie g est un sous espace vectoriel s de g

stable par le crochet de Lie i.e :[s,s] C s

Exemple 1.2.7.

(1)-

(2)-

(3)-
(4)-

Tout idéal d"une algébre de Lie g est une sous-algebre de g. En particulier

l'idéal [g, g| appelé I'algebre de Lie dérivée.

L’espace vectoriel réel des matrices carrées d'ordre n triangulaires supé-

rieures ( ou inférieures ) est une sous algebre de Lie.
aff(R) est une sous-algebre.

Soient Ry, Ry, R; les rotations de R3 autour des axes x, Y, z respective-

ment, i.e
00 O 0 01 0 -1 0
Rr=|00 -1 |,Ry= 0 00 |,Re=]1 0 O
01 0 -1 00 0O 0 0

En utilisant le crochet défini par le produit matriciel,on vérifie que :
[Ry,Ry] = Ry, [Ry,R;] = Ry, [Ry,Ry] = Ry.Ainsi I'espace vectoriel

réel de dimension 3 engendré par les trois matrices Ry, Ry, R, est une
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sous-algebre de Lie réelle de dimension 3, appelée sous-1"algebre de Lie des

rotatoins de l'espace, et notée o(3).

Soit g une algeébre de Lie de dimension n sur K. Soit {E;}1<j<, une
base de g, en tant qu’espace vectoriel sur KK, nous avans donc [E;, Ej] =
Yrq YijkEx ot vijx € KK, par bilinérité, la structure d’algebre de Lie de g
est complétement déterminée par la valeur des Yijks 1 <1i,j,k < n.Notons
que ¥ijj = 0 et Yigj = —7ijk
Definition 1.2.8. les scalires Yijk, 1 < i,j,k < n, sont appelés les constantes de

structure de g relativement a la base {E; }1<j<y-

Exemple 1.2.8.

(1)- Si g est une algebre de Lie abélienne, alors ses coefficients de structure sont

tous nuls relativement a toute base de g.

(2)- Reprenons I'algebre de Lie o(3) relativement a la base {Ry, Ry, R, } sont

donnés par :

Yxxx = Yxxy = Yaxz =0

Yyyx = Yyyy = Yyyz =0

Vizx = Yzzy = Yzzz =0

Tryx = 0, Yayy = 0, 7ayz = 1

Tyzx = 1 Yyzy = 0,72z = 0

Yzxx = 0,Yzxy = 1,720z = 0.

1.2.3 Idéaux de algebre de Lie et Sous-algébre de Lie

Definition 1.2.9. Un sous espace vectoriel s d’une algébre de Lie g est un idéal

de gsils,g] Cs.
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Definition 1.2.10. Soient g1, g, deux sous-espace vectoriel de g, on noté [g1, gz|

le sous-espace vectoriel engendré par I'ensemble

({[x1,x2], x1 € g1, %2 € g2 })
Exemple 1.2.9.
(1)- L'algebre de Lie sI(n, R) est un idéal de gl(n, R).

(2)- Le sous espace vectoriel [g,g) = ({[X,Y]/X,Y € g}) est un idéal dérivé

de g, appelé commutant de g.

(3)- L’espace vectoriel des matrice triangulaires supérieure( resp inférieure )
dont les termes diagonaux sont nuls est un idéal de l'algebre de Lie de
matrice triangulaire supérieure ( resp. inférieure ).

Proposition 1.2.2. Sient s et s’ deux Idéaux d'une algeébre de Lie g, alors

(1)- s ® s’ est un idéal

(2)- sNs" est un idéal

(3)- [s,§'] est un idéal

Démonstration. Sient x € s(respx’ € '),

(1)- Puisque s est un idéal (resp s'), alors Yy € g[x,y] € s(resp Vy €
glx’yl €¢')
oyl + 1y =y —yx Xy -y
— (x—|— x’)y —y(x+x’) Donc Vy € g[x -+ x’,y] €
= [x+x.yl
s@s’, alors s @ s’ est un idéal
(2)- Soit x € sNs’, alors x € setx € s’ puisque s et s’ sont des idéaux

donc
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Yy € g, [xyl €set|x,y] €s
Yy € g,[xyl €sns
ce qui monte que s N s est un idéal.
(3)- Soientx € setx’ € ¢/, alors Vy € g,on a
v, [x,x]] = [y, xx" —x'x]
= (xx' —x'x)y — y(xx’ — x'x)
= xx'y — x'xy — yxx' + yx'x
= xx'y — x'xy — yxx’ + yx'x — ¥'yx + 'yx — xyx’ + xyx’
=[xy, x] + [¥, yx] + [yx', x] + [xy, ]

Donc Vy € g, [y, [x,x']] € [s,5'] ce qi montre que [s,s’] est un idéal.

]

Definition 1.2.11. Sous algébre de Lie
Une sous-algebre de Lie d’une algebre de Lie g est un sous espace vectoriel s de g

stable par le crochet de Lie i.e :[s,s] C s

Exemple 1.2.10.

(1)- Tout idéal d’une algebre de Lie g est une sous-algebre de g. En particulier
l'idéal [g, g appelé I'algebre de Lie dérivée;
(2)- L’espace vectoriel réel des matrices carrées d’ordre n triangulaires supé-

rieures ( ou inférieures ) est une sous algeébre de Lie;
(3)- aff(R) est une sous-algebre.

(4)- Soient Ry, Ry, R; les rotations de R® autour des axes x, Yy, z respective-

ment, i.e
00 O 0 01 0 -1 0
Rr=|00 -1 |,Ry= 0 00 |, Re=|1 0 O
01 0 -1 00 0 0 O
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En utilisant le crochet défini par le produit matriciel ,on vérifie que :

Ry, Ry] = R, [Ry,R;] = Ry, [Rz,Ry] = Ry.Ainsi I'espace vectoriel
réel de dimension 3 engendré par les trois matrices Ry, Ry, R, est une
sous-algebre de Lie réelle de dimension 3, appelée sous-1'algebre de Lie des

rotatoins de I'espace, et notée o(3).

Soit g une algeébre de Lie de dimension n sur K. Soit {E;}1<j<, une
base de g, en tant qu’espace vectoriel sur K, nous avans donc [E;, Ej| =
Y1 YijkEx ot v € K, par bilinérité, la structure d’algebre de Lie de g
est complétement déterminée par la valeur des Yijks 1 <i,j,k < n.Notons

que vijj = 0 et yirj = —7ijk

Definition 1.2.12. les scalires Vi, 1 < i,j,k < n, sont appelés les constantes de

structure de g relativement a la base {E; }1<i<y.

Exemple 1.2.11.

(1)- Si g est une algebre de Lie abélienne, alors ses coefficients de structure sont

tous nuls relativement a toute base de g.

(2)- Reprenons I'algebre de Lie o(3) relativement a la base {Ry, Ry, R, } sont

donnés par :

Yxxx = Yxxy = Yxxz = 0

Tyyx = Yyyy = Tyyz = 0

Yzzx = Vzzy = Yzzz = 0

Yayx = 0, Yayy = 0, Yayz = 1

Yyzx = 1, Yyzy = 0,7yzz =0

Yoxx = 0, Y2y = 1, Y222 = 0.
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1.3 Représentations d’algebres de Lie

1.3.1 Morphisme d’algebre de Lie

Definition 1.3.1. Soient g, i deux algebres de Lie.

Un morphisme d’algebre de Lie est une application linéaire T : g — b qui
respecte le crochet de Lie, i.e T([X,Y]) = [T(X), T(Y)] pour tout X,Y dans g;.

1l est clair que le noyau (resp. l'image ) d'un morphisme g — b d’algebre de Lie
est un idéal de g (resp. ).

Exemple 1.3.1. Soient M, N deux variétes différentiables et f: M — N
un déffeomorphisme, soit (X(M), [,])( resp. (X(N), [, ]) l'algebre de Lie des champs
de vecteurs sur M( resp. N) alors I'application f, : X(M) — X(N) image di-
recte par f d'un champ de vecteurs X sur M, est le champ de vecteurs sur N, que

I'on note f,. X

En effet
X:C®(M) — C®(M)

¢ — X(¢)
Vp € M (X(¢))(p) = Xp(¢p)
f.X:C®(N) — C(N)

Y o— fX()
Vg €N

(AX@W)(q) = (£X)q(9,)
= Traqf(Xpa((¥9))
= Xp(@ofpag)
= (X(pof))(f'(q))
= (X(yof)of 1) (q)
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Ainsi f.X () = X(pof)f
D’ou
(f(X YD) (W) = (X Y])(yof)of
(X(Y(pof)) = Y(X(pof)))of
= X(Y(pof))f~' = Y(X(pof))of !
= X((Y(pof)flof)of = Y((X(yof))ftof)of
= X(£Y(pof)of ") = Y(fiX(gof)of 1)
= fX(fY(9) - £Y (S X ()
= [f:X £Y](¥)

f« est un isomorphisme d’algeébre de Lie.

Exemple 1.3.2. On définit sur R? le crochet [(ay,a5), (b1, b2)] = (0,a1br — byay)

donc I'application

¢: R> —  M(R)

(a,b) — (a b)
00

est un morphisme d’algebre de Lie de R? dans Im¢ = aff(R)

Exemple 1.3.3. Soient 0(3) est 'ensemble des matrices 3 x 3 réelles antisymé-
0 a —b
triques , donc un élément arbitraire de l'algebre est delaforme | —a 0 ¢

b —c O
aveca,b,c € R.

D’autre part, su(2) est I'ensemble des matrices 2 x 2 complexes antihermi-

tiennes de trace nulle, donc un élément arbitraire de I'algebre est de la forme

ia b+ ic
avec a,b,c € R.
—b+ic —ia
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Une application de l'une a I'autre est définie comme suit entre les générateurs

suivants (et elle est prolongée par linéarité sur R) :

0 10
1zO
Ety=1 -1 0 0 = 01 =3
0 —i
0 00
0 0 —1
1 0 1
Eb=100 0 — =5
-1 0
1 0 O
0 0 O
101
Eb=10 0 1 — 03=3
i1 0
0 -1 0

Puisque [E;, E;] = 7ijxEx et [0, 0] = Cijx0x , cette application définit bien un
homomorphisme d’algebres de Lie. Un homomorphisme inverse s'obtient aisément

en inversant simplement les fleches ci-dessus.

Soient g une algebre de Lie sur K, et V est un espace vectoriel complexe
alors l'algebre gl(V) des endomorphismes de V est naturellement munie

d’une structure d’algebre de Lie.

Definition 1.3.2. Une représentation de g dans un espace vectoriel complexe V
est un morphisme d’algebres de Lie ¢ : g — gl(V). la dimension de cette repré-
sentation est la dimension de V sur K. La représentation (¢, V') est fidele si ¢ est
injective. La représentation (¢, V') est irréductible si les seuls sous espaces vecto-
riels de V qui sont invariants par g sont {0} et V lui méme, i.e V est irréductible

Sip( W C W= W={0}ouW=V
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1.3.2 Représentation adjointe et forme de Killing

Definition 1.3.3. Le morphisme d’algebre de Lie g — gl(g) défini par X ——

(X, .] est appelé la représentation adjointe de g est noté ad.

Exemple 1.3.4. Considérons l’algebre de Lie o(3) des rotation de I'espace, donc
ona:

ad(Ry) = Ry, ad(Ry) = Ry, ad(R;) = R;

Exemple 1.3.5. pour l'algebre de Lie aff(R) nous avons :

ad(X) = 00 ) etad(Y) = 00 )
01 -1 0

Soit V un espace vectoriel sur K. nous désignons par V* le dual vecto-
riel de V, i.e 'espace vectoriel des formes sur V. Soient b : V x V — K

une application bilinéaire et U un sous espace vectoriel de V.

Definition 1.3.4. le radical de b est le sous espace vectoriel
rad(b) = {v € V/b(v,v') =0,Vov' € V}de V. Nous dirons que b est dégénérée
( resp. dégénérée ) si le radical de b est trivial ( resp. Non trivial ).
L’orthogonal de U est le sous espace vectoriel
Ut ={v e V/b(v,v') =0,¥0' € U} de V. Nous noterons b |y la restric-
tiondeba U x U.
Proposition 1.3.1.
(1)- rad(b |uxy) = UNU". Side plus b est non dégénérée alors :
(2)- dim(U) + dim(U+) = dimV ;

(3)- U+ Ut =V <= b|yxy est non dégénérée.
Démonstration.
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(1)- Est une simple reformulation des définitions. En effet
rad(b) = {v e V/b(v,v') =0 Vo' €V}
Ut ={veV/b(v,v')=0 Vo' eU}
Unut={vel/b(v,v')=0 Vo' €U}
rad(b |uxu) = {v e U/b(v,v') =0 Vo' € U}

(2)- Considérons les application linéaires ¢: V — V* etyp:V —
U* définies par v — b(v,.).
En particulier, Ker(y) = U+, et ¢ est un isomorphisme si et seule-
ment si, b est non-dégénérée.
Soit U’ un sous espace vectoriel de V tel que V = U & U’ Tout élé-
ment u* de U* définit un élément v* de V* tel que v*|y = u* et
v*|yr = 0.
Puisque ¢ est un isomorphisme, alors il existe v dans V tel que

¢(v) = v*, de sotre que P(v) = u*, i.e P est surjective, et donc
dim(V) = dim(im(y)) + dim(Ker(p)) = dim(U) + dim(U").

(3)- est une conséquence directe de (1) et (2)

O

Remarque 1.3.2.1. 1l se peut que b soit non dégénérée mais que sa restriction a
U x U est dégénérée.
Exemple 1.3.6. Soit K = R,V = R%, U = {(x,y) € R?/x =y}etb((x,y), (x,y)) =
xx' —yy' donc U+ = {(x,y) € R?/xt —yt =0Vt € R}
Proposition 1.3.2. Considérons le cas ou V est une algeébre de Lie g sur K alors
I'application
k: gxg — K
(X,Y) —— tr(ad(X)oad(Y))
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(1)- bilinéaire

(2)- symétrique

(3)- ad-invarianti.ek(ad(X)(Y),Z) +k(Y,ad(X)(Z)) = 0, pour tout X, Y, Z
dans g

(4- k(X,Y) = (1/2)(k(X+Y, X +Y) —k(X,X) = k(Y,Y)), pour tout
X,Y dans g

Démonstration. 1l est facile de voir que (1), (2) et sont verifiées. pour (3)
ona

ad[X,Y]| = [adX,adY]

tr(fog) =tr(gof)

donc

k(ad(X)(Y), Z) + k(Y,ad(X)(Z)) = k([X,Y],Z)+k(Y,[X,Z])
(

( (Y)oad(Z )—ad( Yoad(X)oad(Z)
ad(Y) o ad(X) o ad(Z) — (ad(Y) 0 ad(Z) o ad(X
( (Y)oad(Z) —ad(Y)oad(Z) oad(X)

Pour (4), en effet
k(X+Y,X+Y) = tr(ad(X

= k(X X) +2k(X, )+k(Y,Y)
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Donc
k(X +Y, X+ Y) = k(X, X) + 2k(X,Y) + k(Y, Y)

KX+Y,X+Y)—k(X,X)—k(Y,Y) = 2k(X,Y)

k(X,Y) = Yk(X+Y,X+Y)—k(X,X)—k(Y,Y))
O

Definition 1.3.5. L'application bilinéaire k est appellé la forme de Killing de g.

Dorénavant les espaces orthogonaux que nous considérons sertont tou-
jours relatifs a une forme de Killing ( que nous préciserons si plusieurs

algebre de Lie interviennent).
Proposition 1.3.3. Sient g une algebre de Lie sur K, et k sa forme de Killing, si
s est un idéal de g alors :

(1)- L'othogonal s* de s est un idéal de g.

(2)- La forme de Killing ks de s est la restriction a s de Killing de g.

(3)- Side plus k est non dégénérée alors ks est non dégénérée.

Démonstration.

(1)- découle de la ad-invarience de k qui implique : k([A, B],C) = k(A, [B,C]) =
0 pourtout A € s*,B € getC € s.

(2)- Soit V un sous espace vectoriel de g tel que g = s @ V. alors, pour
tout X et Y dans s, nous avons : : (ad(X) cad(Y))(s) C set (ad(X) o
ad(Y))(V) C s, de sorte que Tr(ad(X) o ad(y)|sxs) = Tr(ad(X) o
ad(Y)).
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(3)- Soit X € s tel que ks(X,Y) = k(X,Y) = 0 pour tout Y € s. Rap-
pelons que, d’aprs (2), ks = Ksxs par ad-invarience de la forme
de Killing, cela implique que k(X[Y, W]) = k([X,Y], W) = 0 pour
tout W € g. ainsi puisque k est non-dégénérée, nous obtenons que
[X,Y] = 0 pour tout Y € s I'endomorphisme de (ad(Y) o ad(W))?
de g est trivial pour tout W € g. En effet, nous avons : (ad(Y) o
ad(W))(A) =0si A € set (ad(Yoad(W)(A)) € ssi A € V. Au-
trement dit,(ad(Y) o ad(W)) est un endomorphisme nilpotent de g
et donc Tr(ad(Y) o ad(W)) = 0, cela entraine que k(Y, W) = 0 pour

tout W € g, soit Y = 0 puisque k est non-dégénérée.

Exemple 1.3.7.

(1)- Pour tout A et M dans gl(n, R) nous avons ad(A)?2(M) = A’M —2AMA + MA?
de sorte que k(A, A) = 2nTr(A?) — 2Tr(A)>.

(2)- En utilisant I'exemple précédent, nous trouvons que k(A, A) = 2nTr(A?)
pour tout A dans l'algebre de Lie de sI(n, K).

(3)- pour I'algebre de Lie aff(R), nous avons k(X,X) = 1, k(X,Y) = 0 et
k(Y,Y) =0.

(4)- Le radical de la forme de Killing aff(R) est trivial, donc k est non dégéné-
rée.

(5)- Considérons I'algebre 0(3) des rotation de I'espace. Nous trouvons :

k(X,X) = —2(a® 4 b + ¢?) pour tout X = aR, + bRy + cRz.
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Chapitre 2

Classification des algebres

2.1 Algebres de Lie nilpotentes

Dans ce qui suit le corps K est quelconque, en particulier sa caractéris-
tique n’est pas nécéssairement nulle et il n’est pas nécéssairement algébri-

quement clos.

Definition 2.1.1. Soit g une algébre de Lie sur K. On pose pour tout entier
j = 0,8¢+1) = [9,9(j)], avec 9oy = g. La suite décroissante d'idéaux g(p) 2
2 ..

g1y 2 9()) - est appelée la suite centrale descendante de g

Definition 2.1.2. Une algebre de Lie g sur KK est nilpotente si la suite centrale
descendante s’annule a partir d’un certain rang, ie s'il existe un entier k > tel
que gr = {0}. Si gk—1) # {0} et gy = {0}, on dit que g est nilpotente de rang
k.

Exemple 2.1.1.

(1)- Tout algebre de Lie abélienne est nilpotente.
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(2)- L’algebre de Lie réelle des matrices triangulaire supérieures ( ou inférieures),
dont les élément diagonaux sont nuls, est nilpotente. Le cas le plus simple
d’une algebre de Lie nilpotente, non abélienne, i,e g1 = {0} et g = {0},
est 'algebre de Heisenberg.

Proposition 2.1.1. Soit g une algébre de Lie sur K

(1)- Si g est nilpotente, alors le centre de g n’est pas trivial.

(2)- Si g est nilpotente alors, tout élément X de g est ad—nilpotent, i,e ad(X)

est un endomorphisme nilpotent de g.
(3)- Sil'algebre de Lie ad(g) = {ad(X)/X € g} est une algebre de Lie nilpo-
tente alors g nilpotente
Démonstration.

(1)- Est une conséquence immédiate de la définition d'une algébre de
Lie nilpotente.pour (2), nous avons ad/(X)Y € g(; pour tout X et Y
dans g, etj > 1.

(2)- Puisque g est nilpotente, il existe un entier k tel que g = {0}, et

donc ad*(X) = 0 pour tout X € g, ce qui démontre (2).

(3)- Puisque ad(g) ;) = ad(g(j)), alors nous avons ad(g);) = {0} =

9(j+1) = {0}

Théoréme 2.1.1. ( Théoreme d'Engel)[8]

Soient g une algebre de Lie sur K et p: g — gl(V) une représentation
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de g dans un espace vectoriel V de dimension r = 1 sur K. Si p(X) est un

endomorphisme nilpotent de V, pour tout X dans g, Alors :
(1)- II existe un vecteur non nul v de V tel que p(X)v = 0, pour tout X € g.

(2)- 1l existe une chaine de sous-espace vectoriel 'V, = {0}cvyc ---CV,=V
tels que dim(V;) = jet p(X)V; C V{(;_q) pour tout j. Autrement dit, il
existe une base de V dans laquelle tout endomorphisme p(X) de V, X € g
est une matrice triangulaire supérieure dont tous les éléments diagonaux

sont nuls.

(3)- Si ad(X) est un endomorphisme nilpotent de g pour tout X € g, Alors g

est nilpotente.

Corollaire 2.1.1. Soit g une algeébre de Lie nilpotent sur K. 1l existe une chaine
d'idéaux de g :

go = {0} C g1 C - C gy = gtels quedim(g;) = jet [g,g;] C gj—1 pour
tout j Auterment dit, il existe une base de g dans laquelle tout endomorphisme
p(X), X € g est une matrice triangulaire supérieure dont tous les éléments dia-

gonaux sont nuls.

Démonstration. 1l s’agit d'une reformulation du théoreme de Engel avec

V=getp=ad. O

Remarque 2.1.1. Evidemment si T est un endomorphisme nilpotent d'un espace
vectoriel V, Alors il existe une base B de V dans laquelle T prend la forme d’une
matrice triangulaire supérieure dont les termes diagonaux sont nuls. Plus généra-
lement, si Ty, - - - , Ty, sont des endomorphisme nilpotents de V, on peut trouver
pour chaque Tj, une base Bj de V dans laquelle I'opérateur T; une matrice trian-
gulaire supérieure dont les termes diagonaux sont nuls. Les bases B; sont a priori

distinctes. Le théoreme de Engel montre que si la famille {Ty - - - T,y } engendre
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une algebre de Lie nilpotente, alors il est possible de choisir une méme base B pour
tous les opérateurs T;. Une autre formulation du théoreme de Engle est que la
réciproque de (1) de la proposition précédente est vraie, i,e une algeébre de Lie est

nilpotente si et seulment si, chacun de ses éléments est ad— nilpotent.

2.2 Algeébres de Lie résolubles

Dans ce qui suit, sauf mention de contraire , le corps K est arbitraire

Definition 2.2.1. Soit g une Algeébre de Lie sur K. On pose pour tout j >

0,gu*tD) = [g\),g)], avec g° = g. La suite décroissante d’idéaux g© D

gV...Dgl) D ... est appelée la suite dérivée de g.

Definition 2.2.2. Une Algebre de Lie sur KK est résolube si la suite des commu-

tateurs s’annule a partir d'un certain rang, i,e s'il existe un entier k = 1 tel que
g = {o}.
Exemple 2.2.1.
(1)- Toute Algebre de Lie nilpotente est résolube, puisque g\/) C g(j) pour tout
j.
(2)- L’Algebre de Lie réelle des matrices triangulaires supérieures ( ou infé-
rieurs ) est résolube ( et nilpotente si tous les termes diagonaux sont nuls).
Proposition 2.2.1. [5] Soit g une Algebre de Lie sur IK.
(1)- Si g est résolube alors g # [g, g
(2)- Si g est résolube alors g contient un idéal de codimension 1.
(3)- Si g est résolube, tout sous-algebre de g est résolube. En particulier un

idéal dans une algebre de résolube est résoluble.
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(4)- La somme de tous les idéaux résolube de g est I'unique idéal résolube de g

contenant tous les résolube de g.

Théoreme 2.2.1. ( Théoréme de Lie )[5] Supposons que K soit un corps algebrei-
quement clos de caractérisrtique nulle. Soient g une algebre de Lie sur K et p une
représentation de g dans un espace vectoriel V non trivial sur K. Si g est résoluble

alors :

(1)- il existe un vecteur non nul commun a tous les p(X), X € g, i.e il existe
une fonction scalaire )\ : g — KK , telle que p(X)v = A(X)v pour tout
X €eg.

(2)- il existe une suite Vo = {0} C --- C V, = V de sous-espace vectoriel de
V dans laquelle tous les endomorphisme p(X), X € g, prennent la forme

de matrices triangulaires supérieures.
Corollaire 2.2.1. Soit g une algebre de Lie sur un corps K algébriquement clos
de caractfistique nulle.
(1)- g résoluble si seulment si [g, g] nilpotente.

(2)- g est résoluble alors il existe une suite gog = {0} C --- C g, = g d'ideaux
de g telle que pour tout j,dim(g;) = j, gj est un idéal dans g; 1 et gj 1/ 9;

est une algebre de Lie abélienne, i.e [g;11,9j11] C g;.

Démonstration.

(1)- Si g estrésoluble alors, d’aprés le théoreme de Lie, il existe une base
de g dans laquelle ad(X), X € g, prend la forme d"une matrice trian-
gulaire supérieure, de sotre que ad[X,Y]| = [ad(X),ad(Y)] est une

matrice triangulaire supérieure dont tous les termes diagonaux sont

43



CHAPITRE 2. CLASSIFICATION DES ALGEBRES

nuls. Ainsi tous les endomorphisme ad([X, Y]), X, Y € g sont nilpo-
tentes. Le théoreme de Engel implique alors que [g, g] est une al-
gebre de Lie nilpoente. Réciproquement si [g, g] est nilpotente alors

elle est résoluble, et donc g est résoluble puisque g = g, 9] (-1,

(2)- il suffit d’appliquer le théoréme de Lie a la repréentation adjointe

deg,ieV =getp =ad.

]

Remarque 2.2.1. II est clair que si le corps K est de caractfistique nulle, mais
n’est pas algébriquement clos (par exemple IX = R) alors le théoréme de Lie reste
vraie a condition que toutes les valeurs propres de chaque endomorphisme ad(X), X €
g, appartiennent a IK. Si le corps IK n’est pas de caractéristique nulle, le théoréme

de Lie n’est pas vraie.

Remarque 2.2.2. Evidemment si T est un endomorphisme d"un espace vectoriel
v sur un corps algebriquement clos, alors il existe une base B de V dans laquelle
T prend la forme d’une materice triangulaire supérieure. Plus généralment, si
Th, ..., Ty sont des endomorphismes de V, on peut trouver pour chaque T;, une
base Bj de V dans laquelle I'opérateur T; une matrice triangulaire supérieure dont
les termes diagonaux sont nuls. Les bases B; sont a priori distinctes. Le théoreme
de Engel montre que si la famille {Ty, ..., } engendre une algebre de Lie réso-

luble, alors il est possible de choisir une méme base B de tout les opérateurs T;.

2.3 Algebres de Lie semi-simples

Dans ce paragraphe le corps K est un corps de caractiristique nulle et

g une algebre de Lie sur K.
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Definition 2.3.1. D’apres la proposition 2.2.1, il existe un unique résoluble de g

qui contient tout idéal résoluble de g. Cet idéal est appelé le radical de g et noté
rad(g)

Definition 2.3.2. Une algeébre de Lie est simple si elle est non abélienne et si elle

ne contient pas d’idéaux propres non triviaux.

Definition 2.3.3. Une algebre de Lie est semi-simple si elle ne contient pas d’idéaux

résoluble non triviaux, i.e si rad(g) = {0}.
Exemple 2.3.1. L'algebre de Lie 0(3) est semi-simple

Proposition 2.3.1. Soit g une algebre de Lie sur le corps KK
(1)- Si g est simple alors [g,g] = g.
(2)- Si g est simple alors g est semi-simple.
(3)- Si g est simple alors le centre de g est trivial.
(4)- Si g est simple alors tout idéal de g est semi-simple.

(5)- Si g est simple alors g est la somme directe de deux iddux semi-simples.

Démonstration.

(1)- [g,g] est un idéal de g et donc [g, g] puisque g n’est pas ablienne.
D’aute part rad(g) est un idéal de g, de sorte que rad(g) = {0}

ou rad(g) = g.Si rad(g) = g alors g est résoluble, en particulier
l9, 9] # g ce qui contredit (1).

(2)- On en déduit que rad(g) = {0},i.e est semi-simple.

(3)- puisque Z(g) C rad(g) etsi Z(g) # {0} alors rad(g) # {0}, ce qui

contredit le semisimplicité de g.
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(4)- est une conséquence immédiate de la propsition (1.3.3(3)).

(5)- est une conséquence immédiate de la proposition (1.3.3(1)), si s un
id’eal de g alors l'orthogonal s de s est un idéal de g. Par ailleurs,
nous savons que, s N s+ est un idéal résoluble de g, puisque rad(ks) =
rad(ksxs) = s Ns*. L/intersection s N s+ est nécéssairment trivial, g
étant semi-simple. Or, d’aprés (4), s est semi-simple et donc k/ s
est non-dégénérée. La remarque (1.2.2) implique alors que g = s +

st

2.4 Algebres de Lie réductives

Dans ce paragraphe le corps K est un corps de caractéristique nulle et

g est une algebre de Lie sur K.

Definition 2.4.1. g est réductive si pour tout idéal a dans g, il existe un idéal b

degtelqueg=adb

Definition 2.4.2. Le produit scalaire standard sur 'algebre de Lie des matrices
ol(n, K) est défini par :< A, B >= Re(tr(A'B)) pour tout A, B dans gl(n, K),
avec K = R,Cou H

Proposition 2.4.1. Soit s une sous-algebre de Lie de gl(n,K), avec K = R, C ou

H, telle que A € s = A' € 5. Alors s est une algebre de Lie réductive.

Démonstration. Soient a unn idéal de g et a* I'orthogonal de a relativment
a <,>. Pour simplifier les notations, on pose A* = A'. Alors pour tous

Acat,BegetCecaona:
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([A)]) = Re(tr(ABC* — BACY))
—  Re(tr(AC*B — ABC*))
_ Re(tr(A(B*C)* — A(CB*)))
= (A,[B*,Cl)

= 0
La dernere égalité provient du fait que a est un idéal de g et B* € g. On

déduit que g = a @ a' otia et ' sont des idéaux de g Il
Corollaire 2.4.1. Toute algebre de Lie semi-simple est réductive.

Exemple 2.4.1. D’aprés la proposition ci-dessus, les algebres de Lie
gl(n,R), gl(n, C), gl(n, H), sont réductive. Toutefois elle ne sont pas semi-simples

puisque leur centre est constitué de matrices scalaires a coefficients réels.

2.5 Conséquences

les algebres de Lie résolubles et les algebres de Lie semi-simples consti-
tuent deux familles disjointes, puisqu’une algebre de Lie semi-simple (resp.résoluble)

ne peut pas étre résoluble (resp. semi-simple).
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