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Introduction

Un soliton est une onde solitaire qui se propage sans se déformer dans un milieu non li-
néaire et dispersif. On en trouve dans de nombreux phénomènes physiques de même qu’ils
sont la solution de nombreuses équations aux dérivées partielles non linéaires.

Soliton dans la nature :Les solitons hydrodynamiques Le phénomène associée a été
décrit pour la première fois par l’Ecossais John Scott Russell qui l’a observé initialement en
se promenant le long d’un canal : il a suivi pendant plusieurs kilomètres une vague remontant
le courant qui ne semblait pas vouloir faiblir. Il a été modélisé par Joseph Boussinesq en .
Ainsi sur l’eau, il est apparenté au mascaret. Il apparaît par exemple dans la Seine ou sur la
Dordogne, en Gironde, à certains endroits et à certains moments.
Le concept de solitons de Ricci a été introduit par Hamilton, ce sont des généralizations
naturelles des métriques d’Einstein. On peut aussi les voir comme des points fixes du flot de
Ricci, d’où l’appellation "Soliton".

Dans ce mémoire, on s’intéresse par l’étude de soliton de Ricci, où le soliton de Ricci est
une variété Riemannienne satisfait l’quation suivant :

Ric+
1

2
Lξg = λg (1)

où Ric est la courbure de Ricci de (M ; g), ξ un champ de vecteurs surM , Lξg la dérivée de Lie
de la métrique g par rapport à ξ, et λ ∈ R. Si ξ est le gradient d’une fonction différentiable f
surM , (M ; g; ξ;λ) est dit soliton de Ricci de type gradient, noté (M ; g;∇f ;λ) ou (M ; g;∇f),
l’équation (1) devient :

Ric+Hess f = λg (2)

Une application harmonique ϕ : (M ; g) → (N ;h) entre deux variétés Riemanniennes est le
point critique de la fonctionnelle énergie :

E(ϕ,D) =

∫
D

| dϕ |2 vg (3)

où D est un domaine compact de M , | dϕ | la norme de Hilbert Schmidt de la différentielle
dϕ, et vg l’élément de volume riemannien de (Mm; g). On démontre que toute application
ϕ est harmonique si et seulement si est une solution de l’équation d’Euler-Lagrange

τ(ϕ) = traceg∇dϕ = 0 (4)

où ∇dϕ est la deuxième forme fondamentale de ϕ, τ(ϕ) est dit champ de tension.

Le but de ce mémoire est de présenter soliton de Ricci par des définitions, exemples et
propriétées, ainsi étudier les applications harmoniques, et de démontrer le théorème suivant ;
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Soit (Mm; g; ξ;λ) un soliton de Ricci. Si g̃ = Ric est une métrique riemannienne sur M , alors
l’application identité Id de (M ; g) dans (M ; g̃) est une application harmonique.

Ce mémoire est réparti en trois chapitres :

Chapitre 1 :nous citons les concepts plus courant de la géometrie différentielle, défini-
tions et exemples de la variétés lisses, l’espace tangent, champ de vecteur, la construction
du fibré, accompagnes de quelques exemples et figures.

Chapitre 2 : on décrit les outils de la géometrie riemannienne en introduisant multiples
défnitions à savoir la variété riemannienne, conexion de Levi-Civita, métrique riemannienne

et, en partuculier la métrique sphère comme un exemple.

Chapitre 3 :on présente d’abord les tensuers de courbure : courbure sectionnelle, cour-
bure scalaire, courbure de Ricci, ensuite on fait rappel aux opérateures définissant ainsi la
derivée de lie, le gradient , la divergence, le Hessien et laplacien.

Enfin, le dernier chapitre : il fait apparaitre le sens d’une application harmonique, où
surgit la démonstration d’un théorème important, liant l’application harmonique, au champ
de tension nul avec exemples, ensuite met en relief la définition d’un soliton de Ricci, et d’un
gradient soliton de Ricci, étudit des exemples de Ricci soliton, présente quelques proprietés
avec preuves, et conclut la démonstration du théorème annoncé.



Chapitre 1

Généralités

La notion de variété différentiable essaie de généraliser le calcul différentiel qu’on sait
définir sur Rn. Pour cela, nous allons introduire des objets mathématiques qui ressemblent
localement à Rn, afins d’y transférer ce que nous savons déjà y faire (i.e. continuité, dérivabi-
lité, vecteurs, applications diverses...), mais qui globalement ne seront pas topologiquement
identiques à Rn. De tels objets nous sont familiers dans R3 : une sphère, un tore, un cylindre,
une selle, une nappe... ressemblent localement à R2. Nous voyons toujours ces objets comme
sous-ensembles de R3. Ce que nous allons définir ne peut a priori pas être vu comme sous
ensemble d’un Rn. Nous voulons en donner une définition intrinsèque, que nous appellerons
variétés, sans faire référence à un espace plus grand. Nous sommes dans la situation d’ha-
bitants d’une sphère qui voudraient définir leur habitat sans connaître ni se référer à R3.
Un habitant d’une sphère, s’il était mathématicien, se rendrait compte que localement (et
seulement localement) son habitat ressemble à un ouvert de R2. C’est cette propriété qui va
être à la base de la construction des variétés. Nous allons recoller ensemble des ouverts de
Rn. Globalement, nous n’auront pas nécessairement Rn, mais localement, nous aurons à notre
disposition tout ce que nous savons faire sur un ouvert de Rn.

1.1 Généralités sur les variétés lisses

1.1.1 Définitions et exemples

Une variété différentiable est un objet sur lequel on souhaite pouvoir faire les mêmes
calculs différentiels que sur Rn. Pour calculer une dérivée, il suffit de connaitre la fonction
dans un voisinage du point considéré, donc on va munir une variété d’une structure locale
héritée de celle de Rn. Par exemple, sur la figure 01, on observe que la courbe de gauche se
recoupe en p donc ce n’est pas une variété : en effet, un voisinage même petit du point double
p n’a pas la topologie d’un intervalle de R. Par contre la courbe de droite est une variété :
tout point admet un petit voisinage qu’on peut identifier avec un intervalle de R (remarquer
à cette occasion que ceci n’est plus vérifié pour les grands voisinages : il y a toujours une
dialectique entre phénomènes locaux et aspects globaux qui font apparaitre la topologie ou
la géométrie de la variété).
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Définition 1.1.1. Soit M un espace topologique séparé (de Hausdorff), une carte de M est
le couple (u, ϕ), où u est un ouvert de M et ϕ(u) est un ouvert de Rn tel que :

ϕ : u −→ ϕ(u) est un homomorphisme.

n est appelé la dimension de la carte (u, ϕ)

Définition 1.1.2. Deux cartes (u, ϕ), (v, ψ) sont dite compatibles si :

u ∩ v = ∅ ou ϕ ◦ ψ−1 : ψ(u ∩ v) −→ ϕ(u ∩ v) est un diffomorphisme de classe C∞

Définition 1.1.3. Un Atlas A de M est une famille de carte {(ui, ϕi)}i∈I tel que :

1) M = ∪i∈Iui
2) Toutes les cartes ont la même dimension n.
3) Toutes les cartes sont compatibles entre eux.

Définition 1.1.4. La dimension des cartes d’un atlas A est appelé dimension de l’atlas A.

Définition 1.1.5. Une variété différentiable de dimension n, est un espace topologique séparé,
muni d’un atlas différentiable A de dimension n.

Exemples 1.1.1.
1· Rn, muni de l’atlas A = {(Rn, Id)} est une variété de dimension n.
2· Tout espace vectoriel E, est une variété différentielle de dimension n, muni de l’atlas

A = {(E, I)} où

I−1 : Rn −→ E

(x1, · · · , xn) 7−→
n∑
i=1

xiei
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(e1, · · · , en) base de E.
3· Tout ouvert Ω d’une variété M est une variété de même dimension, muni de l’atlas

AΩ = {(Ω ∩ V ), (V, ϕ) ∈ U}
4· Mm,n ( l’espace des matrices m× n sur R est une variété de dimension m× n

(aji ) i = 1, · · · , n
j = 1, · · · ,m

−→ (a1
1, · · · , a1

n, · · · , am1 , · · · , amn ) ∈ Rm×n

‘

Définition 1.1.6. Un atlas permet donc de définir des coordonnées locales partout sur M .
On dit que deux atlas sont équivalents si leur réunions est encore un atlas, c’est-à-dire que,
A = {(Uα, ϕα)} et Á = {(Vβ, ψβ)} sont équivalents si toutes les cartes (Uα, ϕα) et (Vβ, ψβ)
sont compatibles deux à deux.

Définition 1.1.7. Une variété différentiable est le couple (M,A) où M est la variété topo-
logique de dimension n et A est l’atlas maximal de classe C∞ de M, on l’appelle aussi la
structure différentiable de M.

Définition 1.1.8. Soient (Mm,A) et (Nn,B) deux variétés différentiables. On dit que l’ap-
plication f : M → N est de classe C∞ si chaque représentation locale de f (respectivement
A et B) est de classe C∞, c’est-à-dire, si la composition ϕ ◦ f ◦ ψ−1 est une application lisse
de ψ(U ∩ f−1V ) → ϕ(V ) pour toute carte (U,ϕ) ∈ A et (V, ψ) ∈ B, on dit que f : M → N
est un difféomorphisme de classe C∞ si f et f−1sont de classe C∞ ;
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Remarques 1.1.1.

1. Sur un espace non séparé il n’existe pas de métrique, puisque tout espace muni d’une
distance est séparé. De même un sous-espace compact n’est pas forcément fermé et
l’image d’un compact par une application continue n’est pas toujours compact. C’est
pour avoir ce type de propriété que l’on impose à une variété d’être un espace séparé.
En revanche, tout sous-espace d’un espace topologique séparé est séparé.

2. Base dénombrable : la classe d’équivalence d’un atlas A peut être représentée par son
atlas maximal qui est l’ensemble de toutes les cartes compatibles avec celles de A. On
veut que la topologie définie par les domaines de ces cartes ait une base dénombrable.
Cette hypothèse est importante, sans elle, il est par exemple possible de munir Rn d’une
topologie qui le rende homéomorphe à un Rk muni de la topologie canonique, pour k < n
quelconque.

3. On peut construire des cartes incompatibles sur des variétés. Considérons par exemple
la droite réelle recouverte d’une part par la carte globale (R, ϕ1) où ϕ1 ≡ Id : R → R :
x 7→ y = x et d’autre part la carte (R, ϕ1) où ϕ2 ≡ Cube : R → R : x 7→ y = x3. Les
formules de changement de coordonnées sont

ϕ1 ◦ ϕ−1
2 : R→ R : z 7→ y = z1/3

ϕ2 ◦ ϕ−1
1 : R→ R : y 7→ z = y3

On vérifie aisément que ces transformations sont continues mais que z 7→ y = z1/3 n’est
pas différentiable en z = 0.

Exemples 1.1.2.

1. Rn est une variété différentiable de dimension n pour l’atlas à une seule carte (Rn, id).
2. Tout R-espace vectoriel E de dimension n est une variété de même dimension : tout

isomorphisme ϕ : E → Rn définit un atlas (E,ϕ). De même tout ouvert U ⊂ E de
l’espace vectoriel est également une variété, l’atlas étant (U,ϕ).

3. L’espace euclidien En est une variété de dimension n : il est en bijection avec Rn via
le choix d’un système de coordonnées x . L’atlas à une carte (En, x) définit donc une
structure différentiable.

Tous ces exemples sont triviaux puisqu’il s’agit d’espaces homéomorphes à Rn.

Exemples 1.1.3.

1. Le cercle S1 ⊂ R2, muni de la topologie induite, est une variété de dimension 1, cepen-
dant il n’est pas homéomorphe à R (puisque S1 est compact). Une seule carte ne sera
donc pas suffisante pour créer un atlas. On définit deux cartes (U1, ϕ1) et (U2, ϕ2) :

U1 = S1\{(1, 0)};U2 = S1\{(−1, 0)}

ϕ1 : S1\{(1, 0)} →]0, 2π[: (cos θ, sin θ) 7→ θ

ϕ2 : S1\{(−1, 0)} →]− π, π[: (cos θ, sin θ) 7→ θ.

Les domaines de ces cartes recouvrent clairement le cercle : U1 ∪ U2 = S1. De plus
ϕ1◦ϕ−1

2 est un difféomorphisme, ce qui montre que les deux cartes sont compatibles.Ainsi
{(U1, ϕ1), (U2, ϕ2)} est un atlas et définit une structure différentiable sur S1.
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2. La sphère unité
Sn =

{
x ∈ Rn+1 | x2

1 + ...+ x2
n+1 = 1

}
⊂ Rn+1

est une variété de dimension n. En effet ; on peut construire un atlas en utilisant la
projection stériographique, les points N = (1, 0, ..., 0) et S = (−1, 0, ..., 0) désignant
respectivement les pôles nord et sud, on considère les ouverts UN = Sn \ {N}, et US =
Sn \ {S} et les applications :

ϕN : UN → Rn
(x1, ..., xn+1) 7→ 1

1−x1 (x2, ..., xn+1)

ϕS : US → Rn
(x1, ..., xn+1) 7→ 1

1+x1
(x2, ..., xn+1)

Déterminons les applications de changement de cartes φN ◦φ−1
S et φS ◦φ−1

N : Rn\{0} −→
Rn\{0} qui sont des difféomorphismes données par x 7→ x

‖x‖2 . Donc {(UN , φN) , (US, φS)}
définie une structure différentiable sur Sn.(voir figure 03 )

figure 03 :projection stériographique.

3. Tout sous-ensemble ouvert Ω d’une variété différentiable M est lui même une variété
différentiable. Sa structure différentiable est definie par l’atlas :

AΩ = {(Uα ∩ Ω, ϕα |Uα∩Ω)}

où A = {(Uα, ϕα)} est un atlas de M .
4. SoitentM et N deux variétés différentiables de dimensionm et n et d’atlas {(Uα, ϕα)}, {(Vβ, ψβ)}

respectivement. Alors l’espace produit M ×N est une variété de dimension n+m dont
la structure différentiable est définie par l’atlas formé de toutes les cartes de la forme
{(Uα × Vβ, ϕα × ψβ)},où (ϕα × ψβ)(p, q) = (ϕα(p), ψβ(q)) ∈ Rm+n.
Le tore T2 = S1 × S1 est une variété, de même que le tore plat de dimension n,
Tn = S1 × ...× S1.
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5. L’espace projectif réel de dimension n noté P nR est l’espace quotion de Rn+1� {0} par
la relation d’équivalence

x ∼ y si et seulement si x et y sont colinéaires

On peut donc considérer P nR comme l’ensemble des droites vectorielles de Rn+1.(voir
figure 04)

figure 04 :l’espace projectif réel.

Remarque 1.1.1. Pour i = 0, ..., n, on considère l’ensemble Vi ⊂ P nR des droites qui ne
sont pas contenues dans l’hyperplan {xi = 0} et l’on définit ϕi l’application Vi → Rn qui
associe à une droite son intersection avec l’hyperplan affine {xi = 1} ' Rn. Pour (xi) ∈ Rn+1

non nul, on note [x0 : ... : xn] ∈ P nR la droite passant par le point de coordonnées (xi). Les
xi s’appellent les coordonnées homogènes

[x0 : ... : xn] = [y0 : ... : yn]⇔ ∃λ ∈ R | (x0, ..., xn) = λ(y0, ..., yn)

L’on a Vi = {[x0 : ... : xn] | xi 6= 0}. L’application de carte est

ϕi : Vi → Rn
[x0 : ... : xn] 7→ 1

xi
(x1, ..., xi−1, xi+1, ..., xn)

Son inverse est
Rn → Vi

(y1, ..., yn) 7→ [y1 : ... : yi : 1 : yi+1 : yn]

Ceci nous définit des cartes ci = (Vi, ϕi,Rn). Vérifions que c1 est compatible avec c2. D’une
part, ϕ1(V1 ∩ V2) = Rn\{y1 = 0} et ϕ2(V1 ∩ V2) = Rn\{y1 = 0} sont des ouverts de Rn.
L’application de changement de cartes est :

ϕ1(V1 ∩ V2) → ϕ2(V2 ∩ V1)
(yi) 7→ 1

y1
(1, y2, ..., yn)

qui est bien de classe C1. De la sorte on établit que les cartes sont deux à deux compatibles.
Les Vi recouvrant le projectif, les ci forment donc un atlas.
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Définition 1.1.9. Le (n+ 1)− uple x = (x0, ...xn) est un système de coordonnées homogène
de p(x). On note [x] = [(x0, ..., xn)] le point de coordonnées homogènes x. Nous allons menir
PnR d’un atlas (Ui, φi)0≤i≤n et donc en faire une variété. Posons :

Vi =
{
x = (x0, ..., xn) ∈ Rn+1�xi 6= 0

}
où 0 ≤ i ≤ n

Définissons les applications Φi par :

Φi : Vi → Rn

x 7→ φi(x) =
(
x0
xi
, ..., x̂i

xi
, ..., xn

xi

)
le signifie que le terme correspondant est omis.

i /Ce sont des applications continues et Φi (x) = Φi(y) si et seulement si p(x) = p(y)
ii /D’après les propriétés de la topologie quotiont, Ui = Φi(Vi) est un ouvert de P nR
et φi passe au quotion et donne une application bijective et continue φi de Ui dans
Rn. Explicitement : φi(p(x)) =

(
x0
xi
, ..., x̂i

xi
, ..., xn

xi

)
iii /L’application réciproque est donnée par φ−1

i (y0, ..., yn−1) = p(y0, ..., yi−1, 1, yi, ..., yn−1)
ce qui montre que φi est homéomorphisme de Ui sur Rn.
Les fonctions de transition φj ◦ φ−1

i sont bien des difféomorphismes de φi(Ui ∩ Uj) sur
φj(Ui ∩ Uj), car pour yj 6= 0 on a

φj ◦ φ−1
i (y0, ..., yn−1) = (

y0

yj
, ...,

yi−1

yj
,

1

yj
, ...,

ŷj
yj
, ...,

yn−1

yj
).

Nous avons ainsi une structure de variété lisse sur P nR de dimension n.

1.1.2 Espace Tangent

Définition 1.1.10. (Courbes Parametrées sur une Variété)
Une courbe paramétrée sur M est une application γ : R→M de domaine I ⊂ R. Son expres-
sion locale dans une carte ϕ : U → Rm et la courbe :

γ̃ = ϕ ◦ γ : I → Rm
t 7→ γ̃(t) = (γ̃1(t), ..., γ̃m(t)) = (x1(γ(t)), ..., xm(γ(t)))

La courbe γ est régulière en t ∈ I (x = γ(t) ∈ M), si pour toute carte ϕ : U → Rm telle
que U contient le point P , son expression locale γ̃ = ϕ ◦ γ est une courbe régulière en t, i.e
·
γ̃(t) = dγ̃

dt
(t) 6= −→0 .

Remarque 1.1.2. Si γ est une courbe regulière en x, on peut toujours changer sa paramé-
trisation pour avoir γ(0) = x. Localement, autour de x, on peut aussi choisir une carte ϕ telle
que ϕ(x) = (0, ..., 0) ≡ −→0 ∈ Rm. On peut donc toujours avoir une courbe locale γ̃ : R→ Rm

regulière en γ̃(0) =
−→
0 .

Considérons maintenant une variété différentiable M et un point x de M . On note C l’en-
semble des courbes dans M qui sont différentiables et qui passent par x (voir figure 05)

γ : ]− ε, ε[ → M
t 7→ γ(t)

; γ(0) = x
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figure 05 :l’espace tangent à M.

Définition 1.1.11. Un vecteur tangent à M en un point x est le vecteur tangent à une courbe
γ : R → M au point γ(0) = x (où elle est régulière). On appelle espace tangent à M en x
l’ensemble TxM des vecteurs tangent à M en x, c’est- à-dire l’ensemble des vecteurs tangents
en x à toutes les courbes sur M qui passent par x qui soient regulières.

Définition 1.1.12. Par définition, l’espace tangent en x à M est l’ensemble des classes
d’équivalences dans C pour cette relation. Cette définition signifie donc que TxM est constitué
des« tangentes » des courbes dans M . L’indépendance vis à vis du choix des coordonnées
locales est essentielle pour assurer la cohérence de cette définition.
Il faut cependant souligner qu’un « vecteur tangent » à M n’a pas de sens si M n’est pas un
sous-ensemble de Rn. La tangente est plutôt vue ici dans Rn, grâce aux cartes locales.
Bien que nous puissions visualiser les vecteurs (au moins dans Rn), cette définition ne fait
pas apparaître une structure d’espace vectoriel de TxM . C’est pourquoi nous avons recours à
une seconde définition.
On considère l’espace vectoriel des fonctions de classe C1 sur M ,

F(M) = f : M → R|f de classe C1

Cet espace vectoriel est une algèbre pour le produit usuel des fonctions : (fg)(x) =
f(x)g(x). Pour x ∈M , nous définissons sur F(M) une relation d’équivalence :

f ∼ g ⇔ ∃U ⊂M,U ouvert avec x ∈ U, tel quef|U = g|U

On note C1
p(M) = F(M)� ∼ l’ensemble des classes d’équivalence dans F(M) pour cette re-

lation. Le produit sur F(M) passe au quotient. Donc C1
p(M) est une algèbre. Sur cet ensemble

de fonctions on définit des opérateurs.
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Proposition 1.1.1. L’espace tangent TxM est un espace vectoriel de dimension n, l’ensemble
{ ∂
∂xi
|x, i = 1, ...,m} forme une base de TxM en coordonnées locales. Par conséquent, tout

vecteur tangent à M en x est de la forme

Xx =
∑

X i(x)
∂

∂xi
|x

où X i(x) ∈ R.
Soient M une variété différentiable, p ∈ M,et γ : I → M une courbe de classe C∞ telle que
γ(t) = p pour t ∈ I où I ⊂ R est un ouvert, écrivant

C∞(p) = {f : U → R | f ∈ C∞(U), U voisinage de p}

La courbe γ définie une application

·
γt : C∞(p) → R

f 7→ ·
γtf = (f ◦ γ)́(t)

On peut interpréter
·
γtf comme la dérivative de f dans la direction de γ au point p.(voir figure

06)

figure06 :la dérivation de f dans la direction de γ au piont p.

Définition 1.1.13. Deux courbes γ1 et γ2 sont tangentes au point x si γ1(0) = γ2(0) = x et
s’ il existe une carte locale (U,ϕ) telle que x ∈ U et d

dt
(ϕ ◦ γ1)(0) = d

dt
(ϕ ◦ γ2)(0).

La définition est indépendante de la carte choisie.
En effet ; si (V, ψ) est une autre carte autour de x, on a (voir figure 07)

d

dt
(ψ ◦ γ1)(0) =

d

dt
[(ψ ◦ ϕ−1) ◦ (ϕ ◦ γ1)](0)

= D(ψ ◦ ϕ−1)(ϕ(x)) ◦ d
dt

(ϕ ◦ γ1)(0)

d

dt
(ψ ◦ γ1)(0) = D(ψ ◦ ϕ−1)(ϕ(x)) ◦ d

dt
(ϕ ◦ γ2)(0)

=
d

dt
(ψ ◦ γ2)(0)
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On définit ainsi une relation d’équivalence sur l’ensemble des courbes passant par x :
γ1 ∼ γ2 si elles sont tangentes en x.
Cette relation signifie que nous considérons deux courbes γ1 et γ2 comme équivalentes si elles
ont même « vecteur tangent en 0 dans Rn », sur n’importe quelle carte locale.

figure07 :deux courbes tangentes au point x.

Exemple 1.1.1. M = Rn. Si γ = (γ1, .., γn) : I → Rn est une courbe lisse et γ́(t) =
(γ́1(t), ..., γ́n(t)) ∈ Rn est la dérivé de γ au point p, alors

·
γtf = (f ◦ γ)́(t) = f́(p)γ́(t) = γ́(t).5 f(p).

En général, l’application
·
γt satisfait à

1/
·
γt(af + bg) = a

·
γtf + b

·
γtg,

2/
·
γt(fg) = g(p)

·
γtf + f(p)

·
γtg.

Pour tout f, g ∈ C∞ (p) et a, b ∈ R. On dit que
·
γt est une dérivation.

Définition 1.1.14. Une dérivation en x est une application linéaire Dx : C1
x(M) → R qui

vérifie la règle de Leibniz. Autrement dit, Dx est une dérivation si, pour tous réels α et β, et
toutes fonctions f̃ , g̃ dans C1

x(M),
(i) Dx·(αf̃ + βg̃) = αDx·f̃ + βDx ·g̃ (linéarité),
(ii) Dx·(f̃ .g̃) = g(x)Dx ·f̃ + f(x)Dx·g̃ (Leibniz)

Définition 1.1.15. l’espace tangent en x à M , TxM , est l’espace vectoriel des dérivations
sur C1

x(M).

Remarque 1.1.3. la relation d’équivalence définie sur F(M) sert à ne faire dépendre Dx·(f̃)
que des valeurs de f « autour » de x. En effet, la seule information que f̃ puisse conserver de
f est son comportement dans un voisinage aussi petit qu’on le veut de x . Donc aucun autre
point que x ne peut intervenir dans la définition d’une dérivation Dx sur C1

x(M). Ensuite,
la relation de Leibniz assure que cette dépendance ne peut se faire qu’au maximum par la
première dérivée de f en x, car une dérivation d’ordre supérieur ne serait pas compatible avec
cette relation.
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Définition 1.1.16. Un vecteur tangent de M en p ∈M est une application v : C∞ (p)→ R
telle que :

1. v(af + bg) = av(f) + bv(g), f, g ∈ C∞(p), a, b ∈ R ;
2. v(fg) = g(p)v(f) + f(p)v(g) ( Règle de Leibniz).

L’espace tangent en p est le R-espace vectoriel linéaire de vecteur tangent au point p, noté
TpM .

Remarque 1.1.4.
1. Si v, w ∈ TpM et c, b ∈ R, alors : cv + bw est l’application

X = (av + bw) : C∞(p) −→ R
f 7−→ X(f) = cv(f) + bw(f)

cv + bw est un vecteur tangent au point p.
2. On note vf = v(f)

3. Si v ∈ TpM et c ∈ C∞ (p) est une fonction constante, alors : cv = 0.
4. Soit U un voisinage de p interprété comme une variété différentiable. Puisque nous

utilisons les fonctions en C∞(p) dans la définition de TpM , les espaces TpM et TpU
peuvent être identifiés de façon naturelle.

Exemple 1.1.2. Soit (U, x), x = (x1, x2, ..., xn) une carte au point p. On défini un vecteur
tangent ( ∂

∂xi
)p au point p en fixant

(
∂

∂xi
)p(f) = Di(f ◦ x−1)(x(p)), f ∈ C∞(p)

Di est la dérivée partielle par rapport à la i-ème variable. On note aussi (∂i)p = Dxi(p) =
( ∂
∂xi

)p Pour toute carte (U,ϕ = (x1, ..., xn)) en x0, on associe n dérivations en x0 en posant

(
∂

∂xi
)x0(f) = d(f ◦ ϕ−1)ϕ(x0)(ei) =

∂f

∂xi
(x0)

pour tout f ∈ Dx0(M,R).(voir figure 8)

figure 08 :exemple
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1.2 Construction du fibré tangent et cotangent
Soient C∞(M) et (resp C∞(M,x)) germe de fonctions ( resp germe de fonctions en x) tels

que M est une variété différentielle et :
C∞(M) = {f : M −→ R C∞} et C∞(M,x) = {f : x ∈ U ⊂M −→ R, C∞}
(C∞(M),+,×, ·) est une Algèbre.

Définition 1.2.1. Soit M une variété différentielle de dimension n, x ∈ U ⊂M , une courbe
passant par x, est une application différentielle γ : I ⊂ R −→M tel que 0 ∈ I et γ(0) = x où
I est un interval ouvert de R.
Posons Kx = {γ : I ⊂ R −→M, courbe passant par x}.
On définit sur Kx une relation d’équivalence :
γ1, γ2 ∈ Kx γ1 ∼ γ2 ⇔ ∃(U,ϕ) ∈ atl(M,x) tel que d

dt
(ϕ ◦ γ1)t=0 = d

dt
(ϕ ◦ γ2)t=0 (i)

Remarque 1.2.1. En vertu de la compatibilité des cartes, la relation (i) est vérifié pour tout
élément de l’atl(M,x), si elle est vraie pour une carte quelconque de l’atl(M,x).

Définition 1.2.2. L’ensemble quotient TxM = Kx/ ∼ est appelé espace tangent à la variété
M en x
La classe d’équivalence γ̇(0) est appelé vecteur tangent à M en x

Structure d’espace vectoriel sur TxM
Soit (U,ϕ) ∈ atl(M,x), on pose :

ϕ̃ : TxM −→ Rn

γ̇(0) 7−→ d

dt
(ϕ ◦ γ)t=0

en vertu de la définition de l’équivalence des courbes en x l’application ϕ̃x est injective.
soit y ∈ Rn, on pose γ(t) = ϕ−1(ϕ(x) + ty) courbe en x telle que ϕ̃(γ̇(0)) = y, donc ϕ̃x est

une application surjective.
Soit (U, ψ) ∈ atl(M,x), alors

ϕ̃x ◦ ψ̃−1(y) =
d

dt
(ϕ ◦ ψ−1(ψ(x) + ty))t=0

= Jψ(x)(ϕ ◦ ψ−1) · y

donc ϕ̃x ◦ ψ̃−1 est une application linéaire bijective, ce qui nous permet de transporter d’une
manière indépendante de la carte choisi, la structure d’espace vectoriele de Rn à TxM.

γ̇1(0) + γ̇2(0) = ϕ̃−1
x (ϕ̃x (γ̇1(0)) + ϕ̃x (γ̇2(0)))

= ϕ̃−1
x

(
d

dt
(ϕ ◦ γ1)t=0 +

d

dt
(ϕ ◦ γ2)t=0

)

λ · γ̇1(0) = ϕ̃−1
x

(
λ · d

dt
(ϕ ◦ γ1)t=0

)
= ϕ̃−1

x (λ · ϕ̃x (γ̇1(0))t=0)
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Si (V, ψ) ∈ atl(M,x), on a :

ϕ̃−1
x (ϕ̃x (γ̇1(0)) + ϕ̃x (γ̇2(0))) = ψ̃−1

x ◦ ψ̃x ◦ ϕ̃−1
x (ϕ̃x (γ̇1(0)) + ϕ̃x (γ̇2(0)))

= ψ̃−1
x ◦

(
ψ̃x ◦ ϕ̃−1

x

)(
ϕ̃x ◦ ψ̃−1

x

(
ψ̃x (γ̇1(0))

)
+ ϕ̃x ◦ ψ̃−1

x

(
ψ̃x (γ̇2(0))

))
en vertu de la linéarité de ϕ̃x ◦ ψ̃−1

x on obtient

= ψ̃−1
x ◦

(
ψ̃x ◦ ϕ̃−1

x

)
◦
(
ϕ̃x ◦ ψ̃−1

x

)(
ψ̃x (γ̇1(0)) + ψ̃x (γ̇2(0))

)
= ψ̃−1

x

(
ψ̃x (γ̇1(0)) + ψ̃x (γ̇2(0))

)
.

Remarque 1.2.2. • Relativement à cette structure d’espace vectoriel sur TxM , l’application
ϕ̃x : TxM −→ Rn est un isomorphisme d’espace vectoriel.
• Si (U,ϕ) ∈ atl(M,x), on note xi = ϕi(x), 1 ≤ i ≤ n appelé coordonné de x

donc pour la suite on note (U, xi)1≤i≤n une carte de M ( on identifie xi et ϕi(x))
Soit (ei)1≤i≤n la base canonique de l’espace vectoriel Rn, on note :

∂
∂xi
/x ou ∂i

x
le vecteur ϕ̃−1

x (ei),
(

∂
∂xi
/x
)

1≤i≤n
est une base de l’espace vectoriel TxM relative-

ment à la carte (U, (xi)1≤i≤n)
pour 1 ≤ i ≤ n, la courbe associée au vecteur tangent ∂

∂xi
/x est donnée par γ(t) =

(ϕ)−1 (ϕ(x) + tei) .
• Si v ∈ TxM tel que ϕ̃x(v) = y ∈ Rn, alors

v =
n∑
i=1

yi
∂

∂xi
/x

= yi
∂

∂xi
/x (convention d′Einstein)

Action d’un vecteur sur le germe de fonctions.
Soit v = γ̇(0), on pose :

v : C∞(M,x) −→ R

f 7−→ v (f) =
d

dt
(f ◦ γ)t=0

Opérateur différentielle en x.

Propriété 1.2.1. on a :
1· v(f + g) = v(f) + v(g)
2· v(λf) = λv(f)
3· v(fg) = f(x)v(g) + g(x)v(f) (formule de leibnitz)
4· v(k) = 0 (k est une constante )

Remarque 1.2.3. Si (U, x1, · · · , xn) une carte de M en x, alors.
v = v(xi) ∂

∂xi
/x = v(xi)∂i/x

v(f) = v(xi) ∂
∂xi
/x(f) = v(xi) ∂

∂xi
(f ◦ ϕ−1)ϕ(x)

Proposition 1.2.1. Soit L : C∞(M,x0) −→ R, un opérateur vérifiant 1 et 3 de la propriété
précédente, alors il existe un unique vecteur v ∈ Tx0M tel que L = v.
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Preuve. Si (U, x1, · · · , xn) une carte locale de M en x0, si f ∈ C∞(M,x0), d’aprés la
formule du développement limité on a :

f(x) = f(x0) + (xi − xi0)∂i/x0 (f) + (xi − xi0)(xj − xj0)aij

d’où

L(f) = 0 + L(xi)∂i/x0 (f) + 0

= L(xi)∂i/x0 (f)

= v(f)

où v = L(xi)∂i/x0.
Espace tangent à une variété M

Définition 1.2.3. Soit M une variété de dimension n, on note TM = ∪x∈MTxM appellé
espace tangent à M .

Soit K = {γ : I ⊂ R −→M, courbe de classe C∞}

γ ∼ γ
′ ⇔

{
γ(0) = γ

′
(0)

d
dt

(ϕ ◦ γ)t=0 = d
dt

(
ϕ ◦ γ′)

t=0

alors TM = K/ ∼

ϕ̃ est une application bijective, et on a relativement à deux cartes (U,ϕ), (V, ψ).(
ϕ̃ ◦ ψ̃−1

)
(x, y) =

(
x, ϕ̃x ◦ ψ̃−1

x (y)
)

=
(
x,Dψ(x)

(
ϕ ◦ ψ−1

)
· y
)

=
(
x, Jψ(x)

(
ϕ ◦ ψ−1

)
· y
)

est une application de classe C∞ de (U ∩ V ) × Rn −→ (U ∩ V ) × Rn ceci nous permet de
définir une structure de variété sur TM de dimensin 2n. {(π−1(U), ϕ̃), (U,ϕ) ∈ atl(M)} est
un atlas différentiel sur TM

Remarque 1.2.4. Si (U, x1, · · · , xn) ∈ atl(M), (∂1/x , · · · , ∂n/x) base de TxM et v ∈ TxM
v = vi∂i/x alors.

ϕ̃(v) = (x, v1, · · · , vn)

on note alors (π−1(U), x1, · · · , xn , y1, · · · , yn) la carte sur TM
yi est la ième projection relative à la base (∂i/x, · · · , ∂n/x)

Différentielle d’une application :
f : M −→ N application différentielle x ∈M on note

dxf : TxM −→ Tf(x)N

γ̇(0) 7−→
(

˙f ◦ γ
)

(0)

df : TM −→ Tf(x)N

γ̇(0) 7−→
(

˙f ◦ γ
)

(0)
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df est appellé application tangente de f .
Si (U,ϕ) ∈ atl(M), (V, ψ) ∈ atl(N), on a :

ψ̃ ◦ df ◦ ψ̃−1(x, y) =
(
ψ ◦ f ◦ ψ−1(x), Dx

(
ψ ◦ f ◦ ψ−1

)
· y
)

=
(
ψ ◦ f ◦ ψ−1(x), Jx

(
ψ ◦ f ◦ ϕ−1

)
· y
)

donc df est de classe C∞.
Si f : M −→ N, C∞, g : N −→ N

′
C∞

alors g ◦ f : M −→ N
′
C∞ et on a :

d(g ◦ f) = dg ◦ df
dx(g ◦ f) = df(x)g ◦ dxf.

Remarque 1.2.5. Si U est un ouvert de M alors, TxU = TxM et TU = ∪x∈UTxM

Définition 1.2.4. L’espace cotangent à M en x ∈ M est l’espace vectoriel T ∗xM dual li-
néaire de l’espace tangent TxM , c’est-à-dire l’ensemble des applications linéaires ωx : TxM −→
R, qui s’appellent covecteurs. L’espace cotangent T ∗xM a donc la même dimension de l’espace
tangent TxM , c’est-à-dire la dimension de la variété M.

Proposition 1.2.2. Pour toute carte (U,ϕ) autour de x ∈M , l’ensemble {dxix, i = 1, · · · ,m}
des différentielles des fonctions coordonnées sur U est une base de l’espace cotangent T ∗xM,
dual de la base {∂j/x , j = 1, · · · ,m} de TxM .

Preuve. Soient xi : U −→ R les fonctions coordonnées sur U , avec i = 1, · · · ,m. Pour
tout i, la différentiable dxix est l’application linéaire

dxix : TxU ∼= TxM −→ Txi(x)R ∼= R, dxix (γ′(0)) =
(
xi ◦ γ

)′
(0) =

dγ̃i(0)

dt
.

Montrons que dxix (∂i/x) = δij. On a ∂j/x = γ′j(0), où γj(t) = ϕ−1(0, · · · , t, · · · , 0),
Soient γ̃ = ϕ◦γ la courbe γ en coordonnées locales, donc γ̃j(t) = (0, · · · , t, · · · , 0) et γ̃ij = δijt,

d’ou suit d
dt
γ̃ij(0) = δij. Tout covecteur ωx ∈ T ∗xM s’exprime donc, en coordonnées locales,

comme combinaison

ωx =
m∑
i=1

ωi(x)dxix, avec ωi ∈ C∞(U).

Définition 1.2.5. On appelle fibré cotangent sur M l’union disjointe des espaces cotangents
T ∗M =

⋃
x∈M T ∗xM

1.2.1 Champ de vecteur

Définition 1.2.6. Un Champ de vecteur est une application X : M −→ TM différentielle
telle que π ◦X = Id.
On note H(M) l’ensemble des champs de vecteurs sur M .
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Si U est un ouvert de M , alors TU est un ouvert de TM . Si X est un champ de vecteur sur
M , alors X|U est un champ de vecteur sur U

X|U : U −→ TU

x 7−→ Xx

Soit (U, x1, · · · , xn) une carte locale pour i ∈ {1, · · · , n} on pose

∂i : U −→ TU ⊂ TM

x 7−→ ∂i|x =
∂

∂xi

est un champ de vecteur sur U .
Pour tout x ∈ U , ( ∂

∂x1
, · · · , ∂

∂xn
) est une base de TxM donc (∂1, · · · , ∂n) est une base locale de

champ de vecteur.



Chapitre 2

Variété Riemannienne

2.1 Définitions et exemples
Une variété riemannienne est une variété différentielle ayant une structure supplémentaire

permettant de définir le longeur d’un chemin entre deux points de la variété.

Définition 2.1.1. ([1]) Une variété riemannienne de classe C∞ est un couple (Mn, g) où
Mn est une variété de classe C∞ et g une métrique riemannienne C∞, c’est-à-dire que pour
chaque x ∈ M , gx : TxM × TxM → R est symétrique et définie positive et dépend que de
façon C∞ sur x.

Exemple 2.1.1. L’espace Rn muni du produit scalaire standard

g0(v, w) =
n∑
i=1

viwi

où v = (v1, · · · , vn)x, w = (w1, · · · , wn)x ∈ TxRn et x ∈ Rn.

Exemple 2.1.2. Dans la boule

Dn = {x ∈ Rn/‖x‖ < 1}

on considére le tenseur gH défini par

gH(v, w) =
4

1− ‖x‖2
g0(v, w), v, w ∈ TxRn, x ∈ Dn.

gH est appelée la métrique hyperbolique sur Dn

Exemple 2.1.3. Soit M une sous-variété différentiable de Rn. Pour tout x ∈ M , on a
TxM ⊂ TxRn. En posant

g(v, w) = g0(v, w) v, w ∈ TxM

on obtient la métrique Riemannienne induite par g0 sur M.
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Remarque 2.1.1. soient (M, g) une variété Riemannienne, de dimension n et (U,ϕ) (resp
(V, ψ)) une carte de M avec les champs de bases associés ∂

∂x1
, · · · , ∂

∂xn
( resp ∂

∂y1
, · · · , ∂

∂yn
).

Si gij (resp g̃kl) désignent les composantes de g relativement à la carte (U,ϕ) ( resp (V, ψ)),
alors pour tout x ∈ ϕ(U ∩ V ), le changement de coordonnées est donné par

y = y(x) = (y1, · · · , yn) = ψoϕ−1(x)

gij =
n∑

k;l=1

∂yk

∂xi
∂yl

∂xj
g̃kl,

pour la preuve, remarquons que pour tout i = 1, · · · , n

∂

∂xi
=

n∑
k=1

∂yk

∂xi
∂

∂yk
.

Définition 2.1.2. Image inverse d’une métrique
Soient (N, h) une variété Riemannienne, de dimension n, M une variété différentiable, de
dimension m, et f : M −→ N une immersion. Alors

f ∗h : Γ(TM)× Γ(TM) −→ C∞(M)

définie pour tout X, Y ∈ Γ(TM) et x ∈M par

f ∗h(X, Y )x = hf(x)(dxf(Xx), dxf(Yx)),

est une métrique sur M , appelée métrique inverse.

Expression locale de la métrique f ∗h
Soient (U,ϕ) une carte de M de base associée ( ∂

∂y1
, · · · , ∂

∂yn
), alors

(f ∗h)ij = f ∗h

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
= h

(
df

(
∂

∂xi

)
, df

(
∂

∂xj

))
=

n∑
α,β=1

∂fα

∂xi
∂fβ

∂xj
h

(
∂

∂yα
,
∂

∂yβ

)
of

=
n∑

α,β=1

∂fα

∂xi
∂fβ

∂xj
(hαβof).

2.2 Connexion linéaire sur une variété
Définition 2.2.1. Soit M une variété de dimension n. Une connexion linéaire sur M ( ou
dérivée covariante de champ de vecteurs ) est une application :

∇ : H(M)×H(M) −→ H(M)

(X, Y ) 7−→ ∇XY
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telle que :
1) ∇ est C∞(M)−linéaire par rapport à X c-à-d

∇fX+X′Y = f∇XY +∇X′Y, ∀f ∈ C∞, ∀X,X ′, Y ∈ H(M)

2) ∇ est R−linéaire par rapport à Y c-à-d

∇X(λY + Y ′) = λ∇XY +∇XY
′, ∀λ ∈ R, X, Y, Y ′ ∈ H(M).

3) ∀f ∈ C∞(M), X, Y ∈ H(M) ∇XfY = X(f)Y + f∇XY
∇XY est la dérivée covariante de Y par rapport à X.

Propiétés de la dérivée covariante

Proposition 2.2.1. Soit X,X ′ ∈ H(M), si U est un ouvert telle-que X|U = X ′|U alors pour
tout Y ∈ H(M)

(∇XY )) |U = (∇X′Y ) |U

Preuve. Puisque ∇ est linéaire par rapport X il suffit de montrer la proposition pour
X|U = 0.
Soit x ∈ U , il existe V ⊂ U ouvert et h ∈ C∞(M) tel-que
x ∈ U h|U = 1 et h|Uc = 0
on a : hX = 0 alors (∇hXY )y = 0 ∀y ∈M
d’où 0 = (∇hXY )x = h(x) (∇XY )x = (∇XY )x ∀x ∈ U donc (∇XY ) |U = 0

Proposition 2.2.2. Si Y |U = 0, alors (∇XY ) |U = 0

Preuve. Soit x ∈ U, V ∈ V(x), V ⊂ U ouvert et h ∈ C∞(M) tel-que h|V = 1et
h|Uc = 0
on a hY = 0 et ∇XhY = X(h)Y + h∇XY
∀y ∈ V on a

0 = Xy(h)Yy + h(y) (∇XY )y
= 0 + (∇XY )y

Corollaire 2.2.1. Si Y |U = Y ′|U alors (∇XY ) |U = (∇XY
′) |U

2.3 Connexion linéaire associée à une métrique Rieman-
nienne

2.3.1 Connexion de Levi-Civita sur le fibré tangent TM

Théorème 2.3.1. ([1]) Soit (M, g) une variété Riemannienne, l’application :

O : H(M)×H(M) −→ H(M)
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donnée par la formule de Kozul :

g(OXY, Z) =
1

2
{X(g(Y, Z)) + Y (g(Z,X))− Z(g(X, Y ))

+g(Z, [X, Y ]) + g(Y, [Z,X])− g(X, [Y, Z])},
(2.1)

est une connexion sur le fibré (TM, π,M), appelée connexion de Levi-Civita

Théorème 2.3.2. Si (M, g) est une variété Riemannienne, alors la connexion de levi-Civita
est l’unique connexion compatible avec la métrique g et sans torsion.

preuve : D’aprés la formulle de Kozul, nous avons :

g(OXY, Z)− g(OYZ, Y ) =
1

2
{g(Z, [X, Y ])− g(Z, [Y,X]) = g(Z, [X, Y ])}

donc O est de torsion nulle. De plus

g(OXY, Z) + g(OXZ, Y ) =
1

2
{X(g(Y, Z)) +X(g(Z, Y ))} = X(g(Y, Z))

ce qui prouve que O est compatible avec la metrique riemannienne g. �

Coefficients de Christoffel

Soient (M, g) une variété riemannienne de dimension m et O sa connexion de Levi-civita
associeé. Si (U,ϕ) est une carte locale de M de base locale de champs de vecteurs associé
(∂1, ∂2, ..., ∂m). Alors d’aprés la formule de Kozul, on obtient :

2g(O∂i , ∂j, ∂k) = ∂ig(∂j, ∂k) + ∂jg(∂i, ∂k)− ∂kg(∂i, ∂j) (2.2)

on pose :
O∂i∂j = Γsij∂s

la formule (2.2) devient :

2g(Γsij∂s, ∂k) = ∂igjk + ∂jgik − ∂kgij

Γsijgsk =
1

2
(∂igjk + ∂jgik − ∂kgij)

on déduit :
Γsij =

1

2
gsk(∂igjk + ∂jgik − ∂kgij) (2.3)

où (gsk) désigne la matrice inverse de (gsk)
Γsij sont appelés les coefficients de Christoffel.

Remarque 2.3.1. :

1. L’egalité (2.3) prouve l’unicité de la connexion de Levi-civita .
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2. Si la variété (Rn, g) est munie de la métrique euclidienne gij = δij alors les coefficients
de Christoffel sont nulls :

Γsij = 0

Définition 2.3.1. Métrique Riemannienne
Soit M une variété Riemannienne de dimension n et x un point de cette variété de coor-

données (x1, · · · , xn). Alors la métrique g de cette variété au point x est une matrice carrée
de dimension n, définie positive, telle que l’élément de longueur infinitésimal ds2 s’écrive :

ds2 = (dx1, · · · , dxn)g

 dx1
...
dxn


Et cette métrique g dépend du point x.

2.4 Exemple de la sphère
Une sphère de rayon r = 1 peut être représentée comme l’immersion dans R3 muni des

coordonnées (x, y, z) d’une portion du plan muni des coordonnées (θ, φ) où θ et φ sont deux
angles tels que θ ∈ [0; π] et φ ∈ [0; 2π]. Et la fonction d’immersion f permettant de passer de
l’un à l’autre s’écrit :

f(θ, φ) =


x = sin θ cosφ
y = sin θ sinφ
z = cos θ
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Métrique Riemannienne de la sphère en coordonnées sphériques

L’élément infinitésimal de longueur dans R3 s’écrit ds2(x, y, z) = dx2 + dy2 + dz2, ce qui
peut se réécrire en fonction de θ et φ comme :

ds2(x(θ, φ), y(θ, φ), z(θ, φ)) = dx2(θ, φ) + dy2(θ, φ) + dz2(θ, φ)

D’où
ds2(x(θ, φ), y(θ, φ), z(θ, φ)) = dθ2 + sin2 θdφ2 = dS2(θ, φ)

On peut réécrire ds2 sous forme matricielle ce qui fait alors apparaitre la métrique g de la
variété comme ceci :

ds2 = (dθ, dφ)

(
1 0
0 sin2 θ

)(
dθ
dφ

)
D’où, la métrique associée à la sphère en coordonnées sphériques est symétrique et s’écrit :

g(θ, φ) =

(
1 0
0 sin2 θ

)
les symboles de Christoffel associés à la métrique. On rappelle que ces symboles s’écrivent :

Γkij =
1

2
gkm

(
∂gjm
∂xi

+
∂gim
∂xj

− ∂gij
∂xm

)
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et que g étant symétrique les Γkij le sont également, i.e. : Γkij = Γkji. D’autre part, la matrice
des gij qui est la matrice inverse de g, est telle que gijgjk = δjk et donc g−1 est symétriques.
D’où :

g−1 = (gij) =

(
1 0
0 1

sin2 θ

)
Ainsi : g =

(
1 0
0 sin2 θ

)
=

(
g11 g12

g21 g22

)
.

g−1 =

(
1 0
0 1

sin2 θ

)
=

(
g11 g12

g21 g22

)
.

Γkij = 1
2
gkm (gim,j + gjm,i + gij,m) la somme tanque :

gim,j = ∂gim
∂xj

et i, j,m, k = 1, 2.

Γ1
11 =

1

2
g11

(
∂g11

∂θ
+
∂g11

∂θ
− ∂g11

∂θ

)
+

1

2
g12

(
∂g12

∂θ
+
∂g12

∂θ
− ∂g11

∂φ

)
=

1

2
× 1(0 + 0− 0) +

1

2
× 0(0 + 0− 0).

Γ2
11 =

1

2
g21

(
∂g11

∂θ
+
∂g11

∂θ
− ∂g11

∂θ

)
+

1

2
g22

(
∂g12

∂θ
+
∂g12

∂θ
− ∂g11

∂φ

)
=

1

2
× 0(0 + 0− 0) +

1

2
× 1

sin2 θ
(0 + 0− 0).

Γ1
12 =

1

2
g11

(
∂g11

∂φ
+
∂g21

∂θ
− ∂g21

∂θ

)
+

1

2
g12

(
∂g12

∂φ
+
∂g22

∂θ
− ∂g12

∂φ

)
=

1

2
× 1(0 + 0− 0) +

1

2
× 0(0 + 2 cos θ sin θ − 0) = 0.

Γ1
21 =

1

2
g11

(
∂g21

∂θ
+
∂g11

∂φ
− ∂g12

∂θ

)
+

1

2
g12

(
∂g22

∂θ
+
∂g12

∂φ
− ∂g21

∂φ

)
=

1

2
× 1(0 + 0− 0) +

1

2
× 0(2 cos θ sin θ + 0− 0) = 0.

Γ2
12 =

1

2
g21

(
∂g11

∂φ
+
∂g21

∂θ
− ∂g12

∂θ

)
+

1

2
g22

(
∂g12

∂φ
+
∂g22

∂θ
− ∂g12

∂φ

)
=

1

2
× 0(0 + 0− 0) +

1

2
× 1

sin2 θ
(0 + 2 cos θ sin θ − 0) =

cos θ

sin θ
.

Γ2
21 =

1

2
g21

(
∂g21

∂θ
+
∂g11

∂φ
− ∂g21

∂θ

)
+

1

2
g22

(
∂g22

∂θ
+
∂g12

∂φ
− ∂g21

∂φ

)
=

1

2
× 0(0 + 0− 0) +

1

2
× 1

sin2 θ
(2 cos θ sin θ + 0− 0) =

cos θ

sin θ
.
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Γ1
22 =

1

2
g11

(
∂g21

∂φ
+
∂g21

∂φ
− ∂g22

∂θ

)
+

1

2
g12

(
∂g12

∂φ
+
∂g21

∂φ
− ∂g22

∂φ

)
=

1

2
× 1(0 + 0− (2 cos θ sin θ)) +

1

2
× 0(0 + 0− 0) = − cos θ sin θ.

Γ2
22 =

1

2
g21

(
∂g21

∂φ
+
∂g21

∂φ
− ∂g22

∂θ

)
+

1

2
g22

(
∂g21

∂φ
+
∂g21

∂φ
− ∂g22

∂φ

)
=

1

2
× 0(0 + 0− (2 cos θ sin θ)) +

1

2
× 1

sin2 θ
(0 + 0− 0) = 0.

Donc on a les Γkij est nul partout sauf Γ1
22 = − cos θ sin θ et Γ2

12 = Γ2
12 = cos θ

sin θ
.



Chapitre 3

Courbures et opérateurs sur la variété
riemannienne

Ce chapitre présente d’abord une définition sur la dérivé de lie, puis il définit les cour-
bures :courbure sectionnelle , courbure scalaire, courbure de Ricci ; enfin il cite les opérateurs
remarquables à savoir : le gradient, la divergence, le hessien et laplacien, ainsi que leurs
propriétés.

3.0.1 Dérivée de lie

Définition 3.0.1. Soit M une variété différentiable, et soit X un champ de vecteurs sur M .
le flot de X, noté φX : I → Diff(M), t 7→ φX,t (0 ∈ I ⊂ R), est l’unique solution de l’équation
différentielle de condition initiale :

dφX,t(x)

dt
|t= Xφx,t(x), φX,0(x) = x, ∀x ∈M.

Définition 3.0.2. soit M une variété différentiable, et soit X, Y deux champ de vecteur sur
M . la derivée de lie de Y par rapport à X est définie par :

(LXY )x =
d

dt

(
φ∗X,tY

)
(x) |t=0

Où φx est le flot de X,φ∗X,t est son pull-back :

φ∗X,t : Γ (TM)→ Γ (TM) , φ∗X,tY = dφ−1
X,toY oφX,t

Proposition 3.0.1. ([8]) Pour tout X et Y de Γ (TM), on a : LXY = [X, Y ].

Proposition 3.0.2. ([8])([4]) Soit M une variété différentiable , alors :

1. LXf = X (f) ,∀X ∈ Γ (TM) ,∀f ∈ C∞ (M) ,∀X ∈ Γ (TM)

2. LX (fY ) = f [X, Y ] +X (f)Y, ∀X, Y ∈ Γ (TM) , ∀f ∈ C∞ (M).
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3. (LXω) (Y ) = X (ω (Y ))− ω ([X, Y ]) ,∀X, Y ∈ Γ (TM) ,∀ω ∈ Γ∗ (TM)

4. ∀T ∈ Γ (TM ⊗ ...⊗ TM ⊗ T ∗M ⊗ ...⊗ T ∗M), on a :

(LXT ) (ω1, ..., ωr, Y1, ..., Ys) = X (T (ω1, ..., ωr, ..., Y1, ..., Ys))

− T (LXω1, ..., ωr, Y1, ..., Ys)

− −T (ω1, ..., ωr, Y1, ...,LXYs)

Corollaire 3.0.1. Soit (M, g) une variété Riemannienne, alors :

(Lξg) (X, Y ) = g (∇Xξ, Y ) + g (X,∇Y ξ) , ∀ξ,X, Y ∈ Γ (TM) .

Preuve. .soit ξ,X, Y ∈ Γ (TM), on a :

(Lξg) (X, Y ) = ξ (g (X, Y ))− g (LξX, Y )− g (X,LξY )

= g (∇ξX, Y ) + g (∇ξX, Y )− g ([ξ,X], Y )− g (X, [ξ, Y ])

= g (∇ξX, Y ) + g (∇ξX, Y )− g (∇ξX −∇Xξ, Y )− g (X,∇ξY −∇Y ξ)

= (∇Xξ, Y ) + g (X,∇Y ξ) .

Définition 3.0.3. Soit (M, g) (N, h) deux variétés Riemanniennes , ϕ ∈ C∞ (M,N) la se-
conde forme fondamentale de l’application ϕ est définie par :

∇dϕ (X, Y ) = ∇ϕ
Xdϕ (Y )− dϕ

(
∇M
X Y
)
, ∀X, Y ∈ Γ (TM) .

Propriété 3.0.1. soit ϕ : (M, g) → (N, h) une application différentiable, la seconde forme
fondamentale de l’application ϕ est symétrique. C’est à dire :

∇dϕ (X, Y ) = ∇dϕ (Y,X) ,

pour tout X, Y ∈ Γ (TM).

Preuve. on a :([3])

∇dϕ (X, Y ) = ∇ϕ
Xdϕ (Y )− dϕ

(
∇M
X Y
)

= ∇ϕ
Y dϕ (X) + dϕ ([X, Y ])− dϕ

(
∇M
X Y
)

= ∇ϕ
Y dϕ (X)− dϕ

(
∇M
Y X

)
= ∇dϕ (Y,X)

pour tous X, Y ∈ Γ (TM).



3.1 Courbures 34

Proposition 3.0.3. soient ϕ : M → N et ψ : N → P deux application différentiable entre
des variétés Riemanniennes, alors :

∇d (ψoϕ) = dψ (∇dϕ) +∇dψ (dϕ, dϕ)

Preuve. .Soit X, Y ∈ Γ (TM), alors :

∇d (ψ ◦ ϕ) (X, Y ) = ∇ψ◦ϕ
X d (ψ ◦ ϕ) (Y )− d (ψ ◦ ϕ)

(
∇M
X Y
)

= ∇ψ◦ϕ
X dψ (dϕ (Y ))− dψ

(
dϕ
(
∇M
X Y
))

= ∇P
dψ(dϕ(X))dψ (dϕ (Y ))− dψ

(
dϕ
(
∇M
x Y
))

= ∇ψ
dϕ(X)dψ (dϕ(Y ))− dψ

(
dϕ
(
∇M
X Y
))

= ∇dψ (dϕ (X) , dϕ (Y )) + dψ
(
∇N
dϕ(X)dϕ (Y )

)
− dψ

(
dϕ
(
∇M
X Y
))

= ∇dψ (dϕ (X) , dϕ (Y )) + dψ (∇dϕ (X, Y ))

Définition 3.0.4. Soit (M, g) et (N, h) des variétés Riemanniennes. Une application
ϕ : (M, g)→ (N, h) est dite totalement géodisique si ∇dϕ = 0.

Définition 3.0.5. Soit ϕ : (M, g) → (N, h) une application de classe C∞. la trace de la
seconde forme fondamentale de l’application ϕ est appelé champ de tension de l’application
ϕ, noté par :

τ(ϕ) = trg∇dϕ

Relativement à une base orthonormée (ei) sur M on a :

τ(ϕ) = ∇ϕ
ei
dϕ(ei)− dϕ

(
∇M
ei
ei
)

3.1 Courbures

3.1.1 Tenseur de courbure

Définition 3.1.1. Soit M une variété muni d’une connexion linéaire ∇. On définit le tenseur
de courbure, R : Γ (TM)× Γ (TM)× Γ (TM) −→ Γ (TM) associé à ∇, par :

R (X, Y )V = ∇X∇Y V −∇Y∇XV −∇[X,Y ]V

pour tout X, Y, V ∈ Γ (TM).

Propriété 3.1.1.

1. La courbure R est C∞ (M) 3− linaire
2. R (X, Y )V = −R (Y,X)V pour tout X, Y ∈ Γ (TM) et V ∈ Γ (TM) (antisymtrie)
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Définition 3.1.2. Sur une variété Riemannnienne (M, g), le tenseur de courbure de la
connexion de levi-Civita est appelé tenseur de courbure Riemannienne .
le tenseur de courbure Riemannienne s’exprime en fonction des coefficients de christoffel :

R (∂i, ∂j) ∂K =
n∑
l=1

Rl
ljk∂l

Rl
ijk = ∂i

(
Γljk
)
− ∂j

(
Γlik
)

+
n∑

m=1

{ΓlimΓmjk − ΓljmΓmik}

où,(∂i)i=1..n est une base locale de champs de vecteur sur M .

Proposition 3.1.1. Soit (M, g) une variété Riemannienne.le tenseur de courbure Rieman-
nienne R a les propriétés suivantes :

1. R est un champ de tenseurs de type (1; 3).
2. g (R (X, Y )Z,W ) = −g (R (X, Y )W,Z).
3. g (R (X, Y )Z,W ) = g (R (Z,W )X, Y ).
4. R vérifie l’identitée de Bianchi algébrique.

R (X, Y )Z +R (Y, Z)X +R (Z,X)Y = 0

.
5. R vérifie de Bianchi différentielle.

(∇XR) (Y, Z) + (∇YR) (Z,X) + (∇ZR) (X, Y ) = 0

.

∀X, Y, Z,W ∈ Γ(TM)

3.1.2 Courbure sectionnelle

Définition 3.1.3. Soient (M, g) une variété Riemannienne de dimension n ≥ 2 et P un 2−
plan de TxM de base {X, Y }. on appelle courbure sectionnelle en x de p .

Kx (P ) =
g (R (X, Y )Y,X)

g (X,X) g (Y, Y )− g (X, Y )2

Remarquons que dans la définition précédente, on peut remplacer X par λX pour
λ 6= 0 et Y par Y −g (X, Y )X.On peut donc supposer que {X, Y } est une base orthonormale
.Dans ce cas .

Kx (P ) = g (R (X, Y )Y,X)
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On vérifie que Kx(P ) ne dépend pas de la base orthonormée de P :En effet, si {Z, T} est une
autre base orthonormale il existe a, b ∈ R tel que a2 + b2 = 1 avec

Z = aX + bY , T = −bX + aY

une simple vérification montre que g (R (X, Y )Y,X) = g (R (Z, T )T, Z).

Définition 3.1.4. Soit (M, g) une variété Riemannienne, de dimension n .On dit que M
est une variété à courbure constante s’il existe une constante k ∈ R telle que pour tout
x ∈M et tout 2− plan de TxM , on a .

Kx(P ) = K

Remarque 3.1.1. . (Résultats algébriques)
Soient (M, g) une variété Riemannienne, de dimension n, x ∈M, ( ∂

∂xi
)i=1..n une base de TxM

et (ei)i=1..n base orthonormée de TxM soient

A : TxM −→ TxM

B : TxM −→ T ∗xM

des applications linéaire et
C : TxM × TxM −→ R

une application bilinéaire, on pose

B1 : TxM −→ TxM

u = ]B(u)

C1 : TxM −→ T ∗xM

u −→ C(u, .)

C2 : TxM −→ TxM

u = ]C1(u)

= ]C(u, .)

On a :

3.1.3 Courbure de Ricci

Définition 3.1.5. La courbure de Ricci d’une variété Riemannienne (Mm, g) de dimension
m est un tenseur de type (0, 2) définie par
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Ric (X, Y ) = traceR (∗, X)Y

=
m∑
i=1

g (R (ei, X)Y, ei)

pour tout X, Y ∈ Γ (TM), où (ei) est une base orthonormée locale sur M , et

R (∗, X)Y : Γ (TM) → Γ (TM)

Z 7→ R (Z,X)Y

On pose :

Ric : Γ(TM)× Γ(TM) → R
(X, Y ) 7→ Ric (X, Y )

La courbure de Ricci, Ric est une forme bilinéaire symétrique, en effet

Ric (X, Y ) =
m∑
i=1

g (R (ei, X)Y, ei)

=
m∑
i=1

g (R (Y, ei) ei, X)

=
m∑
i=1

g (R (ei, Y )X, ei)

= Ric (Y,X)

Relativement à la base
(
∂
∂xi

)
i=..m

les composantes du tenseur de Ricci sont donnés par

Ricij = Ric(
∂

∂xi
,
∂

∂xj
)

= traceR(∗, ∂

∂xi
)
∂

∂xj

= gklg(R(
∂

∂xk
,
∂

∂xi
)
∂

∂xj
,
∂

∂xi
)

= gklRs
kijgls

= δksR
s
kij

= Rk
kij
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Définition 3.1.6. Le tenseur de Ricci d’une variété Riemannienne, (Mm, g), est un tenseur
de type (1, 1), définie par

Ricci(X) =
m∑
i=1

R (X, ei) ei

pour tout X ∈ Γ(TM), où (ei)i=1..m est une base orthonormée locale sur M .

Remarque 3.1.2. Soit (Mm, g) une variété Riemannienne, de dimension m, pour tout
X, Y ∈ Γ(TM) on a

Ric (X, Y ) = g (Ricci(X), Y )

3.1.4 Courbure scalaire

Définition 3.1.7. On appelle courbure scalaire d’une variété Riemannienne (Mm, g) la fonc-
tion définie sur M par

S = tracegRic =
m∑

i,j=1

g (R (ei, ej) ej, ei)

où (ei)i=1..m une base orthonormée locale sur M .

Proposition 3.1.2. Une variété Riemannienne (M, g) est de courbure sectionnelle constante
K si et seulement si le tenseur de courbure vérifie l’équation :

R (X, Y )Z = K (g (Y, Z)X − g (X,Z)Y )

Pour tout X, Y et Z ∈ Γ(TM)

Corollaire 3.1.1. Si (Mm, g) est une variété Riemannienne de courbure sectionnelle constante
K, alors pour tout X, Y ∈ Γ(TM) on a

1. Ricci(X) = (m− 1)KX

2. Ric (X, Y ) = (m− 1) kg (X, Y )

3. S = m (m− 1)K

Exemple 3.1.1. L’espace euclidien Rn muni du repère canonique ∂i = ∂
∂xi

, du produit scalaire
euclidien g = gijdxi⊗ dxj, où gij = δij. On vérifie immédiatement que Γkij = 0, Rl

ijk = 0 donc
R = 0. En particulier, la courbure sectionnelle de (Rn, g0) est nulle.
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3.2 Opérateurs sur une variété Riemannienne

3.2.1 Opérateur gradient

Définition 3.2.1. Soit (M, g) une variété Riemannienne, on définit l’opérateur gradient par

grad : C∞(M) −→ Γ(TM)

f 7−→ grad f = ]df

Où df est la différentielle de la fonction f .

Proposition 3.2.1. (Expression du gradient en coordonneés locales).
Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension m, (U,ϕ) une carte sur M avec les
champs de base associées ∂

∂x1
, ..., ∂

∂xm
alors pour tout f ∈ C∞(M), on a

(grad f) |U=
m∑

i,j=1

gij
∂f

∂xi
∂

∂xj
(3.1)

soit {e1, ..., em}une base orthonormée (M, g), alors :

grad f =
m∑
i=1

ei(f)ei

De la proposition 3.2.1 on déduit

Proposition 3.2.2. Soit (M, g) une variété Riemannienne . pour tout champ de vecteur
X ∈ Γ (TM) et toute fonction f ∈ C∞(M) on a

df(X) = X(f) = g (gradf,X) (3.2)

Propriétés 3.2.1. soit (M, g) une variété Riemannienne, pour tout f, h ∈ C∞(M) on a

1. grad (f + h) = grad f + grad h

2. grad (fh) = h grad f + f grad h

3. (grad f) (h) = (grad h) (f)

Preuve. Soit f, h ∈ C∞(M), pour tout X ∈ Γ(TM) on a :

(1)

g (grad (f + h) , X) = X (f + h)

= X (f) +X (h)

= g (grad f,X) + g (grad h,X)

= g (grad f + grad h,X)
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(2)

g (grad (fh) , X) = X (fh)

= hX (f) + fX (h)

= hg (grad f,X) + fg (grad h,X)

= g (grad f + grad h,X)

(3)

(grad f) (h) = g (grad h, grad f)

= g (grad f, grad h)

= (grad h) (f)

3.2.2 Opérateur divergence

a) Divergence d’un champ de vecteurs
Soit X ∈ Γ(TM) un champ de vecteur sur une variété Riemannienne (M, g) on a

∇X : Γ(TM) −→ Γ(TM) (3.3)
Z 7−→ ∇ZX

est une application C∞ linéaire (∇X est un tenseur de type (1, 1)).
si x ∈M , alors

(∇X)x : TxM −→ TxM (3.4)
v 7−→ (∇vX)x

est une application linéaire d’espace vectoriel.
Définition 3.2.2. Soit (M, g) une variété Riemannienne. la divergence d’un champ de
vecteurs X ∈ Γ(TM), notée divX est une fonction sur M définie par

divX = trg(∇X)

pour tout x ∈M , on a

(divX) (x) = trg ((∇X)x)

En coordoonée locale (V oir la remarque (3.1.2)), on a

divX = dxi
(
∇ ∂

∂xi
X
)

= gijg

(
∇ ∂

∂xi
X,

∂

∂xj

)
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Si (ei) est une base orthonormée locale sur M on a

divX =
m∑
i=1

g (∇eiX, ei)

b)- Divergence d’une forme differentielle
Soit ω ∈ Γ(T ∗M) une 1-forme sur une variété Riemannienne (M, g), on a

∇ω : Γ(TM) −→ Γ(T ∗M) (3.5)
Z 7−→ ∇Zω.

est une application C∞(M) linéaire (∇ω est un tenseur de type (0, 2))
. si x ∈M ,alors

(∇ω)x : TxM −→ T ∗xM (3.6)
v 7−→ (∇vω)x

est une application linéaire d’espaces vectoriels.
Définition 3.2.3. Soit (M, g) une variété Riemannienne. La divergence d’une 1 −
forme ω ∈ Γ(T ∗M), notée div(ω) est une fonction sur M définie par

div (ω) = trg (∇ω)

pour tout x ∈M on a
(div (ω)) = trg ((∇ω)x)

De la remarque (3.1.2), on obtient localement

div ω =
m∑
i=1

(∇eiω) (ei)

=
m∑

i=j=1

gij
(
∇ ∂

∂xi
ω
)( ∂

∂xj

)
.

C) Expression locale de la divergence

Proposition 3.2.3. Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension m, pour tout
X ∈ Γ (TM) on a localement

divX =
m∑

i,j=1

(
∂X i

∂xi
+XjΓiij

)

où X = X i ∂
∂xi

.
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Preuve. :Localement, on

X = X i ∂

∂xi
et ∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
= Γkij

∂

∂xk

.

div X =
m∑
i=1

dxi

(
∇ ∂

∂xi
X
)

=
m∑

i,j=1

dxi
(
∇ ∂

∂xi
Xj ∂

∂Xj

)

=
m∑

i,j=1

dxi
(
∂Xj

∂xi
∂

∂xj
+XjΓkij

∂

∂xk

)

=
m∑

i,j=1

(
∂X i

∂xi
+XjΓiij

)

Propriété 3.2.1. Soit (M, g) une variété Riemannienne, pour tous X, Y ∈ Γ(TM) et
f ∈ C∞(M) on a
1. div (X + Y ) = div X + divY

2. div(fX) = fdiv X +X(f)

Preuve. :on applique directement la définition du divergence, soit (ei) une base ortho-
normée locale surM , on a
1)

div (X + Y ) =
m∑
i=1

g (∇ei (X + Y ) , ei)

=
m∑
i=1

g (∇eiX, ei) +
m∑
i=1

g (∇eiY, ei)

= divX + divY.

2)

div (fX) =
m∑
i=1

g (∇eifX, ei)

=
m∑
i=1

g (ei(f)X + f∇eiX, ei)

=
m∑
i=1

ei(f)g (X, ei) +
m∑
i=1

fg (∇eiX, ei)

= X(f) + fdivX
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3.2.3 Hessienne d’une fonction

Définition 3.2.4. ([1]) soit (M, g) une variété Riemannienne et f ∈ C∞(M). la Hessienne
de la fonction f noté Hess(f), est une application C∞(M)-bilinéaire , définie par :

Hess(f) : Γ(TM)× Γ(TM) −→ C∞(M)

(X, Y ) 7−→ g (∇Xgrad(f), Y ) .

Proposition 3.2.4. soient (M, g) une variété Riemannienne et f ∈ C∞(M).la Hessienne
Hess(f), est une application symétrique.

Preuve. En tenant compte que le tenseur de torsion associé à la métrique g est nul, on
obtient :

Hess(f) (X, Y ) = g (∇Xgrad(f), Y )

= X (g (grad(f), Y ))− g (grad(f),∇XY )

= X (Y (f))−∇XY (f)

= [X, Y ] + Y (X(f))−∇XY (f)

= Y (X(f))−∇YX(f)

= Y (g (grad(f), X))− g (grad(f),∇YX)

= g (∇Y grad(f), X)

= Hess(f) (Y,X) .

3.2.4 Opérateur laplacien

Définition 3.2.5. Soit (M, g) une variété Riemannienne, on définit l’opérateur laplacien
noté ∆, sur M par

∆ : C∞(M) −→ C∞(M)

f 7−→ ∆(f) = div (grad f) = traceg (Hess(f))

appelé aussi opérateur de laplace-Beltrami.

Propriété 3.2.2. Soit (M, g) une variété Riemannienne, pour tout f, h ∈ C∞(M) on a

∆ (f + h) = ∆(f) + ∆(h)

∆(fh) = h∆(f) + f∆(h) + 2g (grad f, grad h) .

Preuve. Soit f, h ∈ C∞(M), en utilisant les propriétés des opérateurs grad et div et le
fait que X(f) = g (grad(f), X), on obtient

1.

∆ (f + h) = div (grad(f + h))

= div (grad f + grad h)

= div (grad f) + div (grad h)

= ∆(f) + ∆(h).
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2.

∆(fh) = div (grad(fh))

= div (f grad h+ hgrad f)

= div (f grad h) + div (h grad f)

= fdiv (grad h) + (grad h) (f) + h div (grad f) + (grad f) (h)

= f∆(h) + h∆(f) + 2g (grad f, grad h)

Proposition 3.2.5. (premire expression du laplacien en coordonnes locales)
Soit (M, g) une variété Riemannienne, pour tout f ∈ C∞(M) on a

∆(f) = gij
(

∂2f

∂xi∂xj
− Γkij

∂f

∂xk

)
(3.7)

Preuve. Soit f ∈ C∞(M), alors

∆(f) = div (grad f)

= gijg

(
∇ ∂

∂xi
grad f,

∂

∂xj

)
= gij

(
∂

∂xi
g(grad f,

∂

∂xj
)− g(grad f,∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
)

)
= gij

(
∂

∂xi
(
∂f

∂xj
)− Γkijg(grad f,

∂

∂xk
)

)
= gij(

∂2f

∂xi∂xj
− Γkij

∂f

∂xk
)

Exemple 3.2.1. Soit Rm muni du produit scalaire standard g0, (gij = δij), alors pour tous
fonction différentiable fsur Rm et X = (X1, ..., Xm) un champ de vecteurs sur Rm on a

1.

grad f =
m∑
i=1

∂f

∂xi
∂

∂xi

= (
∂f

∂x1
, ...,

∂f

∂xm
)

2.

divX =
m∑
i=1

∂X i

∂xi

=
∂X1

∂x1
+ ...+

∂Xm

∂xm

3.

∆(f) =
m∑
i=1

∂2f

∂x2
i



Chapitre 4

Solitons de Ricci et les applications
harmoniques

Ce chapitre est l’essence même de ce projet ; initialisé par la définition d’une application
harmonique avec des exemples, ainsi la définition d’un soliton de Ricci, puis des exemples,
puis la définition d’un gradient de Ricci, puis la définition du gradient soliton de Ricci ; illustré
par quelques propriétées renommés étudiés d’une maniére détaillée.

4.1 Applications harmoniques
Définition 4.1.1. ([3]) une application ϕ : (M, g)→ (N, h) de classe C∞, entre deux varié-
tées riemanniennes est dite harmonique si elle est point critique de la fonctionnelle d’énergie
E (ϕ;D), ie :

d

dt
E (ϕt;D) |t=0= 0

pour tout domaine compact D et toute variation ϕt de à support D(i.e une famille d′applications lisses
qui dépendent d’une façon lisse du paramètre t ∈ (−ε, ε), avec ϕ0 = ϕ)

Premiére variation de l’énergie

Théorème 4.1.1. soit ϕ : (M, g)→ (N, h) une application de classe C∞ entre deux variétés
riemanniennes, alors :

d

dt
E (ϕt;D) |t=0= −

∫
D

h (v, τ(ϕ)) vg,

où v = dϕt
dt
|t=0 dénote le champ de vecteur de variation de {ϕt},

τ(ϕ) = trace∇dϕ =
m∑
i=1

{∇ϕ
ei
dϕ(ei)− dϕ

(
∇M
ei
ei
)
}

Preuve.
Soit {ei} une base orthonormée sur M et { d

dt
} base sur (−ε, ε) alors {(ei, 0)},

(
0, d

dt

)
} est une

base locale orthonormée pour la métrique diagonale sur la variété produitM × (−ε, ε), et
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on a le crochet de Lie [(ei, 0),
(
0, d

dt

)
] = 0 pour tout i = 1, ...,m, on a

dφ(ei, 0) = dϕ(ei) et dφ(0, d
dt

) = v, En effet, remarquons que

dφ(ei, 0) : M × (−ε, ε)) −→ TN,

D’aprés la formule de leibniz :

dφ (ei, 0)(x,0) = dxφ0 (ei |x) + d0φx(0)

= dxφ0 (ei |x)
= dxϕ (ei |x)

et :

dφ

(
0,
d

dt

)
(x,0)

= dxφ0 (0 |x) + d0φx

(
d

dt
|t= 0

)
= dφx

(
d

dt

)
|t= 0

= v(x)

avec φ0(x) = φ(x, 0) et φx(t) = φ(x, t).Donc :

d

dt
E (ϕt, D) |t=0 =

1

2

d

dt

∫
D

h (dϕt(ei, dϕt(ei)) vg |t=0

=
1

2

d

dt

∫
D

h (dφ (ei, 0) , dφ (ei, 0)) vg |t=0

=
1

2

∫
D

∂

∂t
h (dφ (ei, 0) , dφ (ei, 0)) |t=0 vg

=

∫
D

h
(
∇φ

(0, d
dt

)
dφ (ei, 0) , dφ (ei, 0)

)
|t=0 vg

=

∫
D

h

(
∇φ

(ei,0)(ei, 0)dφ

(
0,
d

dt

)
, dφ (ei, 0)

)
|t=0 vg

=

∫
D

h
(
∇N
dϕ(ei)

v, dϕ(ei)
)
vg

=

∫
D

h
(
∇ϕ
ei
v, dϕ(ei)

)
vg. (4.1)

Soit ω la forme différentielle à support dans D, définie par :

ω(X) = h (v, dϕ(X)) , X ∈ Γ(TM)

ainsi :

div ω = (∇eiω) (ei)

= ei (ω(ei))− ω (∇eiei)

= ei (h (v, dϕ(ei))− h (v, dϕ(∇eiei)))

= h
(
∇ϕ
ei
v, dϕ(ei)

)
+ h (v, τ(ϕ)) (4.2)
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et comme le théorème le Stokes affirme que :∫
D

div ω vg = 0

D’aprés les formules (4.1) et (4.2) on obtient :

d

dt
E (ϕt, D) |t=0= −

∫
D

h (v, τ(ϕ)) vg

Par un théorème de J. Eells et J. H. Sampson on a :

Théorème 4.1.2. ([6]) Soit ϕ : M → N une application lisse, alors ϕ est harmonique si et
seulement si τ(ϕ) = 0

Théorème 4.1.3. Une application ϕ ∈ C∞ (M,N) entre deux variétés riemanniennes est
harmonique si et seulement :

τ(ϕ) = trace∇dϕ = 0

Localement, on a :

τ(ϕ) = gij
(
∂2ϕγ
∂xi∂xj

+
∂ϕα
∂xi

∂ϕβN

xj
Γγαβoϕ−

∂ϕγM

∂xk
Γkij

)
∂

∂yγ
oϕ.

4.1.1 Exemples d’applications harmoniques

Exemple 4.1.1. Toute application constante est harmonique.

Exemple 4.1.2. L’application identité est harmonique.

Exemple 4.1.3. Soit (M, g) une variété Riemannienne et f : M → R, on a :

τ(f) = trace∇df
= ∇df (ei, ei)

= ∇f
ei
df (ei)− df

(
∇M
ei
ei
)

= ei (ei(f))−
(
∇M
ei
ei
)

(f)

= g (∇eigrad f, ei)

= div grad f

= ∆(f)

Exemple 4.1.4. Si on travaille avec les fonctions réelles, c’est-à-dire que notre variété d’ar-
rivée est simplement Rn muni de la métrique eucledienne, on retombe bien sur la notion
classiqque d’harmonicité. Une fonction f est harmonique si et seulement si chacune de ses
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coordonnées est harmonique de la variété du départ dans R. En d’autre termes
soit ϕ : (M, g) −→ (Rn, g0) , ϕ(x) = (ϕ1(x), ..., ϕn(x)) :

τ(ϕ) = (∆(ϕ1), ...,∆(ϕn)) ,

d’où, l’application ϕ est harmonique si est seulement si ∆(ϕα) = 0.

Exemple 4.1.5. Le composé de deux applications harmoniques n’est pas en générale une
application harmonique, en particulier si φ est harmonique et si ψ est totalement géodisique
c’est-à-dire ∇dψ = 0, alors ψoφ est harmonique .les applications ϕ : R2 → R, x 7→ (x, 0) et
ψ : R2 → R, (x, y) 7→ x2 − y2, sont hramoniques, mais remarquons que le composé :

ψoϕ : R → R2

x 7→ x2

est non harmonique, car τ(ψoϕ) = 2.

4.2 Soliton de Ricci

4.2.1 Définitions et notations

Définition 4.2.1. Un soliton de Ricci, noté (M, g, ξ, λ), est une variété Riemannienne, tel
que :

Ric+
1

2
Lξg = λg (4.3)

où Ric est la coubure de Ricci de (M, g), ξ un champ de vecteurs sur M , Lξg la dérivée
de lie de la métrique g par rapport à ξ ,et λ ∈ R

Si ξ est le gradient d’une fonction différentiable f sur M, (M, g, ξ, λ) est dit soliton de
Ricci de type gradient, noté (M, g,∇f , λ), l’equation (4.3) devient :

Ric+Hessf = λg (4.4)

Définition 4.2.2. Un soliton de Ricci (M, g, ξ, λ) est dit :
- stable, si λ = 0
- exepansif, si λ < 0
- rétractif,si λ > 0

Remarque 4.2.1. soit (M, g, ξ, λ) un soliton de Ricci, si de plus ξ est un champ de killing
(i.e.Lξ = 0), alors (M, g) est une variété d’Einstien (Ric = λg)
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4.2.2 Exemples des solitons de Ricci

Exemple 4.2.1. Un exemple fondamental est l’espace euclidien Rn, muni de la métrique
standard g, et f(x1, x2, ..., xn) =1

4
| x |2=1

4
(x2

1 + x2
2... + x2

n) , est un soliton de Ricci de type
gradient.En effet ;montrons que Ric+Hessf = 1

2
g .La courbe de Ricci de Rn est nulle ,et on a :

(Hessf)ij =
∂2f

∂xi∂xj
− Γkij

∂f

∂xk

=
∂2f

∂xi∂xj

=
1

2
δij

=
1

2
gij

Exemple 4.2.2. (Le sigar soliton Σ).En dimension n = 2, Hamilton a découvert
le solition stable Σ = (R2, g, f, 0), avec :

g = ds2 =
dx2 + dy2

1 + x2 + y2
, f = − log(1 + x2 + y2).

Montrons que Σ est un soliton de Ricci de type gradient :

gij =

[ 1
1+x2+y2

0

0 1
1+x2+y2

]
Les symboles de christoffel sont :

Γ1
22 = −Γ1

11 = −Γ2
12 = −Γ2

12 = −Γ2
21 =

x

1 + x2 + y2

Γ2
11 = −Γ1

12 = −Γ2
22 = −Γ1

21 =
y

1 + x2 + y2
;

La courbure de Ricci est :

Ric1,1 = Ric1,1 =
2

(1 + x2 + y2)2
, Ric1,2 = Ric2,1 = 0,

(Hessf)ij sont :

(Hessf)1,1 = (Hessf)2,2=
−2

(1+x2+y2)2
, (Hessf)1,2 = (Hessf)2,1 = 0.

Par conséquent :

Ric1,1 + (Hessf)1,1 = 0

Ric2,2 + (Hessf)2,2 = 0

Ric1,2 + (Hessf)1,2 = 0

Ric2,1 + (Hessf)2,1 = 0
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Théorème 4.2.1. Soit (M1, g1, ξ1, λ) et (M2, g2, ξ2, λ), deux solitons de Ricci, alors la variété
produit (M1×M2, g, ξ, λ) est un soliton de Ricci, où g = g1⊕ g2 est la métrique diagonale et
ξ = (ξ1, ξ2).

Preuve. Soit X1, Y1 ∈ Γ(TM1), et soit X2, Y2 ∈ Γ(TM2), on a :

RicM1(X1, Y1) +
1

2
Lξ1g1(X1, Y1) = λg1(X1, Y1)

c’est-à-dire :

RicM1(X1, Y1) +
1

2
g1(∇M1

X1
ξ1, Y1) +

1

2
g1(∇M1

Y1
ξ1, X1) = λg1(X1, Y1) (4.5)

et de même :
RicM2(X2, Y2) +

1

2
Lξ2g1(X2, Y2) = λg1(X2, Y2)

RicM2(X2, Y2) +
1

2
g2(∇M2

X2
ξ2, Y2) +

1

2
g2(∇M2

Y2
ξ2, X2) = λg2(X2, Y2) (4.6)

Soit Ric la courbure de Ricci de M1 ×M2, alors :

Ric ((X1, X2), (Y1, Y2)) = RicM1(X1, Y1) +RicM2(X2, Y2). (4.7)

Soit Lξ la dérivé de Lie surM1×M2 par rapport à ξ, et soit∇ sa connextion de Levi-Cività
associée à g :

(Lξg) ((X1, X2), (Y1, Y2)) = g
(
∇(X1,X2)ξ, (Y1, Y2)

)
+ g

(
∇(Y1,Y2)ξ, (X1, X2)

)
= g

((
∇M1
X1
ξ1,∇M2

X2
ξ2

)
, (Y1, Y2)

)
+ g

(
(∇M1

Y1
ξ1,∇M2

Y2
ξ2), (X1, X2)

)
= g1

(
(∇M1

X1
ξ1, Y1

)
+ g2

(
(∇M2

X2
ξ2, Y2

)
+ g1

(
(∇M1

Y1
ξ1, X1

)
+ g2

(
(∇M2

Y2
ξ2, X2

)
= g1

(
∇M1
X1
ξ1, Y1

)
+ g1

(
∇M1
Y1
ξ1, X1

)
+ g2

(
∇M2
X2
ξ2, Y2

)
+ g2

(
∇M2
Y2
ξ2, X2

)
= (Lξ1g1) (X1, Y1) + (Lξ2g2) (X2, Y2) (4.8)

D’aprés (4.5), (4.6), (4.7), (4.8) :

Ric ((X1, X2), (Y1, Y2)) +
1

2
Lξg ((X1, X2), (Y1, Y2)) = RicM1(X1, Y1) +RicM2(X2, Y2)

+ Lξ1g1(X1, Y1) + Lξ2g1(X2, Y2)

= RicM1(X1, Y1) +
1

2
Lξ1g1(X1, Y1)

+ RicM2(X2, Y2) +
1

2
Lξ2g1(X2, Y2)

= λg1(X1, Y1) + λg2(X2, Y2)

= λ (g1(X1, Y1) + g2(X2, Y2))

= λg((X1, X2), (Y1, Y2)).
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Exemple 4.2.3. Soit M = R× Sn, munie de la métrique diagonale g = dt2 + h, où h est la
métrique induite sur la sphère Sn, et soit :

f (t, x) = at2 + bt+ c,∀ (t, x) ∈ R× sn,

Où a, b, c ∈ R .Alors, (M, g,∇f, λ) est un soliton de Ricci de type gradient, avec

λ = n− 1 et a = n−1
2
. En effet ;∀X, Y ∈ Γ(TSn), on a :

Ric

((
d

dt
,X

)
,

(
d

dt
, Y

))
= RicR

(
d

dt
,
d

dt

)
+RicS

n

(X, Y )

= 0 + (n− 1)h (X, Y ) . (4.9)

Ici, Sn est de courbure constante K = 1, donc Ric = K (n− 1)h.D’autre part

Hessf

((
d

dt
,X

)
,

(
d

dt
, Y )

))
= g

(
∇( d

dt
,X)grad f,

(
d

dt
, Y

))
= g

(
∇( d

dt
,X)f

′
(
d

dt
, 0

)
,

(
d

dt
, Y

))
= f ′′g

((
d

dt
, 0

)
,

(
d

dt
, Y

))
+ f ′g

(
∇( d

dt
,X)

(
d

dt
, 0

)
,

(
d

dt
, Y

))
= f ′′ = 2a (4.10)

D’après(4.9)et (4.10), on obtient :

Ric

((
d

dt
,X

)
,

(
d

dt
, Y

))
+Hessf

((
d

dt
,X

)
,

(
d

dt
, Y

))
= (n− 1)h (X, Y ) + 2a

D’où, M est un soliton de Ricci de type gradient si est selement si :

λg

((
d

dt
,X

)
,

(
d

dt
, Y

))
= (n− 1)h (X, Y ) + 2a

C’est-à-dire λ (1 + h (X, Y )) = (n− 1)h (X, Y )+2a, il suffit de prendre λ = n−1 et a = (n−1)
2

Exemple 4.2.4. Soit M = Rm×Nk, munie de la métrique g = gRm + gNK , avec NK est une
variété d’Einstein de dimension K, c’est-à-dire RicNK

= λgNK , et soit :

f : Rm ×Nk −→ R, f (x, p) =
λ

2
|| x ||2 +gRm (x,B) + c,

où, c ∈ R et B ∈ Rm.Alors, (M, g,∇f, λ) est un soliton de Ricci de type gradient.
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En effet ; soit { ∂
∂xi
}i=1,m la base canonique de Rm, et soit X, Y ∈ Γ

(
TNk

)
:

Ric

((
∂

∂xi
, X

))
,

(
∂

∂xj
, Y

)
= RicR

m

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
+RicN

k

(X, Y )

= RicN
k

(X, Y ) = λgNk (X, Y ) . (4.11)

Ici, RicRm = 0.calculons de Hessf :

Hessf

((
∂

∂xi
, X

)
,

(
∂

∂xj
, Y

))
= g

(
∇( ∂

∂xi
,x)grad f,

(
∂

∂xj
, Y

))
= g

(
∇( ∂

∂Xi
,X)

∂f

∂xk

(
∂

∂xk
, 0

)
,

(
∂

∂xj
, Y

))
=

∂2f

∂xi∂xk
gRm

(
∂

∂xk
,
∂

∂xj

)
=

∂2f

∂xi∂xk
δkj =

∂2f

∂xi∂xj
,

avec ∂f
∂xi

= λxi + bi, où B = (b1, ..., bm) , ∂2f
∂xi∂xj

= λδij :

Hessf

((
∂

∂xi
, X

)
,

(
∂

∂Xj

, Y

))
= λδij (4.12)

Finalement, d’aprés (4.11) et (4.12) :

Ric
(

( ∂
∂xi
, X), ( ∂

∂xj
, Y )

)
+Hessf

(
( ∂
∂xi
, X)

)
,
(
∂
xj
, Y
)

= λgNk (X, Y ) + λδij,

λg

((
∂

∂xi
, X

)
,

(
∂

∂xj
, Y

))
= λδij + λgNk (X, Y )

4.2.3 Quelques propriétés de soliton de Ricci

Soit (M, g,∇f, λ) un soliton de Ricci de type gradient, alors :

1.div (Ric) (X) = g (Ricci(∇f), X) ,∀X ∈ Γ (TM)

2.(∇XRic)(Y )− (∇YRic) (X) = −R (X, Y )∇f, ∀X, Y ∈ Γ(TM)

3.
m∑
i=1

(∇EiR) (Ei, X, Y ) = R (∇f,X)Y, ∀X, Y ∈ Γ(TM)

Où ∇f = grad f, et {Ei} est une base orthonormée sur M .
Preuve.
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1. Sur une carte normale en x ∈M(i.e.(∇EiEj)x = 0), avec X = Ek), on a :

div (Ric) (X) = (∇EiRic) (X,Ei)

= Ei (Ric (X,Ei))

= Ei (λg (X,Ei)−Hessf (X,Ei))

= −Eig (∇Xgrad f, Ei)

= −g (∇Ei∇Xgrad f, Ei)

= −g (R (Ei, X) grad f, Ei)− g (∇X∇Eigrad f, Ei)

= −g (R (grad f, Ei)Ei, X)−X (g (∇Eigrad f, Ei))

= −g (Ricci (grad f) , X)−X (Hessf (Ei, Ei)) .

Ici, Ric = λg −Hessf .D’autre part :

Ric (Ei, Ei) +Hessf (Ei, Ei) = λg (Ei, Ei) ,

C’est-à-dire S + ∆f = λm, avec m est la dimension de M , d’où :

X(S) +X(∆f) = 0

dS(X) +X(∆f) = 0

2div(Ric)(X) +X(∆f) = 0.

Par conséquent :
X (Hessf(Ei, Ei)) = −2 div(Ric)(X)

Finalement :

div(Ric)(X) = −g (Ricci(grad f), X) + 2 div (Ric)(X),

−div(Ric)(X) = −g (Ricci(grad f), X)

div(Ric)(X) = g (Ricci(grad f), X) .

2. SiX = Ea, Y = Eb et Z = Ec, où {Ei} est une base orthonorme sur M tel que (∇Ei , Ej)x =
0,∀i, j = 1, ...,m (x ∈M), on a :

g (R, (X, Y ) grad f, z) = g (∇X∇Y grad f −∇Y∇Xgrad f, Z)

= Xg (∇Y grad f, Z)− Y g (∇Xgrad f, Z)

= X (Hessf (Y, Z))− Y (Hessf (X,Z))

= X (λg (Y, Z)−Ric (Y, Z))− Y (λg (X,Z)−Ric (X,Z))

= − (∇XRic) (Y, Z) + (∇YRic) (X,Z)

3. De même, on obtient :

g ((∇EiR) (Ei, X, Y ) , Z) = g (∇EiR (Ei, X)Y, Z)

= Eig (R (Ei, X)Y, Z)

= g (∇EiR (Y, Z)Ei, X) .
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D’après l’identité de Bianchi :

g ((∇EiR) (Ei, X, Y ) , Z) = −g (∇YR (Z,Ei)Ei, X)− g (∇ZR (Ei, Y )Ei, X)

= −Y g (R (Z,Ei)Ei, X)− Zg (R (Ei, Y )Ei, X)

= −Y Ric (Z,X) + ZRic (Y,X)

= −Y (λg (Z,X)−Hessf (Z,X))− Z (λg (Y,X)−Hessf (Y,X))

= Y (Hessf (Z,X))− Z (Hessf (Y,X))

= Y g (∇Zgrad f,X)− Zg (∇Y grad f,X)

= Y g (∇Xgrad f, Z)− Zg (∇Y grad f,X)

= g (∇Y∇Xgrad f, Z)− g (∇Z∇Y grad f,X)

= g (∇Y∇Xgrad f, Z)− g (R (Z, Y ) grad f,X)− g (∇Y∇Zgrad f,X)

= g (∇Y∇Xgrad f, Z)− g (R (Z, Y ) grad f,X)− Y g (∇Zgrad f,X)

= g (∇Y∇Xgrad f, Z)− g (R (Z, Y ) grad f,X)− Y g (∇Xgrad f, Z)

= g (∇Y∇Xgrad f, Z)− g (R (Z, Y ) grad f,X)− g (∇Y∇Xgrad f, Z)

= g (∇Y∇Xgrad f, Z)− g (R (grad f,X)Z, Y )− g (∇Y∇Xgrad f, Z)

= −g (R (grad f,X)Z, Y )

= g (R (grad f,X)Y, Z)

D′où (∇EiR) (Ei, X, Y ) = R (grad f,X)Y, puisque g est non dégénerée.

Théorème 4.2.2. Soit (Mm, g, ξ, λ) un soliton de Ricci. Si g̃ = Ric est une métrique Rie-
mannienne sur M , alors l’application identité Id : (M, g) −→ (M, g̃) est harmonique.

Pour la démonstration , on prouve d’abord les lemmes suivants :

Lemme 4.2.1. soit (Mm, g, ξ, λ) un soliton de Ricci, et soit S la courbure scalaire de M ,
alors :
•S = λm− div ξ.
•trace∇Ricci = 1

2
grad S.

Preuve. . soit x ∈M et soit {ei} une base orthonormée sur M . On a :

Ric (ei, ei) +
1

2
Lξg (ei, ei) = λg (ei, ej)

et d’aprés la définition de la courbure scalaire, on obtient :

S = −1

2
Lξg (ei, ei) + λg (ei, ei)

= −1

2
(g (∇eiξ, ei) + g (∇eiξ, ei)) + λm

= −g (∇eiξ, ei) + λm

= −divξ + λm.
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On pose (∇eiej)x = 0,∀i, j = 1, ...,m on obtient (en x) :

trace∇Ricci = (∇eiRicci) ei

= ∇eiRicci(ei)−Ricci (∇eiei)

= ∇eiR (ei, ej) ej.

D’autre part pour tout X = ek :

div Ric (X) = (∇eiRic) (ei, X)

= ∇eiRic (ei, X)−Ric (∇eiei, X)−Ric (ei,∇eiX)

= ∇eiRic (ei, X)

= ∇eig (R (ei, ej) ej, X)

= g (∇eiR (ei, ej) ej, X) .

d’où, div Ric (X) = g (trace∇Ricci,X).

Sachant que dS = 2 divRic , on déduit que :

1

2
dS (X) = g (trace∇Ricci,X)

C’est-à-dire :

1

2
g (grad S,X) = g (trace∇Ricci,X)

et comme g est non dégénérée, on a bien :

1

2
grad S = trace∇Ricci.

Lemme 4.2.2. Soit (Mm, g, ξ, λ) un soliton de Ricci, alors :

trace∇2ξ = −Ricci ξ

Preuve. Sachant que :

∇2
X,Y = ∇X∇YZ −∇∇XYZ

On obtient (sur une carte normale en x ∈M) :

trace∇2ξ = g (∇ei∇eiξ, ej) ej

= ei (g (∇eiξ, ej)) ej

D’autre part, on a :

(Lξg) (ei, ej) = g (∇eiξ, ej) + g
(
∇ejξ, ei

)
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d’où :

trace∇2ξ = ei ((Lξg) (ei, ej)) ej − ei
(
g
(
∇ejξ, ei

))
ej

de plus M est un soliton de Ricci vérifiant :

Ric (ei, ej) +
1

2
Lξg (ei, ej) = λg (ei, ej)

Par conséquent :

trace∇2ξ = −2ei (Ric (ei, ej)) ej + 2ei (λg (ei, ej)) ej − ei
(
g
(
∇ejξ, ei

))
ej

= −2ei (Ric (ei, ej)) ej − ei
(
g
(
∇ejξ, ei

))
ej

= −2ei (g (Ricci (ei) , ej)) ej − ei
(
g
(
∇ejξ, ei

))
ej

= −2ei (g (Ricci (ei) , ej)) ej − g
(
∇ei∇ejξ, ei

)
ej

Or :

R (ei, ej) ξ = ∇ei∇ejξ −∇ej∇eiξ −∇[ei,ej ]ξ

∇ei∇ejξ = R (ei, ej) ξ +∇ej∇eiξ

d’où :

trace∇2ξ = −2ei (g (Ricci (ei) , ej)) ej − g (R (ei, ej) ξ, ei) ej − g
(
∇ej∇eiξ, ei

)
ej

= −2trace∇ Ricci−Ricci ξ − grad div ξ

D’aprés le lemme précédent , on a :

trace∇Ricci =
1

2
grad S

=
1

2
grad (λm− div ξ)

= −1

2
grad div ξ

Finalement, trace∇2ξ = −Ricci ξ.

Preuve. du théorème(4.2.2)
Soient x ∈ M, {ei} une base orthonormée sur M tel que (∇eiej)x = 0, et ∇̃ la connexion de
levi-Civita de la métrique g̃ = Ric.

En utilisant la formule de Kaszul :

2Ric
(
∇̃eiei, ej

)
= ei (Ric (ei, ej)) + ei (Ric (ej, ei))− ej (Ric (ei, ei))

+ Ric (ej, [ei, ei]) +Ric (ei, [ej, ei])−Ric (ei, [ei, ej]) .

= 2ei (Ric (ei, ej))− ej (Ric (ei, ei))

= 2ei (Ric (ei, ej))− ej (S) .
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Où S est la courbure scalaire de (M, g).D’autre part, on a :

2eei (Ric (ei, ej)) = 2ei (λg (ei, ej)− Lξg (ei, ej))

= −ei (Lξg (ei, ej))

= −ei
(
(g (∇eiξ, ej)) + g

(
∇ejξ, ei

))
= −g (∇ei∇eiξ, ej)− g

(
∇ei∇ejξ, ei

)
= −g (∇ei∇eiξ, ej)−

(
g (R (ei, ej) ξ, ei) + g

(
∇ej∇eiξ, ei

))
= −g

(
trace∇2ξ, ej

)
− g (R (ξ, ei) , ei, ej)− ej (g (∇eiξ, ei))

= −g
(
trace∇2ξ, ej

)
− g (Ricciξ, ej)− ej (divξ)

d’où :

2Ric
(
∇̃ei , ej

)
= −g

((
trace∇2ξ, ej

))
− g (Ricci ξ, ej)− ej (div ξ)− ej (S)

= −g
(
trace∇2ξ +Ricci ξ, ej

)
− ej (div ξ + S)

Or,
trace∇2ξ +Ricci ξ = 0, et div ξ + S = λm.Par conséquent :

2Ric
(
∇̃eiei, ej

)
= ej (λm)

= 0

D’où, ∇̃ei = ei = 0 (car Ric est non dégénérée ).Calculons le champ de torsion :

τ(Id) = trace∇Id
= ∇d (Id) (ei, ei)

= ∇̃eiei −∇eiei

= 0

On déduit finalement que l’application Id : (M, g) −→ (M,Ric) est harmonique.

4.3 Variété d’Einstein
Un problème célèbre en géométrie riemannienne est la recherche de métrique d’Einstein .

Définition 4.3.1. Une telle métrique g est une métrique riemannienne qui est proportionnelle
à son tenseur de Ricci, noté Ric, c’est-à-dire qu’il existe un réel λ appelé constante d’Einstein
tel que :

Ric = λg

Cette équation est importante car elle est reliée à l’équation d’Einstein

Rµν −
1

2
gµνR + Λgµν = κTµν
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Définition 4.3.2. La variété riemannienne M est dite une variété d’ Einstein s’il existe un
nombre réel k tel que l’on ait

Ric(X, Y ) = kg(X, Y ), quels que soient X, Y ∈ Tp et p ∈M. (4.13)

Remarque 4.3.1. Une métrique riemannienne g sur une variété M est dite métrique d’Ein-
stein s’il existe λ ∈ R tel que
Ric(X;Y ) = λg(X;Y )∀(X;Y ) ∈ TM2 : De plus, si λ = 0 alors on dit que g est Ricci-plate.

Définition 4.3.3. Une variété d’Einstein est une variété riemannienne pour laquelle il existe
λ ∈ R tel que :

Ric(g) = λg.

Cette équation vient de la physique, mais correspond aussi à une condition naturelle à recher-
cher sur une métrique. Rechercher un comportement donné sur le tenseur de courbure entier
qui a une grande rigidité ne correspond qu’à très peu de géométries. Pour la courbure scalaire,
c’est le contraire, c’est une condition très souple et donne donc beaucoup solutions, souvent
trop pour être étudiées. La situation intermédiaire de la courbure de Ricci constante apparaît
comme bien plus intéressante. En dimension 2, toutes les courbures se confondent et toute
surface admet une métrique d’Einstein dite canonique.

Théorème 4.3.1. Etant donnée une surface fermée Σ, il existe une métrique à courbure
constante sur la variété dont le signe ne dépend que de la topologie de la surface Σ.Notons γΣ

le genre de Σ (le nombre de trous dans la surface) on a plus particulièrement :
1. si γΣ = 0, alors il existe une mtrique g de courbure positive sur Σ. C’est le cas de la

sphère.
2. si γΣ = 1, alors il existe une mtrique g de courbure nulle sur Σ. C’est le cas du tore.
3. si γΣ = 2, alors il existe une mtrique gde courbure ngative Σ. C’est le cas des surfaces

à au moins deux trous.

Remarque 4.3.2. En dimension 3 et 4, il existe des contraintes topologiques grâce auxquelles
on sait que certaines variétés différentielles ne peuvent pas être équipées de métriques d’Ein-
stein. Le problème est ouvert en dimension supérieure à 5, on ne sait pas à quel point la
condition d’Einstein est restrictive.
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