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Introduction

Un soliton est une onde solitaire qui se propage sans se déformer dans un milieu non li-
néaire et dispersif. On en trouve dans de nombreux phénomeénes physiques de méme qu’ils
sont la solution de nombreuses équations aux dérivées partielles non linéaires.

Soliton dans la nature :Les solitons hydrodynamiques Le phénoméne associée a été
décrit pour la premiére fois par I’Ecossais John Scott Russell qui I’a observé initialement en
se promenant le long d’un canal : il a suivi pendant plusieurs kilomeétres une vague remontant
le courant qui ne semblait pas vouloir faiblir. Il a été modélisé par Joseph Boussinesq en .
Ainsi sur I'eau, il est apparenté au mascaret. Il apparait par exemple dans la Seine ou sur la
Dordogne, en Gironde, & certains endroits et a certains moments.

Le concept de solitons de Ricci a été introduit par Hamilton, ce sont des généralizations
naturelles des métriques d’Einstein. On peut aussi les voir comme des points fixes du flot de
Ricci, d’ou I'appellation "Soliton".

Dans ce mémoire, on s’intéresse par I’étude de soliton de Ricci, ou le soliton de Ricci est
une variété Riemannienne satisfait 1’quation suivant :

1

ou Ric est la courbure de Ricci de (M g), £ un champ de vecteurs sur M, L¢g la dérivée de Lie
de la métrique g par rapport a £, et A € R. Si € est le gradient d’une fonction différentiable f
sur M, (M;g;&; M) est dit soliton de Ricci de type gradient, noté (M;g; V f; X) ou (M;g;Vf),
I’équation (1) devient :

Ric+ Hess f = \g (2)

Une application harmonique ¢ : (M;g) — (IN;h) entre deux variétés Riemanniennes est le
point critique de la fonctionnelle énergie :

E(p, D) = /D o 2 v, 3)

ot D est un domaine compact de M, | dy | la norme de Hilbert Schmidt de la différentielle
dy, et v, 'élément de volume riemannien de (M™; g). On démontre que toute application
@ est harmonique si et seulement si est une solution de I’équation d’Euler-Lagrange

7(p) = trace,Vde =0 (4)

ot Vdy est la deuxiéme forme fondamentale de ¢, 7(¢) est dit champ de tension.

Le but de ce mémoire est de présenter soliton de Ricci par des définitions, exemples et
propriétées, ainsi étudier les applications harmoniques, et de démontrer le théoréme suivant ;
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Soit (M™; g; &; A) un soliton de Ricci. Si § = Ric est une métrique riemannienne sur M, alors
I'application identité Id de (M;g) dans (M; g) est une application harmonique.

Ce mémoire est réparti en trois chapitres :

Chapitre 1 :nous citons les concepts plus courant de la géometrie différentielle, défini-
tions et exemples de la variétés lisses, I'espace tangent, champ de vecteur, la construction
du fibré, accompagnes de quelques exemples et figures.

Chapitre 2 : on décrit les outils de la géometrie riemannienne en introduisant multiples
défnitions a savoir la variété riemannienne, conexion de Levi-Civita, métrique riemannienne

et, en partuculier la métrique sphére comme un exemple.

Chapitre 3 :on présente d’abord les tensuers de courbure : courbure sectionnelle, cour-
bure scalaire, courbure de Ricci, ensuite on fait rappel aux opérateures définissant ainsi la
derivée de lie, le gradient , la divergence, le Hessien et laplacien.

Enfin, le dernier chapitre : il fait apparaitre le sens d'une application harmonique, oil
surgit la démonstration d’un théoréme important, liant ’application harmonique, au champ
de tension nul avec exemples, ensuite met en relief la définition d’un soliton de Ricci, et d'un
gradient soliton de Ricci, étudit des exemples de Ricci soliton, présente quelques proprietés
avec preuves, et conclut la démonstration du théoréme annoncé.



Chapitre 1
(<énéralités

La notion de variété différentiable essaie de généraliser le calcul différentiel qu'on sait
définir sur R™. Pour cela, nous allons introduire des objets mathématiques qui ressemblent
localement a R™, afins d’y transférer ce que nous savons déja y faire (i.e. continuité, dérivabi-
lité, vecteurs, applications diverses...), mais qui globalement ne seront pas topologiquement
identiques & R™. De tels objets nous sont familiers dans R? : une sphére, un tore, un cylindre,
une selle, une nappe... ressemblent localement a R2. Nous voyons toujours ces objets comme
sous-ensembles de R3. Ce que nous allons définir ne peut a priori pas étre vu comme sous
ensemble d'un R". Nous voulons en donner une définition intrinséque, que nous appellerons
variétés, sans faire référence a un espace plus grand. Nous sommes dans la situation d’ha-
bitants d’une sphére qui voudraient définir leur habitat sans connaitre ni se référer a R3.
Un habitant d’une sphére, s’il était mathématicien, se rendrait compte que localement (et
seulement localement) son habitat ressemble & un ouvert de R?. C’est cette propriété qui va
étre a la base de la construction des variétés. Nous allons recoller ensemble des ouverts de
R™. Globalement, nous n’auront pas nécessairement R", mais localement, nous aurons a notre
disposition tout ce que nous savons faire sur un ouvert de R".

1.1 Généralités sur les variétés lisses

1.1.1 Deéfinitions et exemples

Une variété différentiable est un objet sur lequel on souhaite pouvoir faire les mémes
calculs différentiels que sur R™. Pour calculer une dérivée, il suffit de connaitre la fonction
dans un voisinage du point considéré, donc on va munir une variété d'une structure locale
héritée de celle de R™. Par exemple, sur la figure 01, on observe que la courbe de gauche se
recoupe en p donc ce n’est pas une variété : en effet, un voisinage méme petit du point double
p n’a pas la topologie d'un intervalle de R. Par contre la courbe de droite est une variété :
tout point admet un petit voisinage qu’on peut identifier avec un intervalle de R (remarquer
a cette occasion que ceci n’est plus vérifié pour les grands voisinages : il y a toujours une
dialectique entre phénomeénes locaux et aspects globaux qui font apparaitre la topologie ou
la géomeétrie de la variété).
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Définition 1.1.1. Soit M un espace topologique séparé (de Hausdorff), une carte de M est
le couple (u, ), ot u est un ouvert de M et p(u) est un ouvert de R™ tel que :

v u— @(u) est un homomorphisme.
n est appelé la dimension de la carte (u, )

Définition 1.1.2. Deux cartes (u, ), (v,1) sont dite compatibles si :
unNv="0oupop™t: Punv) — punv) est un dif fomorphisme de classe C™

Définition 1.1.3. Un Atlas A de M est une famille de carte {(u;, p;)}icr tel que :

1) M = Uieru,
2) Toutes les cartes ont la méme dimension n.
3) Toutes les cartes sont compatibles entre eu.

Définition 1.1.4. La dimension des cartes d’un atlas A est appelé dimension de l’atlas A.

Définition 1.1.5. Une variété différentiable de dimension n, est un espace topologique séparé,
muni d’un atlas différentiable A de dimension n.

Exemples 1.1.1.
1- R™, muni de Uatlas A = {(R",Id)} est une variété de dimension n.
2- Tout espace vectoriel E, est une variété différentielle de dimension n, muni de [’atlas

A={(E,I)} ou
I': R* — E
(331,"'75%) — Z%’ez‘
i=1
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(e1,+- ,e,) base de E.

3- Tout ouvert ) d’une variété M est une variété de méme dimension, muni de [’atlas
Ao ={(QNV),(V.¢) €U}

4- My, ( Uespace des matrices m x n sur R est une variété de dimension m x n

(a]

1 1 m m mxn
Z)Zzl. n _)(aq?...’a ...70’1’.”70“77,)6]:&
) )

n’

jzla"'am

Définition 1.1.6. Un atlas permet donc de définir des coordonnées locales partout sur M.
On dit que deux atlas sont équivalents si leur réunions est encore un atlas, c¢’est-a-dire que,
A =A{(Uy,pa)} et A= {(Vs,15)} sont équivalents si toutes les cartes (Uy, va) €t (Va,15)
sont compatibles deux a deuz.

Définition 1.1.7. Une variété différentiable est le couple (M, A) ot M est la variété topo-
logique de dimension n et A est latlas maximal de classe C* de M, on ['appelle aussi la
structure différentiable de M.

Définition 1.1.8. Soient (M™, A) et (N™,B) deux variétés différentiables. On dit que [’ap-
plication f : M — N est de classe C™ si chaque représentation locale de f (respectivement
A et B) est de classe C™, c’est-a-dire, si la composition @ o f o™ est une application lisse
de (U N f7V) — (V) pour toute carte (U,p) € A et (V,4) € B, on dit que f: M — N
est un difféeomorphisme de classe C™® si f et f~1sont de classe C™ ;
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Remarques 1.1.1.

1. Sur un espace non séparé il n’existe pas de métrique, puisque tout espace muni d’une
distance est séparé. De méme un sous-espace compact n’est pas forcément fermé et
l'tmage d’un compact par une application continue n’est pas toujours compact. C’est
pour avoir ce type de propriété que l’on tmpose a une variété d’étre un espace SEpare.
En revanche, tout sous-espace d’un espace topologique séparé est séparé.

2. Base dénombrable : la classe d’équivalence d’un atlas A peut étre représentée par son
atlas maximal qui est l’ensemble de toutes les cartes compatibles avec celles de A. On
veut que la topologie définie par les domaines de ces cartes ait une base dénombrable.
Cette hypothese est importante, sans elle, il est par exemple possible de munir R™ d’une
topologie qui le rende homéomorphe ¢ un R¥ muni de la topologie canonique, pour k < n
quelconque.

3. On peut construire des cartes incompatibles sur des variétés. Considérons par exemple
la droite réelle recouverte d’une part par la carte globale (R, 1) ot o3 = Id: R — R :
x>y =x et d’autre part la carte (R, 1) ot oo = Cube : R — R : x — y = 2. Les
formules de changement de coordonnées sont

propyt R—oR:z—y=2z"/3
waop7t R Ry z=19°

On vérifie aisément que ces transformations sont continues mais que z — y = 213 pest

pas différentiable en z = 0.

Exemples 1.1.2.

1. R™ est une variété différentiable de dimension n pour latlas & une seule carte (R",id).

2. Tout R-espace vectoriel E de dimension n est une variété de méme dimension : tout
isomorphisme ¢ : E — R" définit un atlas (E,¢). De méme tout ouvert U C E de
Uespace vectoriel est également une variété, l'atlas étant (U, p).

3. L’espace euclidien E™ est une variété de dimension n : il est en bijection avec R"™ wvia
le choixz d’un systéme de coordonnées x . L’atlas a une carte (E", x) définit donc une
structure différentiable.

Tous ces exemples sont triviaux puisqu’il s’agit d’espaces homéomorphes a R™.

Exemples 1.1.3.

1. Le cercle S* C R?, muni de la topologie induite, est une variété de dimension 1, cepen-
dant il n’est pas homéomorphe a R (puisque S* est compact). Une seule carte ne sera
donc pas suffisante pour créer un atlas. On définit deux cartes (Uy, 1) et (Ua, pa) :

Up =S\ {(L,0)}; Uz = S\{(~1,0)}

01+ SN{(1,0)} —]0,27[: (cosf,sin ) s 0
v+ SN{(~1,0)} =] — 7, 7[: (cosB,sinf) ~ 6.
Les domaines de ces cartes recouvrent clairement le cercle : Uy U Uy = S'. De plus

1005 est un difféomorphisme, ce qui montre que les deux cartes sont compatibles. Ainsi
{(Uy, 1), (Uz, )} est un atlas et définit une structure différentiable sur S*.
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2. La sphére unité
St={zeR"™ |2} +.. 42, =1} CR"

est une variété de dimension n. En effet; on peut construire un atlas en utilisant la
projection stériographique, les points N = (1,0,...,0) et S = (—1,0,...,0) désignant
respectivement les poles nord et sud, on considére les ouverts Uy = S™ \ {N}, et Us =
S™\ {S} et les applications :

YN - UN — R™

(@1, ooy Tn1) ﬁ(m, ooy Tl
Qs . US — R”

(@1, ey Tng1) = ﬁ(b, ooy Tt 1)

Déterminons les applications de changement de cartes pyogg' et psody' : R*\ {0} —
R™\ {0} qui sont des difféomorphismes données par x — —25. Donc {(Un, én), (Us, ds)}

2
[l

définie une structure différentiable sur S™. (voir figure 03 )

figure 03 :projection stériographique.

3. Tout sous-ensemble ouvert () d’une variété différentiable M est lui méme une variété
différentiable. Sa structure différentiable est definie par l'atlas :

AQ = {(Ua N Qa Pa |Uaﬂ9)}

ot A ={(Uq, va)} est un atlas de M.

4. Soitent M et N deux variétés différentiables de dimension m etn et d’atlas {(Uq, ©a)},{(Vs, ¥5)}
respectivement. Alors l'espace produit M x N est une variété de dimension n+m dont
la structure différentiable est définie par l'atlas formé de toutes les cartes de la forme
{(Ua X V3,00 x ¥)},00 (o x ¥5)(p,q) = (¢alp), ¥s(q)) € R™™.
Le tore T? = S' x S est une variété, de méme que le tore plat de dimension n,
T =St x ... x SL.
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5. L’espace projectif réel de dimension n noté P"R est 'espace quotion de R"™\ {0} par
la relation d’équivalence

x ~ 1y si et seulement st x et y sont colinéaires

On peut donc considérer P"R comme ’ensemble des droites vectorielles de R™*1. (voir

figure 04)

/
,/G xIR"

Remarque 1.1.1. Pour i = 0,...,n, on considere ’ensemble V; C P"R des droites qui ne
sont pas contenues dans U'hyperplan {x; = 0} et Uon définit @; Uapplication V; — R"™ qui
associe a une droite son intersection avec lhyperplan affine {x; = 1} ~ R". Pour (z;) € R"™!
non nul, on note [xg : ... : x,] € P"R la droite passant par le point de coordonnées (x;). Les
x; s’appellent les coordonnées homogenes

figure 04 :l’espace projectif réel.

[To: i) =[Yo: ot yn] © INER]| (o, oty @n) = MY, -, Yn)

Lon aV; ={[zxo:...: x,] | &; # 0}. L’application de carte est
Pi Vi — R™
[l‘o M :xn] — xli(xl,...,xi,17$i+1,...,l’n)

Son inverse est
R" — Vi
Y1y oo Un) = (Y1 ety L yin Yl
Ceci nous définit des cartes ¢; = (V;, p;, R™). Vérifions que c¢; est compatible avec co. D’une
part, p1(Vi N Vo) = R"\{y; = 0} et po(Vi NVa) = R"\{y; = 0} sont des ouverts de R".
L’application de changement de cartes est :

p1(VinVa) = pa(VanVi)
(yz) — yll(lay%--wyn)

qui est bien de classe Ct. De la sorte on établit que les cartes sont deux & deux compatibles.
Les V; recouvrant le projectif, les ¢; forment donc un atlas.
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Définition 1.1.9. Le (n+ 1) —uple x = (xg, ...x,,) est un systéme de coordonnées homogéne
de p(z). On note [x] = [(x, ..., x,)] le point de coordonnées homogénes x. Nous allons menir
PR d’un atlas (Ui, $:)y<;<,, €t donc en faire une variété. Posons :

Vi = {2 = (20,...0,) € R" /u; £0} 00 0<i<n
Définissons les applications ®; par :
o0V, — R"
v gile) = (2,05, )

le signifie que le terme correspondant est omis.
i /Ce sont des applications continues et ®; (x) = ®;(y) si et seulement si p(x) = p(y)
it /D’apres les propriétés de la topologie quotiont, U; = ®;(V;) est un ouvert de P"R
et ¢; passe au quotion et donne une application bijective et continue ¢; de U; dans
R™. Ezxplicitement : ¢;(p(x)) = (C”O RO

iii /L’application réciproque est donnée par ;" (Yo, s Yn—1) = P(Yo, s Yio1, L, Ui -, Y1)
ce qui montre que ¢; est homéomorphisme de U; sur R".
Les fonctions de transition ¢; o ;" sont bien des difféomorphismes de ¢;(U; N U;) sur
¢;(U; N U;), car pour y; # 0 on a

- Yo o Yi-1 1 Y Yn—1
¢jo¢z l(y()a"')yn—l) - (_7‘“7 7_7"'7_]7“'7 )
Yj Yi Yj Yj Yj

Nous avons ainst une structure de variété lisse sur P"R de dimension n.

1.1.2 Espace Tangent

Définition 1.1.10. (Courbes Parametrées sur une Variété)
Une courbe paramétrée sur M est une application v : R —M de domaine I C R. Son expres-
siton locale dans une carte ¢ : U — R™ et la courbe :

Yy=povy: I — R™
to= A1) =G, ™) = (2 (v(1), s 2™ ((1))

La courbe 7y est régulicre en t € I (v = ~(t) € M), si pour toute carte ¢ : U — R™ telle

que U contient le point P, son expression locale ¥ = @ o~y est une courbe réguliere en t, i.e
: —

() =g 1) # 0.
Remarque 1.1.2. Si~y est une courbe requliere en x, on peut toujours changer sa paramé-
trisation pour avoir v(0) = x. Localement, autour de x, on peut aussi choisir une carte @ telle
que p(z) = (0,...,0) = 0 € R™. On peut donc toujours avoir une courbe locale 7 : R — R™
reguliere en 3(0) = f

Considérons maintenant une variété différentiable M et un point x de M. On note C l'en-
semble des courbes dans M qui sont différentiables et qui passent par x (voir figure 05)

v |—eel - M

P o 1O =2
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figure 05 :l’espace tangent a M.

Définition 1.1.11. Un vecteur tangent a M en un point x est le vecteur tangent a une courbe
v: R = M au point v(0) = = (ou elle est réguliére). On appelle espace tangent ¢ M en x
l’ensemble T, M des vecteurs tangent a M en x, c’est- a-dire [’ensemble des vecteurs tangents
en x a toutes les courbes sur M qui passent par x qui soient requliéres.

Définition 1.1.12. Par définition, l’espace tangent en x a M est l’ensemble des classes
d’équivalences dans C pour cette relation. Cette définition signifie donc que T, M est constitué
des« tangentes » des courbes dans M. L’indépendance vis a vis du choix des coordonnées
locales est essentielle pour assurer la cohérence de cette définition.

1l faut cependant souligner qu’un « vecteur tangent » a M n’a pas de sens si M n’est pas un
sous-ensemble de R™. La tangente est plutdt vue ici dans R™, grace aux cartes locales.

Bien que nous puissions visualiser les vecteurs (au moins dans R"), cette définition ne fait
pas apparaitre une structure d’espace vectoriel de T,M. C’est pourquoi nous avons recours a
une seconde définition.

On considére ’espace vectoriel des fonctions de classe Ct sur M,

F(M)=f:M— R|f de classe C"

Cet espace vectoriel est une algébre pour le produit usuel des fonctions : (fg)(xz) =
f(x)g(x). Pour x € M, nous définissons sur F(M) une relation d’équivalence :

f~g& 33U C M,U ouvert avec x € U, tel quefiy = giv

On note CL(M) = F(M)/ ~ Uensemble des classes d’équivalence dans F(M) pour cette re-
lation. Le produit sur F (M) passe au quotient. Donc C’;(M) est une algébre. Sur cet ensemble
de fonctions on définit des opérateurs.
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Proposition 1.1.1. L’espace tangent T, M est un espace vectoriel de dimension n, [’ensemble
{% 21 = 1,...,m} forme une base de T, M en coordonnées locales. Par conséquent, tout
vecteur tangent a M en x est de la forme

.0
Xx:ZX(x)agci\x

ou X'(r) € R.
Sotent M une variété différentiable, p € M,et v : I — M wune courbe de classe C* telle que
v(t) =p pourt €I ou I CR est un ouvert, écrivant

C*p)={f:U—=R| feC®U),U voisinage de p}
La courbe v définie une application

Yo C=(p) — R
/ = %f = (fo)()

On peut interpréter v, f comme la dérivative de f dans la direction de ~ au point p.(voir figure

06)

figure06 :la dérivation de f dans la direction de v au piont p.

Définition 1.1.13. Deux courbes y; et o sont tangentes au point x si v1(0) = 72(0) = x et
s’ il existe une carte locale (U, ) telle que x € U et L(0071)(0) = L(p072)(0).

La définition est indépendante de la carte choisie.

En effet; si (V, 1) est une autre carte autour de x, on a (voir figure 07)

om0 = Liwoyopomnl0)

— Do (@) o L(pom)()

dt
d » d
E(@Z)O’Yl)(o) = D(?/)ogp )(gp(z)) o %(50072)(0)
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On définit ainsi une relation d’équivalence sur l’ensemble des courbes passant par x :
Y1 ~ Yo st elles sont tangentes en x.
Cette relation signifie que nous considérons deux courbes vy, et vo comme équivalentes si elles
ont méme « vecteur tangent en 0 dans R™ », sur nimporte quelle carte locale.

{ . I.r'::‘_..I’ L]

figure07 :deux courbes tangentes au point x.

Exemple 1.1.1. M = R". Siv = (71,.,7) : I — R" est une courbe lisse et ¥(t) =
(V1(t), ..oy Vu(t)) € R™ est la dérivé de v au point p, alors

Yiof = (foy)(t) = f(p)A(t) =+(t). v f(p).

En général, l’application v, satisfait a

1/ ':Yt(af‘i‘bg) = a"th."‘ b"Ytg? .
2/ v.(f9) = g S+ fP)ng

Pour tout f,g € C*® (p) et a,b € R. On dit que v, est une dérivation.

Définition 1.1.14. Une dérivation en x est une application linéaire D, : CL(M) — R qui
vérifie la régle de Leibniz. Autrement dit, D, est une dérivation si, pour tous réels o et [3, et
toutes fonctions f, § dans Cl(M),

(i) Dx-(af-i- Bg) = Osz-f—i- BD, -g (linéarité),

(1) Do (f.9) = 9(@)Dz -f + f(x)Da-g (Leibniz)

Définition 1.1.15. [l’espace tangent en x a M, T, M, est l’espace vectoriel des dérivations
sur CL(M).

Remarque 1.1.3. la relation d’équivalence définie sur F(M) sert a ne faire dépendre D,-(f)
que des valeurs de f « autour » de x. En effet, la seule information que f puisse conserver de
f est son comportement dans un voisinage aussi petit qu’on le veut de x . Donc aucun autre
point que x ne peut intervenir dans la définition d’une dériwation D, sur C1(M). Ensuite,
la relation de Leibniz assure que cette dépendance ne peut se faire qu’au maximum par la
premiere dérivée de f en x, car une dérivation d’ordre supérieur ne serait pas compatible avec
cette relation.
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Définition 1.1.16. Un vecteur tangent de M en p € M est une application v : C* (p) — R
telle que :

1. v(af 4+ bg) = av(f) + bv(g), f,g € C=(p), a,b € R;
2. v(fg) = g(p)o(f) + f(p)v(g) ( Regle de Leibniz).

L’espace tangent en p est le R-espace vectoriel linéaire de vecteur tangent au point p, noté
T,M.
Remarque 1.1.4.

1. Siv,w e TyM et c,be R, alors : cv + bw est l'application

X =(av+bw): C®(p) — R
fooo—= X)) = e(f) + bw(f)

cv + bw est un vecteur tangent au point p.
2. On note vf = v(f)
3. SiveT,M etceC™® (p) est une fonction constante, alors : cv = 0.

4. Soit U un voisinage de p interprété comme une variété différentiable. Puisque nous
utilisons les fonctions en C*(p) dans la définition de T,M, les espaces T,M et T,U
peuvent étre identifiés de facon naturelle.

Exemple 1.1.2. Soit (U,z), x = (2%, 22, ...,2™) une carte au point p. On défini un vecteur

tangent (5% ), au point p en firant
0
(5)p() = Dilf o a™)(x(p)), f € C(p)

D; est la dérivée partielle par rapport a la i-éme variable. On note aussi (0;), = Da,(p) =
(52%)p Pour toute carte (U, = (x1,...,3,)) en xg, on associe n dérivations en o en posant

(o )oo) = d(F 0 9™ st () = ()

pour tout f € D, (M,R).(voir figure 8)

[ b ™,

figure 08 :exemple
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1.2 Construction du fibré tangent et cotangent

Soient C*°(M) et (resp C*°(M,x)) germe de fonctions ( resp germe de fonctions en ) tels
que M est une variété différentielle et :
C*M)={f: M —R C®}et C*(M,z)={f:2€UC M —R, c>}
(C>(M),+, x,-) est une Algebre.

Définition 1.2.1. Soit M une variété différentielle de dimension n, x € U C M, une courbe
passant par x, est une application différentielle v : I C R — M tel que 0 € I et v(0) = x ou
I est un interval ouvert de R.

Posons K, = {v: I C R — M, courbe passant par z}.

On définit sur K, une relation d’équivalence :

N Y2 € Ky mi vy o 3(U, ) € atl(M,x) tel que G (pom)_g= g (¥ o%)g (3)
Remarque 1.2.1. En vertu de la compatibilité des cartes, la relation (i) est vérifié pour tout

élément de latl(M, x), si elle est vraie pour une carte quelconque de Uatl(M, x).

Définition 1.2.2. L’ensemble quotient T,M = K,/ ~ est appelé espace tangent a la variété
M en x
La classe d’équivalence 4(0) est appelé vecteur tangent a M en x

Structure d’espace vectoriel sur 7, M
Soit (U, ) € atl(M,x), on pose :

o:T,.M — R"

H0) S (o

en vertu de la définition de ’équivalence des courbes en x 'application ¢, est injective.
soit y € R™, on pose v(t) = ¢ ' (p(x) + ty) courbe en z telle que $(7(0)) = y, donc @, est
une application surjective.

Soit (U, ) € atl(M, z), alors

Geod ) = S(po v W) +w)no
= Juw(pov™)y

donc ¢, o 1/;*1 est une application linéaire bijective, ce qui nous permet de transporter d’'une
maniére indépendante de la carte choisi, la structure d’espace vectoriele de R™ & T, M.

1(0) +%2(0) = @, (@2 (51(0)) + @z (32(0)))
= 85;1 (% (90 © ’Yl)tzo + % (90 ° 72)15:0)
) = ot (35 o)

= ¢a (A @ (11(0)),)

ASY
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Si (V1) € atl(M, ), on a :
Z (@ (1(0) + 20 (32(0)) = U5t 0t 0 @5 (B2 (1(0) + s (12(0))
= Gt ($e 0@ h) (Beodi (8 (1(0))) + @e 097t (Y (32(0)))
en vertu de la linéarité de @, o, on obtient
= 7o (deo @) o (Brodst) (e (1(0) + P (3200)))
= 0" (%0 (52(0)) + 0 (52(0)) )

Remarque 1.2.2. e Relativement a cette structure d’espace vectoriel sur T, M, ’application
Or : Ty M — R™ est un isomorphisme d’espace vectoriel.

o Si (U,p) € atl(M,x), on note x* = ¢'(x), 1 <1i <n appelé coordonné de x
donc pour la suite on note (U, x")1<i<n une carte de M ( on identifie ' et p'(x))

Soit (e;)1<i<n la base canonique de ’espace vectoriel R"™, on note :

a%i/x ou & le vecteur 3 (e;), (%/x) i est une base de l’espace vectoriel T, M relative-

ment a la carte (U, (2')1<i<n)
pour 1 < 1 < n, la courbe associée au vecteur tangent %/x est donnée par y(t) =

(9) 7" (p(2) + tei).
e Sive T, M tel que p,.(v) =y € R, alors

v o= ;yzaxi/x

(convention d'Einstein)

Action d’un vecteur sur le germe de fonctions.
Soit v =4(0), on pose :

v:C®(M,z) — R

f o w(f) = (Fom

Opérateur différentielle en x.

Propriété 1.2.1. on a :
1-v(f +g) = o(f) +v(g)

2 v(\) = Mo(f)
3 v(fg) = f(x)v(g) + g(x)v(f) (formule de leibnitz)
4- v(k) =0 (k est une constante )

Remarque 1.2.3. Si (U, 2!, -+ ,2") une carte de M en x, alors.

v =w(a") 5w = v(2")d;/x
u(f) = v(at) g fa(f) = v(@) 5 (Fo ™)

Proposition 1.2.1. Soit L : C*°(M, zy) — R, un opérateur vérifiant 1 et 3 de la propriété
précédente, alors il existe un unique vecteur v € Ty M tel que L = v.
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Preuve. Si (U,z!,--- ,2") une carte locale de M en g, si f € C®(M, zg), d’aprés la
formule du développement limité on a :

f(@) = fwo) + (&' — 25)0: /w0 (f) + (2" — ) (2? — xp)ay

d’ou
L(f) = 0+ L(fi)ai/$o (f)+0
= L(2")0;/x0 (f)
= o(f)
ot v = L(2%)0; /. =

Espace tangent a une variété M

Définition 1.2.3. Soit M une variété de dimension n, on note TM = U,y T M appellé
espace tangent a M.
Soit K ={y:I CR — M, courbe de classe C*}

’7”7/@{ d

alors TM = K/ ~

@ est une application bijective, et on a relativement a deux cartes (U, ¢), (V).

(pod™) wy) = (2800 ()
= (2, Dy (pov™) - y)
= (@ o (pov™) - y)
est une application de classe C* de (UNV) x R" — (U N V) x R™ ceci nous permet de

définir une structure de variété sur T'M de dimensin 2n. {(771(U), ®), (U, ) € atl(M)} est
un atlas différentiel sur 7'M

Remarque 1.2.4. Si (U,z',--- ,z") € atl(M), (O1/x ,--- ,0n/x) base de T,M et v € T,M
v =12'0;/x alors.
@(U> = (x>vl7 e ’,Un)
1

on note alors (x=Y(U),z*, -+ 2" ,y*, -+ ,y") la carte sur TM

-eme

y' est la i°™ projection relative a la base (0;/x,- -+ ,0,/)

Différentielle d’une application :
f M — N application différentielle x € M on note

dxfi .M — Tf(x)N
i(0) — (f09) 0)

df - TM — Tf(x)N
i(0) — (£97)(0)



1.2 Construction du fibré tangent et cotangent 22

df est appellé application tangente de f.
Si (U, ) € atl(M), (V,4) € atl(N), on a :

Yodf oy Nz,y) = (Yo for ' (x),D, (Yo fory™") y)
= (Wofou N (z), ). (Yo fopl) y)

donc df est de classe C'°.
Sif: M— N, C®, g: N— N (O
alors gof: M — N C>®etona:

d(go f) = dgodf
di(go f) = dymgod.f.

Remarque 1.2.5. St U est un ouvert de M alors, T,U =T, M et TU = U,eyT, M

Définition 1.2.4. L’espace cotangent a M en x € M est l'espace vectoriel Ty M dual li-
néaire de [’espace tangent T, M , c’est-a-dire [’ensemble des applications linéaires w, : T,M —>
R, qui s’appellent covecteurs. L’espace cotangent T M a donc la méme dimension de l’espace
tangent T, M, c’est-a-dire la dimension de la variété M.

Proposition 1.2.2. Pour toute carte (U, p) autour de x € M, l’ensemble {dx’, i =1,--- ,m}
des différentielles des fonctions coordonnées sur U est une base de l’espace cotangent T M,
dual de la base {0;/x ,j=1,--- ,m} de T, M.

Preuve. Soient 2/ : U — R les fonctions coordonnées sur U, avec i = 1,--- ,m. Pour
tout 4, la différentiable dx! est I'application linéaire

dz’ -

T

T,U 2 T,M — Ty(z)R =R, dal (v(0)) = (270 7) (0) =

Montrons que da, (0;/x) = 6. On a 0/ = ~}(0), ou ;(t) = (0, - ,t,--- ,0),

Solent 4 = o~y la courbe 7 en coordonnées locales, donc 7;(t) = (0,--- ,¢,---,0) et &;'- = 5§t,
d’ou suit %&;(0) = (5; Tout covecteur w, € T M s’exprime donc, en coordonnées locales,
comme combinaison

Wy = Zwi(x)d:ci, avec w; € C*(U).
i=1
]

Définition 1.2.5. On appelle fibré cotangent sur M ['union disjointe des espaces cotangents
T*M = Uyery TiM

1.2.1 Champ de vecteur

Définition 1.2.6. Un Champ de vecteur est une application X : M — TM différentielle
telle que mo X = Id.
On note H(M) l’ensemble des champs de vecteurs sur M.
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Si U est un ouvert de M, alors TU est un ouvert de TM. Si X est un champ de vecteur sur
M, alors X, est un champ de vecteur sur U

X,:U — TU
r — X,

Soit (U, z', -+ ,2™) une carte locale pouri € {1,--- ,n} on pose

0,:U — TUCTM
0

i

est un champ de vecteur sur U.

Pour tout v € U, (aixl’ e ,%) est une base de T, M donc (01, -+ ,0,) est une base locale de
champ de vecteur.



Chapitre 2

Variété Riemannienne

2.1 Définitions et exemples

Une variété riemannienne est une variété différentielle ayant une structure supplémentaire
permettant de définir le longeur d’un chemin entre deux points de la variété.

Définition 2.1.1. (/1]) Une variété riemannienne de classe C* est un couple (M", g) ou
M™ est une variété de classe C™° et g une métrique riemannienne C*°, c’est-a-dire que pour
chaque x € M, g, : T,M x T, M — R est symétrique et définie positive et dépend que de
facon C* sur x.

Exemple 2.1.1. L’espace R™ muni du produit scalaire standard
go(v, w) = Zviwi
i=1

ot v=(v1, " ,V)z, W= (W1, Wy € T,R" et z € R™.
Exemple 2.1.2. Dans la boule

D" = {x e R"/||x| < 1}
on considére le tenseur gy défini par

4 n 7
g (v,w) = 1_—Wgo(v,w), v,we T,R", x e D"

gu est appelée la métrique hyperbolique sur D™

Exemple 2.1.3. Soit M wune sous-variété différentiable de R™. Pour tout x € M, on a
T.M C T,R". En posant
g(v,w) = go(v,w) v,we T, M

on obtient la métrique Riemannienne induite par gy sur M.
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Remarque 2.1.1. soient (M, g) une variété Riemannienne, de dimension n et (U, ) (resp
(V,4)) une carte de M avec les champs de bases associés %, e ,% ( respa%l, e ii.

Si gij (resp gr) désignent les composantes de g relativement a la carte (U, ) ( resp (V, )
alors pour tout x € (U NV), le changement de coordonnées est donné par

y=ylx)= (", ,y") =op ' (z)
- 8yk 8yl N

gij = > -kl
" Ozt Oxi 7™
k;l=1

pour la preuve, remarquons que pour tout i =1,---.n

0 oyt D
Ozt £~ Ox' oyk”

Définition 2.1.2. Image inverse d’une métrique
Soient (N, h) une variété Riemannienne, de dimension n, M une variété différentiable, de
dimension m, et f : M — N une immersion. Alors

£ T(TM) x T(TM) —s C(M)
définie pour tout XY € T'(TM) et x € M par
f*h(X’ Y)x = hf(:v)<dxf(Xz)> dxf(y;f))a

est une métrique sur M, appelée métrique inverse.

FEzxpression locale de la métrique f*h

Soient (U, @) une carte de M de base associée (=2 o

. L (0 0
(fh)y = f h<%,%)

(o () ()

- afaafﬁh<a a)of

), alors

et oxt dzd  \ Oy’ OyP
" ofof?
= 2 g g o))
a,B=1

2.2 Connexion linéaire sur une variété

Définition 2.2.1. Soit M une variété de dimension n. Une connexion linéaire sur M ( ou
dérivée covariante de champ de vecteurs ) est une application :

Vi H(M) x H(M) — H(M)
(X,Y) — VyY
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telle que :
1) V est C°(M)—linéaire par rapport o X c-a-d

VixixY = fVxY +Vx/Y, Ve O™ VX, X'\Y € H(M)
2) V est R—linéaire par rapport a'Y c-a-d
Vx(A\Y +Y')=AVxY +VxY' VAeR, X, VY e€H(M).

3)VfeC®(M), X, YeHM) VxfY =X(f)Y + fVxY
VxY est la dérivée covariante de 'Y par rapport a X.

Propiétés de la dérivée covariante

Proposition 2.2.1. Soit X, X' € H(M), si U est un ouvert telle-que X|y = X'|y alors pour
tout Y € H(M)
(VxY) v =(VxY) v

Preuve. Puisque V est linéaire par rapport X il suffit de montrer la proposition pour
Xy =0.
Soit x € U, il existe V' C U ouvert et h € C*°(M) tel-que
x€Uh|ly=1et hlyge =0
ona:hX =0alors (VpxY), =0 VyeM
d’on 0 = (thY>x = h(l’) (ny)x = (ny)z Vx € U donc (VXY> |U =0

Proposition 2.2.2. Si Y|y =0, alors (VxY )|y =0

Preuve. Soit z € U, V € V(z), V C U ouvert et h € C*(M) tel-que hly = let
h Uec — 0
onahY =0et VxhY = X(h)Y + hVxY
Yy € V on a

0 = X,(WY,+h(y) (VxY),
= 0+ (VxY),

Corollaire 2.2.1. Si Y|y =Y'|y alors (VxY)|v = (VxY')|u

2.3 Connexion linéaire associée a une métrique Rieman-
nienne

2.3.1 Connexion de Levi-Civita sur le fibré tangent 7'M

Théoréme 2.3.1. ([1]) Soit (M, g) une variété Riemannienne, ’application :

vV H(M) x H(M) — H(M)
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donnée par la formule de Kozul :

§TxY.2) = S{X(Y,2) +Y (92, X)) - Z(g(X.Y))
—i—g(Z, [X7 Y]) + g(Y7 [Zv X]) - g(Xv [K Z])}a

(2.1)

est une connezion sur le fibré (TM, 7, M), appelée connezion de Levi-Civita

Théoréme 2.3.2. Si (M, g) est une variété Riemannienne, alors la connezion de levi-Civita
est ['unique connexion compatible avec la métrique g et sans torsion.

preuve : D’aprés la formulle de Kozul, nous avons :
§(9xY. 2) ~ g(0y 2,Y) = S92 X, Y]) — g(Z,[¥. X]) = (2,1, Y)))
donc V est de torsion nulle. De plus
9(TXY, 2) + 9(9x2,Y) = S{X(o(¥, 2)) + X(4(Z,¥))} = X(g(Y, 2))
ce qui prouve que V est compatible avec la metrique riemannienne g. Il

Coeflicients de Christoffel

Soient (M, g) une variété riemannienne de dimension m et V sa connexion de Levi-civita
associeé. Si (U, ¢) est une carte locale de M de base locale de champs de vecteurs associé
(01,02, ..., O ). Alors d’aprés la formule de Kozul, on obtient :

29(Va,, 0, 0k) = 0;9(0;, 0k) + 0;9(0;, Ox) — Okg(0s, ;) (2.2)

o1 pose

la formule (2.2) devient :

29(T3,05, Ok) = 0igj1. + 059ix — Okgij

1

on déduit : 1
Iy = §98k(3igjk + ;9 — Ongij) (2:3)

ol (g°F) désigne la matrice inverse de (g.)
I';; sont appelés les coefficients de Christoffel.

Remarque 2.3.1. :

1. L’egalité (2.3) prouve lunicité de la connexion de Levi-civita .
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2. Si la variété (R™, g) est munie de la métrique euclidienne g;; = 0;; alors les coefficients
de Christoffel sont nulls :

Définition 2.3.1. Métrique Riemannienne

Soit M une variété Riemannienne de dimension n et x un point de cette variété de coor-
données (1, -+ ,x,). Alors la métrique g de cette variété au point x est une matrice carrée
de dimension n, définie positive, telle que l’élément de longueur infinitésimal ds® s’écrive :

dl’l
ds® = (dzy,--- ,dxy)g :

dx,,

Et cette métrique g dépend du point x.

2.4 Exemple de la sphére

Une sphére de rayon r = 1 peut étre représentée comme l'immersion dans R® muni des
coordonnées (x,y, z) d’'une portion du plan muni des coordonnées (6, ¢) ot € et ¢ sont deux
angles tels que 6 € [0; 7] et ¢ € [0;2x]. Et la fonction d'immersion f permettant de passer de
I'un & l'autre s’écrit :

x = sinfcos ¢
f(0,0) =< y=sinfsing

z = cosf
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Meétrique Riemannienne de la sphére en coordonnées sphériques

L’¢lément infinitésimal de longueur dans R? s’écrit ds?(x,y,2) = dz?* + dy* + dz?, ce qui
peut se réécrire en fonction de 0 et ¢ comme :

D’ou
ds*(z(0,¢),y(0, ¢), 2(0,¢)) = db? + sin® 0d¢? = dS*(0, ¢)

On peut réécrire ds? sous forme matricielle ce qui fait alors apparaitre la métrique g de la

variété comme ceci : W
9 1 0
ds” = (df), dg) ( 0 sin?0 ) ( do )

D’otu, la métrique associée a la sphére en coordonnées sphériques est symétrique et s’écrit :

9(0,9) = ( (1) sir?ge )

les symboles de Christoffel associés a la métrique. On rappelle que ces symboles s’écrivent :

1 dg; dg; Oqi;
F]-“» — — km an "7 o ]
" g (le i oxJ  Jx™
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et que g étant symétrique les F le sont également, i.e. Ffj = Ffl D’autre part, la matrice

1

des ¢ qui est la matrice inverse de g, est telle que g g, = 5i et donc g~ est symétriques.

D’ou :
L 1 0
-1 (g9) =
g (g ) (O si1112¢9 )

. 1 0 _f 911 Y12
A1n81.g_<0 sin29>_<g21 g2 )

4 1 0 B gll 912
g = 0 - 129 = 921 922 .
Ffj = %gkm (Gim.j + 9jm,i + Gijm) la somme tanque :

Gim,j = gzj et 1,j,mk=1,2.

rt — 1 11 (8911 g1 8911) 4 I (3912 J912 a911)
1 =

2 90 00 00 90 00 06
1 1
= §><1(0—|—0—0)—|—§><0(0+0—O).
1 8911 8911 Ogn1 1 0g12 0g12 Ogn
2. — g2 _ Z 422 _
no= 5y 20 ) 729 \oe Yo o
1 1
= §><0(0+0 0) 1129(04—0—0).
1 8911 8921 8921 1 3912 3922 3912
L - ,u . 112 .
12 = 59 20 00 ) 729 \ 9 T o0 T s
= %x1(0+0 0) + —xO(O—i—Zcostm@ 0) =0.
1 3921 3911 3912 1 3922 3912 3921
ko - Z,u . 112 .
a = 99 20 ) 729 o0 T o 00
1
= 5><1(0+O 0) —><O(2(:os€sm9~|—0 0) =0.
1 (9911 3921 3912 1 (9912 3922 3912
2. — .2 . 1 929 .
2= 59 20 ) 729 o6 T o0 00
1 cos
= X 0(O+O 0) + - (0+2cosfsinf —0) = g
1 3921 3911 3921 1 8922 3912 3921
2 — .2 . L 929 .
n = Y 20 ) 729 \o0 T o 00
1 1 . cos
= §><0(0+0 0) X g ———(2cosfsinf+0—0) = et
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Lo 1y 9921 n 0921 0922 1 9912 n 0921 092
22 29 \os " a0 98 ) " 2 96 | 06 0o
1 1
= 5 X 1(040— (2cosfsinf)) + 3 % 0(0+0—0) =—cosfsinb.
o L g (Ogn a921 3922 1 s 8921 dga1  O0gaa
I = 59 - + -
2 gf) 2 0¢ 0o
1 1
= - O(O+O—(2(:os€sm9))+ (0+O—O):O.
2 sin 9
Donc on a les Fk est nul partout sauf '}, = —cosfsinf et I'3, =%, = :Hfg



Chapitre 3

Courbures et opérateurs sur la variété
riemannienne

Ce chapitre présente d’abord une définition sur la dérivé de lie, puis il définit les cour-
bures :courbure sectionnelle , courbure scalaire, courbure de Ricci; enfin il cite les opérateurs
remarquables & savoir : le gradient, la divergence, le hessien et laplacien, ainsi que leurs
propriétés.

3.0.1 Dérivée de lie

Définition 3.0.1. Soit M une variété différentiable, et soit X un champ de vecteurs sur M.
le flot de X, noté ¢x : I — Diff(M),t — ¢x+(0 € I CR), est l'unique solution de l’équation
différentielle de condition initiale :

dox 4 (z)
dt

Définition 3.0.2. soit M une variété différentiable, et soit X, Y deux champ de vecteur sur
M. la derivée de lie de'Y par rapport a X est définie par :

li= Xoat(a); dxo(z) =z, Y € M.

d .
(£xY), = 5 (0%:Y) (@) i
Ou ¢, est le flot de X, ¢, est son pull-back :

¢, D(TM) =T (TM),  ¢%,Y = dox,0Yox,
Proposition 3.0.1. (/8/) Pour tout X etY de I'(T'M), on a: LxY =[X,Y].
Proposition 3.0.2. (/8/)([4]) Soit M une variété différentiable , alors :

1. Lxf=X(f), VX €T (TM) ,NfeC=®(M),¥X €T (TM)
2. Lx (fY)=fIX, Y]+ X (f)Y,VX,Y e [ (TM) ,Vf € C> (M).
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3. (Lxw) (Y) = X (w(Y)) —w([X,Y]),VX,Y € [ (TM),Vw € T* (TM)
JNTET(TM® .. TMRT*M & ... T*M), on a :

(LxT) (wryeeoywr, Y1, Ys) = X (T (Wi, ooy Wry ooy Y1, 00, Y5))
T (Lxtwr, ooy, Vi, oy Vo)
- _T(wla"'vwry}/iv"'aﬁX}/;)

Corollaire 3.0.1. Soit (M, g) une variété Riemannienne, alors :

(Leg) (X,Y) =g(VxEY)+g(X,VyE), VXY eT(TM).

Preuve. .soit £, X, Y € I'(T'M), on a :

(Leg) (X,Y) = £(9(X,Y)) —g(LeX)Y) — g (X, LeY)
= g(VeX,Y) +9(VeX,Y) — g ([, X],Y) — g (X, [§,Y])
= g(VeX\Y) + g (VeX)Y) = g (VeX = VxEY) — g (X, VY — VyE)
= (VX6 Y) + (X, Tyé).

Définition 3.0.3. Soit (M, g) (N,h) deux variétés Riemanniennes , o € C* (M, N) la se-
conde forme fondamentale de l’application o est définie par :

Vde (X,Y) =Vide (Y) —do (VYY), VXY eT(TM).

Propriété 3.0.1. soit ¢ : (M, g) — (N, h) une application différentiable, la seconde forme
fondamentale de l'application ¢ est symétrique. C’est a dire :

Vdp (X,Y) = Vdp (Y, X),

pour tout X,Y € I' (TM).

Preuve. on a :([3])

Vdp (X,Y) = Vide(Y)—dp
Vidp (X) +dy ([X,Y]) — dp (VYY)
) —dyp

pour tous X,Y € I' (TM).
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Proposition 3.0.3. soient ¢ : M — N et : N — P deux application différentiable entre
des variétés Riemanniennes, alors :

Vd (Yop) = dy (Vdp) + Vdy (dp, dp)
Preuve. .Soit X,Y € I'(T'M), alors :

Vd (o) (X,Y) = VPd(op)(Y)—dWoyp) (VYY)
= VP (dp (V) — dip (dp (VYY)
= Vinaeon @ (de (V) = dy (de (V2'Y))
- vgcp(X)dd} (dp(Y)) — dyp (dSO (v)]\;[y))

= Vdy (dp (X),dp (Y)) + dv (Vi de (V) = dv (de (VYY)
= Vdy (dp (X),dp (Y)) + dip (Vdp (X, Y))

Définition 3.0.4. Soit (M, g) et (N, h) des variétés Riemanniennes. Une application
©: (M, g) — (N,h) est dite totalement géodisique si Vdp = 0.

Définition 3.0.5. Soit ¢ : (M,g) — (N,h) une application de classe C*. la trace de la
seconde forme fondamentale de ’application ¢ est appelé champ de tension de l’application
©, noté par :

T(p) = tryVde

Relativement & une base orthonormée (e;) sur M on a :

(@) = VEdp(e;) — dp (Ve;)

3.1 Courbures

3.1.1 Tenseur de courbure
Définition 3.1.1. Soit M une variété muni d’une connezion linéaire V. On définit le tenseur
de courbure, R: T (TM) x T'(TM) x I'(TM) — T (T'M) associé a4 V, par :
R(X,)Y)V =VxVyV = VyVxV - Vx|V
pour tout X, Y,V € T'(TM).
Propriété 3.1.1.

1. La courbure R est C* (M) 3 — linaire
2. R(X,)Y)V =—=R(Y,X)Vpour tout X,)Y e I'(TM)et V € I' (TM) (antisymtrie)
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Définition 3.1.2. Sur une wvariété Riemannnienne (M, g), le tenseur de courbure de la
connexion de levi-Civita est appelé tenseur de courbure Riemannienne .
le tenseur de courbure Riemannienne s’exprime en fonction des coefficients de christoffel :

R(0;,0;) 0k = > _ Ry,

=1
Rij = 0; (T) = 95 (Th) + Y AL — T30}
m=1
00,(0;)i=1..n est une base locale de champs de vecteur sur M.

Proposition 3.1.1. Soit (M, g) une variété Riemannienne.le tenseur de courbure Rieman-
nienne R a les propriétés suivantes :

1. R est un champ de tenseurs de type (1;3).
5. g(R(X,Y)ZW) = g (R(Z,W)X,Y).
4

. R vérifie l'identitée de Bianchi algébrique.

R(X,Y)Z+R(Y,Z)X +R(Z,X)Y =0

N

R vérifie de Bianchi différentielle.

(VxR)(Y,Z) + (VyR) (2, X) + (VzR) (X,Y) =0

VX,Y,Z,W € D(TM)

3.1.2 Courbure sectionnelle

Définition 3.1.3. Soient (M, g) une variété Riemannienne de dimensionn > 2 et P un 2 —
plan de T, M de base {X,Y}. on appelle courbure sectionnelle en x de p .

g(R(X,)Y)Y, X)

K = X X g riy) =g (X 1)

Remarquons que dans la définition précédente, on peut remplacer X par A\X pour
A£0etY parY —g(X,Y) X.On peut donc supposer que {X,Y} est une base orthonormale
.Dans ce cas .

K, (P)=g(R(X,Y)Y,X)
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On vérifie que K,(P) ne dépend pas de la base orthonormée de P :En effet, si {Z,T} est une
autre base orthonormale il existe a,b € Rtel que a® +b*> = 1 avec

Z=aX+bY ,T=-bX+aY

une simple vérification montre que g (R(X, Y)Y, X)=¢g(R(Z,T)T, 7).

Définition 3.1.4. Soit (M, g) une variété Riemannienne, de dimension n .On dit que M
est une variété a courbure constante s’il existe une constante k € R telle que pour tout
xr € M et tout 2 — plan de T, M, on a .

K, (P)=K

Remarque 3.1.1. . (Résultats algébriques)
Soient (M, g) une variété Riemannienne, de dimensionn, x € M, (%)izlnn une base de T, M
et (€;)i=1.n base orthonormée de T, M soient

A:TaeM — T,M
B:T,M — T'M

des applications linéaire et
C:T,MxT,M — R

une application bilinéaire, on pose

B1:T,M — T,M
u = #B(u)

Cl:T,M — T:M
u — C(u,.)
C2:T.M —s T,M
u = fC1(u)

— 4C(u,))

3.1.3 Courbure de Ricci

Définition 3.1.5. La courbure de Ricci d’une variété Riemannienne (M™,g) de dimension
m est un tenseur de type (0,2) définie par
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pour tout X, Y € ' (TM),

On pose :

Ric(X,Y) = traceR(* X)Y

Zg 62, Y7 ei)

ot (e;) est une base orthonormée locale sur M, et

Ric:T(TM) xT(TM) — R

(X,Y) — Ric(X,Y)

La courbure de Ricci, Ric est une forme bilinéaire symétrique, en effet

Relativement a la base (

0
ox?

Ric (X7 Y) = Zg 67,7 Y7 €i>

iz

RiCij

= Zg (Y,e;) e, X)

= Zg eza Xaei)
= ch(Y,X)

les composantes du tenseur de Ricci sont donnés par

., 0 0
ch(axi’@>
0.0
= traceR(x, 8x1>%
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Définition 3.1.6. Le tenseur de Ricci d’une variété Riemannienne, (M™, g), est un tenseur
de type (1,1), définie par

Ricci(X) = Z R(X,e;)e;

i=1
pour tout X € D(T'M),ou (€;)i=1.m est une base orthonormée locale sur M.

Remarque 3.1.2. Soit (M™,g) une variété Riemannienne, de dimension m, pour tout
X, Y e(TM) on a

Ric(X,Y) = g(Ricci(X),Y)

3.1.4 Courbure scalaire

Définition 3.1.7. On appelle courbure scalaire d’une variété Riemannienne (M™, g) la fonc-
tion définie sur M par

S = tracegRic = Z g (R (e, €j)e;,e;)

4,j=1

ot (€;)i=1..m une base orthonormée locale sur M.

Proposition 3.1.2. Une variété Riemannienne (M, g) est de courbure sectionnelle constante
K si et seulement si le tenseur de courbure vérifie I’équation :

R(X,Y)Z =K (g(Y,Z)X —g(X,2)Y)

Pour tout XY et Z € T(TM)

Corollaire 3.1.1. Si (M™, g) est une variété Riemannienne de courbure sectionnelle constante
K, alors pour tout XY € T'(TM) on a

1. Ricci(X)=(m—-1)KX
2. Ric(X,)Y)=(m—1)kg(X,Y)
3. 8=m(m-1)K
Exemple 3.1.1. L’espace euclidien R™ muni du repére canonique 0; = %, du produit scalaire

euclidien g = g;jdr; ® dx;, ot g;; = 0;;. On vérifie immédiatement que Ffj =0, Rﬁjk =0 donc
R = 0. En particulier, la courbure sectionnelle de (R, go) est nulle.
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3.2 Opérateurs sur une variété Riemannienne

3.2.1 Opérateur gradient

Définition 3.2.1. Soit (M, g) une variété Riemannienne, on définit 'opérateur gradient par

grad : C*(M) — T'(TM)
f— grad f = 1df

Ou df est la différentielle de la fonction f .

Proposition 3.2.1. (Expression du gradient en coordonneés locales).
Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension m, (U, ) une carte sur M avec les

champs de base associées %, o 8%” alors pour tout f € C>*(M), on a
= Of 0
d == Z]—.—. 31
(grad f) |u MZ::lg oy (3.1)

soit {eyq, ..., em fune base orthonormée (M, g), alors :

grad f =3 eilf)eq
i=1

De la proposition 3.2.1 on déduit

Proposition 3.2.2. Soit (M, g) une variété Riemannienne . pour tout champ de vecteur
X €T (TM) et toute fonction f € C®°(M) on a

df (X) = X(f) = g (gradf, X) (3.2)

Propriétés 3.2.1. soit (M, g) une variété Riemannienne, pour tout f,h € C*(M) on a

1. grad(f + h) = grad f+ grad h
2. grad (fh) =h grad f+ f grad h
3. (grad f)(h) = (grad h)(f)

Preuve. Soit f,h € C*(M), pour tout X € I'(T'M) on a :

(1)

g(grad(f +h),X) = X(f+h)
= X(f)+X(h)
= g(grad f,X)+ g (grad h,X)
= g(grad f + grad h, X)
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(2)
g(grad(fh),X) = X(fh)
= BX(f)+ /X (B)
= hg(grad f,X)+ fg(grad h, X)
= g(grad f + grad h, X)

(grad f)(h) = g(grad h,grad f)
= g(grad f,grad h)

= (grad h)(f)
]
3.2.2 Opérateur divergence
a) Divergence d’un champ de vecteurs
Soit X € I'(T'M) un champ de vecteur sur une variété Riemannienne (M, g) on a
VX :T(TM) —s T(TM) (3.3)
4 — VzX
est une application C'* linéaire (VX est un tenseur de type (1,1)).
six € M, alors
(VX), :T,M — T,M (3.4)

v — (V,X),

est une application linéaire d’espace vectoriel.

Définition 3.2.2. Soit (M, g) une variété Riemannienne. la divergence d’un champ de
vecteurs X € I'(T'M), notée divX est une fonction sur M définie par

divX =try(VX)

pour tout x € M, on a

(divX) (x) = try (VX),)

En coordoonée locale (Voir la remarque (3.1.2)), on a

divX = dot (v a,X)

oz

= ¢ (Va.X, i)

ost  Oxd
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Si (e;) est une base orthonormée locale sur M on a

divX = Zg (veiXa ei)

i=1

b)- Divergence d’une forme differentielle
Soit w € I'(T* M) une 1-forme sur une variété Riemannienne (M, g), on a

V., :T(TM) —s T(T*M) (3.5)
Z — Vzw.

est une application C*°(M) linéaire (V,, est un tenseur de type (0,2))
. six € M,alors

(Vw), : ToM — T*M (3.6)
v — (Vw),

est une application linéaire d’espaces vectoriels.

Définition 3.2.3. Soit (M,g) une variété Riemannienne. La divergence d’une 1 —
forme w € T'(T*M), notée div(w) est une fonction sur M définie par

div (w) =try, (Vw)

pour tout x € M on a
(div (w)) = try (Vw),)

De la remarque (3.1.2), on obtient localement

divw =

(Vew) (e)

7 (72 ()

.

C) Expression locale de la divergence

Proposition 3.2.3. Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension m, pour tout
X eI'(TM) on a localement

ou X = X*

ozt "
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Preuve. :Localement, on

X =X'"— et Vo—=IF_—

div X = idmi (VﬁX)

]
Propriété 3.2.1. Soit (M, g) une variété Riemannienne, pour tous X,Y € I'(T'M) et
feC>(M) ona

1. div(X 4+Y) =div X + divY

2. div(fX) = fdiv X + X(f)
Preuve. :on applique directement la définition du divergence, soit (e;) une base ortho-
normée locale surM, on a

1)
div(X +Y) = Zg(v% (X +Y),e)
=1
= > g(VeXe)+ Y g(VeY.e)
=1 i=1
= divX + divY.
2)

NE

div (fX) = g(veiva 61')

1

-
Il

g (e /)X + [V, X, &)

WE

1

.
Il

I
gt

ei(f)g (X, e;) + Z f9(Ve, X e;)

)+ fdivX

I
ha
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3.2.3 Hessienne d’une fonction

Définition 3.2.4. ([1]) soit (M, g) une variété Riemannienne et f € C*°(M). la Hessienne
de la fonction f noté Hess(f), est une application C°°(M)-bilinéaire , définie par :

Hess(f) : T(TM) x T(TM) —s C>(M)
(X,Y) +— g(Vxgrad(f),Y).

Proposition 3.2.4. soient (M, g) une variété Riemannienne et f € C°(M).la Hessienne
Hess(f), est une application symétrique.

Preuve. En tenant compte que le tenseur de torsion associé a la métrique ¢ est nul, on
obtient :
Hess(f)(X,Y) = g(Vxgrad(f),Y)

= X(g(grad(f ) Y)) -
= XY() - VxY(f)
= [XY] +Y( ( ) = VxY(f)
= Y (X(f) - Vv X(f)
= Y (g(grad(f),X)) — g (grad(f), VyX)
= g(Vygrad(f),X)
= Hess(f)(Y,X).

g (grad(f), VxY)

3.2.4 Opérateur laplacien

Définition 3.2.5. Soit (M, g) une variété Riemannienne, on définit 'opérateur laplacien
noté A, sur M par

A:C®(M) — C*°(M)
[ — A(f) =div(grad f) =trace, (Hess(f))
appelé aussi opérateur de laplace-Beltrami.

Propriété 3.2.2. Soit (M, g) une variété Riemannienne, pour tout f,h € C*°(M) on a

A(f+h) = A(f)+Ah)
A(fh) = hA(f)+ fA(h) +2g(grad f,grad h).
Preuve. Soit f,h € C*(M), en utilisant les propriétés des opérateurs grad et div et le
fait que X (f) = g (grad(f), X), on obtient
1.
A(f+h) = div(grad(f+h))
= div(grad f + grad h)
= div(grad f)+ div (grad h)
= A(f)+ A(h).
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A(fR) = div(grad(fh))
= div(f grad h+ hgrad f)
= div(f grad h) + div (h grad f)
= fdiv(grad h) + (grad h) (f) + h div (grad )+ (grad f) (h)
= fA(h)+ hA(f) + 29 (grad f,grad h)

]
Proposition 3.2.5. (premire expression du laplacien en coordonnes locales)
Soit (M, g) une variété Riemannienne, pour tout f € C*(M) on a
. 82f af
A(f) = g" - Tk :
(=9 (oa - Th L) 37)
Preuve. Soit f € C>(M), alors
A(f) = div(grad f)
0
= 97y (V(;’;igmd I @>
(0 0 0
g (ang<g7“ad fa (9x3> g(grad f7 V% al’j ))
o 0  0f & 0
= q¥ — ) —-T* -
3" (o) = Thalorad £, )
>*f of
= Y — Tk L
g (8xi8xj b 8xk)
]

Exemple 3.2.1. Soit R muni du produit scalaire standard go,(g;; = d;j), alors pour tous
fonction différentiable fsur R™ et X = (X!, ..., X™) un champ de vecteurs sur R” on a

1.
i af o
grad | = ;81’" oxt
_ofof
9l T 9
2.
=L 0X!
X = .
div ; B
B o0X! ox™
9zt T Qam
3.




Chapitre 4

Solitons de Ricci et les applications
harmoniques

Ce chapitre est I'essence méme de ce projet ; initialisé par la définition d’une application
harmonique avec des exemples, ainsi la définition d’un soliton de Ricci, puis des exemples,
puis la définition d'un gradient de Ricci, puis la définition du gradient soliton de Ricci ; illustré
par quelques propriétées renommés étudiés d’une maniére détaillée.

4.1 Applications harmoniques

Définition 4.1.1. (/3]) une application ¢ : (M, g) — (N, h) de classe C*, entre deux varié-
tées riemanniennes est dite harmonique si elle est point critique de la fonctionnelle d’énergie
E (¢ D), ie

d

%E (¢1; D) li=0=0

pour tout domaine compact D et toute variation @, de a support D(i.e une famille d'applications lisses
qui dépendent d’une facon lisse du paramétre t € (—e, €), avec gg = )

Premiére variation de ’énergie

Théoréme 4.1.1. soit ¢ : (M, g) — (N, h) une application de classe C™ entre deux variétés
riemanniennes, alors :

d

GE@aD) o= [ h )0,

ott v = 2t |,_; dénote le champ de vecteur de variation de {(},

7(p) = traceVdy = Z{Vfidgo(ei) —dy (Vé\fei)}

i=1
Preuve.
Soit {e;} une base orthonormée sur M et {<} base sur (—¢, €) alors {(e;,0)}, (0, 4)} est une
base locale orthonormée pour la métrique dlagonale sur la variété produitM x (—e¢,¢€), e
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on a le crochet de Lie [(e;, 0), ( di) =0 pour tout : =1,...,m, on a
do(e;, 0) = dp(e;) et dqﬁ( di) = v, En effet, remarquons que
do(e;,0): M x (—e,€)) — TN,
D’aprés la formule de leibniz :
d¢ (eia O)(x70) = dx¢0 (ei |ac) + d0¢x(0)
= dyo (€ |2)
= dop(ei|2)
et :
d d
d¢ 0, — = dm¢0 (0 | ) + d0¢1‘ |t—
d
= 4 (dt> =0
= u(z)
avec ¢o(z) = ¢(x,0) et ¢,.(t) = ¢(z,t).Donc :
d 1d
B @ D) =0 = 57 : h (dei(ei, dpi(ei)) vy fi=o
1d
= 2at ), h(dg (e:,0) ,de (e:,0)) vg [i=o
_ / D b (dé (e0,0) 6 (€:,0)) |10 v,
_ ¢ . .
- /Dh (V5080 (e:,0) . do (€:,0)) li=o v,
é d
— Dh V(e 0) (e;,0)do ( O ,do(€:,0) ] |i=o vy
= /Dh(Vé\;(Ei)v,dgo(ei)) Vg
= /h(VZv,dgp(ei)) Uy (4.1)
D
Soit w la forme différentielle a support dans D, définie par :
W(X) = h (v, dp(X)), X € D(TM)
ainsi :
divw = (Vew)(e)
— e (wler) — @ (Vee)
= & (h(v,dp(e;) = h(v,dp(Ve,e)))
= h (Vfiv, dgo(ez)) + h(v,7()) (4.2)
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et comme le théoréme le Stokes affirme que :

/divwvg:O
D

D’aprés les formules (4.1) et (4.2) on obtient :

GE D) o= = [ 1w 7o)

Par un théoréeme de J. Eells et J. H. Sampson on a :

Théoréme 4.1.2. ([6]) Soit ¢ : M — N une application lisse, alors ¢ est harmonique si et
seulement si () =0

Théoréme 4.1.3. Une application p € C™ (M, N) entre deuzx variétés riemanniennes est
harmonique si et seulement :

7(p) = traceVdyp =0

Localement, on a :

2

'] o — aSOVMFk> 0

Or;0x;  Or, x; Ooxr, Y

4.1.1 Exemples d’applications harmoniques

Exemple 4.1.1. Toute application constante est harmonique.
Exemple 4.1.2. L’application identité est harmonique.

Exemple 4.1.3. Soit (M, g) une variété Riemannienne et f: M — R, on a :

7(f) = traceVdf
= Vdf (ei, ei)
= VIdf(e;) —df (Ve)
= e(elf) = (Vi) (f)
= g(Vegrad f,e;)
= div grad f
= A(/f)
Exemple 4.1.4. Si on travaille avec les fonctions réelles, c¢’est-a-dire que notre variété d’ar-

rivée est simplement R™ muni de la métrique eucledienne, on retombe bien sur la notion
classiqque d’harmonicité. Une fonction f est harmonique si et seulement si chacune de ses
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coordonnées est harmonique de la variété du départ dans R. En d’autre termes
soit o : (M, g) — (R", g0) , p(2) = (¢1(2), ..., pu(2))

7(p) = (A1), ..., Algn))

d’ot, Uapplication ¢ est harmonique si est seulement si A(py) = 0.

Exemple 4.1.5. Le composé de deux applications harmoniques n’est pas en générale une
application harmonique, en particulier si ¢ est harmonique et si 1 est totalement géodisique
c’est-a-dire Vdi = 0, alors o¢ est harmonique .les applications o : R?* — R, x > (z,0) et
Y R?2 = R, (z,y) — 2% — %, sont hramoniques, mais remarquons que le composé :

vop: R — R?

x =

est non harmonique, car T(op) = 2.

4.2 Soliton de Ricci

4.2.1 Définitions et notations
Définition 4.2.1. Un soliton de Ricci, noté (M, g,&, \), est une variété Riemannienne, tel
que :
) 1
Ric + 5£gg = Ag (4.3)

ot Ric est la coubure de Ricci de (M, g),& un champ de vecteurs sur M, Le¢g la dérivée
de lie de la métrique g par rapport a & et A € R

Si & est le gradient d’une fonction différentiable f sur M, (M,g,&,\) est dit soliton de
Ricci de type gradient, noté (M, g, Vi, \), Uequation (4.3) devient :

Ric+ Hessf = A\g (4.4)

Définition 4.2.2. Un soliton de Ricci (M, g,&, \) est dit :
- stable, si A =0

- exepansif, si A < 0

- rétractif,si A > 0

Remarque 4.2.1. soit (M, g,&, \) un soliton de Ricci, si de plus £ est un champ de killing
(i.e.Le = 0), alors (M, g) est une variété d’Einstien (Ric = \g)
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4.2.2 Exemples des solitons de Ricci

Exemple 4.2.1. Un exemple fondamental est lespace euclidien R™, muni de la métrique
standard g, et f(z1,22,...,2,) =3 | @ [*=1(a} —|— T3...+22) , est un soliton de Ricci de type
gradient. En effet ;montrons que ch+Hessf 2g .La courbe de Ricci de R™ est nulle ,et on a :

*f r Of
Hessl)s = Guw, ™ o,
02 f
81‘2-8%-
1
1
= 591‘;’

Exemple 4.2.2. (Le sigar soliton X.).En dimension n = 2, Hamilton a découvert
le solition stable ¥ = (R?, g, f,0), avec :

da? + dy?
=ds® = ——7— f=—log(1+ 2% +1%).
g=ds 1JHCQMN‘” g(l+2°+y°)
Montrons que X est un soliton de Ricci de type gradient :
1
[ 0
gz] - 0 1

T+a2+y?
Les symboles de christoffel sont :

T
F%2 - _F%I - _Fiz - _Ffz - _Fgl - —1 NSO y2
Y
F%l = _Fb = _ng = _Pél T 122 NPT y2;
La courbure de Ricci est :
. ) 2
RZCl,l = Rlcl,l = m R’LCl 2 = R’LCQ 1= O

(Hess[),; sont :

(Hessf),, = (Hessf)y, Hessf)12 = (Hessf)a1 = 0.

1+1.2+y )2) (

Par conséquent :

oy
o~
o
A
)
+
AEA/_\
3
o
o
-
S— N o ~—
=
[\
|
o o o O
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Théoréme 4.2.1. Soit (M, g1,&1, N\) et (Ma, ga, &, A), deux solitons de Ricci, alors la variété
produit (M x My, g,&, \) est un soliton de Ricci, ou g = g1 ® go est la métrique diagonale et

§= (51752)~
Preuve. Soit X;,Y; € I'(T'M;), et soit Xo,Y, € I'(T'M,), on a :

) 1
RZCMl (le Yi) + E‘Cflgl(le Yl) = )‘gl(le le)
c’est-a-dire :

) 1 1
Ric" (X1, Y1) + 591(V¥f&, Y1) + 591(V%1§1»X1) = Ag1(X1, Y1) (4.5)

et de méme : )
RiCM2 (X27 YQ) + §££291(X27 )/2) = )\91<X2; }/2)

. 1 1
Ric™ (X, Ys) + 592(V)A§[2252, Ys) + égz(V%Z&, X3) = Ag2(X2,Y5) (4.6)

Soit Ric la courbure de Ricci de My x M, alors :

Ric (X1, X3), (Y1,Y2)) = Ric™ (X1, Y1) + Ric™* (X, Ya). (4.7)

Soit L¢ la dérivé de Lie sur M; x M, par rapport a &, et soit V sa connextion de Levi-Civita
associée a g :

(Leg) (X1, X2),(11,Y2)) = g (Vi€ (Y1,72) + 9 (Vs (X1, X2))
= g (VN6 VY28) . (11,Y2)) + g (V3 €1, ViP&), (X1, X,))
= g1 (VYY) + 90 (V326,Y2) + g1 (Vir1, X1) + g2 ((V32260, Xo)
= 0 (V;Aélfl,yl) + 5 (V%I&,Xl) + 92 (V%&,Yé) + 92 (V%2€25X2)
= (Leag1) (X1, Y1) + (Ley92) (X2, Y2) (4.8)

Daprés (4.5), (4.6), (4.7), (4.8) :

| 1 | |
RZC<<X17X2)7<Y17Y2)) + 5559((X17X2)7(Y17}6)) - RZCMl(X17K)+RZCM2(X27)/2)
+ ‘C&gl(leYl) +‘C£291(X27Yz)
. 1
= Ric™(X1,71) + §££191(X1,Y1)

1
+ }%Z'C]\/[2 (XQ, 3/2) + E»Cgle(XQ; YQ)

= Aq1(X1, Y1) + Aga(Xo, Y2)
= Mai(X1, Y1) + g2( X3, Y2))
= )\g((XbXZ)a(Yl,YZ))'
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Exemple 4.2.3. Soit M = R x S™, munie de la métrique diagonale g = dt*> + h, ot h est la
métrique induite sur la sphére S™, et soit :

f(t,x)=at®> +bt +¢,¥(t,z) €R x s,

Ot a,b,c € R .Alors, (M, g,V f,\) est un soliton de Ricci de type gradient, avec

A=n—1leta= "T’l En effet VX, Y € T(TS™), on a :

d d d d
. “ “w _ o . gn
ch((dt,){),(dt,Y)) Ric (dt’dt>+RZC (X,Y)

= 0+(n—1)h(X,Y). (4.9)

Ici, S™ est de courbure constante K =1, donc Ric = K (n — 1) h.D’autre part

s (42)-(3) -

= f"=2a (4.10)

D’apres(4.9)et (4.10), on obtient :

() (29)) st ((246) (5)) = 0 ) 2

D’ou, M est un soliton de Ricci de type gradient si est selement si :

i ((£5). (7)) = - ey s

5 N . . n—1
Clest-a-dire A (1 + h (X,Y)) = (n — 1) h (X, Y)+2a, il suffit de prendre A =n—1 et a = 5 )

Exemple 4.2.4. Soit M = R™ x N*, munie de la métrique g = grm + gyx, avec N¥ est une
variété d’Einstein de dimension K, ¢’est-a-dire RicN" = \gyx, et soit :

A
f:RmXNkHRa f(ac,p):§H:C]|2—l—ng(x,B)—i—c,

ot, c € R et B € R™ Alors, (M, g,V f,\) est un soliton de Ricci de type gradient.
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En effet; soit {%}izm la base canonique de R™, et soit X, Y € T’ (TN’“) :
RZC((@,X)) i (a—x],Y> = RZC (axz,a_%) +RZC (X,Y)
= Ric"" (X,Y) = Agwr (X,Y). (4.11)
Ici, Ric®" = 0.calculons de Hessf :
0 0 0
tewst (5 %) (7)) = o (Vagorat 1 (5))
of [ 0 0
= o (Ve (50)- (357))
_ _of 9 9
N 8xi8xkng 8xk’ aCL’j
_ Of 5 O
n (‘9@6@ k5 8xi8xj’
avec g—ai = A\zx; + b;, ot B = (by,....,b), %8’;]_ = \Jjj :
0 0
= = =\, 412
Hessf((agCi,X),(an,Y)) A0ij (4.12)

Finalement, d’aprés (4.11) et (4.12) :

Ric <(

o)
ox

o)
ox;’

)

)
3

X), (%,Y)) + Hessf ((

w((

0
—, X
al’i7

9
0%

). (

J

o)

Zj

,Y) = g (X,Y) + A6,

4.2.3 Quelques propriétés de soliton de Ricci

Soit (M, g,V f, A) un soliton de Ricci de type gradient, alors :

1.div (Ric) (X)
2.(VxRic)(Y) — (VyRic) (X)

m

3.3 (VgR)(E;,

i=1

X,Y)

g (Ricci(Vf),X), VX e ' (TM)
“R(X,Y)VfVX,Y € T(TM)

R(Vf, X)Y,VX,Y € T(TM)

Ou Vf = grad f,et {E;} est une base orthonormée sur M.

Preuve.
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1. Sur une carte normale en z € M (i.e.(Vg,Ej), =0), avec X = E}), on a :

div (Ric) (X) = (Vg Ric) (X, E;)
= E;(Ric(X, E;))
= E;(M\g(X,E;) — Hessf (X, E;))
= —Eig(Vxgrad f, E;)
= —g(VgVxgrad f,E;)
—g(R(E;, X)grad f,E;) — g(VxVggrad f, E;)
= —g(R(grad f,E;) E;, X) = X (¢ (Vg,grad f, E;))
—g (Ricci(grad f),X) — X (Hessf (E;, E;)) .

Ici, Ric = A\g — Hessf.D’autre part :
RZC (EZ, EZ) + H€SSf (Ez, Ez) == >\g (EZ, Ez) 3
C’est-a-dire S + Af = Am, avec m est la dimension de M, d’ou :

X(S)+X(Af) = 0
dS(X)+ X(Af) = 0
2div(Ric)(X)+ X(Af) = 0.

Par conséquent :
X (Hessf(E;, E;)) = =2 div(Ric)(X)

Finalement :

div(Ric)(X) = —g(Ricci(grad ), X) + 2 div (Ric)(X),
—div(Ric)(X) = —g(Ricci(grad f),X)
div(Ric)(X) = g (Ricci(grad f),X).

2. SiX =FE,Y = Eyet Z = E,,ou{E;} est une base orthonorme sur M tel que (Vg,, E}) =
0,vi,j=1,...m(x € M),on a:

g(R,(X,Y)grad f,z) = g(VxVygrad f —VyVxgrad f,Z)
= Xg(Vygrad f.Z) =Yg (Vxgrad [.Z)
= X (Hessf(Y,Z))—Y (Hessf (X, Z))
— X (\g(V,2) - Ric(Y,2)) - Y (\g (X, Z) — Ric (X, 7))
= —(VxRic)(Y,Z)+ (VyRic) (X, Z)

3. De méme, on obtient :

— Byg(R(E,X)Y,7)
= g(VgR(Y,Z2)E;, X).
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D’aprés l'identité de Bianchi :

g(Vg,R)(E, X,Y),Z) = —g(VyR(Z,E)E;,X)—g(VzR(E;,Y)E;, X)
= —Yg(R(Z, E;) Ei,X) - Zg(R(E;,Y) E;, X)
= —YRic(Z,X)+ ZRic(Y,X)
= Y (Mg (Z,X)—Hessf(Z,X))—Z(Ag(Y,X)— Hessf (Y, X))
= Y (Hessf (Z,X))— Z (Hessf (Y, X))
= Yg(Vzgrad f,X) — Zg (Vygrad f,X)
= Yg(Vxgrad f,Z) — Vygrad f, X)

Zg (
= g(VyVxgrad f,Z) — g(VzVygrad f,X)
= g(VyVxgrad f,Z) — g(R(Z,Y)grad f,X) — g(VyVzgrad f,X)
= g(VyVxgrad f,Z) — g(R(Z,Y)grad f,X) =Y g(Vzgrad f,X)
= g(VyVxgrad f,Z) —g(R(Z,Y)grad f,X)—Yg(Vxgrad f,Z)
= g(VyVxgrad f,Z) — g(R(Z,Y)grad f,X) — g(VyVxgrad [, Z)
= g(VyVxgrad f,Z) — g(R(grad f,X) Z,Y) — g(VyVxgrad f,Z)

= —g(R(grad f,X)Z,Y)
g(R(grad f,X)Y,Z)
D'ot(Vg,R) (E;, X,Y) = R(grad f,X)Y,puisque g est non dégénerée.
n

Théoréme 4.2.2. Soit (M™,g,&,\) un soliton de Ricci. Si § = Ric est une métrique Rie-
mannienne sur M, alors Uapplication identité Id : (M, g) — (M, g) est harmonique.

Pour la démonstration , on prouve d’abord les lemmes suivants :

Lemme 4.2.1. soit (M™,g,&, \) un soliton de Ricci, et soit S la courbure scalaire de M,
alors :

oS =) m —div £.
etraceV Ricci = %grad S.

Preuve. . soit x € M et soit {e;} une base orthonormée sur M. On a :
, 1
Ric(ei,ei) + 5Leg (ei, e1) = Ag (ei ¢5)

et d’aprés la définition de la courbure scalaire, on obtient :

1
S = —§£§g(ei7€i)+/\9(€z‘,€i)

= _% (g (vezfv ei) +9 (v€¢£7 61)) + Am

= -9 (vei§7 ei) + Am
= —div€ + Im.
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On pose (V.,e;), =0,Vi,j =1,...,m on obtient (en x) :
traceVRicci = (V. Ricci)e;
V., Ricci(e;) — Ricci (V,e;)
= V.R(eie;)e;.
D’autre part pour tout X = ey :
div Ric(X) = (V,,Ric) (e;, X)
= V. Ric(e;, X)— Ric(V.e;, X)— Ric(e;, Ve, X)
= VeiRZ'C (6i7 X)

veig (R (eiv e]) €j, X)

g (vfiiR (ei> ej) €5, X) .
d’ot, div Ric(X) = g (traceV Ricci, X).

Sachant que dS = 2 divRic , on déduit que :

1

idS (X) = g (traceV Ricci, X)
C’est-a-dire :

1 .
59 (grad S, X) = g (traceV Ricci, X)
et comme g est non dégénérée, on a bien :
1 .
§gmd S = traceV Ricci.
]

Lemme 4.2.2. Soit (M™,g,&,\) un soliton de Ricci, alors :

traceV*¢ = —Ricci &
Preuve. Sachant que :

Viy =VxVyZ = Vy,vZ

On obtient (sur une carte normale en x € M) :

traceV*¢€ = g (Ve,Ve,&,e5) €
= €; (g (Veiga 6]‘)) €j

D’autre part, on a :

(‘Cfg) (ei> ej) =9 (Vezfa ej) +4g (v6j67 ei)
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d’ou :

traceV?E = e; ((Leg) (es,¢5)) 5 — i (9 (Ve,€, 1)) €

de plus M est un soliton de Ricci vérifiant :
. 1
Ric (e;, e;) + §£§g (€ise;) = Ag (e, e;5)

Par conséquent :

traceV?¢ = —2e; (Ric(e;, ;) ej + 2e; (Mg (es,¢5)) ej — e; (9 (Ve, € €:)) €
= —2¢; (Ric (61763)) €j — € ( (Veyf,e@)) €

(
(

= —2e¢; (g (Ricci(e;),e))ej z( (Ve]f ei))
(9

)
)

= —2¢; (g (Ricci(e;),e;))e; — g (Ve Ve, i) €
Or :
R (ei, 63)5 == Veivejf - Vej Veif - V[ei,ej]g
Ve Ve,§ = R(ei ej){+ Ve, Ve,
d’ou :

traceV*¢ = —2¢; (g (Ricci(e;),e;))e; — g (R (e e5) & e)ej —g(Ve, Vel e) e
= —2traceV Ricci — Ricci & — grad div &

D’aprés le lemme précédent , on a :

1
traceV Ricci = égradS

1
= §grad (Am — div )
1
= —§grad div &

Finalement, traceV3¢ = — Ricci €.

"
Preuve. du théoréme(4.2.2)
Soient € M, {e;} une base orthonormée sur M tel que (V.e;), = 0, et V la connexion de
levi-Civita de la métrique g = Ric.

En utilisant la formule de Kaszul :

)+ e; (Ric(ej,e;)) — ej (Ric(e;, €;))
+ Ric(ej, i, €i]) + Ric(e;, [ej, e;]) — Ric (e, [es, €5]) -
= 2e¢; (Ric(e;,e5)) — ej (Ric(e;,e))
= 2e¢; (Ric(e;,ej)) —e; (5).

2Ric (@eiei,e]) = ¢; (Ric(e;,¢€j)
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Ou S est la courbure scalaire de (M, g).D’autre part, on a :

2e., (Ric(e;,ej)) = 2e;(Ag(ei,ej) — Leg (ei,e)))
= —¢; (Leg (ei,¢)))
= —¢ (( (V6157 ej)) +g (vejg’ 61))
= —g vezvelf 6]) (veivejg’ 62‘)

(

= —9(Ve,Ve&iey) — (9 (R(eise)€,e) +g (Vej V&, ez))
= (tracevzf, 6]) - 9( (f, ez) €4, 6]) —€j (g (Veﬁ? ei))
= —g (tracev g, ej) — g (Riccié, e;) — e; (div€)

d’ou :

2Ric (@ei, ej> = —g ((traceV*¢,e;)) — g (Ricci &, e5) — e (div &) — e (S)
= —g (tmcev2§ + Ricci &, €j) —¢j (div £+ 5)
Or,

traceNV*€ + Ricci € = 0, et div £ + S = Am.Par conséquent

2Ric <@eiei, ej> = ¢;(Am)
=0
Dow, V,, = ¢; = 0 (car Ric est non dégénérée ).Calculons le champ de torsion :
T(Id) = traceVId
= Vd(Id) (e;e;)
= @eiei — Ve
=0
On déduit finalement que V'application Id : (M, g) — (M, Ric) est harmonique.

4.3 Variété d’Einstein

Un probléme célebre en géométrie riemannienne est la recherche de métrique d’Einstein .

Définition 4.3.1. Une telle métrique g est une métrique riemannienne qui est proportionnelle
a son tenseur de Ricci, noté Ric, c’est-a-dire qu’il existe un réel A appelé constante d’Einstein
tel que :

Ric = \g

Cette équation est importante car elle est reliée a l’équation d’Einstein

1
R;w - §guuR + Ag;w = KTNV
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Définition 4.3.2. La variété riemannienne M est dite une variété d’ Einstein s’il existe un
nombre réel k tel que ['on ait

Ric(X,Y) = kg(X,Y), quels que soient X,Y € Tp et p e M. (4.13)

Remarque 4.3.1. Une métrique riemannienne g sur une variété M est dite métrique d’Ein-
stein s’il existe A € R tel que
Ric(X;Y) = g(X;Y)V(X;Y) € TM?: De plus, si A\ =0 alors on dit que g est Ricci-plate.

Définition 4.3.3. Une variété d’Einstein est une variété riemannienne pour laquelle il existe
A € R tel que :
Ric(g) = Ag.

Cette équation vient de la physique, mais correspond aussi a une condition naturelle a recher-
cher sur une métrique. Rechercher un comportement donné sur le tenseur de courbure entier
qui a une grande rigidité ne correspond qu’a trés peu de géométries. Pour la courbure scalaire,
c’est le contraire, c’est une condition trés souple et donne donc beaucoup solutions, souvent
trop pour étre étudiées. La situation intermédiaire de la courbure de Ricci constante apparait
comme bien plus intéressante. En dimension 2, toutes les courbures se confondent et toute
surface admet une métrique d’Einstein dite canonique.

Théoréme 4.3.1. Etant donnée une surface fermée X, il existe une métrique a courbure
constante sur la variété dont le signe ne dépend que de la topologie de la surface 3. Notons v
le genre de X (le nombre de trous dans la surface) on a plus particulierement :

1. si s = 0,alors il existe une mtrique g de courbure positive sur 3. C’est le cas de la
sphere.
2. siys = 1,alors il existe une mtrique g de courbure nulle sur ¥. C’est le cas du tore.

3. si vy = 2,alors il existe une mirique gde courbure ngative Y. C’est le cas des surfaces
a au moins deux trous.

Remarque 4.3.2. En dimension 3 et 4, il existe des contraintes topologiques grace auxquelles
on sait que certaines variétés différentielles ne peuvent pas étre équipées de métriques d’Ein-
stein. Le probleme est ouvert en dimension supérieure a 5, on me sait pas a quel point la
condition d’Finstein est restrictive.
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